
《瀚海之巅》2022-2023第 3期·征解
中国科大数学科学学院团委 《瀚海之巅》项目组

日期：2023年 3月 31日

1. 设 f(x) : [0, 1] → R，记命题 p；“f(x)在 [0, 1]上 a.e.连续”，命题 q；“存在在 [0, 1]

上处处连续的 g : [0, 1] → R，f(x) = g(x)，a.e. x ∈ [0, 1]”，请判断“p ⇒ q”与

“q ⇒ p”是否成立，并给出理由

供题人：刁睿明

2. 若边长为 a, b的矩形可以分切为一些边长为 x1, x2, . . . , xn的正方形.

求证: xi/a, xi/b(i = 1, 2, . . . , n)都是有理数.

供题人: 孙之棋

3. (1) 利用第二期征解中的Wallis引理
π

2
=

2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · 8 · · ·
1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · 9 · · ·

,

求证:

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn(x) d x =

√
π

2n
.

(2) 利用上一问计算 In的结果,求证:∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π.

供题人: 刘景寒
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4. (球极投影的有趣结论)设 S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}为 R3中的单

位球面, N = (0, 0, 1)为北极点, Λ为落在球面上的圆周. 证明: 若N ∈ Λ,则 Λ在球

极投影下的像为直线;若 N /∈ Λ,则 Λ在球极投影下的像为圆.

供题人: 徐思懿

5. 在 R2中,若 a为有理数,则 Ba = {a}× (0, 1],若 a为无理数,则 Ba = {a}× [−1, 0].
我们设 B =

⋃
a∈R Ba,求证: B 是连通集.

供题人: 罗云杰

6. C为复数域, f, g 为 C[x, y]上二互素多项式. 求证: C[x, y]/(f, g)为 C上有限维线
性空间.

供题人: 孙之棋

7. 当人们尝试推广面积、体积等概念时, 人们曾经试图找到一个函数 µ : P(Rn) →
[0,∞]使它具有以下性质:

i. 若 E1, E2, · · · ⊂ Rn为一列有限或无限的不交集,则

µ(E1 ∪ E2 ∪ · · · ) = µ(E1) + µ(E2) + · · · .

ii. 若E与 F 全等 (即, E可以通过平移、旋转与反射变换为 F ),则 µ(E) = µ(F ).
iii. µ(Q) = 1,这里 Q为单位立方体:

Q = {x ∈ Rn | 0 ≤ xj < 1, j = 1, · · · , n}.

但很不幸,这些条件是互相矛盾的. 本题向你解释当 n = 1时矛盾在何处,过程可
以轻易地拓展到高维情形.
考虑 R的单位立方体 [0, 1),在其上定义等价关系 x ∼ y :⇔ x − y ∈ Q,并设 N 为

恰好包含每个等价类中的一个元素的集合,即该等价关系的完全代表元系 (N 的构
造依赖于选择公理). 接下来令 R = Q ∩ [0, 1),并对每个 r ∈ R,令

Nr = {x+ r | x ∈ N ∩ [0, 1− r)} ∪ {x+ r − 1 | x ∈ N ∩ [1− r, 1)}.

(1) 证明 Nr ⊂ [0, 1),且每个 x ∈ [0, 1)恰属于一个 Nr.
(2) 证明满足 (i)、(ii)、(iii)的 µ不存在.
(3) 证明一般的情形: 满足 (i)、(ii)、(iii)的 µ : P(Rn) → [0,∞]不存在.

供题人: 徐思懿

8. 考虑集合 A = A0 t A1 t A2,其中 A0 = {0, 1, . . . , 9}, A1 = {{0, 2} , {2, 4} , {4, 1} ,
{1, 3} , {3, 0} , {0, 5} , {1, 6} , {2, 7} , {3, 8} , {4, 9} , {9, 5} , {5, 6} , {6, 7} , {7, 8} , {8, 9}},
A2 = {{0, 1, 2, 3, 4} , {0, 2, 5, 6, 7} , {2, 4, 7, 8, 9} , {1, 4, 5, 6, 9} , {1, 3, 6, 7, 8} , {0, 3, 5, 8, 9}},
从而以 A0为点, A1为边,我们能得到以下的 Petersen图:
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P = {A,⊆}构成偏序集 (事实上,构成抽象多面体). 试求 P 的自同构群.

供题人: 曾相如

9. 试按照以下步骤证明 R = Z[ω]是非欧几里得主理想整环，其中 ω = −1+i
√
19

2
。

(a) 验证 ω2 + ω + 5 = 0，且 η : R → N, x 7→ xx̄ = |x|2是良定义的乘性函数；
(b) 证明 R中的单位 u有且仅有 ±1（提示：η(u) = 1）；

(c) 假设R上存在一个欧几里得函数 f，取 x0 ∈ R使 f(x0) = min{f(x) : 0 6= x ∈
R, x非单位},证明 S = R/x0R恰由 R中的 0和单位组成。从而 card S = 2

或 3，证明此时 x2 + x + 5 = 0在 S 中无解得到矛盾，并由此推出 R不是欧

几里得整环；

接下来对于 R中任意一个非零理想 I，我们考虑 I 中使 η(x)达到最小正值的（非

零）元素 x1，则显然有 x1R ⊆ I，只需证明 I ⊆ x1R，即证 J = x−1
1 I ⊆ R，其中

视 J 为 C的 R-子模。（这里我们其实是用 η来替代欧几里得函数，不过它并不满

足欧几里得函数的所有性质）

(d) 证明对于 x ∈ J, y ∈ R，若 |x− y|2 < 1，则 x ∈ R。由此得到 ∀z ∈ J −R,m ∈
Z,

∣∣∣Im z −m
√
19
2

∣∣∣ ⩾ √
3
2
；

(e) 证明若 J−R 6= ∅，则 ∃z0 ∈ J−R满足
√
3
2

⩽ Im z0 ⩽
√
19−

√
3

2
,−1

2
⩽ Re z0 <

1
2
，

结合 (d)验证 2z0 ∈ R，证明此时有 ωω̄
2

= 5
2
∈ J 并导出矛盾。因此 R是主理

想整环。

供题人: 张哲琛

10. 已知一列标准高斯 (正态)随机变量 Z1, · · · , Zn独立同分布.
(1) 记 Sn = Z2

1 + · · ·Z2
n,当 λ < 1

2
时,计算 E[eλSn ],并证明

P((1− ε)2n ≤ Sn ≤ (1 + ε)2n) ≥ 1− 2e−nε2 .
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(2) 定义 An = max
1≤i≤n

|Zi|, Bn = max
1≤i≤n

Zi. 证明:

(2a)当 t → +∞时,有

P(Z1 > t) = t−1e−
t2

2 + o(1);

(2b)当 n → +∞时,有

E[An] =
√
2 log n+ o(1), E[Bn] =

√
2 log n+ o(1).

供题人: 宗语轩

11. 已知一列独立同分布的有界随机变量X1, · · · , Xn. 记 h(t1, · · · , tr)为 r元对称多项

式,

U =

(
n

r

)−1 ∑
1≤i1<···<ir≤n

h(Xi1 , · · · , Xir), V = U − E[U ].

本题的目的是研究 V 的极限分布。

(1) 记Xb
a = (Xa, Xa+1 . . . , Xb)，ζc = Var

(
E
[
h
(
Xc

1, X
r
c+1

)
| Xc

1

])
. 证明：当 n → ∞

时，nVar(V ) → r2ζ1.
(2) 记 V̂ = 1

n

∑n
i=1 E [V | Xi]，证明：n → ∞时，

√
nV̂ 依分布收敛于 N(0, r2ζ1).

(3) 证明：当 n → ∞时，
√
nV 依分布收敛于 N(0, r2ζ1).

(4) 在 (3)中，若 ζ1 = 0，则
√
nV 依分布收敛于 0，这就说明 V 的阶比 O(1/

√
n)

小。若已知 ζ1 = · · · = ζk = 0，ζk+1 6= 0，则此时该如何确定 V 的阶呢？（这

里所谓 U 的阶是 O(1/nx)是指：当 n趋于无穷时，nxU 依分布收敛于一个非

常值的随机变量.）

供题人: 罗迟

12. 在一个量子系统中,考虑哈密顿量:

H0 =
p21
2m

+
1

2
mω2x2

1 +
p22
2m

+
1

2
mω2x2

2,

这是两个解耦的谐振子的哈密顿量.
(1)计算 H0的本征态和本征值 (能量本征态可以标记为 |n1, n2〉).
(2)假设两个谐振子的产生和湮灭算符为 a†i , ai, i = 1, 2. 定义以下算符

J+ = a†1a2, J− = a†2a1, Jz =
1

2

(
a†1a1 − a†2a2

)
.

证明: [Jz, J±] = ±J±, [J+, J−] = 2Jz.
(3)考虑扰动的哈密顿量 (λ很小)

H = H0 + λx2
1p

2
2.

计算能级 n1 + n2 = 2处能量的一阶修正.

供题人: 王乐达
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13. 试证明:
1√

1− 2xt+ t2
=

∞∑
n=0

tn

2n+1πi

∮
Ω

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz,

并且当 t <
x−

√
1− x2

2
是正有理数时,对任意给定的 N ,

lim
n→∞
nt∈Z

{(1−
√
1− 2xt+ t2

t
− x−

nt∑
k=0

1√
n2 − 2xkn+ k2

+
1

2n
+

1

2n
√
1 + t2 − 2tx

)n2N−1

−
N∑
j=1

∞∑
l=1

n2N−1−2jCj
(−1)j(l + 2j)!tl

(2j)!l!2l+2jπi

∮
Ω

(z2 − 1)l+2j

(z − x)2j+l
dz} = 0

其中, Ω是绕 x的围道. Ck 满足 C0 = 1,
k−1∑
j=0

Cj

j!(k − j)!
= 0.

供题人: 葛霖

注: 第 4期供题与第 3期征解的截止日期是 2023年 5月 5日,欢迎大家踊跃投稿. 有关
投稿事宜请参见“项目组介绍 +投稿须知”.
在此基础上,本期征解部分的投稿我们允许投稿人使用自己的纸质解答拍照扫描后

生成的 pdf文件投稿，其中纸质解答上务必附上自己的姓名、学号 (非科大学生提供学
校)、征解的期号和题号,同时保证字迹清晰,拍照清晰. 其他要求参见上述投稿须知. 供
题部分的投稿须按照上述投稿须知中的要求.

5

https://mp.weixin.qq.com/s/D_FuhiUryX9wNIkUHF7Htw

