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1. 证明：在置换群 Sn+2中存在两个与 Sn同构但是不共轭的子群。

供题人：罗云杰

2. (1) 计算
∞∑
n=1

cos(nx)

n
,

∞∑
n=1

sin(nx)

n
.

(2) 利用前面的结果，计算
∞∑
n=1

1

n2
.

(3) 尝试计算

ζ(2k) =
∞∑
n=1

1

n2k
, k ∈ N

（Hint：利用函数 x2k 的 Fourier 展开）。更进一步，导出 ζ(2k) 的递推关系

式。（本题征解暂不做要求）

供题人：刘景寒

3.（有限域上线性空间的子空间计数问题）设 Fq 为 q 阶的有限域，V = Fn
q 为 Fq 上

的 n维线性空间，我们定义
(
n

k

)
q

为 V 的 k维线性子空间数目，称为高斯二项式

系数 (Gaussian binomial coefficient)。我们下面的主要目标是导出其表达式，并寻

找其与二项式系数
(
n

k

)
的联系。

(1) 求 V 上的秩 k线性无关组的数目；

(2) 求 k维线性子空间的基的组数；

(3) (i) 利用 (1)(2)的结果给出
(
n

k

)
q

的表达式；

(ii) 现假设 q ∈ R，求证：

lim
q→1

(
n

k

)
q

=

(
n

k

)
.

(4) 求 V 的全体子空间数目。（本小问不要求作答，事实上它可能没有初等的答

案。q = 2的一些结果可以参考：Sum of Gaussian binomial coefficients [n,k] for
q=2 and k=0..n.）
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供题人：徐思懿

4. Sn和 S ′
n表示两个独立的直线上简单对称随机游走,且 S0 = S ′

0 = 0，定义“懒”随

机游走：

Rn =
1

2
(Sn − S ′

n).

(1) 若事件“质点从原点出发后存在某个时刻回到原点”发生的概率为 1,则称该
随机游走是常返的。判断“懒”随机游走 Rn的常返性，并说明理由；

(2) 定义 T = inf {n ∈ N∗ : Rn = 0}，求 T 的分布列。

提示: 可引入

Pn = P(R1 > 0, R2 > 0, · · · , Rn−1 > 0, Rn = 0), P0 = 0,

Qn = P(R1 ≥ 0, R2 ≥ 0, · · · , Rn−1 ≥ 0, Rn = 0), Q0 = 1.

(3) 证明: 对 ∀δ > 0，均有
Rn

n
1
2
+δ

a.s.−→ 0.

供题人：宗语轩

5. 令 S = (s0, s1, s2, · · · ) 为一正整数列。我们称 S 是次指数增长的，如果 sn ⩽
22

f(n)
, ∀ n ∈ N，其中 f : N → R+满足

f(n)

log2 n
→ 0 (n → ∞)。

求证：如果正整数列 S 是严格递增且次指数增长的，那么

PS : = {p是素数 : ∃ n ∈ N, p | sn}

是无穷的。

供题人：张哲琛

6. 设 {γk}k∈Z满足如下条件：
(1) γ−k = γk, ∀ k ∈ N；
(2)

∑∞
k=1 |γk| < ∞；

(3) ∀ n，令 aij = γi−j, 1 ≤ i, j ≤ n，则矩阵 (aij)n×n半正定。

考虑函数

f(ω) =
1

2π

∑
k∈Z

γk cosωk, ω ∈ R.

求证：f(w)是连续函数且值域非负。

供题人：罗迟

7. 设 A为一个 n阶复方阵，考虑多项式 f(x) = |I − xA|, x ∈ C。
证明下列命题等价:
(1) f(x)为常值多项式。

(2) ∃ m ∈ N，使得 ∀ m+ 1 ≤ k ≤ m+ n, tr(Ak) = 0。
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供题人：罗迟

8. 设 R是一个含幺交换环，它包含了一个域K，且 R作为K 线性空间是有限维的，

R上的一个含幺环自同态 ϕ满足 ϕ2 = id。问：

(1) 若 charK = p，p为素数，则是否 ϕ(K) = K 总是成立？证明或举出反例。

(2) 若 charK = 0，则是否 ϕ(K) = K 总是成立？证明或举出反例。

供题人：葛霖

9. 在一个圆上给出了 2500个点，它们被随机标记为 1, 2, . . . , 2500。证明一个人可以选

择 100个不相交的弦来连接这些点中的一些点，使得所选弦端点处的 100对数字
的和相等。

供题人：王乐达

10. 证明下列命题：任给 R2 中的一个三角形 ABC，以及 ABC 中一个点 O，我们称

线段 AO、BO、CO的并为一个“Y”型子集。试证明无法找到不可数个互不相交
的“Y”型子集。

供题人：曾相如

11. 证明：对每个 d ⩾ 2，存在 Rd中 2⌊
√
6
9
( 2√

3
)d⌋个点的点集 S ⊆ {0, 1}d（单位 d-立方

体的顶点）使得这些点只决定锐角（任三点构成的角均是锐角）。

供题人：张哲琛

12. 令 f : R\Z → R，

f(x) =
π2

sin2(πx)
−
∑
k∈Z

1

(x− k)2
.

(1) 证明 f 表达式中的级数在定义域内的有界闭集上是一致收敛的，并说明 f 是

连续函数。

(2) 证明 f 在 0处的极限存在，因此可以适当地定义整数处 f 的取值，得到一个

在实数上连续的函数，也记为 f。并且这是一个周期函数，于是有界。

(3) 证明
f (x) + f

(
x+

1

2

)
= 4f(2x),

并说明 f ≡ 0，因此得到

∀x ̸∈ Z,
π2

sin2(πx)
=

∑
k∈Z

1

(x− k)2
; (1)

∀x /∈ Z+
1

2
, π2(tan πx)′ =

π2

cos2(πx)
= 4

∑
k∈Z

1

(2x− 2k − 1)2
. (2)
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(4) 证明
∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
.

(5) 证明

∀x /∈ Z+
1

2
, π2n tan

(2n−1)(πx)

(2n− 1)!
= 22n

∑
k∈Z

1

(2x− 2k − 1)2n
.

特别的，

π2n tan
(2n−1)(0)

(2n− 1)!
= 2(22n − 1)

∞∑
k=1

1

k2n
.

我们定义 ζ(2n) =
∞∑
k=1

k−2n。

(6) 证明

tan x =
∞∑
n=1

2(22n − 1)ζ(2n)

π2n
x2n−1, |x| < π/2.

(7) 证明

π tan(πx) = 8x
∞∑
k=1

1

(2k − 1)2 − 4x2
, x ̸∈ Z+

1

2
. (3)

(8) 证明
π

sin(πx)
=

1

x
+ 2x

∞∑
k=1

(−1)k

x2 − k2
.

(9) 求不定积分 ∫ (
π cot(πx)− 1

x

)
dx.

并证明

sin(πx) = πx
∞∏
k=1

(
1− x2

k2

)
. (4)

由于被积函数的定义域，仅说明了表达式对 0 < x < 1 成立，但是两端在

x = 0处极限相同，再考虑奇偶性和周期性，对所有的 x ∈ R也成立。
(10) 证明

2

π
=

∞∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
,

于是有Wallis公式：

lim
n→∞

22n(n!)2

(2n)!
√
2n+ 1

=

√
π

2
.

(11) 证明

π =

∫
R

sin2 x

x2
dx.

由此证明 ∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2
.

下面各问中 0 < p < 1：
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(12) 证明下列级数在 [0, 1− δ]上一致收敛
xp−1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)kxp+k−1.

(13) 证明 ∫ 1

0

xp−1

1 + x
dx =

∞∑
k=0

(−1)k

p+ k
,

∫ ∞

1

xp−1

1 + x
dx =

∞∑
k=1

(−1)k

p− k
,

并证明 ∫ ∞

0

xp−1

1 + x
dx =

π

sin(pπ)
.

(14) 仿照上述步骤，证明∫ ∞

0

xp−1 ln x

x− 1
dx =

∑
k∈Z

1

(p− k)2
=

π2

sin2(πp)
.

供题人：杨笛龙

注：第 3期供题与第 2期征解的截止日期是 2023年 2月 10日，欢迎大家踊跃投稿，有
关投稿事宜请参见“项目组介绍 +投稿须知”
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https://mp.weixin.qq.com/s/D_FuhiUryX9wNIkUHF7Htw

