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1、设 E为 n维向量空间（给定标准基），线性映射 f ∈ L(E)，向量 u1, · · · , un ∈ E。求

证：

det(f(u1), u2, · · · , un) + det(u1, f(u2), · · · , un) + · · ·+ det(u1, · · · , un−1, f(un))

=det(u1, · · · , un)tr(f).

供题人：徐思懿

证明. (1)（证法一）不妨设 uk =
n∑

i=1

akiei，则 f(uk) =
n∑

i=1

akif(ei)，设 f(et) =
n∑

k=1

ctkek，

于是有 f(uk) =
n∑

i=1

aki

n∑
t=1

citet =
n∑

t=1

et

(
n∑

i=1

akicit

)
。记 Aij 为 (aij)n×n的第 ij元

的代数余子式，那么

LHS =
n∑

j=1

n∑
k=1

(
n∑

i=1

ajicik)Ajk

=
n∑

k=1

n∑
i=1

(
n∑

j=1

ajiAjk)cik

=
n∑

k=1

(detA · ckk) = detA · tr(f) = RHS.

(2)（证法二）注意到线性映射的迹与选取的基无关，当 (u1, · · · , un)线性无关时，写出
f 在这组基下的矩阵表示，容易得到所证等式成立。因此，只需考虑 (u1, · · · , un)
线性相关的情形。此时，由于可逆矩阵在 Rn 中稠密，可以取一列矩阵 {An} →
(u1, · · · , un)。由于线性映射 f 及行列式函数 (多项式)都是连续的，取极限就得到
想证的结果。

(3)（证法三）设 f 的矩阵表示为 A，则

tr(A) exp(tr(At)) det(u1, · · · , un)

=
d

dt
det(exp(At)) det(u1, · · · , un)

=
d

dt
det(eAtu1, · · · , eAtun)

=det(AeAtu1, e
Atu2, · · · , eAtun) + · · ·+ det(eAtv1, · · · , eAtvn−1, Ae

Atvn).
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其中第一个等号因为 det(exp(At)) = exp(tr(A))，这可以由 At的 Jordan标准型直
接得到。最后一个等号实际上是如下结论:
f(x) = det(aij(x))n×n，则 f ′(x) =

n∑
i=1

fi(x)，其中 fi(x)是仅对第 i列元素求导后

的行列式。

证明：对 f(x)全展开后求导：

f ′(x) =
∑
τ∈Sn

sgn(τ)
d

dx

[
n∏

j=1

aj,τ(j)(x)

]
=
∑
τ∈Sn

sgn(τ)
n∑

j=1

(
a′j,τ(j)(x)

∏
k ̸=j

ak,τ(k)(x)

)
.

交换求和顺序则得到等式右侧 n个行列式的全展开。

评论. 本身题目并不困难，即使是暴力计算也并不耗费多少功夫（证法一）。不过投稿
的同学没有采用暴力计算的，其中杨笛龙同学提供了证法二与证法三，吴凯同学与撸题

猫（昵称）同学做法与证法二相似，不过吴凯同学在处理 u1, · · · , un线性相关的情况时
是对这个向量组的秩是否为 n− 1进行了讨论，并证明等式左边为零（因为等式右边显

然为零），其过程略微繁琐，感兴趣的同学可以自行验证。而撸题猫同学采用了摄动法

进行求解，内涵与杨笛龙同学是一致的。

2、设 E为 n维欧氏空间，n ≥ 2。取 n+ 1个向量 x1, · · · , xn+1，假设对所有的 i 6= j都

有 〈xi, xj〉 < 0。求证：x1, · · · , xn构成 E 的一组基。

供题人：罗云杰

证明. 若不然，显然有 x1, · · · , xn+1不为零，不妨设 x1 =
n∑

k=2

akxk，ak 不全为零。

记 A = {2 ≤ k ≤ n | ak > 0}, B = {2 ≤ k ≤ n | ak < 0}，故 x1 −
∑
k∈B

akxk =∑
k∈A

akxk。则

0 ≤ 〈
∑
k∈A

akxk |
∑
k∈A

akxk〉 = 〈
∑
k∈A

akxk, x1 −
∑
k∈B

akxk〉

=
∑
k∈A

ak〈xk, x1〉 −
∑
k1∈A

∑
k2∈B

ak1ak2〈xk1 , xk2〉 < 0.

矛盾！

故 {x1, · · · , xn}为 E 的一组基。

3、
(1) 矩阵 A,B 满足 AB − BA = B,求证 B 是幂零阵；

(2) 矩阵 A,B,C 满足 AB − BA = C,AC = CA,求证 C 是幂零阵。

供题人：刘景寒
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证明. (1) 设 B = P−1JP，J 为 B 的 Jordan 标准型。则 PAP−1J − JPAP−1 = J，

PAP−1与原始的 A一一对应，不妨简记为 A，则 AJ − JA = J。

设 J =


J1

. . .

Js

，这其中每个 Jordan块的特征值为 λ1, · · · , λs。同样地把 A

分块成 (Aij)s×s。

引理：若 AX = XB, (φA(λ), φB(λ)) = 1，则 X = O。

证明：由 (φA(λ), φB(λ)) = 1，∃ f(λ), g(λ) s.t. f(λ)φA(λ) + g(λ)φB(λ) = 1，于是

f(B)φA(B) = In，从而 φA(B)可逆。由 AX = XB，φA(A)X = XφA(B) = O ⇒
X = O。

回到原题，我们得知 k 6= l时 AklJl − JkAkl = 0，

由引理 k 6= l时 Akl = 0，只用考虑 A =


A1

. . .

As

。
那么有：AiJi − JiAi = Ji，从而 trAiJi − trJiAi = trJi，所以 Ji特征值为 0，也即

每一个 Ji特征值均为 0。因此 B 是幂零阵。

(2) 仿照上一问的想法，设 C = P−1JP，J 为 C 的 Jordan标准型。

有 PAP−1J = JPAP−1，设 J =


J1

. . .

Js

，这其中每个 Jordan块的特征值

为 λ1, · · · , λs。

相同地，使用引理，可以证明 PAP−1 =


A1

. . .

As

 = A′

进一步，P−1A′PB − BP−1A′P = P−1JP

⇒ A′PBP−1 − PBP−1A′ = J =


J1

. . .

Js



与上一问几乎一致地，设 PBP−1 = B′ 则与 J =


J1

. . .

Js

相对应的每个小
块都有

tr(A′B′)i = tr(B′A′)i.

故每个 Jordan块特征值均为零，所以 C 是幂零阵。

(3) 我们证明 tr(Ck) = 0，从而利用 Jordan阵证明 C 幂零。这个证法比较多地使用到
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了交换的性质和操作。

tr(C) = tr(AB − BA) = 0. (1)

进而继续考虑 tr(Ck) = 0，

tr(Ck+1) = tr(ABCk − BACk). (2)

因为 A,B交换，所以

tr(Ck+1) = tr(ABCk − BACk) = tr(A(BCk)− (BCk)A) = 0, (3)

那么 tr(Ck) = 0。这是一道经典的 Jordan标准型题目，考察 Jordan标准型我们即
可得知 C 的所有特征值均为 0。那么 C 是幂零阵。

评论. 1. 这两道题目有趣的地方在于不完全地拆开每一个 Jordan阵，而是仅仅把特
征值相同的合并在一起视为一个整体来研究。这本质上还是因为带证命题等价为

所有特征值均为零。实际上都在探讨 AB − BA 形式的问题。下面的例题给出了

更加细致的刻画，相信会对每一位读者大有脾益。

2.（李炯生《线性代数》Page300例 9）求出和 n阶复方阵A可交换的所有 n阶复方

阵B。

解：设 λ1, λ2, · · · , λt是方阵A的全部不同的特征值,并且方阵A的初等因子组为

(λ− λ1)
m11 , (λ− λ1)

m12 , · · · , (λ− λ1)
m1k1 ,

(λ− λ2)
m21 , (λ− λ2)

m22 , · · · , (λ− λ2)
m2k2 ,

· · ·

(λ− λt)
mt1 , (λ− λt)

mt2 , · · · , (λ− λt)
mtkt ,

则

P−1AP = I = diag (J11,J12, · · · ,J1k1 , · · · ,J t1,J t2, · · · ,J t′kt)

其中 P 是某个 n 阶可逆复方阵，Jkt 是属于初等因子 (λ− λj)
ml 的 Jordan 块，

l = 1, 2, · · · , kj, j = 1, 2, · · · , t。记

J j = diag (J j1,J j2, · · · ,J jk) , j = 1, 2, · · · , t,

则

P−1AP = J̃ = diag (J1,J2, · · · ,J t) .

记 B̃ = P−1BP，并按 J̃ = diag (J1,J2, · · · ,J t) 的分块方式将 B̃ 分块为 B̃ =

(Bij)，其中Bij是 (mi1 + · · ·+miki)×
(
mj1 + · · ·+mjkj

)
子矩阵。由于BA = AB，

所以 B̃J = JB̃。于是 BijJ j = J iBij, 1 ⩽ i, j ⩽ t。显然，当 i 6= j 时, J i 和

J j 没有公共特征值。由例 8,Bij = 0。于是 B̃ = diag (B11,B22, · · · ,But)，而且

BiiJ i = J iBii, i = 1, 2, · · · , t。按方阵 J i = diag (J i1,J i2, · · · ,J iki)的分块方式将
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方阵Bii分块为Bii =
(
B

(i)
k1

)
，其中B

(i)
kl 是mik×mil子矩阵。因为BiiJ i = J iBii，

所以B
(i)
kl J il = J ikB

(i)
kl , 1 ⩽ k, l ⩽ ki。

于是问题就化为: 已知 J (p) = λ0I(p) + N (p),J (q) = λ0I(q) + N (q)，求 p × q 矩阵

C = (cij)，使得CJ (p) = J (q)C。因为C
(
λ0I(q) +N (q)

)
=
(
λ0I(p) +N (p)

)
C，所

以 CN (q) = N (p)C。当 p = q时,由 CN (q) = N (p)C 得到
0 c11 c12 · · · c1,p−1

0 c21 c22 · · · c2,p−1

...
...

... . . . ...
0 cp1 cp2 · · · cp,p−1

 =



c21 c22 · · · c2p

c31 c32 · · · c3p
...

... . . . ...
cp1 cp2 · · · cpp

0 0 · · · 0


.

比较两边矩阵的元素，得到

C =


c1 c2 · · · cp

0 c1 · · · cp−1

...
... . . . ...

0 0 · · · c1

 ,

其中 ci = c1i, i = 1, 2, · · · , p。当 p > q时，由 CN (q) = N (p)C 得到

C =


c1 c2 · · · cq

0 c1 · · · cq−1

...
... . . . ...

0 0 · · · c1

 ;

当 p < q时,则 Op×(q−p),


c1 c2 · · · cp

0 c1 · · · cp−1

...
... . . . ...

0 0 · · · c1



 .

这样一来就可以定出和方阵 J i可交换的方阵Bi, i = 1, 2, · · · , t，从而定出和方阵
A可交换的方阵B。

4、设数列 {an}满足 an

n∑
k=1

ak = 2022。

(1) 若 an > 0，证明：数列 {an}收敛。并求其极限。
(2) 若 an+1an < 0，证明：

(2a) 数列 {an}发散；
(2b) 数列 {|an|}收敛，并求其极限。

供题人：宗语轩
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证明. 记 Sn =
n∑

k=1

ak.

(1) {an}单调递减。利用单调有界原理即得数列 {an}收敛，反证得 lim
n→+∞

an = 0。

(2) (2a)反证：设 lim
n→+∞

an = x，由 an+1an < 0知 x = 0。因为 Sn+1 与 Sn 异号，且

anSn = 2022。由 lim
n→+∞

an = 0知，存在 N ∈ N∗，当 n > N 时，有 |Sn+1 − Sn| >
20222022。

而 lim
n→+∞

(Sn+1 − Sn) = lim
n→+∞

an = 0，矛盾。所以数列 {an}发散；
(2b)引理：对 ∀c ∈ R，方程 x(x+ c) = 2022有一个正根和一个负根。

引理的证明：记 f(x) = x(x + c)，注意到 f(0) = 0, f(+∞) = f(−∞) = +∞，分
别利用介值定理并结合代数学基本定理即得；

回到原题。不妨 a1 > 0，利用 anSn = 2022，得

a2 < −a1, a1 < a3 < −a2.

下用数学归纳法证明：an+2在 an和 −an+1之间。

当 n = 1 时命题成立，假设 n = k (k ⩾ 1) 时命题成立，构造函数 f(x) =

x(Sk + ak+1 + x)− 2022。由归纳假设知，akSk = 2022。若 ak > 0，

• 若 ak > −ak+1 > 0，则

f(ak) = ak(Sk + ak+1 + ak)− 2022 > akSk − 2022 = 0,

f(−ak+1) = −ak+1Sk − 2022 < akSk − 2022 = 0.

由零点存在定理知，∃x0 ∈ (−ak+1, ak),使得 f(x0) = 0。由引理及 ak+2 与 ak

同号知，ak+2 = x0。

• 若 −ak+1 > ak > 0，则

f(ak) = ak(Sk + ak+1 + ak)− 2022 < akSk − 2022 = 0,

f(−ak+1) = −ak+1Sk − 2022 > akSk − 2022 = 0.

由零点存在定理知，∃x0 ∈ (ak,−ak+1)，使得 f(x0) = 0。由引理及 ak+2与 ak

同号知，ak+2 = x0。

对 ak < 0同理可证。故 n = k + 1时命题成立，数学归纳法得证。

又因为 a1 < a3 < −a2，可用数学归纳法证明正项数列 {a2k−1}+∞
k=1单调递增，负项

数列 {a2k}+∞
k=1单调递增。而 {a2k−1}+∞

k=1有上界−a2，{a2k}+∞
k=1有上界−a3。由单调

有界原理知，数列 {a2k−1}+∞
k=1，{a2k}

+∞
k=1均收敛。设 lim

k→+∞
a2k−1 = x, lim

k→+∞
a2k = y。

因为−a3 < 0, a2k−1 ⩾ a1 > 0，故 x > 0, y < 0。由 anSn = 2022知，数列 {S2k−1}+∞
k=1,

{S2k}+∞
k=1均收敛。设 lim

k→+∞
S2k−1 = a, lim

k→+∞
S2k = b。则有

ax = by = 2022, b = a+ y, a = b+ x.

而 x, a > 0, y, b < 0,解得 a = −b =
√
1011, x = −y = 2

√
1011。

a1 < 0同理可证。故数列 {|an|}收敛，且 lim
n→+∞

|an| = 2
√
1011。
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5、设 {an}为实数数列，定义算术平均值数列 (Cesàro求和):

σn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
, n ∈ N∗.

一般地，数学分析课堂上已证明如下命题：设 lim
n→+∞

an = a，则有 lim
n→+∞

σn = a。同时

举了逆命题不成立的反例。现在继续探究 Cesàro求和极限：
(1) 是否存在数列 {an}，使得对 ∀n ∈ N∗，均有 an > 0且 lim sup

n→+∞
an = ∞但 lim

n→+∞
σn =

0？

(2) 对 k ∈ N∗，记 bk = ak+1 − ak。证明：对 ∀n ⩾ 2，均有 an − σn =
1

n

n−1∑
k=1

kbk。

(3) 设 lim
n→+∞

nbn = 0，并且 {σn}收敛。证明： {an}亦收敛。
(4) 设数列 {nbn}有界，并且 lim

n→+∞
σn = σ。证明： lim

n→+∞
an = σ。

供题人：宗语轩

证明. (1) 存在，构造

an =

lnn ∃t ∈ N∗, s.t. n = t3,

1

n2
else.

则有 lim sup
n→+∞

an = ∞。同时，对 ∀n ∈ N∗,记 k ∈ N∗满足 k3 ≤ n < (k + 1)3，则有

0 < σn ≤ 1

n

n∑
i=1

1

i2
+

1

n

k∑
t=1

3 ln t <
2

n
+

3

k3

k∑
t=1

ln t <
2

k3
+

3 ln k

k2
n→+∞−−−−→ 0.

由夹逼原理知， lim
n→+∞

σn = 0。

(2) 我们有

an − σn = an −
a1 + a2 + · · ·+ an

n

= (a1 + b1 + · · ·+ bn−1)−
na1 + (n− 1)b1 + (n− 2)b2 + · · ·+ bn−1

n

=
1

n

n−1∑
k=1

kbk.

(3)
1

n

n−1∑
k=1

kbk 趋于 0，由 (2)知 {an}收敛。

(4) 对正整数m < n，有

σn − σm =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
− a1 + a2 + · · ·+ am

m

= (a1 + a2 + · · ·+ an)

(
1

n
− 1

m

)
+

n∑
i=m+1

ai
m

=
m− n

m
σn +

1

m

n∑
i=m+1

ai.
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两边同乘
m

m− n
，移项得

−σn =
m

n−m
(σn − σm)−

1

n−m

n∑
i=m+1

ai.

故有

an − σn =
m

n−m
(σn − σm) +

1

n−m

n∑
i=m+1

(an − ai).

记正数M 满足 |nbn| ≤M。注意到，对m+ 1 ≤ i ≤ n，有

|an− ai| = |bi+1+ · · ·+ bn| ≤M

(
1

i+ 1
+ · · ·+ 1

n

)
≤ (n− i)M

i+ 1
≤ (n−m− 1)M

m+ 2
.

对 ∀ε > 0，不妨 n,m > ε。∃N ∈ N∗(N > ε)，使得对 ∀n > N , ∃m ∈ (0, n)，满足

m ≤ n− ε

1 + ε
< m+ 1.

由此推出
m

n−m
<

1

ε
,

n−m− 1

m+ 2
< ε.

再利用 lim
n→+∞

σn = σ可知，存在 N ′ ∈ N∗(N ′ > N)，当 n1, n2 > N ′时，有

|σn1 − σn2 | < ε2.

设正整数N0满足
N0 − ε

1 + ε
> N ′。则对 ∀n > N0, ∃m ∈ (N ′, n)且满足m ≤ n− ε

1 + ε
<

m+ 1，有

|an − σn| <
1

ε
|σn − σm|+Mε < (M + 1)ε.

因此 lim
n→+∞

(an − σn) = 0。再由 lim
n→+∞

σn = σ知 lim
n→+∞

an = σ。

6、（这道题会向你展示如何优雅地证明实数的完备性的梗概）假设我们尚且不知道实数
的存在，但我们已经构建了有序域 (Q,+,×)，现在我们介绍一种由此定义实数的方式：

有理数的 Dedekind分割。
设 X ⊂ Q，令 X ′ = Q−X。如果下面三条性质都成立：

• X 6= ∅, X ′ 6= ∅；
• 对任意 x ∈ X, x′ ∈ X ′，都有 x < x′；

• X 中没有最大元，
我们就称 X 是 Q的一个 Dedekind分割。记R为 Q的所有 Dedekind分割组成的集合。

(1) 验证
X√

2 := {x ∈ Q | (x < 0) ∨ (x2 < 2)}

构成 Q的一个 Dedekind分割。这对应于我们熟悉的
√
2。

(2) 接着我们可以在R上定义序结构。对任意X,Y ∈ R，如果X = Y (作为集合)，则
称 X = Y (作为 Dedekind分割)；X ⊂ Y 且 X 6= Y，称 X < Y。

试验证 <构成R上的严格全序关系，即满足以下三条：
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• ∀ X ∈ R, X 6< X；

• ∀ X,Y, Z ∈ R, (X < Y ) ∧ (Y < Z) ⇒ (X < Z)；

• ∀ X,Y ∈ R, X < Y,X = Y, Y < X 有且仅有一条成立。

(3) 证明R满足最小上界原理，即 ∅ 6= X ⊂ R有上界，那么它有最小上界。
这样我们就证明了 R的完备性，但注意，这里并不能简单地说是实数的完备性，因为
我们尚且没有说明R是我们想要的实数域，我们还没有定义它上面的代数结构。

供题人：徐思懿

证明. (1) 由题，X ′√
2
= {x ∈ Q | (x ≥ 0) ∧ (x2 ≥ 2)}。

• 显然 X√
2 6= ∅, X ′√

2
6= ∅。

• 对任意 x ∈ X√
2, x

′ ∈ X ′√
2
，由有理数序的完全性，若 x < 0，则 x < 0 ≤ x′，

若 x ≥ 0，则 x2 < 2 ≤ x′2，即 x2 < x′2，于是容易得到 x < x′，这依赖于有

理数的代数结构与序结构相容。

• X√
2 3 x < 0显然不是X√

2中的最大元，而对 x ≥ 0, x2 < 2，取 y = x2+2x+2
2x+2

，

容易验证 x2 < y2 < 2，故 X 无最大元。

故 X√
2为 Q的一个 Dedekind分割。

(2) • 对 X ∈ R，显然 X = X，故 X 6< X；

• 对 ∀X,Y, Z ∈ R，若X < Y, Y < Z，由定义，X ⊂ Y ⊂ Z，且X 6= Y, Y 6= Z，

那么 X 6= Z，否则与 X ⊂ Y ⊂ Z 矛盾，于是由定义，X < Z；

• 对∀X,Y ∈ R，若X 6< Y,X 6= Y，下证Y < X。由X 6< Y，存在x ∈ X, x /∈ Y，

于是 x ∈ Q − Y，所以 y < x, ∀ y ∈ Y ⇒ y ∈ X，那么 Y ⊂ X，而 Y 6= X，

所以 Y < X。

(3) 记 X̄ :=
⋃
X∈X

X，下证 X̄ 为 X 的上确界。

首先我们需要证明 X̄ 是个 Dedekind分割。
• X̄ 6= ∅显然，而 X 有上界，不妨记为X ′，那么 X̄ ⊂ X ′ ⇒ Q− X̄ ⊃ Q−X ′，

Q−X ′非空，故 Q− X̄ 非空。

• 对任意 x ∈ X̄, x′ ∈ Q − X̄，存在 X ∈ X 使得 x ∈ X，而 Q − X̄ ⊂ Q −X，

所以 x < x′。

• 如果 X̄ 中有最大元，不妨设为 x̄，那么存在 X 使得 x̄ ∈ X，显然 x̄也是 X

的最大元，矛盾。故 X̄ 无最大元。

于是 X̄ 为 Dedekind分割。
然后我们要证明 X̄ 为 X 上确界，这个过程分为两步，第一步是证明 X̄ 为上界，

第二步是证明 X̄ 是最小的上界。

注意到 ∀ X ∈ X , X ⊂
⋃
X∈X

X = X̄，于是自然由非严格偏序的定义，X ⊂ X̄ ⇔

X ≤ X̄，因此 X̄ 是 X 的上界。
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再设 X ′ 为 X 上界，则对 ∀ X ∈ X , X ≤ X ′ ⇒ X ⊂ X ′ ⇒ X̄ ⊂ X ′ ⇒ X̄ ≤ X ′，

所以 X̄ 是最小上界。

所以 X̄ 是 X 的上确界。

评论. 大部分教材在讲授实数的定义时会以有理数的 Cauchy 列引入，这的确是一般性
的方法。不过利用 Dedekind分割定义实数也别有一番优美。这方面的资料可以参考于
品的数学分析讲义。

7、证明任一酉矩阵是一个实正交矩阵和一个复对称矩阵的乘积。

供题人：王乐达

证明. 引理：对于任何酉矩阵 U 和正整数 k，都存在多项式 p(x)，使得矩阵 V = p(U)

也是酉方阵，且其满足方程 V k = U。

引理证明：由酉相似的性质，存在一个酉方阵 S 使得 U = SDS−1，其中 D 为对

角阵，设 D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)。由 U 为酉矩阵，故 |λi| = 1 对 ∀i 成立。任取一些
λi 的 k 次方根，记为 µi，则 µi = λ

1/k
i 。由 Lagrange插值公式，存在多项式 p(x)使得

p(λi) = µi, ∀i。这样，p(U)k = Sp(D)kS−1 = Sdiag(µ1, µ2, . . . , µn)
kS−1 = SDS−1 = U。

由于仍有 |µi| = 1，容易验证此时的 p(U)仍为酉方阵。

回到原问题。对于任何酉矩阵 U，注意到 UUT 仍为酉矩阵。由引理可知，存在一

个酉矩阵 X 和多项式 p(x)使得 X2 = UUT 且 X = p(UUT )。注意到 X 本身是对称阵，

且 X 与 X−1均可与 UUT 交换。注意到 U = X · (X−1U)，下面只要证明 X−1U 是实正

交矩阵。我们有

(X−1U)(X−1U)T = X−1UUTX−T = X−1X2(XT )−1 = XX−1 = I.

同理，(X−1U)T (X−1U) = I。注意到 X−1U 也是酉矩阵，因此

(X−1U)(X−1U)H = I.

这说明 (X−1U)H = (X−1U)T，即 X−1U 是实矩阵。综上，原命题成立。

8、从单位正方形中均匀地随机独立选取四个点，试求它们构成的四边形为凸四边形的
概率。

供题人：王乐达

证明. 引理：从单位正方形中均匀地随机选取三个点，它们构成的三角形面积的期望是
11/144。

引理证明：令 A = (a1, a2) , B = (b1, b2) , C = (c1, c2)是随机三角形 T 的三个顶点。

不失一般性只要考虑 a2 < b2 < c2的情况,它占所有情况的 1
6
。暂时固定 a2, b2, c2，设

b2 = (1− t)a2 + tc2, 0 ≤ t ≤ 1,
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AC 与 y = b2交于一点 S = (s, b2)，其中

s = s (a1, c1, t) = (1− t)a1 + tc1.

T 的面积 X 被下式给出：

X =
1

2
|b1 − s| (c2 − a2) .

我们现在开始对六个变量进行积分。

X1 :=

∫ 1

0

Xdb1

=
1

2
(c2 − a2)

(∫ s

0

(s− b1) db1 +

∫ 1

s

(b1 − s) db1

)
=

1

4
(c2 − a2)

(
1− 2s+ 2s2

)
,

再对 b2积分:

X2 :=

∫ c2

a2

X1db2 =
1

4
(c2 − a2)

2

∫ 1

0

(
1− 2s+ 2s2

)
dt,

这里 s = s (a1, c1, t)不依赖于 a2和 c2，且由上面给出。最后

X3 :=
1

4

∫ 1

0

∫ 1

a2

(c2 − a2)
2 dc2da2 ×

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(
1− 2s+ 2s2

)
dtdc1da1

简单计算得到 X3 = 11
6·144，再由我们刚开始的假设，可知这样的三角形面积的期望是

11/144。
回到原问题。对于随机选定的四个点，当没有任何一点位于其他三个点形成的三角

形内时，这些点构成一个凸四边形。而由引理，任意一点落在其他三个点形成的三角形

内的概率是 11/144。因此，所需的概率就是 1− 4 · 11
144

= 25
36
。

9、设 g : R → R为递增有界的 C1−函数，证明：微分方程

(E) : y′′ + y = g

在 R上所有解都是有界的。

供题人：罗云杰

证明. 设 z = y + iy′，则 z′ = y′ + iy′′，z − iz′ = g，故 z′ = iz = ig。于是

z = e−
∫
i dx

(∫
igeix d x+ a+ bi

)
, (a, b) ∈ R2

= e−ix

(∫
ig(cos x+ i sin x) d x+ a+ bi

)
= (cos x− i sin x)

(
−
∫
g sin x d x+ i

∫
g cos x d x+ a+ bi

)
,

y = Re(z) = − cos x

∫
g sin x d x+ a cos x+ sin x

∫
g cos x d x+ b sin x, (a, b) ∈ R2.

记φ1(x) =

∫
g sin x d x, φ2(x) =

∫
g cos x d x，且φ1(0) = φ2(0) = 0，则 y = φ2(x) sin x−
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φ1(x) cos x+ a cos x+ b sin x。且

φ1(x) =

∫ x

0

g(t) sin t d t = −g(t) cos t
∣∣∣x
0
+

∫ x

0

g′(t) cos t d t,

φ2(x) =

∫ x

0

g(t) cos t d t = g(t) sin t
∣∣∣x
0
−
∫ x

0

g′(t) sin t d t.

不妨设 |g(t)| ≤M, ∀ t ∈ R，M 为常数。则

|φ1(x)| ≤ | − g(x) cos x+ g(0)|+
∣∣∣∣∫ x

0

g′(t) cos t d t

∣∣∣∣
≤ 2M +

∫ x

0

g′(t)| cos t| d t ≤ 2M +

∫ x

0

g′(t) d x

≤ 4M,

这是因为 g是单调递增的。

同理，|φ2(x)| ≤ 3M。

故 |y| ≤ |a|+ |b|+ 3M + 4M = |a|+ |b|+ 7M，即 y在 R上有界。

10、证明下列命题:
(1) C[x, y]/(x2 + y2 − 1)是 UFD，
(2) R[x, y]/(x2 + y2 − 1)不是 UFD。

供题人：曾相如

证明. (1) 利用换元 u = x+ iy, v = x− iy得

C[x, y]/(x2 + y2 − 1) ∼=C[u, v]/(uv − 1)

∼=C[u,
1

u
],

其中容易证明 C[u, 1
u
]是 UFD (如果你了解局部化,那么一般来说 UFD的局部化都

是 UFD)。
(2) 考虑典范嵌入 ϕ : R[x, y] → C[x, y]。下面证明 ϕ−1((x2 + y2 − 1)) = (x2 + y2 − 1)。

显然 ϕ−1((x2 + y2 − 1)) ⊃ (x2 + y2 − 1)。另一方面，如果对 f ∈ C[x, y]有 f · (x2 +
y2 − 1) ∈ R[x, y]，则可以通过对 f 的系数建立实系数线性方程组得知 f 必为实系

数 (或者使用 Lagrange插值)。如此，ϕ便可诱导嵌入 ϕ̃ : R[x, y]/(x2 + y2 − 1) →
C[x, y]/(x2 + y2 − 1)。我们先研究 R[x, y]/(x2 + y2 − 1)中的单位。通过 (1)中给
出的同构 C[x, y]/(x2 + y2 − 1) ∼= C[u, 1

u
]，我们可以得到 R[x, y]/(x2 + y2 − 1) ∼=

R[u+ 1
u
, iu− i

u
]。若 f(u+ 1

u
, iu− i

u
)为其单位，那么在 C[u, 1

u
]中有

f(u+
1

u
, iu− i

u
) = α · un,

其中 α ∈ C, n ∈ Z。我们对 u进行赋值，如果 |u| = 1，那么 u + 1
u
, iu − i

u
∈ R，

从而上式左侧为实数，则易知 α ∈ R, n = 0。从而 R[x, y]/(x2 + y2 − 1)中单位为

R×。在 R[x, y]/(x2+ y2− 1)中，x ·x = x2 = (1− y)(1+ y)，故我们只需证明 1− y
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在 R[x, y]/(x2 + y2 − 1)中不可约，且 x不是 1− y的倍数。而在 C[u, 1
u
]中有

x =
1

2

(
u+

1

u

)
=
(u+ i)(u− i)

2u
,

1− y =1− 1

2i

(
u− 1

u

)
=
(iu+ 1)2

2iu
,

于是 x不为 1− y的倍数。如果 1− y在 R[x, y]/(x2 + y2 − 1)中不是素元，那么存

在 f, g ∈ R[x, y]/(x2 + y2 − 1)，使 fg = 1 − y，且它们在 C[x, y]/(x2 + y2 − 1)中

均为 iu+ 1的相伴元。则有
f(u+ 1/u, iu− i/u)

g(u+ 1/u, iu− i/u)
= α · un

同样通过赋值可以知道 f
g
= c ∈ R，从而有

c · g2 =1− y

=
(iu+ 1)2

2iu
.

上式中，左侧是完全平方，而右侧不是，矛盾。综上，x2无唯一分解，从而R[x, y]/(x2+
y2 − 1)不是 UFD。

11、设 {Aα}是一族可数集，集族的基数为 m，其中 m无限。证明
⋃

αAα的基数至多为

m。

供题人：曾相如

证明. 不妨假设 Aα 两两不交。设指标集为 M，则 |M | = m，则我们可以用初始序数

µ = ωm赋予其良序。对每个α ∈M我们构造一个可数集Bα = {bα1 = α, bα2, bα3, · · · }，依
照 ω赋予良序。令这些Bα两两不交，并设 M̃ =

⋃
αBα。我们规定，当α < β时 bαi < bβj，

当 i < j时 bαi < bαj，从而 M̃ 也为良序集，并设 µ̃为其序数。因为M ⊂ M̃，所以 µ ≤ µ̃。

如果 µ = µ̃，则M 和 M̃ 序同构，如果 µ < µ̃则M 和 M̃ 的某个下部集合同构。因为M

的序数 µ并没有最大元，在两种情形下M 都序同构于一些 Bβ 的并，即M ∼=
⋃

β∈N Bβ。

下设 φ :
⋃

β∈N Bβ → M 为双射。对任一 β ∈ N，设 φ(Bβ) = {α1, α2, α3, · · · }。因
为
⋃

i∈N∗ Aαi
是可数个可数集的并，我们知道 Bβ 和

⋃
i∈N∗ Aαi

等势，即存在从 Bβ 到⋃
i∈N∗ Aαi

的双射。于是，存在一个从
⋃

β∈N Bβ 到
⋃

α∈M Aα的双射 ψ。因此，ψ ◦ ϕ−1给

出了从M 到
⋃

α∈M Aα的双射，故
∣∣⋃

α∈M Aα

∣∣ = m。

12、利用四元数可以证明“四平方和定理”，即任意正整数可以表为 4个整数的平方和。
试按下列步骤给出完整证明：
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(1) 设 Q为四元数环 (实数域上)，R = Z[i, j, k， 1+i+j+k
2

]
⊂ Q。证明 R的任意左理想

都是由一个元生成，且生成元可以取在 Z[i, j, k]中。
(2) 证明对任意素数 p，在 Fp中方程 x2 + y2 + 1 = 0有解。

(3) 证明对任意素数 p，存在 α ∈ Z[i, j, k] 使得 |α|2 = p。（|α|2 = αα 其中若 α =

a+ bi+ cj + dk, α = a− bi− cj − dk。）

(4) 证明对任意正整数 n，存在 α ∈ Z[i, j, k]使得 |α|2 = n，故 n可以表为 4个整数的
平方和。

供题人：葛霖

证明. (1) 设 I 是 R的左理想，对 α ∈ Q，都有对应的 γ ∈ R, |α− γ|2 < 1，(每个分量
取每个分量最近的整数或者整体就取 α本身)，这里范数平方就是 1, i, j, k 的系数

的平方和。取 I 中范数最小的元 θ，对任意 β ∈ I，取 γ ∈ R使得 |βθ−1 − γ|2 < 1，

则 |β − γθ| < |θ|，由 θ范数最小性知 β = γθ。从而 θ是生成元。

如果 θ 不在 Z[i, j, k]中，不妨设 θ = 2p1 + (2p2)i + (2p3)j + (2p4)k + θ0，其中 pi

是整数，2θ0的每个 1, i, j, k的系数是 1或者 −1。则 θ0 ∈ R且是 R中可逆的。从

而可以不妨设 θ是 Z[i, j, k]中的。
(2) 当 p = 4k+1时我们熟知−1是二次剩余，故我们不妨设 p = 4k+3，此时−1以及

−y2都是 p的二次非余，那么存在 y，满足−1− y2是二次剩余，因为 s 7→ −1+ s

是单射,且 −1 + 0是二次非余。从而结论成立。

(3) 不妨设 p 是奇素数。设 p|x2 + y2 + 1，考虑 R 中左理想 (1 + xi + yj, p)，这是

主理想，且不是整个环 R（这是因为若 1 = s(1 + xi + yj) + tp, s, t ∈ R，则

(1−xi−yj) = snp+t(1−xi−yj)p，则有 p|2，矛盾）。于是 p = tα，其中α ∈ Z[i, j, k]
是理想的生成元，t, α都不是 R中单位。因此，p2 = |tα|2 = tααt = |t|2|α|2，其中
|t|2, |α|2均为大于 1的整数。由于 p是素数，从而 p = |α|2。

(4) 对任意 α ∈ Z[i, j, k]，|α|2 给出了一个四平方和，于是由 (3)得知任意奇素数都是

四平方和。由 (3) 的证明可知 |αβ|2 = |α|2|β|2，即两个四平方和的乘积仍然是四
平方和，由此知四平方问题的结论正确。

13、已知复数 u1, u2, u3 满足 u21 + u22 + u23 = 0, u31 + u32 + u33 = 14, u41 + u42 + u43 = 40且

|u1| ≤ |u2| ≤ |u3|，若在单位开圆盘 D = {z : |z| < 1}上的全纯函数 f(z)满足

|f(z)
z

| ≥ |u1f ′(0)|
(1− |z|)2

+ |u2f(0)
z

|, ∀ |u3z| = 1.

试证明 ∃z1, z2 ∈ D使得 z1 6= z2, f(z1) = f(z2)。

供题人：葛霖
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证明. 利用对称多项式的知识 (类似李尚志线代教材习题 5.6.4), 可得 u1 满足方程 z3 −
2z2 + 2z − 6 = 0，由儒歇定理，从而 |u1| > 1。

不妨设 f(0) = 0, f ′(0) = 1。下面用反证法证明：设 f(z)并不如此。

(接下来是增长不等式的证明)固定 z,设

f1(ζ) =
f
(

ζ+z
1+z̄ζ

)
− f(z)

(1− |z|2) f ′(z)
.

显然，f1是 ζ ∈ D的单叶函数，且 f1(0) = 0, f ′
1(0) = 1，由计算得

f ′′
1 (0) =

(
1− |z|2

) f ′′(z)

f ′(z)
− 2z̄.

(接下来是彼贝尔巴赫定理的证明)设 f1(z) =
∞∑
n=0

anz
n，

令 h(z) = f1 (z
2) /z2，则

h(z) = 1 + a2z
2 + a3z

4 + · · ·+ anz
2n−2 + · · · ,

在 D内不取零值且为偶函数。因此，
√
h(z)可在 D内取到一个单值分支 ψ(z)，使其在

z = 0的值为 1，这时 ψ(z)也是偶函数。又令 f2(z) = zψ(z)，那么 f2是奇函数，且在单

位圆盘内单叶。事实上，若有两点 z1, z2 ∈ D使得 f2 (z1) = f2 (z2)，则 f1 (z
2
1) = f1 (z

2
2)。

由 f1的单叶性推出 z21 = z22，也即 z1 = ±z2。再注意到 f2是奇函数，即又推得 z1 = z2。

利用 h的展开式可算得

f2(z) = z +
a2
2
z3 + · · · ,

设 f2

(
1

z

)−1

= g(z), z ∈ C\D。

则单射 g(z) = z +
∞∑
n=0

bnz
−n。

设 R > 1为任意一个实数。那么，w = g(z)将 {z : |z| = R}变成一条 Jordan闭曲
线 γ，且 γ 的内部的面积为正的。记 γ 的内部的面积为 A，则

A =

∫ 2π

0

u(θ)v′(θ)dθ,

其中

u(θ) = Re g
(
Reiθ

)
, v(θ) = Im g

(
Reiθ

)
.

将 g的展式代入后即有

A =
1

4

∫ 2π

0

{
Reiθ +Re−iθ +

∞∑
n=0

1

Rn

(
bne

−inθ + b̄ne
inθ
)}

×

{
Reiθ +Re−iθ −

∞∑
n=1

1

Rn

(
nbne

−inθ + nb̄ne
inθ
)}

dθ.

利用公式 ∫ 2π

0

eimθdθ =

{
0, m 6= 0,

2π, m = 0,
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由上述关于 A的等式立即推出

A = πR2 − π
∞∑
n=1

n |bn|2R−2n.

由 A > 0又得
∞∑
n=1

n |bn|2R−2n < R2.

这样，对于任意固定的自然数 N，都有
N∑

n=1

n |bn|2R−2n < R2.

从而 b1 = −a2
2
, |a2| ⩽ 2。(彼贝尔巴赫定理证毕。)

有 |f ′′
1 (0)/2| ⩽ 2，也即∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)
− 2r2

1− r2

∣∣∣∣ ⩽ 4r

1− r2
, |z| = r.

注意到

Re
zf ′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
ln |f ′(z)| ,

我们有
−4 + 2r

1− r2
⩽ ∂

∂r
ln |f ′(z)| ⩽ 4 + 2r

1− r2
.

对 r积分即得
1− r

(1 + r)3
⩽ |f ′(z)| ⩽ 1 + r

(1− r)3
.

再由长大不等式有

|f(z)| ⩽ |z|
(1− |z|)2

.

(增长不等式证毕。)
与

|f(z)| ⩾ |u1z|
(1− |z|)2

矛盾，所以 f(z)不是单射，即有 ∃z1, z2 ∈ D使得 z1 6= z2, f(z1) = f(z2)

14、在机器学习的许多算法中，常常会遇见如下的迭代方式：

Qn+1 = Qn + αn(Rn −Qn), n ∈ N.

其中，Q0 = R0，αn ∈ (0, 1] 称为步长，{Rn, n ∈ N} 是一列 i.i.d. 的随机变量，满足
ERn = 0，其二阶矩存在且不为 0。为方便起见，设 α0 = 1。

此外，下列关于步长的条件称为“好”条件：
∞∑
n=1

αn = ∞ 且
∞∑
n=1

α2
n <∞.

(1) 请用 Rk(0 ≤ k ≤ n)表示出 Qn+1。

(2) 若步长恒为常数 c ∈ (0, 1)，当 n趋于无穷时，Qn
P−→ 0是否一定成立，并给出证

明或反例。
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(3) 证明：若步长满足“好”条件，当 n趋于无穷时，Qn
P−→ 0。

(4) 证明：若步长满足“好”条件，当 n趋于无穷时，Qn
a.s.−−→ 0。

(5) (本问征解不作要求)你能否找出更好的条件，使得当 n趋于无穷时，Qn
a.s.−−→ 0？（此

处“更好”的含义是：它不能是“好”条件的充分条件，并且尽可能简洁，最好是

“好”条件的必要条件。）

注: Qn
P−→ 0表示 Qn依概率收敛于 0，Qn

a.s.−−→ 0表示 Qn几乎必然收敛于 0。

供题人：罗迟

证明. 不妨设 ER2
n = 1.。

(1)
Qn+1 = Qn + αn [Rn −Qn]

= αnRn + (1− αn)Qn

= αnRn + (1− αn) [αn−1Rn−1 + (1− αn−1)Qn−1]

= αnRn + (1− αn)αn−1Rn−1 + (1− αn)(1− αn−1)Qn−1

...

=
n∑

i=0

n∏
k=i+1

(1− αk)αiRi,

其中
n∏

k=n+1

(1− αk) = 1。

(2) 不一定成立，只要能给出一个正确的反例即可。例如取 c = 1，则有 Qn+1 = Rn，

Qn不依概率收敛于 0。
(3) 考虑 ∀ε > 0，由 Chëbyshev不等式，我们有：

P(|Qn| > ε) ≤ EQ2
n

ε2
=

1

ε2

n∑
i=0

n∏
k=i+1

(1− αk)
2α2

i .

由 Taylor展开可知下列不等式成立
∀x ∈ (0, 1), ln (1/(1− x)) ≥ x.
因此，

n∏
k=i+1

(1− αk)
2 ≤ exp

(
−2

n∑
k=i+1

αk

)
.

所以，

P(|Qn| > ε) ≤ 1

ε2

n∑
i=0

α2
i exp

(
−2

n∑
k=i+1

αk

)
.

由“好”条件的第二项：∀δ > 0, ∃N1 ∈ N s.t.
∑

i>N1
α2
i < δ/2。

由“好”条件的第一项：∃N2 ∈ N, s.t. ∀n > N2及i ≤ N1, exp
(
−2
∑n

k=i+1 αk

)
<

δ/2M，其中M =
∑∞

i=0 α
2
i <∞。

17



所以，当 n > N2时，我们有：
n∑

i=0

α2
i exp

(
−2

n∑
k=i+1

αk

)
<

δ

2M

N1∑
i=0

α2
i +

N2∑
i>N1

α2
i < δ/2 + δ/2 = δ.

所以当 n→ ∞时, P (|Qn| > ε) → 0。

(4) 引理：假设 {xn}∞n=1，{αn}∞n=1且 {εn}∞n=1是三列满足下列条件的实数：

(1) αn ∈ (0, 1], ∀n,且
∞∑
n=1

αn = ∞但是当 n→ ∞时,αn → 0；

(2) xn+1 = (1− αn)xn + αnεn+1；

(3)
∞∑
n=1

αnεn+1收敛。

那么，当 n→ ∞时，xn → 0。

引理证明：本引理通过反证法证明。首先，容易观察到：

xn ≤ 0 =⇒ xn+1 ≤ xn (1− αn) + αn |εn+1|,
xn ≥ 0 =⇒ xn+1 ≥ xn (1− αn)− αn |εn+1|.
为方便书写，记 x = lim inf xn以及 x̄ = lim sup xn。

情形 1. 数列 {xn}中有无穷项为负数且 x̄ > 0。

取实数 h满足 0 < h < x̄。记 τ0 = 1，则对于 n ≥ 1：

τ2n−1 = inf {j; j > τ2n−2, xj ≤ 0} ,

τ2n = inf {j; j > τ2n−1, xj ≥ h} ,

τ̂2n = sup {j; τ2n−1 ≤ j < τ2n, xj ≤ 0} .
对充分大的 n，αn|εn+1| ≤ h/2，因此由 xτ̂2n ≤ 0 可以推出 xτ̂2n+1 ≤ h/2 以及

τ̂2n + 1 < τ2n；因此

h/2 ≤ xτ2n − xτ̂2n+1 =

τ2n−1∑
k=τ̂2n+1

αk(εk+1 − xk) ≤
τ2n−1∑

k=τ̂2n+1

αkεk+1.

但是上界趋于 0 (级数
∞∑
n=1

αnεn+1收敛)，因此，我们推出了矛盾。

情形 2. 数列 {xn}除有限项外非负，且 0 ≤ x < x̄ ≤ ∞。
取实数 a与 b满足 x < a < b < x̄以及 τ1 = n0，

τ2n = inf {j; j > τ2n−1, xj < a} ,

τ2n+1 = inf {j; j > τ2n, xj > b} ;
因此

b− a ≤ xτ2m+1 − xτ2n =

τ2m+1−1∑
k=τ2n

αk(εk+1 − xk) ≤
τ2m+1−1∑
k=τ2n

αkεk+1.

与情形 1类似，我们再次推出了矛盾。
情形 3. xn → y, 0 < y <∞。

对 n ≥ n0, xn > 0；并且 xn − xn0 =
n−1∑
k=n0

αk(εk+1 − xk)。
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但是
∑∞

k=1 −yαk = −∞ =⇒
∑∞

k=1 −αkxk = −∞。前式的左边趋于 y − xn0 而右

边趋于 −∞，这是一个矛盾。
情形 4. 当 n→ ∞时，xn → +∞。

于是，当 n ≥ n0, xn > 0 =⇒ xn − xn0 ≤
n−1∑
k=n0

αkεk+1。前式左边趋于 +∞而右边

收敛于一个实数，矛盾。

再对 {−xn}考虑上述 4种情形仍然是矛盾。
最后，唯一剩下的情形就是：当 n→ ∞时，xn → 0。

注：尽管上述证明所用到的知识只有基础的数学分析，但它的核心思想与随机过

程中的鞅论有密切联系。

回到原题：记 Fn = σ(R1, . . . , Rn),Mn =
∑n

k=1 αkRk，则Mn是关于 Fn的一列鞅，

且

supEM2
n =

∞∑
k=1

α2
k <∞.

所以Mn以 L2以及 a.s.的方式收敛于 0。
最后，对于样本空间中满足Mn 趋于的 0的样本点 ω，令 εn+1 = Rn(ω)，再应用

上述引理可知命题成立。

(5) 开放性问题，言之有理即可，但最好要满足题目中的那几个要求。

15、已知数列 {xn}，x1 > 0。

(1) 若 xn+1 = ln(1 + xn)。一般地，数学分析课堂上已求得 lim
n→+∞

nxn = 2。求极限

lim
n→+∞

n(nxn − 2)

lnn
.

(2) 若 xn+1 = sin xn。一般地，数学分析课堂上已求得 lim
n→+∞

√
n

3
xn = 1。试找出一个

仅与 n有关的单调递增函数 g(n)，使得极限

lim
n→+∞

g(n)

(√
n

3
xn − 1

)
存在且不为 0。并求其极限。

(3) (本问征解不作要求)试将 (1)(2)问的结果总结为一般性结论。

供题人：吴天
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证明. (1) 利用 Stolz公式，我们有

lim
n→+∞

n(nxn − 2)

lnn
= lim

n→+∞

nxn

(
n− 2

xn

)
lnn

= 2 lim
n→+∞

(
n− 2

xn

)
lnn

= 2 lim
n→+∞

1− 2
xn+1

+ 2
xn

1
n

= 2 lim
n→+∞

1− 2
xn+1

+ 2
xn

xn

2

= 4 lim
n→+∞

xnxn+1 + 2xn+1 − 2xn
x2nxn+1

= 4 lim
n→+∞

xn

(
xn − x2

n

2

)
+ 2

(
xn − x2

n

2
+ x3

n

3

)
− 2xn + o(x3n)

x3n

= 4 lim
x→0

x
(
x− x2

2

)
+ 2

(
x− x2

2
+ x3

3

)
− 2x+ o(x3)

x3

=
2

3
.

(2) 例如取 g(n) =
n

lnn
。利用 Stolz公式，我们有

lim
n→+∞

n

lnn

(n
3
x2n − 1

)
= lim

n→+∞

3

lnn

(
n

3
− 1

x2n

)
= lim

n→+∞

1− 3
x2
n+1

+ 3
x2
n

1
n

= lim
x→0

3

x2

(
1− 3

sin2 x
+

3

x2

)
= lim

x→0

3

x6
(x2 sin2 x− 3x2 + 3 sin2 x)

= lim
x→0

3

x6

[
(x2 + 3)

(
x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)2

− 3x2

]
= −3

5
.

因此

lim
n→+∞

n

lnn

(√
n

3
xn − 1

)
= − 3

10
.

(3) 对 (1) 有如下推广：设 a > 0, f(x) 在 [0, a) 上有三阶导数，f(0) = 0, f ′(0) =

1, f ′′(0) 6= 0且 0 < f(x) < x, x ∈ (0, a)。令 x1 ∈ (0, a), xn+1 = f(xn), ∀n ∈ N∗。证

明：

lim
n→+∞

n
(
n lnn+ 2

f ′′(0)

)
lnn

=
4

(f ′′(0))3

(
(f ′′(0))2

2
− f ′′′(0)

3

)
.

而 (2)的情形下，f ′′(0) = 0，不满足上述推广。
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