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1 作业讲评

4.2.4 由题意得,

P(Y (y) = k) = P(X1 ⩽ y · · · , Xk−1 ⩽ y,Xk > y) =
k−1∏
i=1

P(Xi ⩽ y)P(Xk > y) = (F (y))k−1(1− F (y))

因此

P(Y (y) ⩾ k) = (F (y))k−1 =⇒ E[Y (y)] =
∞∑
k=1

P(Y (y) ⩾ k) =
∞∑
k=0

(F (y))k =
1

1− F (y)
.

故

P(Y (y) > E[Y (y)]) = P
(
Y (y) >

1

1− F (y)

)
= P

(
Y (y) ⩾

[
1

1− F (y)

]
+ 1

)
= (F (y))

[ 1
1−F (y)

]+1
.

利用
1

1− F (y)
⩽
[

1

1− F (y)

]
+ 1 <

1

1− F (y)
+ 1,

及 lim
y→+∞

F (y) = 1, 有

(F (y))
1

1−F (y)
+1

< P(Y (y) > E[Y (y)]) ⩽ (F (y))
1

1−F (y) .

令 y → +∞, 两边极限均为 e−1, 夹逼即得

lim
y→+∞

P(Y (y) > E[Y (y)]) = e−1 =⇒ lim
y→+∞

P(Y (y) ⩽ E[Y (y)]) = 1− e−1.

注. E[Y (y)] 不是整数, 需要做进一步处理.

4.5.7

Cov(X,Xr −X) = Cov

(
1

n

n∑
k=1

Xk, Xr −
1

n

n∑
k=1

Xk

)
= Cov

 1

n

n∑
k=1

Xk,−
1

n

n∑
k=1,k ̸=r

Xk +

(
1− 1

n

)
Xr


= − 1

n2

n∑
k=1,k ̸=r

V ar(Xk) +
1

n

(
1− 1

n

)
V ar(Xr) = 0.
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另解: 由对称性知

d := Cov(X,X1 −X) = Cov(X,X2 −X) = · · · = Cov(X,Xn −X)

因此

nd =

n∑
k=1

Cov(X,Xk −X) = Cov(X,

n∑
k=1

(Xk −X)) = Cov(X, 0) = 0 =⇒ d = 0.

注. 注意区分相同指标和不同指标的协方差计算.

4.6.6 注:
P(N > n) = P(X1 = X2 + · · ·+Xn ⩽ x).

因为 Xi 是 i.i.d 且 U(0, 1) 的, 因此该模型等同于求 n 维单形的测度, 归纳即可.

2 专题选讲

2.1 期望浅谈

在概率论中, 对分布函数的积分
ˆ

fdF 都是指 Lebesgue 积分, 而不是 Riemann 积分. 这两者

有根本区别, 后者是对函数的定义域 “分蛋糕”, 而前者是对函数的值域 “分蛋糕”(回顾一下可测函数
(随机变量) 的内容). 同时注意到, 可测函数对函数的连续性根本不作要求. 从动机讲, 为了把积分对
象扩充到更大的一类函数——可测函数类上, 而 Riemann 积分就不够用了, 因此必须要在此基础上进
一步推广, 同时注意到可测函数在极限运算下封闭, 为保持可测函数的结构和运算, 于是就据此建立了
Lebesgue 积分这一套理论. 具体内容可以参考实分析教材.

我们回顾一下课堂中已讲过的内容: 定义一般随机变量 X 的期望 E[X] 的过程——三步走战略

(若第一步是示性函数则为四步走).

非负简单随机变量 −→ 非负随机变量 −→ 一般随机变量

X =
n∑

i=1

xiIAi , Xn = nIAn +
n·2n∑
j=1

j − 1

2n
IAn,j

n→+∞−−−−−→ X, X = X+ −X−.

其中对 X =
n∑

i=1

xiIAi ,

E[X] =
n∑

i=1

xiP(Ai).

X 可积指期望 E[|X|] 存在 ⇐⇒ E[X+],E[X−] 均存在.
以上过程可以借助下面几个 Facts 来理解:

1. 随机变量 X : Ω → R 是实值 Borel 可测函数: ∀x ∈ R, {X ⩽ x} ∈ F . 动机: 对于随机变量, 相比
过程 (Ω), 更在乎输出结果.

2. 随机变量在极限运算下封闭: ∀n ∈ N∗, Xn 是随机变量且 X := lim
n→+∞

Xn 存在, 则 X 也是随机

变量 (X = lim inf
n→∞

Xn = lim sup
n→∞

Xn 是随机变量).
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3. X 未必是连续型的.

期望的一些性质: 设 X,Y,Xn 是随机变量, a, b, c 是常数, 则有

(1) 非负性: 当 X ⩾ 0 时, E[X] ⩾ 0.

(2) 归一性: E[c] = c, c ∈ R.

(3) 线性性: E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ].

(4) 单调性: 当 X ⩽ Y 时, E[X] ⩽ E[Y ].

(5) 绝对值不等式: |E[X]| ⩽ E[|X|].

(6) 单调收敛定理: Xn+1(ω) ⩾ Xn(ω) ⩾ 0, ∀n ∈ N∗, 且 Xn(ω) → X(ω), n → +∞, ω ∈ Ω 则

E[Xn] → E[X], n → ∞.

这里 E[X] ⩽ +∞.

(7) 控制收敛定理: Xn → X, |Xn| ⩽ Y, ∀n ∈ N∗, 当 E[Y ] < ∞ 时

E[Xn] → E[X], n → ∞,

其中 Y 为常数 c 时又称有界收敛定理.

(8) Fatou 引理: Xn ⩾ 0, 则

E[lim inf
n→∞

Xn] ⩽ lim inf
n→∞

E[Xn].

后三个性质证明参考群文件讲义《“再谈期望” 补充》

注 1. 由上述期望定义知, 若 P(A) = 0, ∀A ∈ F , 则有
ˆ
A
XdF = 0.

注 2. 由注 1 可知, 在原集合基础上挖去概率测度为 0 的集合并不会改变积分值, 因此很多性质我们
只需考虑几乎处处 (a.s.) 条件下满足即可: ∃Ω0,P(Ω0) = 0, ∀ω ∈ Ω\Ω0

定理 2.1 (逐项积分定理). 设随机变量 Xn ⩾ 0, 则有

E[
∞∑
k=1

Xk] =
∞∑
k=1

E[Xk].

提示. Sn =

n∑
k=1

Xk ↑
∞∑
k=1

Xk, 再利用单调收敛定理即可.

在第 3 次习题课讲义里已经证明 (用定理 2.1 亦可): 对于非负整值随机变量 X, 有 E[X] =
∞∑
n=1

P(X ⩾ n). 课堂上我们已经证明: 对于连续型随机变量 X, 我们亦有

E[X] =

ˆ ∞

0
(1− F (x))dx−

ˆ 0

−∞
F (x)dx.

其中 F 是 X 的分布函数. 对于一般随机变量, 我们可以进行估计:
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引理 2.1. 设 X 是随机变量, 则有
∞∑
n=1

P(|X| ⩾ n) ⩽ E(|X|) ⩽
∞∑
n=1

P(|X| ⩾ n) + 1

证明. 注意到
∞∑
n=1

P(|X| ⩾ n) =

∞∑
n=1

P([|X|] ⩾ n) = E([|X|]) ⩽ E(|X|) ⩽ E([|X|] + 1) =

∞∑
n=1

P(|X| ⩾ n) + 1.

即可.

例 2.1. 设 X ⩾ 0, 证明
E[X] = 0 ⇐⇒ X

a.s.
==== 0.

证明. ⇐=: 注意到上述注 1 即可;

=⇒: 即证 P(X > 0) = 0. 而 {X > 0} =

∞⋃
n=1

{
X >

1

n

}
. 故有

P
(
X >

1

n

)
= E[I{X> 1

n}] = nE
[
1

n
I{X> 1

n}

]
⩽ nE[XI{X> 1

n}] ⩽ nE[X] = 0.

由概率测度的次可加性知,

P(X > 0) ⩽
∞∑
n=1

P
(
X >

1

n

)
= 0.

注. 类似上述方法可以证明: 若 X 在 Ω 上非负可积, 则 X 在 Ω 上 a.s. 有限. (注意到 {X = +∞} =
∞⋂
k=1

{X > k} 即可)

例 2.2. 设随机变量 X 可积, P(An) → 0, 证明:
ˆ
An

XdF → 0.

证明. 只需证:
ˆ
An

|X|dF → 0. 做截断: 定义随机变量

Xk = |X|I{|X|<k} + kI{|X|⩾k}.

利用单调收敛定理, 有
0 ⩽ Xk ↑ |X| =⇒ E[Xk] ↑ E[|X|].

因此 ˆ
An

|X|dF =

ˆ
An

XkdF +

ˆ
An

(|X| −Xk)dF ⩽ kP(An) + E[|X| −Xk].

对 ∀ε > 0, 取 k = k0, 使得 E[|X| −Xk0 ] <
ε

2
. 且 ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 有

P(An) <
ε

2k0
.

回到上式, 则有 ˆ
An

|X|dF < k0 ·
ε

2k0
+

ε

2
= ε.

注 1. 体会一下这题用的截断法, 在后续讲到随机变量的收敛中这是一个常用的 technique.

注 2. 本题不能直接用控制收敛定理推得, 因为 XIAn 不 a.s. 收敛于 0 (反例请读者自行思考).
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2.2 连续型随机变量

随机向量间的变换: 以二元为例, (X1, X2) → (Y1, Y2) = T (X1, X2), yi = yi(x1, x2), i = 1, 2,
T : D ⊂ R2 → R ⊂ R2, 1− 1 映射, (x1, x2) → (y1, y2), 其逆 xi = xi(y1, y2) 有连续偏导数.

定理 2.2. (X1, X2) 有密度 f(x1, x2), 则

fY1,Y2(y1, y2) = f(x1(y1, y2), x2(y1, y2)) |J(y1, y2)| IR

这里 J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x1
∂y1

∂x2
∂y1

∂x1
∂y2

∂x2
∂y2

∣∣∣∣∣∣∣
证明. 本质变量替换, 设 A ⊂ D,B = T (A) ⊂ T (D) = R, 则 (X1, X2) ∈ A ⇔ (Y1, Y2) ∈ B, 则

P((Y1, Y2) ∈ B) = P((X1, X2) ∈ A)

=

¨
A
f(x1, x2)dx1dx2

=

¨
B
f(x1(y1, y2), x2(y1, y2)) |J | dy1dy2

取 B = T (D) ∩ (−∞, y1]× (−∞, y2]

注 1. 若 D0 ⊂ D,P((X1, X2) ∈ D0) = 1, T 在 D0 上单射, 结论亦对.

注 2. 这里二元情形可以一般化地推广到 n 元情形.

例 2.3. 设 X,Y 独立同 N(0, 1), 令

X = R cosΘ, Y = R sinΘ, R ≥ 0, 0 ≤ Θ ≤ 2π

求 (R,Θ) 的联合密度.

解. f(x, y) =
1

2π
e−

1
2
(x2+y2), |J | = r, 则

fR,Θ(r, θ) =
1

2π
re−

1
2
r2 , r > 0, θ ∈ [0, 2π)

表明 R 与 Θ 独立, 且 Θ ∼ U [0, 2π), fR(r) = re−
1
2
r2 , r > 0

副产品: 产生独立正态随机数, 设 U1, U2 独立同 U [0, 1], 令

X =
√
−2 logU1 cos (2πU2)

Y =
√
−2 logU1 sin (2πU2)

则 X 与 Y 独立同 N(0, 1).

例 2.4. X,Y 独立同 N(0, 1), 令 U = X,V = ρX +
√

1− ρ2Y, ρ ∈ (−1, 1), 则 (U, V ) 服从二元标准正

态分布. 即
fU,V (u, v) =

1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)
(x2 − 2ρxy + y2)

}
.
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例 2.5 (次序统计量). 随机变量 X1, · · · , Xn i.i.d ∼ F (x), 其密度函数为 f(x). 将 X1, · · · , Xn 从小到

大排列为 X(1) ⩽ X(2) ⩽ · · · ⩽ X(n).

(1) 证明:
P(X(n) < x) = (F (x))n, P(X(1) > x) = (1− F (x))n.

由此可以分别求出 X(1), X(n) 的密度函数.

(2) 证明: n 个次序统计量 (X(1), X(2), · · · , X(n)) 的联合分布

P(X(1) < x1, · · · , X(n) < xn) =

 n!P(X1 < x1, · · ·Xn < xn, X1 < X2 < · · · < Xn), x1 < · · · < xn,

0, else.

由此导出其联合密度

g(x1, · · · , xn) =

 n!f(x1) · · · f(xn), x1 < · · · < xn,

0, else.

注. 这里 X(i) = xi 已给定次序, 故 else 情况下为 0.

(3) 对 ∀1 ⩽ i < j ⩽ n, 求单个统计量 X(i) 的密度函数 gi(x) 和两个次序统计量 (X(i), X(j)) 的联合

密度函数 gij(x, y) (仅考虑 x < y).

(4) (留作习题) 若 Xi i.i.d. ∼ U(0, 1), 定义极差: R = X(n) −X(1), 求 R 的密度函数.

解. (1)

P(X(n) < x) = P(X1 < x, · · · , Xn < x) =

n∏
k=1

P(Xk < x) = (F (x))n,

P(X(1) > x) = P(X1 > x, · · · , Xn > x) =
n∏

k=1

P(Xk > x) = (1− F (x))n.

(2) 仅考虑 x1 < · · · < xn. 注意到

P(X(1) < x1, · · · , X(n) < xn) =
∑
π

P(Xπ1 < x1, · · · , Xπn < xn, Xπ1 < · · · < Xπn),

即可. 其中 (π1, · · ·πn) 为 (1, 2, · · · , n) 的排列.
(3) 注意到 ˆ

· · ·
ˆ
a<x1<···<xn<b

f(x1) · · · f(xn)dx1 · · · dxn =
1

n!
(F (b)− F (a))n.

我们有

gi(x) =

ˆ
· · ·
ˆ
−∞<x1<···<xn<+∞

n!f(x1) · · · f(xi−1)f(x)f(xi+1) · · · f(xn)dx1 · · · dxi−1dxi+1dxn

=n!

ˆ
· · ·
ˆ
−∞<x1<···<xi−1<x

f(x1) · · · f(xi−1)f(x)dx1 · · · dxi−1

×
ˆ

· · ·
ˆ
x<xi+1<···<xn<+∞

f(xi+1) · · · f(xn)dxi+1 · · · dxn
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=
n!

(i− 1)!(n− i)!
(F (x))i−1(1− F (x))n−if(x).

及

gi,j(x, y) =n!

ˆ
· · ·
ˆ
−∞<x1<···<xi−1<x

f(x1) · · · f(xi−1)f(x)dx1 · · · dxi−1

×
ˆ

· · ·
ˆ
x<xi+1<···<xj−1<y

f(xi+1) · · · f(xj−1)f(y)dxi+1 · · · dxj−1

×
ˆ

· · ·
ˆ
y<xj+1<···<xn<+∞

f(xj+1) · · · f(xn)dxj+1 · · · dxn

=
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
(F (x))i−1(F (y)− F (x))j−i−1(1− F (y))n−jf(x)f(y).

(4) 提示: 作变量代换: Z = X(1), R = X(n) −X(1) 即可, 这里 |J | = 1, 代换后求 R 的边缘密度即可.
答案:

gR(r) =

 n(n− 1)rn−2(1− r), 0 < r < 1,

0, else.

例 2.6 (指数分布). X ∼ Exp(λ), λ > 0, 密度函数

f(x) =

 λe−λx, x ≥ 0,

0, x < 0.

分布函数 F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0. 自行验证: E[X] =
1

λ
, V ar(X) =

1

λ2
.

(1) 若 X 是非负连续性随机变量, 则 X 是指数分布 ⇐⇒ X 无记忆性.

(2) 设 X1, · · ·Xn 相互独立且分别服从参数为 λ1, · · ·λn 指数分布, 求 Y = min {X1, · · · , Xn} 的分
布.

(3) 设 X1, · · ·Xn i.i.d ∼ Exp(λ) 定义 Y = X1 + · · ·+Xn, 则 Y 的密度函数是

g(x) =
λn

Γ(n)
xn−1e−λx, x ⩾ 0

其中 Γ(n) = (n − 1)!. 我们记 Y 服从 Γ 分布 Γ(n, λ). 请读者自行验证 Γ 分布具有可加性: 若
Z1 ∼ Γ(n, λ), Z2 ∼ Γ(m,λ), Z1, Z2 独立, 则有 Z1 +Z2 ∼ Γ(n+m,λ) (直接计算或通过特征函数
说明).

解. (1) =⇒: 若 X ∼ Exp(λ), 则对 s, t > 0 有

P(X > t+ s | X > t) =
P(X > t+ s)

P(X > t)
=

e−λ(t+s)

e−λt
= e−λs = P(X > s);

⇐=: 记 G(x) = P(X > x), 则有
G(s+ t) = G(s)G(t).
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其中 s, t ⩾ 0. 对 ∀n ∈ N∗ 及 x ∈ R∗, 有 G(nx) = (G(x))n. 取 x =
1

n
, 并记 a = G(1) ⩾ 0, 则有

G

(
1

n

)
= a

1
n .

因此, 对任意正整数 m,n, 有
G
(m
n

)
=

(
G

(
1

n

))m

= a
m
n .

因此 G(x) = ax 对所有正有理数成立, 利用 G(x) 的连续性 (或单调性), 则 G(x) = ax 对 ∀x ⩾ 0 均成

立. 因为 G(x) ∈ [0, 1], 且 lim
x→+∞

G(x) = 0, 故 a ∈ (0, 1), 可写为 a = e−λ, 其中 λ > 0. 因此

F (x) = 1−G(x) = 1− e−λx.

(2) Xi 的分布函数 Fi(x) = 1− e−λix, 类似例 2.5(1), 可得 Y 的分布函数

FY (x) = 1−
n∏

i=1

(1− Fi(x)) = 1− e−(λ1+···+λn)x, x > 0.

因此 Y ∼ Exp(λ1 + · · ·+ λn).
(3) 可通过归纳计算得到 (自行验证), 或作变量代换 Yk = X1 + · · ·+Xk, k = 1, · · · , n, 则有

y1

y2
...
yn

 =


1

1 1
...

... . . .
1 1 · · · 1




x1

x2
...
xn

 := A


x1

x2
...
xn

 .

|J | = det
(
∂xi
∂yj

)
ij

= det(A−1) = 1.

而 (X1, · · ·Xn) 的联合密度是

f(x1, · · ·xn) = λne−λ(x1+···+xn), x1, · · · , xn > 0.

故 (Y1, · · ·Yn) 的联合密度为

g(y1, · · · yn) = λne−λyn , yn ⩾ yn−1 ⩾ · · · ⩾ y1 ⩾ 0.

所以 Yn 的联合密度

gn(yn) =

ˆ yn

0

ˆ yn−1

0
· · ·
ˆ y2

0
g(y1, · · · yn)dy1 · · · dyn−1 = λne−λyn

ˆ yn−1

0
· · ·
ˆ y2

0
1 dy1 · · · dyn−1

=
λn

(n− 1)!
yn

n−1e−λyn .

例 2.7 (正态分布 (高斯分布)). X ∼ N(µ, σ2), 分布函数记为 F (x), 密度函数

f(x) =
1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−µ)2 , −∞ < x < +∞, µ ∈ R, σ > 0.

自行验证: E[X] = µ, V ar(X) = σ2.
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(1) 请读者自行验证正态分布具有可加性: 若 Z1 ∼ N(µ1, σ
2
1), Z2 ∼ N(µ2, σ

2
2), Z1, Z2 独立, 则有

Z1 + Z2 ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2) (直接计算或通过特征函数说明).

(2) µ = 0, σ = 1. 记 γn = E[Xn], 则有

γn =

 0, n = 2k − 1,

(2k − 1)!!, n = 2k.

由此可知, 正态分布的任意阶矩均有限, 且奇阶矩为零.

(3) Mill’s ratio µ = 0, σ = 1, 利用 f ′(x) + xf(x) = 0, 证明:

1

x
− 1

x3
<

1− F (x)

f(x)
<

1

x
.

更一般地, 请读者自证:

1

x
− 1

x3
+

3

x5
− 15

x7
<

1− F (x)

f(x)
<

1

x
− 1

x3
+

3

x5
.

(4) µ = 0, σ = 1, a > 0, 证明: 当 x → +∞ 时, 有

P
(
X > x+

a

x

∣∣∣X > x
)
→ e−a.

解. (2) 奇阶矩为零显然, 因为函数 x2k−1f(x) 是奇函数. 对于偶阶矩, 令 t =
x2

2
, 则有

E[X2k] =

ˆ ∞

−∞

x2k√
2π

e−
x2

2 dx =

ˆ ∞

0

2k−1tk−
1
2

√
π

e−tdt = 2k−1

√
π
Γ(k +

1

2
) = (2k − 1)!!.

(3) 反复利用分部积分, 并利用 f ′(x) + xf(x) = 0, 有

1−F (x) =

ˆ +∞

x
f(u)du = −

ˆ +∞

x

f ′(u)

u
du =

f(x)

x
+

ˆ +∞

x

f ′(u)

u3
du =

f(x)

x
− f(x)

x3
−
ˆ +∞

x

3f ′(u)

u5
du.

(4) 利用 (3) 可知,

P
(
X > x+

a

x

∣∣∣X > x
)
=

1− F
(
x+ a

x

)
1− F (x)

= (1 + o(1))
e− 1

2
(x+ a

x
)2

e− 1
2
x2

x→+∞−−−−→ e−a.

2.3 正态分布下的样本均值与样本方差

两个统计量: 从总体中抽取样本 X1, · · · , Xn

样本均值: X =
1

n

n∑
k=1

Xk

样本方差: S2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(Xk −X)2

例 2.8. X1, · · · , Xn i.i.d X, E[X] = µ, V ar(X) = σ2, 则 E[X] = µ, V ar(X) =
σ2

n
,E[S2] = σ2(用来估

计 µ 和 σ2)
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证明. 只证明 E[S2] = σ2.

E[S2] =
1

n− 1

n∑
i=1

E[(xi − µ− (X − µ))2] =
1

n− 1

n∑
i=1

(V ar(Xi) + V ar(X)− 2E[(Xi − µ)(X − µ)])

=
1

n− 1

(
nσ2 + n · 1

n
σ2 − 2n · 1

n
σ2

)
= σ2.

定义 2.1. 当 X 有密度函数

f(x) =
1

2
d
2Γ
(
d
2

)x d
2
−1e−

1
2
x, x > 0.

则 X 服从 d 个自由度的 卡方分布, 记 X ∼ χ2(d).

注. χ2(d) = Γ

(
d

2
,
1

2

)
.

引理 2.2. Y1, · · · , Yd 独立同 N(0, 1), X =

d∑
i=1

Y 2
i , 则 X ∼ χ2(d).

证明. (Y1, · · · , Yd) 联合密度 f(y1, · · · , yd) =
1

(
√
2π)d

e−
1
2

∑d
j=1 y

2
j , 因此

FX(x) = P

 d∑
j=1

Y 2
i ≤ x

 =

ˆ
∑

y2i ≤x
f(y1, · · · , yd)dy1 · · · dyd.

极坐标换元后有:

FX(x) = Cd

ˆ √
x

0
rd−1e−

1
2
r2dr

=
Cd

2

ˆ x

0
r

d
2
−1e−

1
2
rdr.

利用 FX(∞) = 1, 得: Cd

2
=

1

2
d
2Γ
(
d
2

) .
注. 卡方分布具有可加性, 其证明已留为作业.

定理 2.3. X1, · · · , Xn 独立同 N(µ, σ2) , 则

(1) X =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N(µ,
σ2

n
).

(2) n− 1

σ2
S2 ∼ χ2(n− 1).

(3) X 与 S2 独立.

证明. 令 Yi =
1

σ
(Xi − µ), 则 Yi ∼ N(0, 1), 且 Y1, · · · , Yn 相互独立, 显见

Y =
1

n

n∑
i=1

Yi =
1

σ
(X − µ).
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n∑
i=1

(Yi − Y )2 =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi −X)2 =
n− 1

σ2
S2.

(Y1, · · · , Yn) 密度 f(y) =
1

(
√
2π)n

e−
1
2

∑n
i=1 y

2
i , 取正交阵

A =



1√
n

∗ ∗ ∗
... ∗ ∗ ∗
... ∗ ∗ ∗
1√
n

∗ ∗ ∗


,

令 (Z1, · · · , Zn) = (Y1, · · · , Yn)A, 则 Z1 =
√
nY , 且 Z1, · · · , Zn 独立同 N(0, 1), 因为 Y⃗ ∼ N(0, In) 知

Z⃗ ∼ N(0, AT InA) = N(0, In). 又可知

Z2
1 + · · ·+ Z2

n = Y 2
1 + · · ·+ Y 2

n ,

有
n∑

i=2

Z2
i =

n∑
i=1

Y 2
i − nY

2
=

n∑
i=1

(Yi − Y + Y )2 − nY
2

=
n∑

i=1

(Yi − Y )2 =
n− 1

σ2
S2.

因此 Y ∼ N(0,
1

n
),
n− 1

σ2
S2 ∼ χ2(n− 1), 且 X 与 S2 独立.

3 补充习题

1 Grimmett 4.3.3, 4.6.7, 4.6.8, 4.7.2, 4.7.7(4.14.18), 4.14.14, 4.14.19, 4.14.27, 4.14.28,
4.14.29, 4.14.33, 4.14.39, 4.14.46 (其中部分题与精选题重合)

2 若 X,Y 独立且服从 N(0, 1), 求 U = X2 + Y 2 与 V =
X

Y
的密度函数, 并证明它们是独立的.

提示. 可以计算 J−1 = −2(v2 + 1). 求出联合密度后可直接得到独立性, 答案:

fU (u) =
1

2
e−

u
2 , u > 0, fV (v) =

1

π(1 + v2)
, v ∈ R.

3 若气体分子的速度是随机向量 V = (X,Y, Z), 各分量相互独立且服从 N(0, σ2). 证明: S =√
X2 + Y 2 + Z2 服从 Maxwell 分布律:

p(s) =

√
2

π

s2

σ3
exp

(
− s2

2σ2

)
, s > 0.

提示. 利用球坐标换元计算即可.
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4 对连续型随机变量 X, 定义实数 m 为 X 的分布函数 F 的中位数, 若

F (m− 0) ⩽ 1

2
⩽ F (m) ⇐⇒ P(X ⩽ m) ⩾ 1

2
且 P(X ⩾ m) ⩾ 1

2
.

(1) (本小问第 2 次习题课讲义已证) 证明分布函数至少有一个中位数, 且中位数集合构成一个闭区
间.

(2) 若 E[|X|] < ∞, 证明:
E[|X −m|] = inf

x∈R
E[|X − x|]

当且仅当 m 是 X 的中位数.

(3) 若 E[X2] < ∞, m 是 X 的中位数. 证明:

|E[X]−m| ⩽
√
V ar(X).

解. (2) 提示: 用 Fubini 定理证明: 对 ∀a, b ∈ R, 有

E[|X − b|]− E[|X − a|] =
ˆ b

a
(P(X ⩽ x)− P(X ⩾ x))dx

(3) 利用 Cauchy-Schwarz 不等式, 结合 (2) 可得

|E[X]−m| = |E[X −m]| ⩽ E[|X −m|] ⩽ E[|X − E[X]|] ⩽
√
V ar(X).
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