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我们先看下面一个例子:

例 0.1. 有两个玩家 A,B 投掷两枚两面硬币, 玩家 A 投掷到正面的概率是 0.75, 玩家 B 投掷到正面

的概率是 0.5. 现两个玩家独立投掷硬币各 100 枚, 记 NA, NB 分别表示玩家 A,B 投掷到正面的个数,
证明: 对任意固定的 k(0 < k < 100), 均有

P(NA ≥ k) ≥ P(NB ≥ k)

问题与思考: 我们当然可以显示地写出两者的概率表达式:

P(NA ≥ k) =
100∑
n=k

(
100

n

)
0.75n0.25100−n,

P(NB ≥ k) =
100∑
n=k

(
100

n

)
0.5n0.5100−n =

100∑
n=k

(
100

n

)
0.5100.

但是这样的话我们不能比较直观地得到待证命题 (读者可以进行尝试), 而命题直观上看又是对的, 那
么我们需要怎么解决呢？这里我们要引入一个耦合 (Coupling) 的技巧:
注意到随机变量的定义 X : Ω → R 是 Borel 实值可测函数, 两个随机变量的分布相同并不代表随

机变量相同, 也即不代表他们的样本空间相同 (反例请读者自行思考). 换句话说, 同一个的” 输出端”
对应的” 输入端” 不一定唯一. 借助这个想法, 我们通过匹配合适的样本空间来达到上述目的:
我们进行如下机制: 考察两个玩家分别掷一次硬币的情形. 先让玩家 B 投掷, 若结果为正面, 则令

玩家 A 结果也为正面; 若结果为反面, 则令玩家 A 结果为正面的概率为 0.5.
按照上述机制, 我们可以计算玩家 A 投掷到正面的概率亦为 0.75. 我们记 XA,i 表示玩家 A 在第

i 次投掷硬币正面的个数 (结果只可能为 1 或 0), XB,i 表示玩家 B 在第 i 次投掷硬币正面的个数. 由
上述机制可知: 对任意 1 ≤ i ≤ 100, 均有 XA,i ≥ XB,i, 因此

100∑
i=1

XA,i ≥
100∑
i=1

XB,i ⇒ P

(
100∑
i=1

XA,i ≥ k

)
≥ P

(
100∑
i=1

XB,i ≥ k

)
.

而 NA 和
100∑
i=1

XA,i 两者分布相同, NB 和
100∑
i=1

XB,i 两者分布相同. 因此

P(NA ≥ k) ≥ P(NB ≥ k).

更一般的证明见下:
0个人主页: http://home.ustc.edu.cn/~zyx240014/.
发现错误欢迎联系: zyx240014@mail.ustc.edu.cn.
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证明. 设随机变量 Z ∼ U [0, 1], 即 [0, 1] 上的均匀分布, 对任意 1 ≤ i ≤ 100 引入随机变量 YA,i, YB,i, 使
其相互独立且满足

YA,i =

 1, 0 ≤ Z ≤ 0.75,

0, 0.75 < Z ≤ 1.
, YB,i =

 1, 0 ≤ Z ≤ 0.5,

0, 0.5 < Z ≤ 1.

因此对任意 1 ≤ i ≤ 100, 均有 YA,i ≥ YB,i, 故

100∑
i=1

YA,i ≥
100∑
i=1

YB,i ⇒ P

(
100∑
i=1

YA,i ≥ k

)
≥ P

(
100∑
i=1

YB,i ≥ k

)
.

而 NA 和

100∑
i=1

YA,i 两者分布相同, NB 和

100∑
i=1

YB,i 两者分布相同. 因此

P(NA ≥ k) ≥ P(NB ≥ k).

上述例子帮助我们对耦合这个概念有了一个直观地了解, 现在我们给出它的严格定义:

定义 0.1. 概率空间 X 上两个概率测度 µ, v 的耦合 (coupling), 是指 X × X 上的联合分布 π. 离散
性下若随机向量 (X,Y ) ∼ π, 则对任意 x, y, 满足

P(X = x) = µ(x), P(Y = y) = ν(x)

注. 联合分布可推出边缘分布, 反之不成立.

考虑有限离散型的情形, µ, ν 的耦合可被矩阵 q ∈ R|µ|×|ν| 刻画, 其中 q(x, y) = P(X = x, Y = y)

满足 ∑
y

q(x, y) = µ(x),
∑
x

q(x, y) = ν(y).

注. 耦合的存在性: 对任意 µ, ν, 均存在耦合 q(x, y) = µ(x)ν(y), 此时 X 和 Y 独立.

例 0.2. 耦合伯努利分布 B(0.75) 和 B(0.5).

解. 记耦合的矩阵

q =

(
q(0, 0) q(0, 1)

q(1, 0) q(1, 1)

)
:=

(
a b

c d

)
,

由定义知, 

a+ b = 0.25,

c+ d = 0.75,

a+ c = 0.5,

b+ d = 0.5,

⇒ q =

(
a 0.25− a

0.5− a 0.25 + a

)
, 0 ≤ a ≤ 0.25.

注. 例 0.1 中用到的耦合方法即为上述取 a = 0.25 的情形.
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例 0.3. 耦合伯努利分布 B(0.5) 和 B(0.5).

解. 由定义知,

q =

(
a 0.5− a

0.5− a a

)
, 0 ≤ a ≤ 0.5.

• Case 1: a = 0.5, q =

(
0.5 0

0 0.5

)
, identical coupling.

• Case 2: a = 0, q =

(
0 0.5

0.5 0

)
, negative coupling.

• Case 3: a = 0.25, q =

(
0.25 0.25

0.25 0.25

)
, independent coupling.

习题. 对 0 < p ≤ q < 1, 耦合伯努利分布 B(p) 和 B(q), 并给出当矩阵 q 存在元素 0 时的耦合方法.

提示. 参考例 0.1 中的证明方法.
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