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2 离散傅立叶变换（DFT）
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2.1  傅氏变换的4种形式
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2.1 傅氏变换的4种形式

1）连续时间周期信号

x(t)为周期信号，周期为T0，表达为一系列
正弦谐波序列的线性组合，
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这里 为x(t)的基本频率（基频）
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2.1 傅氏变换的4种形式
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)( 0mX 为 x(t) 的频谱强度，谱线

时域连续、周期； 频域离散、非周期
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连续时间周期信号的傅氏变换对：
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2.1 傅氏变换的4种形式

谐波数 N=1
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2.1 傅氏变换的4种形式

谐波数 N=2
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2.1 傅氏变换的4种形式

谐波数 N=3
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2.1 傅氏变换的4种形式

谐波数 N=4
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2.1 傅氏变换的4种形式

谐波数 N=5
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2.1 傅氏变换的4种形式

。。。

谐波数 N=10
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2.1 傅氏变换的4种形式

信号发生器 低通滤波器

示波器
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2.1 傅氏变换的4种形式





 



 dejXtx tj)(
2

1
)(






 dtetxjX tj )()(



时域连续、非周期；频域连续、非周期

)( jX ：频谱密度函数

2）连续时间非周期信号
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2.1 傅氏变换的4种形式



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 
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deeXnx njj )(
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1
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



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n

njj enxeX  )()(

对连续信号在时域的取样：T，
T

Ωs

2








m

s

TjΩ mΩΩjX
T

eX )]([)(
1

时域离散、非周期；频域连续、周期


3）离散时间非周期信号（DTFT）
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2.1  傅氏变换的4种形式

(1) 因为 x(n) 离散，X 为周期的

(2)  x(n) 又是周期的，X 必然离散
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4）离散时间周期信号
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2.1  傅氏变换的4种形式

X 的周期
T

Ωs

2


X 离散，基频
NTT

Ω
 22

0

0 

1个周期内的谱线数 .N
Ω

Ω
M s 

0

时域与频域中的点数均为N

用数字域频率表示基频
N




2
0 
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2.1  傅氏变换的4种形式

引入记号 N
j

N eW

2


 （指数因子，旋转因子）
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时域离散、周期；频域离散、周期


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2.1  傅氏变换的4种形式

离散傅立叶级数的主要性质

)](~[)(
~

nxDFSkX 

(1)线性 )(
~

)(
~

)](~)(~[ 2121 kXbkXanxbnxaDFS 

(2)移位，时域 )(
~

)](~[ kXWmnxDFS mk
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

频域 )(~)](
~

[ nxWlkXIDFS nl

N
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2.1  傅氏变换的4种形式

(3) 周期卷积

)(~),(~
21 nxnx 具有相同的周期 N

)(~ nx 的周期也为N（ N个有效值）







1

0
21 )(~)(~)(~

N

m

mnxmxnx

关于周期序列卷积的定义：
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

N-1

m

x2(m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

N-1

m

x2(-m)
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N-1

N-1

2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

x2(n-m)

m
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

x2(n-m)

m

N-1

N-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

x2(n-m)

m

N-1

N-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

x2(n-m)

m

N-1

N-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

x2(n-m)

m

N-1

N-1



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 26

2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

x2(N-1-m)

m

N-1

N-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

N-1

m

x2(N-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式





N

k

knxkxnx
0

21 )()()(

与有限长序列线性卷积区别：

n=0，1，2，……，N+M-2

x1(n) 序列长 N， x2(n) 序列长 M，

N+M-1个有效值
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

M-1

m

x2(-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

x2(n-m)

m

M-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

x2(n-m)

m

M-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

x2(n-m)

m

M-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

x2(n-m)

m

M-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

m

N-1

x2(n-m)

m

M-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(n-m)
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

x2(N+M-2-m)

m

m

M-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

x1(m)

N-1

x2(N+M-1-m)

m

m

M-1
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2.1  傅氏变换的4种形式

时域卷积，若 





1

0
213

N

m

mnxmxnx )(~)(~)(~

则 )(
~

)(
~
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~

213 kXkXkX 

频域卷积，若







1

0

213 )(
~

)(
~1

)(
~ N

l

lkXlX
N

kX

)(~)(~)(~
213 nxnxnx 

则

周期卷积的性质
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2.1  傅氏变换的4种形式

(4)对称性质

))()((
2

1
)( * nxnxnxe 

)()( * nxnx ee 

共轭反对称分量 ))()((
2

1
)( * nxnxnxo 

共轭对称分量

)()( * nxnx oo 

)()()( nxnxnx oe 



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 48

2.1  傅氏变换的4种形式

)(
~

)(~ kXnx  

)(
~

)(~ kXnx  

)(
~

])(~[

)(~)](~[

*
1

0

)(

1

0

*

kX

Wnx

WnxnxDFS

N

k

kn

N

N

k

nk

N

























同理，
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2.1  傅氏变换的4种形式

)}(
~

Re{)(~ kXnxe 

)}(Re{

)(
2

1
)(

2

1

)](~[
2

1
)](~[

2

1
)](~[

*

*

kX

kXkX

nxDFSnxDFSnxDFS e







)}(
~

Im{)(~ kXjnxo 同理，
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2.1  傅氏变换的4种形式

)(
~

)}(~Re{ kXnx e

)(
~

)(
~

2

1
)(

~

2

1

)](~[
2

1
)](~[

2

1
)}](~[Re{

*

*

kX

kXkX

nxDFSnxDFSnxDFS

e





)(
~

)}(~Im{ kXnxj o同理，
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2.1  傅氏变换的4种形式

结果汇总

)(
~

)(~ kXnx  

)(
~

)(~ kXnx  

)(
~

)](~Re[ kXnx e

)(
~

)](~Im[ kXnxj o

)}(
~

Re{)(~ kXnxe 

)}(
~

Im{)(~ kXjnxo 
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)](
~

Im[)](
~

Im[ kXkX 

实部为偶函数

虚部为奇函数

|)(
~

||)(
~

| kXkX 

)](
~

arg[)](
~

arg[ kXkX 

2.1  傅氏变换的4种形式

)](
~

Re[)](
~

Re[ kXkX 

实序列 x(n)
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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问题的引出

为什么要建立DFT变换关系并研究它？

用机器分析离散信号的频谱

 机器不能处理连续信号，必须离散化，
包括频谱

 机器的能力有限，处理数据量是有限的

问题
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(1)对连续时间信号x(t)取样

取样周期 T，样本长度 N

得到有限长序列 x(n)：



 


其它0

1,...,2,1,0),(
)(

NnnTx
nx

n
N-1

x(n)

t

x(t)

NT



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 56

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(2)计算 x(n) 的频谱







1

0

)()(
N

n

njj enxeX 

以2π为周期，且连续)( jeX

根据DTFT，
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

将其离散化，2π周期内取 M个点：

1,...2,1,0)()(
1

0

2








MkenxkX
N

n

nk
M

j


k
M

k




2


X(k)：有限长序列的离散谱，以 M为周期。
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

关于M的选取：

根据DFS的性质，X(k)对应于的时域的周
期序列 x’(n) 为







1

0

2

)(
1

)('
M

k

nk
M

j

ekX
M

nx


将 







1

0

2

)()(
N

m

mk
M

j

emxkX


代入
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

 









1

0

221

0

])([
1

)('
M

k

kn
M

jmk
M

jN

m

eemx
M

nx


 











1

0

1

0

)(
2

]
1

)[(
N

m

M

k

kmn
M

j

e
M

mx

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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

 

 

























m

M

k

kmn
M

j

N

m

M

k

kmn
M

j

e
M

mx

e
M

mxnx

]
1

)[(

]
1

)[()('

1

0

)(
2

1

0

1

0

)(
2





考虑到x(m)在时域上是有限的，
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

正弦函数的正交性，



 



 










其他              0

     1

)(
1 1

0

)(
2

rMnm

rMnme
M r

M

k

kmn
M

j




r 为任意整数
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）



 

 



























r

r m

m r

rMnx

rMnmmx

rMnmmxnx

)(

)()(

)()()('




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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

1N M M2

)(nx )(' nx NM 

n n

M

)(' nx NM 

n

M > N 间隔若干零点

M < N  发生混叠失真

在时域形成周期延拓
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

一般地，取 M=N

,1,...,2,1,0)()(
1

0

2

 






NkenxkX
N

n

nk
N

j


)(

])([)(
1

0

21

0

21

0

2

nNx

eemxekX
N

k

nk
N

jN

m

mk
N

jN

k

nk
N

j



 




















1

0

2

)(
1

)(
N

k

nk
N

j

ekX
N

nx

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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

,1,...,2,1,0,)()(
1

0

2

 






NkenxkX
N

n

nk
N

j


1,....2,1,0,)(
1

)(
1

0

2

 




NnekX
N

nx
N

k

nk
N

j


离散时间信号DFT变换对：

在形式上，DFT可以看作是对DFS取主值区间
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

DFT的性质：

(1)线性

)()(),()( 2211 kXnxkXnx 

则 )()()()( 2121 kbXkaXnbxnax 

若
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(2) 对称定理

])(DFT[)( nxkX 

则 )()]([ DFT kNxkX 

即

)()()( kNxkXnx DFTDFT   

若
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(3)序列的圆周移位（循环移位）

有限长序列 x(n) 右移 m 位：

)())(()( nRmnxnx NN1

圆周移位的定义
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

)(nx

n n

n

n

Nnx ))((

Nmnx ))(( 

)())(( nRmnx NN

a) 周期延拓

b) 移位

c) 取主值区间
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

N-1

n

x(n)

N-1

n

Nnx ))((周期延拓
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

N-1

n

x(n)

N-1

n

Nmnx ))(( 移位
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

N-1

n

x(n)

N-1

n

取主值区间 )())(( nRmnx NN
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

有限长序列圆周移位定理

)())(()( nRmnxnx NN1

)()( kXWkX km

N1

时域移位

若

则

谱线幅度不变，但有相位移动
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

有限长序列圆周移位定理

频率移位

)())(()(1 kRlkXkX NN

)()(1 nxWnx nl

N

序列 x(n) 调制到频率lΩ上

则

若
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(4)圆周卷积







1

0

2121 )())(()()()(
N

m

NN mRmnxmxnxnx

)()()( 213 nxnxnx 

)()()( 213 kXkXkX 

)()()( 213 kXkXkX 

)()()( 213 nxnxnx 

圆周卷积后仍为有限长序列，长为N

若

则

若

则
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）







1

0

21

N

k

knxkxnx )()()(

对比：有限长序列线性卷积

n=0,1,2，……,  N+M-2

x1(n)序列长N， x2(n)序列长M，
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）










2,...,,0

1,...,2,1,0),(
)(

1'

1
MNNn

Nnnx
nx










2,...,,0

1,...,2,1,0),(
)(

2'

2
MNNn

Mnnx
nx







1

0
21 21

N

k

knxkxnxnx )()()()( ''

n=0,1,2，……,N+M-2

则

与圆周卷积的等价关系
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(3-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(3-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(6-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(6-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(9-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(9-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(12-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(12-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 84

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(15-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(15-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 85

x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(18-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(18-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(21-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(21-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(24-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(24-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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x1(m)

N-1

m

m

M-1

x2(25-m)

x’1(m)

N＋M-2

m

m

x’2(25-m)

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(5)圆周相关定理







1

0
2

*

13 )())(()()(
N

l
NN lRnlxlxnx

)()()( 2

*

13 kXkXkX 

当时 x1(n)=x2(n) ，称为自相关：

2

3 |)(|)( kXkX 

则

若序列x1(n)、x2(n)的圆周相关为
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(6)Parseval定理











1

0

2
1

0

2 |)(|
1

|)(|
N

k

N

n

kX
N

nx


















1

0

*

1

0

*

3

)())(()(

)()(
1

)(

N

l

NN

N

k

nk

N

lRnlxlx

WkXkX
N

nx

利用圆周相关定理，取x(n)= x1(n)=x2(n)
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(7)DFT的奇偶性与对称性

2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

)())(( * nxnNx N 

以上定义对X(k)也适用。

周期性奇对称

)())(( * nxnNx N 

)())(( nxnNx N 

)())(( nxnNx N 

对有限长序列 x(n)，定义：

周期性共轭对称

周期性共轭反对称

周期性偶对称
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

0
1

2

N-1 0
1

2

N-1

)())(( nxnNx N )())(( nxnNx N 
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

)())(( nxnNx N 

)())(( nxnNx N 
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

1)奇偶序列的DFT保持奇偶性不变

)()( nxnNx 

)()( kXkNX 

2) 共轭复序列 )()( ** kNXnx 

记 x(N-n) 为 x((N-n))N

若

则
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

3)复数序列的实部与虚部

)()()( njxnxnx ir 

)()( kXnx epr  周期性共轭对称分量

)()( kXnjx opi 

)()()( kXkXkX opep 

)()( * kXkNX epep 

)()( * kXkNX opop 

周期性共轭反对称分量
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

虚序列

)()( kXnx 

)()( kXnjx  共轭反对称

推论：

共轭对称实序列
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

利用对称性质，节省DFT计算量：

两个实序列 x1(n)， x2(n)

令 x(n)= x1(n)+j x2(n)，计算DFT，得X(k)

根据对称性，有

)]()([
2

1
)(

)]()([
2

1
)(

*

2

*

1

kNXkX
j

kX

kNXkXkX




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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

实偶序列x(n)，周期性偶对称 )()( nxnNx 

)()( kXkX ep

)()( * kXkNX epep 

)()( kXkNX epep 

)()( * kXkX epep 

)(kX 为实偶序列。

一般地，

x(n)       实偶 实奇 虚偶 虚奇

X(k)       实偶 虚奇 虚偶 实奇

x(n)实序列

x(n)偶对称

有

故有
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

(8) 延长序列的DFT










NLLnN

Nnnx
ng

,1

10

0

)(
)(

.1,...,2,1,0),()(  Lkk
L

N
XkG则

若x(n)长为N，定义
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

定义序列x(n)的DTFT为











 
1

0

)()()('
N

n

nj

n

njj enxenxeX 

则

110           

1

0

22










Nk

eXenxkX
N

n

k
N

jk
N

jn

,,

)(')()(





110               

1

0

22










Lk

eXenxkG
N

n

k
L

jk
L

jn

,,

)(')()(





)(' jeX
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2.2  离散傅立叶变换的定义及性质（DFT）

)(kX

k

)(kG

k

NL 2
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2.3  DFT与Z变换
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2.3  DFT与Z变换

DFT是对Ｚ变换在单位圆上的N点取样

k
N

j

ez

N

n

n

k znxzX 2

1

0

)()(








.1,...2,1,0)(
1

0

2








Nkenx
N

n

nk
N

j


对Z变换的取样，同样N点取样，可以有不同

的取法。上述取法，Z0=1

jIm[Z]

Re[Z]

2π/N
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2.3  DFT与Z变换







1

0

)()(
N

n

nznxzX 其中x(n)由IDFT给出

由取样值(即DFT)可重建Z变换

1,....2,1,0,)(
1

)(
1

0

2

 




NnekX
N

nx
N

k

nk
N

j

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2.3  DFT与Z变换

 










1

0

1

0

))(
1

()(
N

n

nkn

N

N

k

zWkX
N

zX

 








 
1

0

1

0

11 N

k

N

n

nk

N zWkX
N

)()(














1

0
11

11 N

k
k

N

N

zW

z
kX

N
)(
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2.3  DFT与Z变换

内插函数 11

11
)(










zW

z

N
z

k

N

N

k







1

0

)()()(
N

n

k zkXzX 
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2.3  DFT与Z变换

在取样点 ),()(,
2

kXzXez k

k
N

j

k 


重建值就是取样值本身

在取样点之外，可由内插公式求得任意
一点 X(z) 的值。
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2.3  DFT与Z变换







1

0

)()()(
N

k

j

k

j ekXeX  

x(n)的频率响应也可由有限的DFT点来恢
复重建

在单位圆上有



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 109

2.4  DFT分析要点
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频域： 离散化，=>X(k)

2.4  DFT分析要点

DFT对信号的分析过程

)( jeX

时域：1）离散化；2）信号截短，N点

n
N-1

x(n)

t

x(t)

NT
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一、时域取样



)( jX








 
m

s

j mjX
T

eX )]([
1

)(

取样率控制：

1）取样率过低，导致频谱混迭；

2）较密的取样导致频域频谱周期延长；

3）时域取样率 ≥ 2倍信号最高频率

s

2.4  DFT分析要点



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 112

1）频率未知信号

找出变化最快的相邻2点，以近似确定最高频率

t

T
2

1

dm

m
tT

f
2

11
 取 ，即ms ff 5.2

dtT 8.0

时域取样频率的确定

2.4  DFT分析要点

t

)(tx

dt
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取 ，使得总能量的98%左右落在频带

宽度 内),( mm ff





 dffXdffX

m

m

f

f

22 |)(|98.0|)(|

2）频带无限信号

2.4  DFT分析要点

mf

取 为最高频率，mf

mf
T

2

1


|X(f)|

f
fm-fm
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对 以取样间隔 进行取样：

二、频域取样

)()(  jXtx F

)( jΩX 0Ω







k

s kjXjX )()()( 0

0

00

0

21

Ω
TkTtx

Ω
tx

k

s


 





)()(

考虑连续信号，

2.4  DFT分析要点

频率取样造成时域信号的周期延拓
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t


)(tx

t

)(txs

0T 0T

0T

t

)(txs

0T 

0T

2.4  DFT分析要点

0T ：时域信号延拓周期

 ：时域信号持续时间
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漏掉关键频率点

k

|)(| kX

2.4  DFT分析要点

造成时域混迭，在频域上的解释：栅栏效应

频域采样密度不够而导致
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时间受限信号，时长τ，当频域取样间隔满足

能够从频谱样点 恢复原连续频谱，

频域取样定理

,
2

0



 

)( 0jkΩX










k

k

k

jkXjX













)(

)sin(

)()(

0

0
0

2.4  DFT分析要点
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控制因素：频域取样间隔
0

频域取样导致时域信号周期延拓，

栅栏效应是否发生取决于频域取样密度

2.4  DFT分析要点
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时域信号延拓周期 NT
Ω

T 
0

0

2

时域信号 x(t) 时长有限τ，形成抽样序列x(n) ，
长度NT=τ

T
s

2


频域取样点数仍为N，则频域取样间隔为






22
0 

NTN

s

DFT情形

2.4  DFT分析要点

频谱周期
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2.4  DFT分析要点

三、时域上的取样参数：T与N

频域分辨率

NTN

s 


2
0 

T 一定，增加采样点数 N，

＝》时域信号采样范围增大

＝》频域分辨率提高

取决于时域信号采样范围NT

有限长序列补零处理，可提高频域分辨率，
不提供额外信息量
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2.5  DFT的滤波特性
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2.5  DFT的滤波特性

考虑一有限长序列 x(n) 通过有限响应滤波器

其他

1,...,2,1,0

0
)(

)1( 






 NnW

nh
knN

N

k

)(nx )(ny)(nhk







1

0

)()()(
N

m
k mnxmhny
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x(m)

N-1

m

m

N-1

hk(m)

2.5  DFT的滤波特性
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x(-m)

m

m

N-1

hk(m)

)0()0()0( xhy k

n=0

2.5  DFT的滤波特性

N-1
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x(1-m)

m

m

N-1

hk(m)

)0()1()1()0()1( xhxhy kk 

n=1

2.5  DFT的滤波特性

N-1
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x(2-m)

m

m

N-1

hk(m)

)0()2()1()1()2()0()2( xhxhxhy kkk 

n=2

2.5  DFT的滤波特性

N-1
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x(n-m)

m

m

N-1

hk(m)

)0()()1()1()()0()( xnhxnhnxhny kkk  

n<N

2.5  DFT的滤波特性

N-1
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x(N-1-m)

m

m

N-1

hk(m)







1

0

)1()()1(
N

m
k mNxmhNy

n=N-1

2.5  DFT的滤波特性

N-1
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x(n-m)

m

m

N-1

hk(m)

)1()1()1()1()(  NnxNhNxNnhny kk 

n>N

2.5  DFT的滤波特性

N-1
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2.5  DFT的滤波特性

在n=N-1时刻的输出为

)(

)(

)1()(

)1()()1(

1

0

1

0

1

0

kX

Wmx

mNhmx

mNxmhNy

N

m

mk

N

N

m
k

N

m
k



























序列 x(n) 的DFT的一个值X(k)，相当于把 x(n) 
加载到滤波器 hk(n)上，在(N-1)时刻的输出。
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2.5  DFT的滤波特性

一个完整的DFT相当于N个特性不同的滤波器

)(nx

)0(X
0h

1h

1Nh

)1(X

)1( NX
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2.5  DFT的滤波特性

对 hk(n) 作 Z 变换，







1

0

N

n

n

kk znhzH )()(







1

0

)1(
N

n

nknN

N zW

k

N

Nk

N

N
kN

N
Wz

Wz
W











1

)1(

1

1

hk(n)的频域特性分析
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2.5  DFT的滤波特性

将 N
j

N eW
2



 及 jez  代入

)
2

(
2

1
sin

)
2

(
2

sin
|)(|

k
N

k
N

N

eH j

k 












得频域的幅度特性
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2.5  DFT的滤波特性

特别地，k=0,

2/sin

2/sin
|)(| 0



 N
eH j 

NeH j |)(| 0

0



N

2

1
N

eH j |)(| 0





wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 135

2.5  DFT的滤波特性

选频特性
qn

N
j

enx
2

)(  频率： q
N

2

q
N

2
q

N

2

|)(| j

k eH

qk  qk 

,)1( NNy  0)1( Ny
|)(| j

k eH

 
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2.6  DFT的频谱泄漏问题
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

考虑正弦信号，频率Ω1
tj

etx 1)(




对其取样

Teenx
njnTj

11,)( 11 


作DFT,









1

0

)
2

( 1

)(
N

n

nk
N

j

ekX




)
2

( 1

1

1

1

k
N

j

Nj

e

e












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2.6  DFT的频谱泄漏问题

若 qq
N

,
2

1


  为正整数，

则









)(mod

)(mod

0
)(

Nqk

NqkN
kX

信号 x(t) 的频率经过DFT后被正确分析。

q
N





2

1 意味着什么？
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NTTq
T

q
NTT

 0

0

1
1 ,

22 
 为样本长度。

2.6  DFT的频谱泄漏问题

根据定义：

1

1

2

T


  T1为正弦信号 x(t) 的周期

即
10 qTT 

对周期信号，取样本长度为信号周期的整数倍，
DFT能够正确分析频率。

另一方面，
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

DFT不能够正确分析频率，各滤波器均有输出，
产生频谱泄漏现象。

泄漏现象的发生：对信号的不当截断而引起

q
N





2

1

1,...,2,1,0  Nk

若

则

样本长度不是信号周期的整数倍

0

)
2

(
2

1
sin

2

1
sin

)(

1

1

)
2

(

2

1

1

1








k
N

N

e

e
kX

k
N

j

Nj










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2.6  DFT的频谱泄漏问题

H0

H1

HN-1

X(0)

X(1)

X(N-1)

x(n)









1

0

2

)()(
N

n

nk
N

j

enxkX


K=0, 1, …N-1

n=N-1时刻
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

2.6  DFT的频谱泄漏问题

q
N





2

1
q

N





2
1

|)(| j

k eH
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

例： ttx cos)( 

1 2 3

20 T 30 T

t

从[0, T0]截取信号进行分析。

1)把所截取的信号当作周期信号，





0

0

0
0

0 cos
1

)(
T

tjm
dtte

T
mX 
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

i)取T0 =2，得 ,
2

0

0 


 
T




2

00 cos
2

1
)( dttemX tjm

1

1

0
2

1













m

m

信号 ttx cos)(  本身的周期T1 =2

 当截取的样本长度T0 = T1 时，没有发生频谱

泄漏，与前例一致。
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

ii)取 30 T







 m
m

mj
mX

94

4
)(

20

'



x’(t)频谱分量无限丰富，产生了频谱泄漏，不仅
如此，时域离散化时又造成频谱混迭。

3

2
0


 ，则

)(' tx

t3 6
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

2)把x’(t)看成经过有限时宽的窗函数截取，

)()()(' twtxtx R

其他
00

0

1
)(

Tt
twR









)(*)(
2

1
)('  jWjXjX R


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2.6  DFT的频谱泄漏问题

)
2

1
()( 0

2

1

0

0

TSeTjW a

Tj

R 


取样函数
x

x
xSa

sin
)( 



|)(| jWR

0

2

T



0

4

T



0

6

T



0

2

T


 0
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

得 )][(
2

1
)]([

2

1
)('   RR WjWjX




从有限时宽的窗函数观点看，泄漏是

由于窗函数宽阔的主瓣和副瓣引起的。

已知 )]()([)(  jX
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

结论：
(1)频谱泄漏由信号截短引起
在DFT中有两个主要操作：截短，离散化
截短引起泄漏，离散化对此没有贡献

(2)频谱泄漏导致信号在频谱上扩展，又由时
域取样造成频谱混叠

(3)非周期信号
时域有限，频域无限
时域无限，频域有限
所以，用DFT分析信号，在时域，频域均

作截短处理，必然存在误差
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对正弦信号整数周期截取
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对正弦信号整数周期截取波形进行DFT变换
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对正弦信号非整数周期截取
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对正弦信号非整数周期截取波形进行DFT变换



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 154

和正弦信号整数周期截取只差一点
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2.6  DFT的频谱泄漏问题

减小泄漏的考虑：

周期信号，选取样本长度NT等于信号周期
T0的整数倍。

有限长信号，选NT等于信号长。

无限长非周期信号，选取好的窗函数。
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2.7  加权技术与窗函数
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2.7  加权技术与窗函数

主要针对有限长数据截短引起的泄漏现象。

要求：(1)主瓣窄，且集中大部分能量；

(2)旁瓣低，能量随ω增加而迅速减小，
提高阻带衰减。
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1)矩形窗，双边表示：

2.7  加权技术与窗函数

2

1
,...,1,0,1,...

2

1
,1)(







NN
nnw

2/sin

2/sin
)(



 N
eW j

R 

N为偶数 1
2

,...,1,0,1,...
2

,1)( 
NN

nnw

2/

2/sin

2/sin
)( 



 jj

R e
N

eW 

N为奇数
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2.7  加权技术与窗函数

单边表示：N取偶数，滞后 )
2

(,
2

N
nw

N


1,...,1,0,1)(  Nnnw

21

2

2 /)(

/sin

/sin
)(  Njj

R e
N

eW 





主瓣宽 （2倍基频）
N

4

)(

)(
lg20)(

0j

j

dB
eW

eW
W



 

旁瓣峰值-13dB
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2.7  加权技术与窗函数

2)三角形窗（Bartlett窗）主瓣 ，旁瓣 -25dB
N

8

2

1
,...,1,0,

2/)1(

||
1)(







N
n

N

n
nw

2

2/sin

4/)1sin(

1

2
)(






 







 N

N
eW j

R

双边表示，N为奇数



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 162

2.7  加权技术与窗函数

单边表示，N为奇数

1,...,
2

1
2

1
,...,2,1,0

2/)1(

1
2/)1(

)(

























N
N

n

N
n

N

nN
N

n

nw

2/)1(

2

2/sin

4/)1sin(

1

2
)( 






 



 Njj

R e
N

N
eW 




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2.7  加权技术与窗函数

3)Hanning窗

双边表示，N为偶数：

1
2

,...,1,0,1,...,
2

),(cos)( 2 
NN

nn
N

nw


n
N

2
cos

2

1

2

1


n
N

jn
N

j

ee
 22

4

1

4

1

2

1 


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2.7  加权技术与窗函数

利用矩形窗的结果及频移定理

][
4

1
][

4

1
)(

2

1
)(

)
2

()
2
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

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2.7  加权技术与窗函数
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原理：3个矩形窗在频域上移位，抵消旁瓣。

主瓣宽 ，旁瓣-31dB
N

8
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2.7  加权技术与窗函数

1,...,2,1,0),(sin)( 2  Nnn
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单边表示：
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2.7  加权技术与窗函数

已知单边矩形窗的谱 
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2.7  加权技术与窗函数

4）Hamming窗

1,...,2,1,0,
2

cos46.054.0)(  Nnn
N

nw


幅度函数

)]
2

()
2

([23.0)(54.0)(
N

W
N

WWW RRR





 

主瓣 ，旁瓣-41dB
N

8

单边表示



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 169

2.7  加权技术与窗函数

单边表示：

1,...,2,1,0,)
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5)Blackman窗

利用k个矩形窗谱，作线性组合
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2.7  加权技术与窗函数
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利用频移定理
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随着K的上升，主瓣加宽，旁瓣降低
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2.7  加权技术与窗函数

上式为3种窗的一般表达式，

Hanning:

Hamming:

Blackman:

5.0,5.0 10  aa

46.0,54.0 10  aa

08.0,5.0,42.0 210  aaa

1,...,2,1,0,
4
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N

n
N

nw


)]
2

()
2

([25.0)(42.0)(
N

W
N

WWW RRR





 

)]
4

()
4

([04.0
N

W
N

W RR





 

主瓣 ，旁瓣-57dB
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2.7  加权技术与窗函数
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旁瓣电平的计算
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)( 0jeW

旁瓣电平：

10



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 174

2.7  加权技术与窗函数

矩形窗
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2.7  加权技术与窗函数

N
NWdB

2

3
201


 sinlg)( 

矩形窗

N




3
1 
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eW
j
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2
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1
1




sin

)( 

当N较大时 4613
2

3
201 .lg)( 


dBW

近似地取

对应的主瓣与旁瓣幅度比为4.7
在近似的意义下，与N无关
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2.7  加权技术与窗函数

主瓣 旁瓣 最小阻带衰减

矩形 4π/N -13dB              -21dB

三角 8π/N       -25                   -25

Hanning      8π/N -32                   -44

Hamming    8π/N -42                   -53

Blackman   12π/N      -57                   -74          
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同阶的各种窗函数幅度特性比较 N = 50
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Blackman窗在不同阶数N下的幅度特性比较


