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1
选题说明和研究背景

阅读材料

几何处理流程

研究方向储备

3D基本格式



阅读材料

图形学研究包含：图形学基础原理、渲染基础

与算法、计算几何与几何处理、表观建模等；

《多边形网格处理》（Polygon Mesh 

Processing）涵盖了几何处理的多个研究方向；

作者：Mario Botsch, Leif Kobbelt, Mark 

Pauly, Pierre Alliez, Bruno Levy。



几何处理流程

去除误差

曲面质量分析去噪/平滑参数化

简化 重新网格化 自由变形和建模

输入



研究方向储备

 3D隐写与隐写分析（滤波、曲率、法向量、…）

 3D可逆隐藏

Hang Zhou, Kejiang Chen, Weiming Zhang, Chuan Qin and Nenghai Yu, Feature-Preserving Tensor Voting Model for Mesh Steganalysis, IEEE 
Transactions on Visualization and Computer Graphics (TVCG), 2019



研究方向储备

 3D照片课题



研究方向储备

 3D打印

-网格重划分攻击等

原模型 网格重划分后模型



3D基本格式

顶点序列：

三角面片序列：

边序列：

坐标：

欧拉公式：在一个闭合连接网格内，点、边和面的数量存在以下
关系：
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微分几何

曲面

离散微分算子

• 局部平均算子（Local Averaging Region）

• 离散拉普拉斯算子

（Discrete Laplace-Beltrami Operator）



曲面（Surfaces）

曲面参数方程：

曲率、平均曲率、高斯曲率

内蕴几何学（Intrinsic geometry）：

曲面的第一基本型：

曲面的第二基本型：

用于计算曲率

• 只依赖于第一基本型的属性被称为是内蕴的。
• 直观上来说它们可以仅仅通过曲面二维特征

来导出。例如曲面上曲线的长度，角度等都
是内蕴的。

• 内蕴通常被用来表示参数的独立性。



局部平均算子

拉普拉斯算子的定义：

函数梯度的散度

二阶流形曲面上的拉普拉斯算子，
称为拉普拉斯—贝尔特拉米算子：

计算网格某个点以及与其相邻点的微分属性
的平均值

局部平均算子



离散拉普拉斯算子

均匀形式：

以中心点 i 为起点，相邻顶点平均值为终点的向量

余切形式：

平均曲率：

高斯曲率：

离散散度、曲率张量等参数

重心（左），外心（中），混合点（右）
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平滑和滤波

傅里叶变换与流形谐波

扩散流

平均



曲面平滑

去噪（de-noising）

抹平（fairing）

一般是去掉凸出曲面的部分（高频部分），而保留和曲面相当的部分（低频部分）。
即需要一个在离散三角形网格曲面上的低通滤波器。包含傅里叶变换和扩散流。

在抹平的过程中，所做的不仅仅只是去除高频的部分。抹平的过程相当于是对曲面
做了一个变换，使其从各个角度（曲率、高阶导数）上看尽可能的光滑。



傅里叶变换与流形谐波

函数𝒆𝝎是拉普拉斯算子的特征函数

离散的三角形网格进行拉普拉斯—贝尔特拉米
算子变换：

每一行的运算：

连续信号滤掉高频

一维傅里叶变换：

基的变换。通过将向量 f 投影到不同频率
的基向量上，然后对其进行累加操作，这
样就完成了从空间域到频域的转换。

去除高频部分：

3D网格离散信号滤掉高频

对于矩阵的特征向量L中的特征向量𝑒𝑖：

原模型（左），均匀拉普拉斯（中），余切拉普拉斯（右）



扩散流（Diffusion Flow）

诸如热扩散和布朗运动之类
的物理过程（扩散过程）：

为了得到特征向量需要对拉普拉斯矩阵进行特征分解，而当模
型的顶点比较多时，计算代价很高。

基于傅里叶变换的频域
高频滤除方法的缺陷：

应用于曲面网格：

用上式更新网格的每一个定点：

扩散流方法比傅里叶变换来说计算量更低，但是其主要的思想仍然是移除高频噪音
（模型上不平滑的地方）而保留低频部分。

本质上是让每一个定点沿着其法向量的方向
移动，移动距离由这一点的平均曲率H决定

原模型（左）迭代10次（中）迭代100次（右）



抹平（Fairing）

①曲面面积：

1. 定义一个量来衡量曲面的不平滑程度
2. 更新曲面以最小化曲面的不平滑程度总思路：

②主曲率：

③主曲率相对切向量的变化率：

不同抹平参数下的平滑效果。
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参数化

重心映射（Barycentric Mapping）

保角映射（Conformal Mapping）

形变分析（Distortion Analysis）



参数化（Parameterization）

主要目标：

数学解释：三角形网格参数化的过程就是寻找一种映射，即把网格的每一
个顶点 i 映射到 (𝑢𝑖, 𝑣𝑖) 上。经过映射后，任意两个三角形公共的部分只有
可能是：一条边，一个顶点或者不存在。

将复杂的3维模型转换到2维空间上。对于一个三角网格模型，即
把它拍平到一个平面上。

表面参数化示意图



重心映射

前提： 三角形网格与圆盘是同胚的，并且网格的边界在一个凸多边形上，同时内
部的顶点是其周围顶点的凸组合。

更新方法：

𝑎𝑖,𝑗 = ൝
1 如果𝑖和𝑗通过边相连

− 𝑁𝑖 其他
①简单模式：

②离散拉普拉斯：

边界区域设置。圆盘（左），矩形（中），自由边界（右）。

无论使用上面哪种方法，都需要手动指定并固定网格的边界，但是对于一个模型往
往选取边界不是一件容易的事情。边界的选取与固定会影响到参数化的结果。

局限：



保角映射

假设参数空间 (u,v) 上存在一个小圆，使用保角映射将它变换到 3 维坐标空间之
后，其沿着 u 和 v 方向的切向量𝐱𝑢和 𝐱𝑣的模长应该同样地是相等并且𝐱𝑢和𝐱𝑢正
交。对于此变化的逆变化，即从 3 维坐标空间变换为 2 维参数空间也同样成立。



保角映射

函数梯度：

三角形局部X、Y基：

参数空间下 u 和 v分量的基向量垂直：

上式代入：

求解（保角能量）：



形变分析

纹理映射时，如何减小形变？背景：

保角：当第一基本型是单位矩阵的倍数或者奇异值相同的时候，向量的角度得到了保留。
保面：第一基本型行列式值为1或者所有奇异值相乘值为1时，圆形面积在变换后不变。
等距：第一基本型是单位矩阵或者奇异值为1。

求解方法： ①. 格林—拉格朗日变形张量法
②. 最等距参数表面法
③. 专用信号参数化法
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网格重划分

沃洛诺伊图

德洛内三角剖分

网格重划分算法



网格重划分（Remeshing）

输入一个 3D 网格，通过计算得到另一个和输入大致相同且满足一定质量要求网格。定义：

①. 根据需求减少曲面的复杂度
②. 改善曲面的质量

目标：

曲面质量：非拓扑属性
（采样密度，正则性，大小，方位，对齐性，曲面网格形状）

网格形状：各向同性/各项异性。

正则：三角形网格上非边界上的顶点周
围顶点的数量为 6 或边界上的顶点周
围顶点的数量为 4 时。



网格重划分（Remeshing）

所有网格重划分算法都会在曲面上计算点的位置。大部分算法甚至还会进行额外的
迭代来修正顶点的位置以改善网格的质量。在网格重划分的过程中一个关键的问题
就是要保证计算前后顶点的一致性。

一致性：

• 全局参数化：将输入的模型整个参数化到一个2维参数域上，然后在这个参数域对
采样点的分布和位置进行调整，最后再将其还原到3维空间中。

• 局部参数化：算法只保留某个点局部的参数化信息，当采样点变换的时候，再去
计算那个点的局部参数化信息。

• 投影：将采样点投影到输入模型上对应最近的顶点、边或者三角形上。

解决方法：

• 全局参数化：当模型被切开成一个圆盘时，计算比较耗时。
• 投影：当采样点离曲面太远时，可能会导致重影现象。
• 局部参数化：相对稳定，效果较好，不过需要不断的跟踪记录并重新计算局部的

参数化信息。

优缺点：



沃洛诺伊图（Voronoi Diagrams）

基于一组特定点将空间分割成不同的区域，而每一个区域都只包含这些点中的一个，
并且该区域内的任意点到这个特定点的距离小于这个任意点到空间中其它特定点的
距离。其中这些被分割的区域称作沃罗诺伊区域。

概念：

2D沃洛诺伊图

给定任意维空间ℝ𝑑 上的一个点的集合𝒫 = {𝐩1, 𝐩2, … , 𝐩𝑛}，
点𝐩𝑖的沃罗诺伊区域𝑉 𝐩𝑖 是：



德洛内三角剖分（Delauney Triangulations）

沃罗诺伊图的对偶结构被称为德洛内三角剖分。概念：

沃洛诺伊图 德洛内三角剖分 混合图

德洛内三角剖分其实并不是一种算法，它只是给出了一个“好的”三角网格的定义，它的优秀

特性是空圆特性和最大化最小角特性，这两个特性避免了狭长三角形的产生。



网格重划分算法

①. 贪心算法
②. 变分算法
③. 增量算法

常见算法：

• 优化的标准是什么？一些和形状、三角大小等
相关的几何量。

• 自由度是多少？尽可能的少。

原模型 网格重划分后模型

介绍变分算法：

将一系列的点尽可能平均地放置到输入的网格上。主要思想：

构建质心沃洛诺伊图镶嵌（Centroidal Voronoi Tessellation，简称CVT）：

给定一个边界域Ω，如果存在一个被Ω限制的沃罗诺伊划分，其上的任意一个
沃罗诺伊区域中的顶点刚好是这个区域的质心，那么称这个这个划分为CVT。



变分算法

优化过程等价于固定𝐩𝑖，不断地迭代最小化以下能量函数：

1. 根据坐标点点集𝐩𝑖建立沃罗诺伊划分𝑉𝑖；
2. 计算每一个沃罗诺伊区域的重心𝐜𝑖，然后将坐标点𝐩𝑖移动到𝐜𝑖的位置；
3. 重复执行(1)(2)直到满足收敛条件。

算法步骤：

从左至右：沃洛诺伊图
迭代过程

实际采用洛依德算法（ Lloyd’s Algorithm）构建CVT。其中，每个沃洛诺伊图的重心：
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小结与展望

3D隐写分析（滤波/平滑）

3D照片（纹理映射：网格参数化）

3D打印（网格重划分）
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