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摘要

摘要

随机微分方程是在常微分方程、高等概率论和随机分析等学科的基础上发

展起来的一门学科，它广泛应用于生物、科技和金融经济等多个领域。虽然理

论上有些随机微分方程的解存在且唯一，但求出其显式表达式却很困难。为了

实际需要，结合高速发展的现代计算机技术，构造其有效的数值解尤为重要。

本文第一章介绍随机微分方程的起源和发展，以及随机微分方程数值解的

研究意义和研究现状。

第二章介绍一维标准布朗运动及其性质，用Matlab软件模拟布朗运动的轨

迹图；介绍关于布朗运动的It6型随机积分的构造过程以及It6公式；用Matlab

软件对It6积分进行数值模拟，并与It6积分的精确值进行对比。

第三章介绍关于布朗运动的It6型随机微分方程的概念及解的存在唯一性定

理；利用It6公式解几种特殊的随机微分方程；对一维自治随机微分方程，介绍

解的随机Taylor展开式。

第四章基于一维自治随机微分方程及其随机Taylor展开式，介绍Euler方

法和Milstein方法两种常用的数值算法；分析数值解的收敛性和稳定性；用

Matlab软件模拟具体随机微分方程的数值解，并与精确解对比，一系列的模拟

实例表明了这两种算法的有效性和区别；用蒙特卡罗方法和Matlab软件对数值

解的绝对误差进行计算，直观地展现绝对误差随时间步长的减小而减小的关系。

关键词：随机微分方程，随机Taylor展开式，Euler方法，Milstein方法，Matlab

软件
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ABSTRACT

ABSTRACT

Stochastic Differential Equations is developed on the basis of multiple subjects，

such as Ordinary Differential Equations，Advanced Probability Theory and Stochastic

Analysis and SO on，it is widely applied in the fields ofbiology,technology andfinancial

and economy．However it is very difficult to get the exact solution of some stochastic

differential equation，even if the existence and uniqueness of the solution of have been

proved in theoretically．For application，it is particularly important to give the effective

numerical solutions combined with the rapid development of modem computer tech-

nology．

In Chapter 1，I introduce the origin and developmentofstochastic differential equa-

tions，the research significance and status of numerical methods for solving stochastic

differential equations．

In Chapter 2，I introduce the one dimensional Standard Brownian Motion and its

property,gives the stochastic simulmion of the Brownian motion trajectory figure by

Matlab software．It6 formula and the construction of lt6 stochastic integral about Stan-

dard Brownian Motion are also given in this chapter；the comparison betweennumerical

simulation and precision value of It6 integral will be presented by Matlab software．

In Chapter 3，I introduce the concept of It6 type stochastic differential equations

and the theorem giving conditions for the existence and uniqueness of a solution to

SDE．In addition，I solve some special stochastic differential equations using It6 formula．

For one dimensional autonomous stochastic differential equations，the stochastic Taylor

expansions of its solution are introduced．

In Chapter 4，I introduce Euler-Maruyama and Milstein methods which are two

kinds of commonly used numerical algorithms，based on stochastic Taylor expansions

for one dimensional autonomous stochastic differential equations．In addition，I analy-

sis the convergence and stability of numerical solutions．The numerical solutions sire·

ulation of some concrete stochastic differential equations will be completed by Matlab

software and give the comparison with the exact solution in this chapter,a series of ex—

amples show the effectiveness and difference of the two algorithms．At last，the monte

carlo methods will be used for calculating the absolute error ofthe numerical solutions，

and also the relationship between the absolute error andthe time step length is presented

intuitively by Matlab．

Keywords：Stochastic differential equations，Stochastic Taylor expansions，Euler meth-

ods，Milstein methods，Matlab
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第一章 绪论

第一章绪论

1．1随机微分方程的起源与发展

在生产实践中，常微分方程(ODE)很早就产生，如伽利略的自由落体运动、

对数的发明以及物理学中都需要建立微分方程。17世纪70年代，牛顿和莱布

尼兹建立微积分的思想，使得常微分方程的理论得到迅速发展。常微分方程主

要解决的是确定性的问题，随着科学技术的快速发展，许多不确定的因素在现

实生活中层出不穷，如金融经济中的期权定价问题、人口增长问题、信号系统

等，客观世界中随机现象已经不能被忽视。因此，很多学者在建立数学模型时，

就要把不确定的因素加以考虑，于是随机微分方程开始得到研究和发展。

随机微分方程是随机分析和常微分方程等多个学科的结合。1827年，

Robert Brown利用显微镜观察到，浸在溶液中的微小粒子受到水分子连续撞

击呈现出不规则运动，提出了Brown运动。1905年Einstein对它做出了合理

的解释并求出了微粒的转移密度，并建立了物理模型。在1908年，法国学者

Langevin[1]得到了Langevin随机微分方程

m■≯=一av(t)+y(t)
U，D

其中u(￡)为粒子速度，m为粒子质量，Q为常数，!，(￡)为随机力。之后，Wiener

对Brown运动做出了数学上的大量研究，对Brown运动的轨道性质进行了深入

研究，提出Brown运动上的Wiener积分，这为随机过程和随机积分的发展做出
了巨大贡献。20世纪30年代，Bemstein[2】提出了随机微分方程，且给出了其

与Kolmogorov方程基本解的关系。Doob对Markov过程和鞅的研究，也为早期

随机微分方程起到了重要作用。

1951年，It6发表论文[3】创立了关于Brown运动的It6型随机微分方程

dXt=a(t，K)dt+b(t，xt)d眦，xI扛0=Xo，t≥0

其中毗是Brown运动。该论文对随机微分方程的发展具有划时代意义，之后

更多学者展开对随机微分方程的研究和应用。国外的Mao[4]、Boukas[5】和国内

的胡达宣[6】、吴付科【7】等人对随机微分方程的稳定性进行了深入探索。

现如今随机微分方程已经广泛应用于金融经济、科学技术和化学工程等各

个领域。Markowitz[8】提出了有价证券组合理论，Sharpe[9】提出资产定价模型，

Ross[10】提出套利定价模型等。Sworder[11]、Wonham[12】和Mil’shtein[13】等人

对随机跳变系统展开了研究。Markov过程和随机的方法在电子电路设计、高分

子的降解、信息技术的滤波问题等都有着广泛的应用。

1
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第一章 绪论

1．2随机微分方程数值解的研究现状

随机微分方程的求解是一个重要的研究领域。我们已经知道，常微分方程

的精确解有时候并没有显式表达式，此时退而求其次，研究数值近似解以满足

实际需要，且ODE的数值解已经有了较为完善的理论和方法。对于随机微分方

程来说，由于方程本身的随机因素，使得方程的求解远比ODE复杂。由于随机

微分方程应用于现代生活的各个领域，因此随机微分方程数值解的研究显得尤

为重要。

随着现代计算机技术的高速发展，随机微分方程数值解的研究已经取得

了一定的成果。对于It6型随机微分方程的数值解方法，常用的有Euler方法、

Milstein方法和基于随机Taylor展开式的各阶方法等。Tian和Burrage[14】于

2001年给出了隐式Euler方法、隐式Milstein方法和1．5阶隐式随机Taylor方

法。对于随机微分方程数值解的收敛性，Platent和Wagner[15】于1982年发表了

对随机Taylor方法各种收敛性的研究，使得数值方法在理论上得到支撑。对于

Stratonovich型随机微分方程，德国数学家Runge提出了随机Runge．Kutta方法

【16】，它也是基于随机Taylor展开式得到的。现在Runge．Kutta方法[17】己应用

于求解泛函微分方程这类复杂的问题。由于数学家们的不断努力和现代计算机

技术的快速发展，随机微分方程的数值求解方法在不断进步，数值求解的精度

也在不断提高。

2
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第二章 布朗运动和It6型随机积分

第二章布朗运动和It6型随机积分

2．1布朗运动的定义

布朗运动源名于英国植物学家Robert Brown，1827年，Robert Brown利用
显微镜观察到，浸没在溶液中的微小粒子受到水分子连续撞击呈现出不规则运

动，提出了布朗运动。1905年Einstein对它做出了合理的解释并求出了微粒的

转移密度。在1918年，Wiener给出布朗运动的定义和存在性证明，因此布朗运

动也被称为Wiener过程。布朗运动的研究标志着随机微分方程研究的开始。

由于本文主要是研究一维随机微分方程，因此下面从一维布朗运动开始介

绍。物理上认为，布朗运动是因为液体周围的所有水分子都在运动且互相碰撞，

从而微粒周围大量的分子以微小但不稳定的力共同作用于它，迫使它做不规则

运动。若用吼表示微粒在t时刻所处位置的坐标，因为液体是均匀的，可以设

想从t】到t2的位移wt。一Wt，是大量几乎独立的小位移之和。从而由中心极限

定理【18】，可以假设wt。一wt，服从正态分布，并且不同时间段的位移理应是互

相独立的。因此，布朗运动定义如下：

定义2．1．1(一维布朗运动[19】)．设wt是概率空间(Q，厂，p)上的实值过程，
称它为布朗运动(Wiener过程，，若

俐％∽)轨道连续：

例Wo(oJ)=o：

例V 0≤8≤t，增量m一职一N(O，t72(￡一s))；

例V k≥1，0=to≤tl≤··。≤tk，随机变量wt。，wt。一吼。，⋯，m。一Wt。一。相
互独立：

若盯2=1，则称彤为一维标准布朗运动(SBM)。

注解2．1．1．

J．布朗运动是处处轨道连续的，并且它是处处不可微的，即它的运动轨迹是
相当曲折的。

2．对于标准Brown运动，V t>0，h>0，有Aw,=Wt+^一％一N(O，危)，
记随机变量f—N(O，1)，则／xw,一瓜。形式上看，当h一0时，有形
如微积分中的情形

dW=哌
因为布朗运动是处处不可微的，这里的dw只能视为一种形式记法。
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’

2．2布朗运动的性质

定义2．2．1(二次变差过程)．设{K，五)t≥o是实值随机过程，对V t≥0，考
虑区间[o，t】的划分A：0=to≤tl≤⋯≤k=￡，记IAI=1m野峨一赴～1I，若

上‘、t<--n

存在随机过程<X，X>t，s．t．

Vto，叫(K，△)=∑(Xt。一Xt¨)2一<X，X>t，IzXl_0，p—n．s．
t=1

称叉t具有有界二次变差，称<X，X>t为托的二次变差过程。

．命题2．2．1．设{舰，兀}t≥o是一个连续平方可积鞅(t．e．E聊<∞)，则
懈一<M，M>t是鞅。

证日月．Mt为连续平方可积鞅

聊=墙+∑(磁一磁一。)
i----1

=墙+2∑舰¨(尬；一Mt¨)+∑(舰。一Mt¨)2，

两边同时取极限，有

聊一l舾。∑(舰。一。 J△l斗o_、1 尬¨)2=增+⋯lim．+。2∑i=1舰¨(舰i一舰¨)

．·．聊一<M，M>严增+2 J：『尥d尥，
由随机积分知识可知，￡尥d尥是鞅，故聊一<M，M>t也是鞅。 口

命题2．2．2．设{mt，五)t≥o是一个连续平方可积鞅，则聊是下鞅，由Doob．
Meyer分解，存在唯一的单增过程{At)t≥o，Ao=0，s．t．聊一At是鞅，则此时
4t=<M，M>t。

证目月．设懈=互+At，五为鞅，Ao=0，
由命题2．2．1．的证明可知

聊=Mg+ <M，M>t，<M，M>。=o，

由D—M分解的唯一性可知，A￡=<M，M>t。 口

引理2．2．I．设吼是概率空间(Q，厂，p)上的布朗运动，则

mlim。响(彬△)=t，i佗L2(Q，厂，p)
证日月．见[20】。 口

定理2．2．1([19】)．设wt是概率空间(Q，y-，p)上的布朗运动，则

<彬W>产t．
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第二章 布朗运动和It6型随机积分

证日月．由引理2·2·1知，⋯lira一+uE[i∑：]1(Wtt一比¨)2一。12=o，由切比雪夫不等式知，

佗 El∑(嗽。一比¨)2一t12

I犟。州善(吣％nIⅪ)≤⋯lim．+。
．。．<W w>t----t。

=0，VE>0，

口

推论2．2．1．对o．s．u，布朗运动吼∞)在任意区间【0，t】上的全变差为+oo。
n n

证明．因为∑(瞰i—m¨)2≤sup lWt。一睨¨l·∑l以。一m¨l，

当I△I-÷o时，左边----)t，sup 1wt；一比¨I_÷o，若SBM的全变差有限，则右
边斗0，矛盾，故得证。 口

命题2．2．3(L6vy刻画【2U)．设{舰，五)t>o为连续平方可积鞅，它是布朗运
动的充要条件是

<M，M>产t．

2．3布朗运动的模拟

下面对一维标准布朗运动的轨道用Matlab模拟。因为一维布朗运动可以看

做质点在直线上做简单随机游动，形表示在时刻t质点的位置，所以可以在二
维平面上模拟。利用Matlab模拟布朗运动的步骤如下：

(a)设置等距时间点to=0，tt=to+ih，n=虹h血，i=1，⋯，n；

(b)模拟独立随机变量已一N(0，1)，i=1，⋯，几；
i i

(c)模拟一维标准Brown运动Wt；一％。=∑(吼，一wt¨)=∑圻玛．

图2．1 Brown运动的轨迹图

5
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2．4 It8型随机积分

在经典的分析学中，若A具有有界全变差，五为可测函数，则可定义

Lebesgue-stieltjes积分foI,dA。。设{吼，五)t≥o为概率空间(Q，厂，p)上的一维

SBM，因为布朗运动的全变差为。o，形式为岳^d巩的积分需要重新被定义，
这里的五为随机过程。

2．4．1 Co过程的It6积分

记∥为所有简单过程构成的函数类。即若^∞)∈∥，则有

其中ft¨∈五¨平方可积。

定义2．4．1．对于简单过程五，区间[0，t]的划分为A：0=to≤tl≤⋯≤
tn=t，定义^关于吼的It6积分

厶(，)=f兀d职=∑^一，(吼；一m¨)
引理2．4．1．如果^(u)、gt(w)∈Co，则Vt≥0，有E(厶(．厂))=o，E(It(f)2)=
E J：}f?ds；更一般地，V 0≤s≤t有
例E[1t(f)一厶(删五]=0，即It(f)为连续鞅；

例E[It(f)2一L(，)2I兀】=E【r f2dslY。]，即<It(f)>t=￡f；ds；

例E[1t(f)lt(g)]_E【聒Ag。ds】：
例／t(f+g)=h(f)+厶(夕)。

证日月．见【22]。 口

2．4．2 C2过程的It6积分

首先，给出C2过程的定义【231。

定义2．4．2．设^为循序可测过程，Vt≥0，定义IIfll2，t=[E￡以2udJjl，定
义

瑶={．厂：，循序可测，IIfll2，t<∞)．

可以证明c；在”恢t下是Hilbert空间，定义

c2=n口．
t≥O

利用泛函分析的知识，可以得到vf∈C2，|序列fn∈Co，
2几

∥(u)=∑磅。(u)，【锝。，而i¨
／=1

s．t．Il以⋯一^恢t_0，礼_÷o。，于是有如下定义：
6

∞一，U卜^
n∑澍
=U^
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第二章 布朗运动和It6型随机积分

定义2．4．3．f∈C2过程关于SBM的筋积分为

lt(f)=lim厶(厶)．
n—}o。

同样可以证明，上述It6积分有着引理2．4．1．形式完全相同的四个性质。

2．4．3 It6公式

定理2．4．1([20】)．设F：R j瓞为可测映射，且F∈C2，Xt为连续半鞅，
则

．

F(Xt)=F(Xo)+＼：Fl(Xs)dX8+之＼：FH(Xs)d<X，X>s．
证明思路．

第一步：局部化(条件特殊化)，利用停时的技巧，将问题简化；

第二步：Taylor展开，对特殊情形证明公式成立；

第三步：对于一般情形，应用控制收敛定理，Fatou引理可得。

注解2．4．1．从形式上，It6公式可写成

aF(Xt)=F7(五)dK+互1∥(托)d<x，x>t．

2．5 It6积分的计算及数值模拟

这里从具体的实例介绍。

2．5．1 It6枳分明计算

例2．5．1．计算随机积分五=￡巩d眠。
lg：(法--)th It6型随机积分的定义出发可得

J：『巩d眠=⋯lim．+。∑比¨(Wti—m¨)

2始lim_。∑[(魄一145吐2。)一(眠一Wt¨)2】

=矿1。2 11斗lim。壹(眠一K1)2
=丢孵一三<彬w>。
=三孵一}

(法二)令F(Wt)={孵，应用It6公式有

三孵=￡WsdW,+丢胁，
．·．五=f：『W,dW8=丢孵一互1t．

7
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第二章 布朗运动和It6型随机积分

2．5．2 It6积分的数值模拟

下面利用Matlab模拟例2．5．1．的数值解并与真实解作比较，具体步骤如下：

(a)选取积分上限T=2，设定步长h=0．001，计算求和个数n=元t，计算等距

时间点

to=0，ti=to+ih，i=1，⋯，n；

(b)模拟每个时间点的SBM的值，得到在T时刻的数值解

肆’=∑wt¨(眠一眠一。)；
{=1

(c)利用例2．5．1．的结果得到计算精确解硒=互1 rrT2一{T；

(d)选取多个时间点，重复上述步骤，最后在同一坐标系中画出模拟值与精确值

的图像。结果如下图：

固

图2．2 It6积分的数值解与真实解对比
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第三章It6型随机微分方程

3．1随机微分方程的定义

本文仅考虑关于布朗运动的随机微分方程解的模拟，所以这里只给出关

于布朗运动的It6型随机微分方程的定义。设{比，五)t≥o是(Q，厂，p)上的标

准布朗运动，o(￡)，6(t)是循序可测过程，满足V t≥0，￡la(s)lds<o。o．s．，
J；}Ibm(s)lds<OO o．s．，则后o(s)ds和It6型随机积分J：}6(s)d帆有定义。记
五=．‰+fo a(s)ds+Jo b(s)dW。，于是得到It6型随机微分方程的定义：

定义3．1．1(随机微分方程[24】[25】)．设彤是一维标准布朗运动，o(￡)，
b(t)∈R是循序可测过程，方程

J dX,=a(t)dt+b(t)dWt (t≥0)
I x|t=o=托

称为It6型随机微分方程(SDE)。a(t)称为Xt的漂移项，b(t)称为X的扩散项。

更一般地，若o(￡，z)，b(t，z)(z∈R)是Borel可测函数，对适应过程．配，
o(￡，X￡)，b(t，Xt)也是适应的，此时的SDE为

{{聋2 n‘：五)出+6(屯K)d眠 (。≥o)
(3．1)

l x J扛0-％
、7

其中o(￡，五)称为漂移系数，6(￡，xt)称为扩散系数。

在常微分方程中，我们知道通常很难求出显式解，且有时方程的解根本不

存在。对于随机微分方程(3．1)来说，它的形式己明显不同于常微分方程，但仍

可以给出与常微分方程解的存在性定理相似的存在唯一性定理。

定理3．1．1(解的存在唯一性【261)．对于随机微分方程0．矽，a(t，z)，b(t，z)(z∈
风)是Borel可测函数，若n(￡，z)，b(t，z)满足：

例陛体上ipschitz连缈Ia(t，x)-a(t，y)l+lb(t，x)-b(t，秒)|≤KIx-可I，Vx，Y∈R，

例做性增剀Ia(t，x)12+Jb(t，x)12≤K2(1+X2)，

则此方程存在唯一解。
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3．2解几种特殊的随机微分方程

例3．2．1(Omstein．Uhlenbeck过程)．

dX(t)=一Q五dt+crdWt，xl扛o=Xo：Q>0，盯为常数． (3．2)

解：若盯=0，则ODE的解为Xoe一“。

若盯≠0，为了解这个SDE，令K=Xte∞，则

dYt=en‘dXt+xtdeo‘

=盯emdWt．

得K=Yo+lo tTe“dWs，因此

xt=e咄。(蜀+r盯严d巩)．
例3．2．2(指数方程)．

dXt=xtdWt，xlt：o=Xo． (3．3)

解：取f(x)=In x，则，7(z)=至1，．厂Ⅳ(z)=蔷。令Yt=ln Xt，由It6公式，

dM=，7(xddx。+三尸(五)d<x，x>t
=去d五一三去d<础>t
=d眦一三出

．·．托=弱·e坤(m一互1t)．
例3．2．3(简单线性随机微分方程)．
资产价格五满足的随机微分方程为

dXt=r五出+zxtdWt， r，盯∈R，XI扛0=Xo． (3．4)

解：取f(x)=In x，则-厂7(z)=；1，，Ⅳ(z)=；。令Yt=lnXt，由It6公式得，

写成积分形式

lO

衅去蛹一丢去d<础>t
=壶(r五班+盯托dm)一互1哥1盯2霹出
=(一1盯2)dt+crdWt．

K=Yo+(r一三一￡+盯wt，
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．·．五=蜀·eXp((r一互1仃2)t+盯眠)．

更进一步，对于一般的齐次线性随机微分方程

dXt=AtXtdt+BtXtdWt，X]t：0=Xo

A，鼠满足解的存在唯一性条件。采用例3．2．3．同样的方法，得此方程的解为

xt=Xo．exp((A一三研)t+B吼)．

3．3随机微分方程的随机Taylor展开式

Taylor展开在经典分析学的重要内容，截取Taylor展开式的不同阶[271，已

经得到多种ODE的数值解法。现结合It6公式，先分析得出随机Taylor展开式

[281。为本文需要，仅考虑一维自治随机微分方程。

设n(K)，b(Xt)满足解的存在唯一性定理中的条件，考虑下面的一维自治

随机微分方程

dX,=n(K)dt+b(Xt)dWt，xlt：0=Xo． (3．5)

此方程解的积分形式为

x=弱+r Q(墨)ds+J：『6(K)d巩． (3．6)

对V F∈C2，F：瓞-÷R为可测函数，应用It6公式得

F(K)=F(凰)+￡t瓦O F(托)dK+互1 J。t丽02 F(墨)d<x，x>。

=F(Xo)+f：OF(Xs)[。(Xs)ds+6(墨)d巩]
+_J01 t面02 F(K)62(K)幽

=F(蜀)+r[n(墨)￡F(K)+互1 62(墨)丽02 F(墨)]ds
+￡t 6(x。’瓦0 F(K)d职， (3．7)

为方便起见，定义算子Lo，L1：

J p=a(K)击+；62(K)孬02，
【三1=6(K)爱，

(3．8)
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则(3．7)式记为

F(托)=F(蜀)+r L。F(K)如+J：『L1F(K)d眠， (3．9)

因为式(3．9)中的F是任意二阶连续可微函数，分别取F(五)=o(K)，

F(Xt)=b(Xt)，代入(3．9)式，可得

其中余项

五=％+r[。(x0)+fo L。口(Xz)dz+r L1。(咒)dWz]ds
+r[b(Xo)+L。6(咒)如+L16(咒)d巩]d职
=蜀+。(Xo)f：『ds+6(‰)r d巩+冗 (3．10)

兄=￡J：『L。口(咒)出ds+r J：『己1。(X。)dWzds
+rr pb(Xz)dzdWs+f2 f：L16(咒)d叱d职

这就是最简单的随机Taylor展开式。

对(3．10)式继续分析，在(3．9)式中令F=L16(托)，代入(3．10)式得

xt=％+。(Xo)f：『ds+6(蜀)J：『d职+L16(‰)J：『r d睨d肌+五．(3．11)
其中余项

蠢=r r p。(咒)如ds+J：『r三1。(咒)d职ds
+rr L。6(咒)如d巩+J：『r r L。L16(蜀)砒d职d职
+J：『rr L1L16(墨)d眠d此d巩

于是，得到的式(3．11)为阶数更高的随机Taylor展开式。

仿照上述过程，对(3．9)式继续取不同的函数，代入(3．11)式，则可进一步

得到随机Taylor展开式的更高阶形式。

12
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第四章It8型随机微分方程的数值解模拟

在上一章，我们给出了It6型SDE(3．1)的解的存在唯一性定理，然而，除

了线性SDE，一些复杂的SDE的解析解很难得到。在绝大多数实际应用中，我

们迫切需要得到SDE的确实可行的解，因此，数值近似解方法的构造显得尤为

重要。本章基于一维自治SDE(3．5)

dXt=n(托)dr+6(五)d彤，xI扛0=Xo，

将介绍两种常见的SDE的数值解法，并分析它们的收敛性和稳定性。通过具体

的实例用Matlab模拟数值解，并与精确解对比直观地看到近似效果，最后将利

用蒙特卡罗方法分析数值解的误差。

4．1模拟数值解的两种常见方法

4．1．1 Euler-Maruyama方法

在求It6型SDE的数值解方法中，Euler-Maruyama方法是其中最简单的一

种，简称为Euler方法。由Maruyama[29】将确定性的Euler方法应用于It6型

SDE中获得。它是将一维自治SDE(3．5)的随机Taylor展开式(3．10)式做0．5阶

截断，舍去余项R，得到对0≤P≤礼一1，

X(p+1)T／n-=-XpT／．+衅：弦加n(K)ds+群：：：：妒加6(K)d巩
型义矗加+a(X妒／。)三+b(XpT／n)(墩p+I)T／n一％T加) (4．1)

具体模拟算法如下：选取时间T>0，步长h>0，迭代次数几=吾，对
0≤P≤n一1，建立如下迭代

陋～ ， (4．2)

【x‰T／几=嘞／n+o(码／n)吾+6(珞／n)(％+1)T旷哳／礼) 一

在实际的模拟中，也可以直接将W(p+1)T／n一％加，P=0，⋯，扎一l的模拟用n
个独立的Gauss过程岛一v／hN(0，1)来代替。

4．1．2 Milstein方法

Milstein方法【30】是将随机Taylor展开式(3．11)式做1阶截断，舍弃余项

R～，选取时间T>o，步长h>0，迭代次数扎=吾，对0≤P≤礼一l，建立如
13
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I珊=凰

．{xHl)T加=珞／n+a(X品／n)吾+6(强／n)(瞰p+I)T／n一％T／n)
【 +6，(珞蒯砀／n)腺归加(巩一畅／n)d巩

对于实际的模拟过程，先计算随机积分

衅：归加(巩一％T／n)d巩
=j1[W盖+I)TIn_略圹iT]一哳从％+1)T／n--％T脚
=11[(W(p+1)T／n-‰扩一习T

l娜=蜀

{x撕T／n= 殇／n+n(砀／。)吾+6(砀／n)(瞰p+I)T／n一％T／n) (4·3)

【 +j 6，()嚼／n)6(j强／n)[(瞰p+I)T／几一Ⅵ名T／n)2一iT]

4．2收敛性与稳定性

4．2．1数值解的收敛性

设从to=0时刻开始，步长为h，随机微分方程(3．5)迭代佗步时精确解

而所对应的数值近似解为砰，现研究数值解的轨迹收敛性和矩收敛性，即强
收敛性和弱收敛【3l】。

定义4．2．1(强收敛性)．

若|C>o阳h无关J和6>0，s．t．

EI叉；一义jI≤Chp，h∈(0，6)

称该数值解P阶强收敛于真实解硒。

定义4．2．2(弱收敛性)．

若了2(p+1)次可微多项式妒，j C>of，与h无关J和6>0，s．t．

IE【妒(义；)一妒(义j)】I≤Chp，h∈(0，6)

称该数值解P阶弱收敛于真实解硒。

14
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

从定义可以看出，令妒(z)=xp，弱收敛包含各阶矩收敛。

对于Euler-Maruyama方法，已经证明它是0。5阶强收敛【32】和l阶弱收敛

【33】，而Milstein方法是l阶强收敛和2阶弱收敛。

4．2．2理论解和数值解的稳定性

当一维简单线性SDE

dXt=r五班+aXtdWt： 7．：仃∈R，xI拄0=Xo (4．4)

满足解的存在唯一性定理，且平凡解为xt三0，此时可以讨论平凡解的稳定性。

定义4．2．3(随机渐近稳定[34】)．
若方程∥．影的平凡解满足

p(觇倒=o)=1，VXo∈R，
则称它为随机渐近稳定的。

由例3．2．3．知，方程(4．4)的解为Xt=Xo·exp(r一{a2)t+仃比)，所以当
r一；盯2<0时，此平凡解为随机渐近稳定的。

定义4．2．4@阶矩渐近稳定【6】)．
若方程一．砂的平凡解满足，V￡>0，|J>0，如>0，s．t．

EIKIp<E， V t≥0，IXoI≤6；

．1im ElXIp=0，V IXoI≤如，
‘—，(】u

则称它是P阶矩渐近稳定的。

当P=1时，称之为渐近均值稳定；当P=2时，称为均方稳定(MS稳定1。

对方程(4．4)，计算可得El五12=粥·g(2r+a2)。，所以当r+；盯2<0，方程
的平凡解是均方稳定的。由r—j盯2<r+；盯2知，均方稳定必有随机渐近稳定。

通常用均方稳定性来衡量数值解的稳定性。设运用数值方法求解SDE(4．4)

的迭代格式为

碲1=≯(^，r一哌)碍，f—N(O，1)
令p=rh，q=狐盯，则x笋1=石(p，口)x}，称n(p，口)=E护(p，口)为此数值方法
的均方稳定函数，称S=．[(p，q)I IR(p，g)I<1)为均方稳定区域。

15
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

例4．2．1．对于方程Ⅳ．矽，分别求￡”彪，．方法和Milstein方法的均方稳定函数，
画出均方稳定区域。

解：(1)将Euler方法运用于方程(4．4)，有如下迭代

得到均方稳定函数为

碎1=(1+p+g∈)磷

RE(p，q)=E(1+p+gf)2

=E[(1+p)2+2(1+p)口∈+92f2]

=(1+p)2+q2

故均方稳定区域为S={(p，q)I(1+p)2+q2<1)。

(2)将Milstein方法运用于方程(4．4)，有如下迭代

砰1=(1+p球+互1 92(卜1))磷
计算得到均方稳定函数为RM(p，g)：(1+p)2+92+iq4，

故均方稳定区域为s：{(p，g)I(1+p)2 q_q2+百q4<1)，
用Matlab做出上半平面图像：

16

图4．1 Euler方法和Milstein方法的均方稳定区域
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

4．3 Matlab模拟数值解

现用Euler方法和Milstein方法，对3．2节中的几种特殊方程用Matlab模拟

其数值解。对于指数方程和一维线性SDE，因为其精确解的表达式不涉及It6积

分，可以准确计算，故可将数值解与精确解作图对比。

例4．3．1．对Ornstein．Uhlenbeck过程

dX(t)=一nK出+盯d瞅，xl担0=％，

取Ol=2，盯=1，Xo=1模拟数值解图像。

解：此方程是一维自治方程的特殊情形，其中o(五)=一aXt，6(五)=盯，

所以6，(Xt)=0，故Euler方法和Milstein方法结果相同。选定时间T，步长h，

n=吾，令i=0，1，⋯，n一1，Euler算法如下：

(a)从初始条件弱产生Eo，i=0；

(b)从标准正态分布中产生随机数邑；

(c)计算邑+1=E+o(鼠)^+6(易)瓜i：
(d)i=i+1，返回(b)。

图4．2 O．U过程的Euler数值解

下面对该数值方法判断其近似效果，因为该精确解带有It6积分，不能直接

计算出来，所以从解的概率分布来考虑。

·．’该方程的精确解为

Xt e-2t(1+r e2sd巩)
17
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

．’． Ext=e一2。

EX?=Ee-4t[1+2pd巩+(pd职)2]
=e础(1+J：『e4sds)
=三+≯

．·． Var(Xt)=Ex?一(Ext)2

=三(1_e-4t)
·．’布朗运动wt是Gauss过程，由It6积分的定义及Gauss过程的性质知，Xt也

是Gauss过程，

．·．K—N(e-2t,三(1--e-4t))
本例中，取时间T=1，则有XT—N(e～，j(1一e-a))，即精确解服从均

值为e一2竺0．1353，标准差为v／1(1一e-4)竺0．4954的正态分布。
用Matlab软件拟合Euler算法所得的数值解．砰的概率密度函数和正态分

布的参数，具体步骤如下：

(a)取N=1000，用Euler算法模拟Ⅳ个独立的数值解(硒1，⋯，婚Ⅳ)；

(b)用ksdensity函数拟合Ⅳ个数值解晒的概率密度函数；

(c)用normfit函数拟合所估计的数值解服从的正态分布的均值和标准差。

所得结果如下图：

图4．3 O．U过程数值解概率分布拟合
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

从拟合的结果来看，Euler算法所得数值解服从均值为0．1344，标准差为

0．4918的正态分布，故该数值方法是有效的。

例4．3．2．对指数方程

dXt=五dWt，xlt：0=xo，

取Xo=1，模拟数值解图像，并与精确解对比。

解：此题的精确解为托=Xo·exp(wt—jt)，选定时间T，步长^，他=瓦T，
令i=0，l，⋯，n一1，类似例4．3．1．的算法做出Euler方法的图像：

图4．4 指数方程Euler数值解与精确解

对于Milstein方法，按如下算法作图：

(a)从初始条件．‰产生％，Wo=0，i=0；

(b)从标准正态分布中产生随机数已，得到嗽+1=彤+已；

(c)计算数值解Mi+l=尬+必狐已+j尬((暇+1一％)2一危)，
计算精确解Xi+l=exp(Wi+1一；(i+1)^)；

(d)i=i+1，返回(b)。

所得结果如下图：

19
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

。匕
图4．5 指数方程Milstein数值解与精确解

——脯觏曲1戢值解|
斗 直赁解 【

飞材h／州
V

。’

从这两个图像可以直观地看出，Euler方法和Milstein方法数值解都可以逼

近真实解，但Milstein方法比Euler方法近似效果更好，而Euler方法比Milstein

方法更简便快捷。

例4．3．3．对一维简单线性SDEⅣ．砂，

dXt=r五出+zxtdWt， 7’，盯∈R，Xl拄0=Xo，

取r=2，t7=1，Xo=1模拟数值解，并与精确解对比。

解：方程的精确解为Xt=Xo·exp((r一{仃2)t+zwt)，类似上例的Euler算
法和Milstein算法，分别做出如下图像：

20

图4．6 简单线性方程数值解与精确解对比

|——融∞《§《1
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

4．4数值解误差分析

由数值解的强收敛定义知，若数值解P阶强收敛，则|C>0(与h无关)和

6>0．s．t．

Elx；一叉jI≤Chp，h∈(0，6)

粗略地认为，绝对误差El砰一曲I随着步长h的减小而减小。在Matlab数值
模拟绝对误差时，数学期望不能被直接计算出来，在模拟好数值解．砩之后，

数学期望的模拟成为误差估计的关键。

4．4．1蒙特卡罗方法简介

在随机模拟乃至统计、金融经济、科学技术和工程等领域，蒙特卡罗方法

(Monte Carlo Methods)已经被广泛运用。蒙特卡罗方法起源于l8世纪，为了验

证大数定律，法国数学家蒲丰(C．D．Buffon)用随机投针方法来估计圆周率。20

世纪40年代，美籍数学家和物理学家费米(E．Formi)建议用蒙特卡罗方法进行

中子运输模拟。由于没有电子计算机，不能进行大数据的模拟实验，蒙特卡罗

方法经历了漫长的等待。

随着现代计算机的快速发展，蒙特卡罗方法已经逐渐得到发展。早期，

Marsaglia[35][36】和G．马萨格利亚等人为伪随机数的产生做出了重要贡献，20

世纪80年代Matlab数学软件的出现使伪随机数的周期接近无穷大，后期蒙特

卡罗随机抽样方法迅速发展，降低方差提高效率的方法己应用于各个领域，更

出现了大量新的高效的蒙特卡罗方法。目前，可以看到比较新的蒙特卡罗方法

专著有Liu(2008)[37]，Kalos(2008)[38]，Rubinstein(2011)【39】，Robert(2013)[40】

等。

蒙特卡罗方法在各个领域都有研究，例如在马尔科夫链、量子系统、物理

学和化学生物学、统计学和金融经济中的期权定价等都有蒙特卡罗模拟[4l】。

本节主要研究SDE数值解与精确解的误差，采用估计值蒙特卡罗方法。此方法

以强大数律为核心，下面介绍该方法的基本框架。

定理4．4．1(强大数律【42】)．

设(∈。，f≥1)是肽中一列随机变量序列，且独立同分布，EI∈1I<∞，对N≥l，
记(∈1，⋯，fⅣ)的样本均值为

则有

Ⅳ1．+im。。·知=E(f1)，p一。．s．

2l

^_<

Ⅳ∑斟l一Ⅳ
=

Ⅳ^c，)
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第四章 It6型随机微分方程的数值解模拟

为估计有限量7，若存在函数．厂和(x1，⋯，XⅣ)i．i．d．的r．V．序列，X1能
有效的在计算机上模拟出来，且满足

E／(x1)=7，

应用强大数律，就可以得到1的近似值。

算法．(蒙特卡罗方法)

抽取样本(x1(u)，⋯，XⅣ(u))，则7的近似值为样本均值：

7竺氨(u)：：丙1∑N，(xz(u))．

选取N足够大，就得到了7的一个较好的近似值。

4．4．2数值解绝对误差估计

上一节用Matlab软件模拟了几种SDE的数值解，现继续用Matlab模拟数

值解与精确解的绝对误差，直观地描述EI砰一硒l与步长h的关系。

例如，对一维简单线性SDE

dXt=rX班+aXtdWt， r，盯∈R，Xl,：0=Xo，

取7’=2，仃=1，Xo=1，选取时刻T=1，模拟绝对误差随步长h的变化情况。

选取步长h=吾，n=25，50，100，200，用蒙特卡罗方法模拟100万次，
即尼=1，⋯，1000000，对每种时间间隔数n，算法如下：

(a)k=1，用分别Euler算法和Milstein算法模拟数值解研(尼)和婢(七)，计算
真实解晒(尼)；

(b)计算第k次绝对误差圪(七)=I毋(忌)一硒(帅场(忌)=l懈(忌)一婚(琳

(c)k=k+1，返回(a)；

(d)计算向量圪，yM的平均值。

所得结果如下图：
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图4．7 绝对误差与时间间隔数的关系
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第五章 总结与展望

第五章总结与展望

本文首先介绍了随机微分方程的起源与发展以及数值解的研究现状。接着

从布朗运动到It6型随机积分再到随微分方程，介绍整个It6型随机微分方程的

基础知识。在第二章，主要介绍布朗运动的概念和二次变差过程，用Matlab软

件对一维标准布朗运动的轨道进行模拟，直观地看到布朗运动的运动轨迹是相

当曲折的；在布朗运动的基础上，给出了It6型随机积分的构造过程以及It6公

式；对具体的It6积分实例进行计算并用Matlab软件进行It6积分数值模拟，在

与精确值的对比中可以看到这种基于布朗运动的随机模拟是有效的。在第三章，

主要给出随机微分方程的概念和解的存在唯一性定理，并解出几种特殊的随机

微分方程，以及介绍一维自治随微分方程的随机Taylor展开式。第四章基于一

维自治随微分方程的随机Taylor展开式，介绍Euler方法和Milstein方法这两种

常用的数值解方法，并分析它们的收敛性和稳定性；将这两种方法应用于第三

章的具体实例，通过Matlab软件模拟这些具体的随机微分方程的数值解并与精

确解对比。对于O．U过程，因为精确解含有It6积分，不能准确计算，故从概率

分布上将数值解与精确解对比；对于指数过程和简单线性SDE，因为精确解可

以准确计算，故直接从数值上将数值解与精确解对比。模拟的结果显示，Euler

方法和Milstein方法都是有效的数值解方法，Euler方法比Milstein方法更简便

快捷，而Milstein方法比Euler方法的近似效果更好，这与前面所说的Milstein

方法比Euler方法的收敛性阶数更高相呼应。最后简要介绍蒙特卡罗方法，并将

其应用于随机微分方程数值解的误差估计，用Matlab软件作图直观地展现绝对

误差随时间步长减小而减小的关系，并从误差的角度再一次展现Milstein方法

比Euler方法的效果要好一些。

随机微分方程的数值解方法虽然已取得一些成果，但还没有达到成熟的阶

段，今后还有很多问题值得进一步研究。一方面，可以将SDE的随机Taylor展

开式做更高阶的截断，以获得收敛性更高的数值解方法。另一方面，目前数值

解方法适用的随机微分方程类型比较单一，可以将数值解方法推广到更多类型

的随机微分方程，如倒向SDE、高阶SDE、随机波动方程等等。此外，对现有

算法进行更深入的研究，以获得更高的精度和收敛性也十分有意义。
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