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曹庆杰�　田瑞兰�　韩彦伟

（石家庄铁道大学 非线性动力学研究中心�河北 石家庄　050043）
　　摘要：介绍了ＳＤ振子的非线性动力学行为。该振子是一个具有强非线性特征的振动系统�
其动力学行为决定于一个光滑参数α的连续变化�当参数α＞0时�系统为光滑的�而当参数
α＝0时�系统为不连续的。ＳＤ振子提供了一个从光滑动力学行为向不连续动力学行为光滑转
迁的范例。当系统为光滑时�表现出与Ｄｕｆｆｉｎｇ系统类似的标准双阱动力学行为；当系统表现为
不连续时�除表现为非标准的双阱动力学行为外�同时具有如类鞍点和类同宿轨道等非标准动
力学行为。还给出一个刚性耦合的ＳＤ振子�该振子具有单阱、双阱、三阱动力学特征及随参数
变化由光滑动力学行为向不连续动力学行为的转迁特性。
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0　ＳＤ振子简介
近年来�非光滑动力系统的研究引起越来越多的关注�如Ｆｉｌｉｐｐｐｏｖ［ 1］�Ｋｕｎｚｅ［ 2］�Ｓｈａｗ＆Ｈｏｌｍｅｓ［ 3］以及

Ｎｏｒｄｍａｒｋ［ 4］等。但是�由光滑动力系统到非连续系统过渡的研究及认识仍不充分�而ＳＤ振子的动力学行
为取决于一个光滑参数α的连续变化。当α＞0时�系统表现为光滑特征；当α＝0时�系统表现为不连续
特性�提供了一个由光滑动力系统到不连续动力系统的光滑转迁�参见文献［ 5］ 、文献［ 6］ 。该系统的力学
模型如图1所示�它由一个质量与一对分别刚性固定、可以压和伸的弹簧ｋ连接而成。这个基本模型最早
是由Ｔｈｏｍｐｓｏｎ和Ｈｕｎｔ在研究一个简支梁（见图2）时提出的［ 7］。虽然弹簧本身具有线性特性�但几何特
征表现为非线性的恢复力。其运动方程为

ｍ̈Ｘ＋2ｋＸ（1－ Ｌ

Ｘ2＋Ｌ2） ＝0 （1）
式中�Ｌ为弹簧的长度；Ｘ为质量的位移。

令ω20＝2ｋｍ�ｘ＝
Ｘ
Ｌ
及α＝ｌ

Ｌ
≥0（ｌ为刚性支撑间距离的一半）�式（1）可变为

ｘ̈＋ω20ｘ（1－ 1
ｘ2＋α2） ＝0 （2）

光滑参数α不仅代表振子图1的几何形状�同时具有实际的物理背景�当 α＞1时系统为预拉伸振
子�而当α＝0时�振子的质量被一对平行弹簧所竖直支撑�此时系统（2）化为

ｘ̈＋ω20（ｘ－ｓｉｇｎ（ｘ）） ＝0 （3）
值得注意的是该非连续系统是由光滑系统经过参数α光滑变化到0直接得到�这种转化并不需要连续性
的过渡。因此�命名该系统（2）与（3）为ＳＤ振子�该振子受扰系统的吸引子为ＳＤ吸引子［ 5-6］。

未扰振子（2）的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数可表示为
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图1　质量与具有刚性支撑的弹簧连接成的动力模型　　　　图2　简支弹性梁

Ｈ（ｘ�ｙ） ＝12ｙ
2＋ω

2
0
2ｘ

2－ω20 ｘ2＋α2＋ω20α （4）
式中�ｙ＝ｘ̇。利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ（ｘ�ｙ） ＝Ｅ的不同取值对系统的相轨迹进行分析和分类（图3）。当α＞
0时�振子（2）表现为类似于Ｄｕｆｉｎｇ系统［ 8］的标准动力学行为（图3（ａ））。当α＝0时�振子（3）表现出与
光滑系统同样的标准双阱动力学行为及轨道的不光滑性（图3（ｂ））。由于不连续系统在平衡点（0�0）处
不可微�但该点附近的拓扑结构类似于鞍点�因此平衡点（0�0）称为类鞍点（图3（ｃ））。类鞍点与当Ｅ＝0
时的轨道组成一条特殊的同宿轨道�具有与同宿轨道类似的性质和作用�因此称为类同宿轨道。

令ｔ＝τω0�方程（2）可无量纲化为
ｘ″＋ｘ（1－ 1

ｘ2＋α2） ＝0 （5）
令ｙ＝ｘ′�有

ｘ′＝ｙ
ｙ′＝－ｘ（1－ 1

ｘ2＋α2）
（6）

当0≤α＜1时�系统（6）的平衡点为（ｘ0�ｙ0） ＝（0�0）�（ｘ1�2�ｙ1�2） ＝（ ± 1－α2�0）。
α≥1�（ｘ0�ｙ0） ＝（0�0）为唯一的平衡点。易知�不论α为何值�（0�0）均为系统（6）的平衡点。下面

分析平衡点（0�0）的特性。
α＝0时�（0�0）称为类鞍点（图3（ｃ））。
α＞0时�平衡点（0�0）处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

Ｊ0�0＝
1 1
1－α
α 0 （7）

特征方程为λ2－1－αα ＝0�故

①0＜α＜1�（0�0）是鞍点�鞭特征值是λ1�2＝± 1－α
α 。

②当α＝1�（0�0）处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵是Ｊ0�0＝0 10 0�其特征值为λ1�2＝0�（0�0）是非双曲的�系统此
时可能会发生余维2分岔。

③当α＞1时�（0�0）是中心�其特征值是λ1�2＝±ｉ 1－αα 。
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图3　利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ（ｘ�ｙ） ＝Ｅ的不同取值对系统的相轨迹进行分析和分类

1　ＳＤ振子的余维2分岔
考虑非线性阻尼�系统（5）变为

ｘ″＋（ξ＋γｘ2）ｘ′＋ｘ（1－ 1
ｘ2＋α2） ＝0 （8）

ξ和γ可取任意实数。当α＝1�Ｆ（ｘ） ＝－ｘ（1－ 1
ｘ2＋α2）在ｘ＝0处泰勒展开�系统（8）可化为

ｘ″＋（ξ＋γｘ2）ｘ′－1－αα ｘ＋
1
2α3ｘ

3＝0 （9）

当α≥1�令ω2＝α－1α �α0＝
1
2α3�系统（9）成为

ｘ″＋（ξ＋γｘ2）ｘ′＋ω2ｘ＋α0ｘ3＝0 （10）
当α＜1�令ω2＝1－αα �α0＝

1
2α3�系统（9）化为

ｘ″＋（ξ＋γｘ2）ｘ′－ω2ｘ＋α0ｘ3＝0 （11）
显然�（9）在α＝1附近具有复杂的非线性动力学现象。文献［ 9］利用规范形和向量场的普适开折理论讨
论了（9）在α＝1附近的余维2分岔［ 9-11］�如图4所示。
2　刚性耦合的ＳＤ振子

耦合ＳＤ振子�其力学模型如图5�它由一个质量ｍ与一对分别刚性固定的弹簧连接而成。其运动微
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分方程为

图4　分岔图和相应的受扰动力学特征：粗线是γ＝1时�（α�ξ）的分岔图

图5　刚性耦合ＳＤ振子的力学模型

ｍ̈Ｘ＋ｋ（Ｘ＋ａ） 1－ Ｌ

（Ｘ＋ａ）2＋ｈ2 ＋ｋ（Ｘ－ａ） 1－ Ｌ

（Ｘ－ａ）2＋ｈ2 ＝0 （12）
式中�“·”表示对时间ｔ的导数；ｍ是质点的质量；Ｘ为水平方面的位移；ｋ为弹簧的弹性系数；ａ为支撑间
距离的一半；Ｌ与ｈ分别为弹簧的自然长度与竖直方向的高度。

令ω20＝2ｋｍ�ｘ＝
Ｘ
Ｌ
�α＝ａ

Ｌ
≥0�β＝ｈ

Ｌ
≥0和τ＝ω0ｔ�系统（12）变为
ｘ̈＋Ｆ（ｘ�α�β） ＝0 （13）

式中�α�β分别表示无量纲水平支撑距离和无量纲垂直高度�令 Ｆ（ｘ�α�β） ＝2ｘ－ ｘ＋α
（ｘ＋α）2＋β2－
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ｘ－α

（ｘ－α）2＋β2。
利用Ｆ（ｘ�α�β）在参数空间（α�β）上的投影�可以得到α�β平面上的分岔曲线∑与∪�如图6（ａ）所

示。∑在突变点Ｃ（α0�β0） ＝（4525�
85
25） 分为三个分支

［ 12］；其中分别为分岔点集Ｂ�滞后点集Ｈ和双极

限点集Ｄ�这三个分支将参数平面｛（α�β） ｜α≥0�β≥0｝划分为三个持久集分别用Ⅰ�Ⅱ�Ⅲ表示�其中
∑ ＝｛（α�β） ｜Ｆ（ｘ�α�β） ＝0�Ｆｘ（ｘ�α�β） ＝0｝�∪＝｛（α�β） ｜Ｆ（ｘ�α�β） ＝0�α＞0�β＝0｝。

图6（ｂ） ～图6（ｌ）分别给出对应于图6（ａ）中的所有可能的参数所对应的相平面图。其中图6（ｋ）为
表示系统的切鞍点动力学行为�图6（ｅ）为系统中的尖点动力学行为。图6（ｇ） ～图6（ｊ）表明系统具有非
光滑的单阱、双阱及三阱非标准动力学行为�同时具有诸如类鞍点及类同宿�类异宿及类同异宿轨道等动
力学行为；而当系统光滑时�同样表现出单阱、双阱及三阱等标准非线性动力学行为�也具有诸如同宿�异

图6　分岔点集图及其对应相图
宿及同异宿轨道等动力学行为�分别由图6（ｅ�ｋ和ｆ）给出。
3　结论

研究了ＳＤ振子的非线性动力学行为�ＳＤ振子的动力学行为决定于一个光滑参数α的连续变化。当
α＞0时�系统表现为光滑特征�而当α＝0时�系统表现为不连续特性。本文探讨了0＜α＜1时非线性动
力学特征�当系统表现为不连续性态时�探讨了其新的非标准动力学行为�如类鞍点和类同宿轨道等。同
时对于α＝1的退化情形�探讨了此时受非线性阻尼作用的ＳＤ振子在平凡平衡点附近的余维2分岔�研
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究表明系统具有叉形分岔�单Ｈｏｐｆ分岔�双Ｈｏｐｆ分岔�双同宿轨分岔和闭轨迹分岔现象。此外�引进一个
刚性耦合的ＳＤ振子�分析了耦合ＳＤ振子的简单性质。研究表明�ＳＤ振子具有丰富的非线性动力学行
为�该系统处于非光滑性态时�表现出的单阱、双阱、三阱非标准动力学行为�及其具有的诸如类鞍点及类
同宿�类异宿及类同异宿轨道等动力学行为；而当系统处于光滑性态时�同样表现出单阱、双阱及三阱等
非线性动力学行为�且具有诸如同宿�异宿及同异宿轨道等动力学行为。ＳＤ振子的其他动力学行为及其
工程实际中的应用将另文给出。
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