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摘 要

多体系统力学是一般力学的一个新分支。它分为多刚体系统动力学与多

柔体系统动力学�有着很强的工程背景与实用价值�在航天器动力学与机器

人动力学中有着广泛地应用。

本文首先讲述了多体系统力学在自然科学中所处的位置�介绍了多体系

统力学的发展概况�然后介绍了相关的高等刚体力学与分析力学的知识。接

着把 “落猫 ”问题化为多刚体模型�运用拉格朗日方法、牛顿一欧拉法、凯

恩方程法解题�并比较它们之间的优缺点。本文还建立了落猫的多柔体模型�

并用凯恩方程法解多柔体模型。其中拉格朗日方法属于分析力学的方法�牛

顿欧拉法属于矢量力学�凯恩方程法既具有分析力学的特点�又具有矢量力

学的特征。

本文在解题过程中较多的使用矩阵运算�这不但使行文方便而且便于计

算机编程计算。同时将本文的矩阵方法与凯恩的矢量方法进行对比�最后�

凯恩文献中没有给出非线性微分方程的解析解�而本文给出了这个非线性微

分方程的半解析解。

关键词 多刚体 多柔体 落猫 非线性微分方程
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第 章 绪 论

概述

物理学是自然科学中的一类基础学科�它研究的范围极其广泛�包括力、

热、光、电、声、电磁以及近代物理等。其中力学又是物理学中最古老的分

支�近代自然科学就是以力学的发展为开端。意大利著名物理学家伽利略�

强调力学应与数学紧密相联系。随他之后的众多科学家们都是按照他的做法

去做的�最后造成的结果是人们总是把数学与力学联系在一起�而且有了一

个新名词— 数力。力学发展的时间比较长�因而也比较完善�故有很多方

法都推广到物理学其他分支中去了。现在�一般人们把力学分成 一般力学、

固体力学、流体力学等。其中一般力学中包含古老的经典力学�它的研究对

象多是质点、刚体等�给我们的感受是它比固体力学、流体力学更具体�更

实用。只研究整个物体的宏观运动�而不去研究物质内部的力学现象 如应

力、应变等 。然而一般力学的基本定理以及解题方法正是我们用以研究连续

介质力学的手段、工具。一般力学包括经典的质点力学、刚体动力学、分析

力学、多体系统力学、变质量力学、运动稳定性以及非线性振动等。其中多

体系统力学是 年代在经典力学基础上发展起来的力学新分支�多体系统动

力学产生的工程背景是宇宙航行技术和机器人的飞速发展�以及数字式电子

计算机的出现。多体系统力学又跟建模时是否考虑物体的柔性又可分为多刚

体系统力学与多柔体系统力学。多体系统可分为两类 树形系统与非树形系

图 树形系统 图 非树形系统
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石奋石石石石石石石石亩奋石奋奋石

统�树形系统即开环系统�非树形系统即闭环系统�这两个概念通过图

和图 一目了然�不必细说。

在实际问题中还会遇到两种运动条件不同的多体系统。若系统有一个或者

一个以上的刚体用铰链接在系统以外的物体上�而此物体在惯性空间中的位

置是预先给定的时间函数。这种系统为非自由刚体系统 有根树 。另一种情

况是系统中没有一个物体与预先给定的外界物体相连接�称这种系统为自由

多体系统 无根树 。

多刚体系统是指任意有限个刚体的组合�而各刚体之间又以某种形式的

接头连接起来的系统。

关于多柔体系统�目前尚无确切的、众所接受的定义。人们通常将多柔

体系统理解为由多个柔性体 柔性部件 通过铰链 又称关节 连接而成的一个

系统 相邻两个柔性部件之间可以有较大的相对刚体位移发生。因此�多柔

体系统和由多个柔体组成的结构是不同的。传统意义下的结构�应该具有几

何不可变性�就是说相邻两部件间除弹性变形外�不允许有相对的刚体位移

发生。

目前公认�多柔体系统动力学理论的发展是以三个重要的工程领域作为

背景的。这就是航天器、机器人 机械臂 和高速精密机构�尤以前两者的推

动作用最大。

航天器工程领域是推动多柔体系统动力学发展的一个重要领域。航天器

上都需要带有大型天线和太阳帆板。这些我们都通称为柔性附件。由于航天

器在空间轨道上是在接近于零的过载下 微重力、无机动情况 工作的�因此�

这些附件都设计得尽可能的轻柔。又由于航天器在发射入轨过程中�要承受

很大过载�因此�通常在发射时�这些附件是以紧凑形式折叠安装于航天器

上�在入轨后�再展开到工作状态。

机器人 机械臂 必然被模化为多体系统是显而易见的。目前的地面应用

的机器人�它的臂杆还多是刚性的。但是用于美国航天飞机上的空间遥控机

械臂已经具有相当的柔性。而机器人 机械臂 的轻型化、高速化要求的需要�
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特别是用于空间环境的空间机械人的发展需要�使得机器人工程领域成为推

动多柔体系统动力学发展的一个重要的工程领域。

多体系统力学发展简介

多体系统动力学的发展概况从动力学角度讲�刚体是柔性体的特殊情况。

因此�在讨论多体系统动力学发展时�必然会首先涉及到多刚体系统动力学。

而且正像人们所能想象的那样�首先被发展起来的正是多刚体系统动力学。

最早的工作是 等人在 年做的。他们讨论的是由两个刚体

组成的系统�使用的是向量力学中的 一 法 。稍晚�在 年

和 讨论了由 个刚体组成的多刚体系统「�「�。

年 和 又把图论中的概念和数学工具 关联

矩阵和通路矩阵等 创造性地用于对多刚体系统的描述和动力学方程的建立

中’。他们的研究工作把多刚体系统动力学的研究推进到一个新阶段�并有了

关于多刚体系统动力学的一本专著『目。到目前�多刚体系统动力学发展已较成

熟�国内外都有专著『。

对多柔体系统动力学的研究开展得略晚一点。这方面早期工作有

在 年代初的研究工作 ‘〔。他首先研究的是带有弹性附件的

卫星的动力学问题。 采用了由 和

最先提出的混合坐标〔�这一概念后来被广泛应用于多柔体系统动力学中。到

此�可以认为多柔体系统动力学的发展已初具规模�它作为力学的一个重要

分支的地位已稳固树立了。事实上� 年国际理论力学与应用力学联合会

� 一

曾组织了多体系统动力学的专题学术会议〔。

在多体系统动力学发展的初期�差不多向量力学 【和分析力学的一些方

法都被用来建立动力学方程。最早被采用的是向量力学中的 一

法川。它以物理概念鲜明、建立方程直接而著称。在分析过程中�若需要增加

体的数目�只需续增加方程数目�无需重新另行建立动力学方程组。有些文
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献称之为具有良好的开放性。这是 一 法的又一个优点。但消除约

束力的困难则是它的一个大的弱点。以后人们还发现�在采用递推型式时�

递推的 一 法运算量最小。因此� 一 法一直受到一些

作者的注意。更多文献在建立多柔体系统动力学方程时�采用的大多是分析

力学的各种方法。 曾用虚功原理 〔��这种方法繁而不难�思路

清晰。 等人用 乘子法。采用这种方法处理有约束条

件的多柔体系统时特别方便�但是它的求导数过程较繁琐�必须十分小心。

和 用 原理建立动力学方程。此外�还有

提出的 方程�它兼有向量力学的形式简洁和分析力学的不

必考虑理想约束的约束反力的作用�以及推导规范等优点�被广泛应用于多

柔体系统动力学方程的建立 〔冷还有一些力学工作者深入讨论了 方程的

概念 。以后�随着多柔体系统动力学在航天器、机器人和高速精密机构等

工程领域内的深入应用�研究工作又向纵深发展。由于机器人的爪端有时要

在特定的表面上以特定的条件运动 又有些复杂机构需模化成有回路的多柔

体系统�又由于多个机器人的协调操作�因此�约束动力学问题引起人们的

注意。 和 把待定乘子法推广到 方程中‘�建

立了带有待定乘子的 动力学方程�它和 乘子法异曲同工。

和 �许宏伟和马兴瑞 等先后用正交补矩阵消除

待定乘子 乘子 �以降低方程维数。而 和 则用奇异

值分解技术消除待定乘子。宋培林和马兴瑞还用切空间和法空间正交理论处

理约束系统 。此外�胡海昌院士与梁立孚�等利用变分法推出一般力学非

保守、非完整系统的广义变分原理�这在理论上极大的促进了多体系统力学

的发展 一。梅凤翔教授在非完整系统力学的研究中也做出了很大的贡献’。

其它一些学者的工作参见文献 � 〕·

随着实时模拟多柔体系统动力学过程的需要�人们又致力于研究提高运

算速度的方法�于是递推型动力学方程就被提出来了【’‘。 和 ··

用并行处理技术实施了递推动力学的仿真过程 。



哈尔滨工程大学硕士学位论文

人们还对求解动力学方程中的一些实用问题给予了很大的注意。一个重

要的、一直吸引了很多作者研究的问题就是动力学模型降阶问题。柔性体的

弹性位移的引入使动力学模型的阶数大为增加。即使通过弹性位移的模态展

开方法引入模态坐标后�动力学模型的阶数仍然过高。这样高阶的设计模型�

其阶数已超出了多变量控制设计技术所能提供的设计能力。因此模型降阶问

题 又称为模态截断问题 曾是很多作者研究的热点。

在求解多柔体系统动力学方程时�另一个使实际工作者们深感烦恼的问

题�就是解的稳定性的问题。出现解的不稳定�可能是物理不稳定�也可能

是数值不稳定。一些作者由方程的非线性特点出发�研究了它的性态�企图

弄清楚在哪些情况下可能出现物理不稳定的现象。马兴瑞等人曾以两臂杆的

柔性机械臂为例�说明在这里存在有出现参数共振的可能 〔。还有文献指出

当机械臂的基座作某种往复运动时�可以出现动力不稳定现象。张嘉钟等的

实验研究与分析也说明对非线性系统可能由于 “内部共振 ”而引起不稳定现

象 。另一些作者则着重于克服数值不稳定问题 的研究。在这方面辛

算法受到很大重视‘�因为这种算法在应用于 系统时

有很好的数值稳定性。辛算法已被应用于多体系统动力学的求解中。

在将多柔体系统动力学应用于机器人 或机械臂 时�对振动的主动抑制

也是一个重要的问题。逆动力学方法是近几年提出来的一个振动主动抑制方

法。逆动力学方法是用合理设计机器人 臂 的关节驱动力矩的方法�在机器

人 臂 达到操作要求的同时�使弹性振动被抑制到最小。显然这是一个很吸

引人的方法。在国内黄文虎院士等在这方面作了系统的工作。

另外�近些年来�有些学者在函数空间内�用分布参数理论�对多柔体

动力学系统稳定性、镇定与控制进行了研究�从而可以克服由于对无限维柔

性系统的 “离散化 ”和 “截断 ”所产生的溢出 现象以及系统特性

的 “失真 ”问题。

国内关于多柔体系统的研究工作大约起步于 年代初。这些研究工作也

是先在航天器及机器人领域内进行的 。还有一些学者则由一般力学角度进行
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了讨论。自 年代后期�国内也连续召开了一些学术讨论会�推动这一学科

的发展。在应用方面中国空间技术研究院的总体设计部联合国内一些大学作

了很深入的工作‘�结合航天器动力学仿真�编制了若干关于多柔体系统动

力学仿真的软件包�由航天器工程提出的需求推动了国内有关研究工作。

本文工作简述

嘴这里我们回顾历史上一个著名的问题 “落猫现象 ”。何谓 “落猫现象 ”

呢 我们把一只猫举起来在空中释放 任意状态�甚至完全睡着的四脚朝上

的猫 �猫总能够通过自身的操作�最后安全地四脚着地。这现象曾引起了科

学家们的兴趣�也引发了一系列有趣的问题�得到了许多启示。在本文我们

主要是从动力学角度去研究它。首先猫的躯体可以看成多体系统�否则�看

成单个刚体或柔体�是无论如何也翻不过身的。怎样建立其动力学模型呢

历史上有好多学者专家都提出自己的看法与见解。本文通过三种方法分别对

多刚体猫进行建模�并比较其方法的特点�并运用凯恩方程对多柔体猫建模�

最后给出一个非线性方程的半解析解�此方程为凯恩在 《

� 》中的结论方程。
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第 章 基础知识及要点介绍

方向余弦矩阵

在参考系中固定矢量基 几它对应于“。玄坐标系�同时取固连于刚体上

的 矢 量 基 补 �对 应 于 固 连 在 刚 体 上 的 转 动 坐 标 系 。咨叮‘ �令

从 弓·砚 � ���于是有〔〕邓〕

弓 几毛

几 气毛

弓二气凡

人屯 人毛

几几 几毛 一

几毛 气毛

将上式写为矩阵形式为

百 一

式中

�胜‘电气几狡坛爪朽朽了压‘卜了﹄

一一

为方向余弦矩阵。

方向余弦矩阵有如下性质

① 正交性 了二 一�

② 士

给出如下两种问题的答案

矢量尸在不同矢量基中的坐标变换

�

式中

一

‘ 弓几弓�’ �于卜 弓�几�几
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‘�几�花为矢量尸在矢量基 几中的坐标��’’�’为矢量尸在矢量基 歼中的坐

标。

固连于转动刚体上的矢量在刚体上不同方位时的关系式

若矢量尸是固连在刚体上�例如矢量尸的起点在定点。上�则刚体转动

到另一位置�矢量尸位于尸�尸在矢量基 几的坐标列阵为’ 与在固连矢量

基侄 的坐标列阵王 的关系式为

� 毛 一

应用方向余弦矩阵表示角速度矩阵�定义角速度矩阵为

�皿叭。一叭巡叭
尸

一一

�山一

有如下关系‘��’‘”�

厉 去 工 一

绕定点转动的动量矩和动能

设一质量连续分布的刚体绕定点。转动�根据动量矩定义�刚体对固定

点。的动量矩为 〔〔

瓦·工尸‘ 一

式中尸�石及 分别为刚体的任一微元体的矢径、速度及质量�经过推演可

以得

、共典鸟‘�内火�么么从海火诀
一一

、 �少气乓乓

必 一
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式中「乓�气�乓了为刚体对定点。的动量矩风的坐标列阵�铸�气�乓 为角

速度厉的坐标列阵� 为惯量矩阵�其元素为

心一工。� 咖 �心。二‘ ��‘工枷 一�
余仿此�略写。

现在推导刚体定点运动的动能表达式。根据动能定义�刚体动能为

、� � 、’ 二 口泞忽 二 �必 以优
‘”艺 艺 ‘”口

一

根据混合积的性质上式可写成

一 尸 补 二尸‘

厉风

写成矩阵形式有

。 。’ 。 一

展开写成

犷一合、‘�可、‘一、、、一、、、一、、、� 一“�
惯量矩阵的移轴公式

惯量矩阵存在着类似于转动惯量平行轴定理的移轴公式。对于固连于刚

体上的。岁甲�岁坐标系的惯量矩阵可以通过与之平行的�原点在质量中心 的

勿杏坐标系的惯量矩阵来表达 〔。

从 尸 五叹 一

由于又 厉 尸 �于是

风 十尸 万 厉 动
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二凡 一人厅 尸 动 一

写成矩阵形式

二 一

若矢径尸的坐标为 �� �展开上式�得

一

一口

一‘

一 一

胜
月

一一

胡

欧拉动力学方程

设刚体有固定点。�受外力矩凤作用�取坐标系。咨叮杏�沿。点得三个

主轴�即取固连矢量基 沿刚体。点的主轴�于是刚体对 。点的动量矩有简

单关系式‘�‘�‘�

乓 「心 〕阵
气 卜 心 气卜

乓 心」

由绝对导数与矢量基 好中的相对导数关系�得

争一争·厉·瓦
争·厉·瓦·凤
功 笼厉 毋 王 一

由于角速度的相对导数等于绝对导数�故而上式中 功 是角速度绝对导数的

坐标列阵。式 一 展开为

凡叭 心一心气吟 峡
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人气十鑫一心 悠气二城 一

心吟十心一心气吟 峡

刚体运动的控制方程

设刚体的质量为 �质心为 �取固定坐标系口习岔�通过质心 取一固

连坐标系时粉杏�咨、叮和杏轴为惯性主轴�刚体运动的控制方程为

质心运动学方程

一

几肠
一一一一一一

···
�、

质心动力学方程

一

凡凡艺艺艺一一一一一一

域城城

欧拉运动学方程

一

欧拉动力学方程

心盛 心一心气共 峡

心一心乓气 城 一

心一心气共 妈

·鸟·共心�

以及边值条件�初始条件�约束条件。
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分析力学的几个方程

以上我们所列的基本上是牛顿一欧拉体系的力学内容�它的数学形式都

是以微分方程为主�几何性很强�属于矢量力学范畴。而分析力学则以数学

分析的手段去研究质点系方程�把它化为标量形式�这种方程突出的优点是

不考虑内部约束力�以广义坐标为其描述坐标�以变分为其数学基础。当然

它也有其缺点�当计算复杂系统时�由于要求导运算�显然比较麻烦。最近

出现了凯恩方程弥补了它的不足�只要四则运算�不必求导�很适宜在计算

机上进行。

动力学普遍方程 〔

习月一袱 成· 一

该方程表示 具有理想约束的质点系�在任一瞬时作用于系统上所有的主动

力和假象的惯性力�在任一位移上的虚元功之和为零。

以动力学普遍方程为基础�将方程式中各点的坐标及其虚位移做广义坐

标变换找出广义坐标的动力学普遍方程式�把方程式写成物理概念清楚而便

于运算的形式。第二类拉格朗日方程就属于这样一种情况“。

。�一粤婴一婴一。 一���…�。’ 啊�
一

式中 — 广义坐标表示的动能

乌— 广义力

哈密尔顿正则方程「

已万
—
助�

日万
一—
匆

沉 日厅

礼 次

���…� 一
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面面面面面面面面面面面面面面画函

式中

日乙 刁 一 、、 �
几 不� 百丁山— 关叨重

甘 四

月

一艺几奋�一— 哈密尔顿函数

— 拉格朗日函数或动势�

哈密尔顿原理

设有一完整的保守的力学系统�

切可能运动中�对于真实运动来说�

一 � 为势函数

在具有相同的时间间隔和始末位置的一

哈密顿作用量�〔���即

‘一犷。…�‘…么�‘”
应具有极值�即必须满足

“·‘犷。…��、…、�”·” 一

凯恩方程表达式为叫

凡‘戒 ��… 一 一

式中 � � 分别为广义坐标数�非完整约束数�独立广义速度数目。凡�为

广义主动力�式为广义惯性力。

叮二孙瓜 风 一

第一项为主矢与简化中心。对应于广义速率 的偏速度的标积�第二项为主

矩与对应与广义速率 �的偏角速度的标和。

嵘 丈·瓜 嵘·风 一

嵘为诸质点相对与原点在质心的平动坐标系的惯性力与质心 的主矩�即惯

性主矩�茸为系统惯性力主矩�瓜为偏速度�风为偏角速度。
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本章小结

本章介绍了高等刚体运动学、动力学有关的知识和分析力学的几个公式。

具体内容包括

方向余弦矩阵的定义及性质、坐标变换及矢量旋转公式角速度的表

达公式、绕定点转动的动量矩和动能表达式、惯量矩阵及移轴公式、欧拉动

力学方程和刚体运动的控制方程。

动力学普遍方程、第二类拉格朗日方程、哈密尔顿正则方程、哈密

尔顿原理、凯恩方程。
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第 章 落猫问题的多刚体建模

第二类拉格朗日方程法建模

我们把猫的躯体简化成两个圆柱体相连接的模型�假设每个刚体均是均

质的。刚体 代表猫的前躯�刚体 代表猫的后躯�两刚体的中间接头有万向

铰与球铰两种取法 本文考虑万向接头铰的情况。

图 猫体的多刚体简化模型及相关的坐标系

如图 �物体 可以绕着 ’轴旋转�物体 可以绕着 ’轴旋转�建立

体坐标系 �艺 �� 炸 � � 分别为物体 � 的质心�且满足

平行与物体 的纵向对称轴� 万平行与 �轴�叹戈与它们组成右手坐标

系。 炸 由如下旋转而得 假令猫体伸直时� 不 �� 炸 相互

平行�接着 物体先绕 ’轴旋转 �再绕 ’轴旋转刀�最后得到 炸 �

物体的质心在口尤 坐标系中的坐标为 �� �� ��物体 相对于地面坐标

系中的姿态用三个欧拉角表示�进动角梦�章动角夕�自转角尹。取广义坐标
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为 ����刀�梦�冲 。万向接头的十字中点 到 � 的距离分别为

� 。 乙相对于 万 的方向余弦矩阵为

梦 必

夙�。 尹 口 尹

梦 必 班 尹

一 班 少 班 尹

一 丫 夕
‘茄于尹

口 」

一

式中【习�。中的下标 � 表示坐标系 不乙

此。

� � … 介一

口

口

万 �下文符号意义同

一几门

仪

刀

刀

刀

一 刀

一 口

口 】

一勺︼
夕刀

一
一一

【月。气月。【月
「。八岭梦
血必如戊如怀巧尹

此解幻田受如材一
孰肉助血决如必

。双林比弹劝毋书 怀切免万好一
血公叫平血弹劝癸咔

此尽幻田免万好代如内别血伏比少

“尽如决如必血凶动助林如拼
如尽珑 夕

代如成场解心万尹书 好迁决如好
血比姗戏如好还尹

叨 幻田决如好恤 脚饰枷

代如炸 弹如介血 心万日以‘好十

此解习田免万诊十

血庆递叨“‘ 刀

一“万。。万尹如拼

日 口万夕

任如尽如弹如挤抽 效递脚万稗如决

此 尽场夕

一
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求物体 的质心相对与地面的坐标

吮
口

一 争 争

口 马 马几

一凡凡一凡凡

一币 万一、 �。的第三行 王氏一 �。的第三行

二杯 对 琳成恤州 庆 州 。阂一

凡笼和田脚 丙 尹血故如尽翔州 血尽递“以万即一

仲万 州 血 印 臼如洲 弹如夕‘血“以万内万姆如 二 刀。万以

一

求物体 的角速度可以按公式

厉 �。艺乏。

计算�但是比较繁�且容易出错�最好按经典的欧拉连续转动的方法求得

、‘、少︺·尹‘记、、胜‘、厄产、一︸曰尹

一 尹

尹

尹

一、李·梦‘‘
一

夕
码 尹 必”「‘ “
码�一一必 尹””
码 一

巨州州势
一尹 甘 竺一仔

梦 毋

少」
钊

一

物体 的角速度

口尸‘日卜以卜卜‘、

刀

一 刀
剑」匡

一 。·‘ 户”码· ” 声 声 “ ”
」码 一 卢 月

、�百佩队匹了

溯 一 姗 「 「川
。 “。 “ 。 飞比刀以 十 】 以 二十 刀匡刀出 》十咬 口 卜 嵘 卜

‘。 “ ‘。 ‘少 ‘。“ 二 ‘
仪 以 一 比刀以 十 乙沃 一口

皿离 ’ 且 ’ 几‘少 、 ‘
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仲 初一 秘 初 刀

八少 尹 劝 风少 尹一 劝

反 刀 刀少 勿

刀少 夕 尹 夕 初一 斌少 夕 尹一夕 初

刀少 初一。 刀

咬矛、

一一

一

物体 的动能和势能

·告。【」�【】二告。“对、
一告。疏·。夕‘。疏·合。、、·、

��
一

一

物体 的动能和势能

� 、二育叭 【 戈姚圣 百 田么 叫� 呱
乙 乙

一

二 一

求广义力

沿 ’的控制力矩 和沿 ‘方向的控制力矩妈 它们与广义坐标 �刀

相对应�故广义力

城 � 马 二蛛 一

其余的广义力均为零。

拉格朗日函数为

一

不 兀一 一
一

拉格朗日方程可以写成
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式 一 中

况 、 日码 、 日叭 、 。叭 、 日叭 、 热�
二 ‘ 哟 二一一一 � ��二一一宁 哟 下厂一 甲 叭 下厂一 宁 �叭 �一万一
四� � ‘ 一 � 呵� � ‘ 一

、口叭 电 ‘ 击叭 一万 一宁 名二一一一��‘占二丁一
’ �

求粤 �’一一口 了

会·仪会·众誓·仪瓮一众备·”
豁一仪器·少一矶瓷·节“少一‘一毋

一

“口以求二�艺 �’ 一
啊

晋·�鄂�会�豁·�备·�豁·�
器·护一“一必一夕‘·
竺匕
尹 一少 尹一 尹

一

一 口以水 二兰 二 一艺厂
嘶

叭 八刁叭 八日叭 口叭 日叭 日叭 口吼 二二。
二 一 ‘ � 二一 一 �气了一 ‘ �甲 一 ‘ � 二二 ‘ �二 一 ‘ 厂二二一‘ 一尹 含 口�

叭 嘶 口户 口笋 口

旦生
日尹

一
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求婆 ’一一内

旦生 �些生
如

八 叭 八 叭�— ‘ �— 一

一电 一解

叭

一 少 尹 中一 少 乒 刀

旦生
少 夕 尹 少

少 必一 尹

一

求 一

八 叭 � 八。热�— �—
一私 一电

二 �一 二乙
一口梦

。叭�

刀少 夕 尹 夕 尹一 刀少 夕 必

刀少 夕 必 尹一 刀少 少一 叻一

沈 刀 刀少 夕 必

刀少 少 刀少 一 刀少 夕

刀少 尹一夕 刀甲 尹一 尹

一一一卜一夕︸一

鱼叭竺竺竺丛恤一旅飒匆朗朋
口一几之

一

求
夕生匆� 一

�
一帆丛电匆�

�

一帆一帆电
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鱼丛

旦竺乙二
叨

垦丛‘
夕

全坠
日少

刀少 少 少一 刀少 必

一 刀少 尹 夕 中一 刀少 尹一 尹一

刀少 乒一 刀

刀少 一 刀护 夕 尹一 刀护 夕

刀少 尹一 必一 刀一少 一 尹

一

求
击

匆
一

击� 一 人 兔
一 �县 笨 —
击� ’ 匆�

一

浇
一

由 一 得

一 梦 夕一 刀 夕 尹 刀 尹

二 尹 梦 夕一

几 一 一凡 一 刀 梦 一 刀叩 笋

刀

一

所以有

会一�奇一。�
会一�器·”
器一。。 �。。班·。一 �。。。

备一、‘一‘·�一班‘·。一 ·�一。
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浇 � 。 � 。 。 。。。 � 。
— ‘一 占、吃 各 且水 萄 舀牡尹 舀 叫 乃 劣 灿 乃 二户舀 声 矛

日梦

扼 。� � 口 �� 。。 。 。。 。�� 。
一 一 � 舀 以 ‘ 舀 �尸 西 砚篇 ‘ 舀 口 灿 口 妙 ‘ 舀 �尸

口

刀

一

式 一 中

斋一巩。·箭·么八会·人·。·会·人、箫·人八豁·
人·。·会·。‘丸奇·片爵·人奇�一‘丸奇·丸爵·‘奇�

一

求粤 一一
啊�

夕里匕 ‘些生二 己码

’飒
刁以� 七‘
’口反 蚁鱿 ‘砂

粤 一。。。。��
口梦

丛三
办
日叭

刁必

’朗

一

日以

二分乙 一啊

丛

‘声七�日︸。

一一

求

以、 以二
二 �� 二二 � 一二乙
一改 一鱿

以

一”�甫 一”�
二

枷
一“终 �
解

帆一神以二

二‘““�尹�甫 “一‘�

一丛帆妙飒

一

求
粤 �’二一呢

虹 、丛 一。�虹 一。�皿 一。
飒 一鱿 一鱿 一掀
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一

全、 ·一
一 丙了

旦些恤姚
飒

认 � 八口口 八
二二 一 一 �

即、 ‘飒

旦坠三一。
刁成

日田��
一 二二 �
朗

鲤组二。。 �讯。 �一 。
日沪

丛 三 。 。 少

旦生 二一
日价

一

二 一

叭�

妙�
刁叭 ��一
‘ 滋

日叭

二 厂叮舟‘口

。 。仇 一。
。。 ��丽 一’

二 刀 毋 刀 夕 尹

二 刀 少一 声 价

丛丛帆鱿妙仃
一帆戈

求

二 声
一

欢一口八口一

求些生 ’
匆了

二 一

些恤动 些丛 �
教 晋·�瓷一几黯

刀 口 毋一 尹
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瓷一‘一 ”。。中一‘·尹
瓷一“”’“

�、击�水 二一 一句
啊

会·�其“奇一”

求哥 ’一‘一�’
爵·�其“奇·

求奇 ’一‘一‘�’
会�其“奇”

由式 一 中的 � � �求出戈�夕�玄分别为

一

一

一

一

丸 丸一 少 梦 夕 梦 一 一刀 刀 势

夕 刀 夕 尹 乒 刀 必 坟 刀 尹

刀 刀 梦 一少 刀 班 夕 刀 笋 夕

一

丸 充 一少 梦 树 一 尹

护 梦 夕 梦 一份

一

玄 毛 一 一刀 刀 笋 一少 刀 笋 一 刀 笋 一

坟 刀 梦 夕 刀 声 梦 夕 少 夕 梦 夕一

刀 梦 一 刀 一刀 刀 一

刀

一
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一

�兰 一。�鱼 一。一即 一甜

一 刀 梦 夕

一 一 刀 必 “ 声 梦 夕

一 笋 夕 刀 梦

一 梦一 刀 夕 毋

刀 梦 夕

一 刀 夕 毋

玉竺竺玉竺妙竺飒掀朗神阳

一

求李 、一一�
丛 玉 �鱼
欲 击 一即

一 毋 一

二一￡ 以 一 、 以 夕� ‘

笋 笋 夕

巫一一巫姚胭掀妙秋朗

丛
口必

一
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击� 击�
‘二三二 二二乙二
即 ’击

刀 尹应 “ 刀

一凡一 刀 梦 夕 刀 笋 夕一

“ 刀

兰一一朗而戈祝戈

一 一 刀 梦 夕 刀 尹

一 一 刀 少 一 刀 梦 一

刀

一玉妙戈砧

三
刁必

一

式一‘��中的影爵’·�一。开“
备爵·人凤会·。·鄂��·人呱会·。·会
‘·〔办·箫·码·邻才�·几·汇典·会·二·静才�·
几·【叭·会·、·‘会���·几·〔典·箫·、·骨���·
码‘【从‘奇�·凡会��·〔只哥·“骨�了�·〔气奇·丸会�‘�·
伙‘氏爵·丸会��·〔典爵·�会��·〔气奇·人会���

一

式中 灭表示对函数 关于时间。的导数。
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求出式 一 中各角速度分量的导数

叭� 少 价 少 毋 价 尹 夕 一户口 势

么 少 少 沙 少一功 口 一 少一功夕 必� � � 下 、 于 � 布 产

叭 少 夕一少 夕 必

一

盛二 一沈 少 夕 少 尹 少 少

归 尹 少 尹 沪少 夕 尹 夕 毋一 尹一

忱 少 口 沪一 。一卯 少 必 刀

盛� 沈 刀 刀 刀仲 夕 尹 尹

刀少 尹 归 尹 师 少 尹一即 初一

刀 刀少 夕 尹一 必 刀少 必 卯 夕 尹一

必少 夕 尹一 必一即 必 女 刀一朗 刀 一 刀

刀 刀 少 口 勿 刀少 夕 必一归 夕

电 斤 刀 一刀 声 哟 护 尹 劝

刀 少 少 归 尹 师 必一即 初一

刀 刀仲 夕 必一陇 初一 侧少 尹 归 夕 一

师 夕 尹一 尹一即 叻 戒 “ 夕一刀 刀妙 初

刀少 一归 十扔一戊 声一朗 刀

一

。么、叹矿 一

二

、‘�、一仍一笼口︸琴
一口一口八八

、了‘﹄一一一一、 、尹、少丛丛鱿。了、了、
一一一一

、�产、夕气一气一叭·必一氏一氏日



豁 ·”一“毋“‘“”’尹
勃‘一��

‘瓷�一。 一

求 ÷�二 二一一 匆�一’

�一令�·令�豁�二骨 ·食
‘公尸 一

� 夕 口 毋一庐 尹

� 一沪 中

‘

一

骨鄂器食

Ü�禾 丁份
四

�二 一

叠�一鄂 ·鄂了骨�·骨 一枷 二
骨 一”·。�豁‘。

一

求祭 � “一

鄂 ·鄂 卿 “
令�‘一器�二”
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机 二、、爪丁尸人 一
口班

戒 沪 乡 “ 夕 功 夕 必

庄 夕

瓷��一“‘一 尹一少一滋·必
粤 ‘一。。�粤 �一。口必 尸

一

求静一。�一卜
叠了鲁一鲁��·‘鲁�一”�鲁�扩一”‘·”
豁�“ “�·”哪 尹·”“·娜“�·

以
二子 �
口仃

娜 户 夕 少一压 户 尹夕 刀

少 刀 夕 价一‘ 刀哪夕户 刀邸夕一乡 刀

忱 刀 少 户 刀。尹一沪 刀 尹

户 刀 尹一必 刀 尹

鲁�一“‘二·”·”一 “ 一

求粤 ‘ �小啊

粤 ‘一粤 ‘粤 ‘一“
以 卿 嘴

粤 �一户。。刀�祭 �口 声

旦生 �、口少一’ 改。 刀 尹 夕一户 刀 夕 尹

夕 夕 夕 毋 沪 刀 夕 少



哈尔滨工程大学硕士学位论文

刀 刀 尹一 刀 尹 必 刀 夕 必一

刀 一刀 刀 一 刀

骨�一一”·。。。�一”‘·”‘一 �一‘一”‘一‘·�·
尹 尹

骨�一‘一 ”一”。。‘·”
一

、 既 、水 二‘
啊

一

一 一、力
与乙一匆曰砂

一讨欲牡丈‘、�改 、刁、 二 少 一

一 一

酝 、水 丁‘ 一

掀 、
二一 �
啊

一 一

一

一。�李�一。� 李�一。电 电

二一 �一沈 刀 以 刀 刀 以 一名 、 矛 口

求

孤 、
二清 �

少 刀 尹 梦 夕 刀

一 一刀 刀 尹一 刀 夕 尹一必 刀 少

吐 刀 笋 夕一刀 刀 班 一

少 刀 梦 夕 梦 夕 刀



哈尔滨工程大学硕士学位论文

‘舞�一、‘幸‘·尹‘·“·”。。梦一“�·凡‘一‘·“‘·“‘·梦·
刀 刀 梦 价 刀 梦 夕 刀 梦

器�一一一尹。。“一”‘·梦�一、‘一”‘·”。。“�
刀 毋 功 刀 毋 忱 刀 班 夕

刀 刀 尹一少 。斤 梦 一夕 刀 班

‘器�一一”‘·”‘·“。。尹·”。。“一“。。势一‘一“‘·“‘·尹�
一

�改 、刁、气二下一人
内

‘会�·会�了‘会�犷一”�器�一�‘器�一
一

�姚 、气下丁丁�
口口 一成 梦 少 尹 一 梦 口

姚 、、二 丁� ‘
口梦

晚 夕 夕

一 少 梦 笋 一 一 梦 夕

价 树 班

器�一一‘·尹。。一”。。梦‘·必一‘一‘一 班。。“
护 梦 一 笋

一

求

了击 、 了戈 、 了戈 、气二万犷�一 气二丁一少 ‘ 气 二一� ‘

嘶 叭 嘶
一

玉、‘二一。 。刀。。 。一汐 。刀。 讯。
口

刀 笋 夕 刀 俨 梦 刀

庄 声一刀 “ 声一夕 声 夕
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备��一、”“班“一少。。”一笋“一”“‘·笋“·
沈 刀 梦 刀 刀 梦 一少 刀 尹

声 梦 夕 刀 坟 夕 刀一

刀 声

�击 、 � 。 二� 。二二 。 一� 。 六 。 二� 。
茄��一凡又一“‘“�班 “班‘’‘梦 “一“卢“�班 “

击�、
二份 �
口日

斤 刀 梦 一刀 刀 梦 夕 少 刀 少

夕 刀 笋

一 一刀 刀 梦 一少 刀 笋 刀 班

刀 梦 刀 刀 笋 夕

少 刀 梦 刀 刀 刀 夕一

刀

击�、
一‘二‘
’刁护”

一

由 一 、 一 、 一 得

气 戈一 少 树 一少少 梦 夕 卯 树

梦 梦 树 夕一阳 梦 夕一

一刀 刀 毋一尽了 刀 夕 少一朋 刀 口 少一脚 刀 少

刀 少一邵 刀 夕 必一 刀 必 即 刀 夕 必

必 刀 一朔 刀 毋 卯 刀 尹一师 刀

成 刀 笋 夕一‘� 刀。梦 夕动 刀 梦 夕
晚少 夕 笋 反 刀 梦

万 刀 梦 夕 加 。。刀。笋 口一户� 刀。笋 夕

刀少 刀 班 刀 刀 笋

少 刀 班 沁 刀 沪 郊 刀 梦

少� 刀 尹 夕沁 刀 梦
刀 笋 撇 刀 笋 夕 印 刀 梦 一

即 刀 梦。夕一夕� 刀 笋 夕

一
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又 戈 �一少 笋 夕一少� 梦 口一沁 梦。口
乡。 笋 夕一夕少 梦 夕一夕�。 班 夕

一女 尹 一沈� 梦 ‘少 梦

坟 笋 一少 梦 夕一沁 梦

少’ 梦 夕 沁 笋 夕乡 尹 夕
旅 梦 夕 乡少 梦 夕 夕� 梦 夕

女 夕一反 一反夕 夕 乡 夕

旅 口 夕� 夕

一

羌二气

书 刀 笋血夕户�谊刀 梦讯夕一户少 刀 班谊夕
朋 刀 梦 一

少血刀 尹血夕一沁 刀 梦咖夕夕�运刀讯笋血夕
训 刀 梦 一

刀 梦 一甲 刀 梦 一即 刀 梦

少血刀咖尹谊夕

女 刀 尹 犷 刀 班 十动 刀 梦
少 刀 尹 一妞 刀 尹

卢 “ 刀 梦 加 刀 梦 夕 刀 梦 夕

刀护 “ 刀 笋 十脚 口 刀 梦 夕十

少 刀 尹 夕 沁 刀 尹 一朔 刀 梦

少� 刀 笋 沁 刀 尹
刀 梦 一撇 刀 梦 甲 刀 梦

即 刀 笋 夕夕 声 笋 夕
沈 刀 夕一反 刀 一沈 刀 一 刀

韶 刀 一

卢 咖声 夕加血 刀 夕一产 刀 夕加 咖刀血夕

乡 “ 声 夕薇 声 夕动 声 夕一夕 声 印

一
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至此�拉格朗日方程中各元素都已求出�将它们代入下面控制方程

况 、 既
下 叹二 厂一 。

啊 ��
一

进行基本的代数运算即得展开式为

。·「自·弩·。·骨���·么·汇叭·会·。·鄂‘�·入·「叭·箭·
。·骨��·人·「典·箫·、·骨���·几·【典·会一、·骨��·
人·「电·瓷·姚·骨���·鹤‘「戈奇·‘会���·以爵·“会��·

�」、【凡粤 丸粤‘跳婴 九令�吸 四 叽 四
、�尹、卜、

··几十一一戈戈戈毯

【气
���·人·。·弩·去·。·

日叭� 、。叭
一二一 甲 哟 代万一 甲

嘶 吃

、。姚 、口姚� ‘、鱼坠土 鱼 互 。
“’八可 ’“’卿夕可 一“’八可 一’临可 “”‘匆�一飞

一

对广义坐标

凡 凡 一

�戈 夏从一、沙 梦 夕一妙价 班

沁 班 夕乡 班 夕夕梦 梦 夕

甜 梦 夕一 一户 刀 尹一助 刀 夕 尹
加 刀 夕 必一加 刀 夕 尹乡 刀 夕

动 。刀 夕 尹一甜 刀 冬 如 夕 夕 势

必 刀 夕 尹一妙 刀 少 乒 刀 夕 尹一

师 刀 尹 女 刀 笋 夕一

‘� 刀 班 动 刀 梦
少 刀 梦 反夕 刀 梦

卢 刀 梦 夕加 刀 笋

产 刀 梦 夕一户少 刀 丫

加 刀 梦。夕一少 刀 梦 夕
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沁 刀 梦 卯 刀 梦 夕

少� 刀。尹 夕沁 刀 梦。
刀 梦 夕 撇 刀 梦 夕

朋 刀 梦 夕一 价 “ 刀 班 一

汐� 刀 毋 夕

一

对广义坐标

码戈 伙丸 一

码戈 峡只 一少 班 一价� 笋 一沁 笋
俨 夕一即 笋 一夕� 尹 凡戒 笋 夕

矿 班 十。少 班 一‘夕 梦 一少 梦

沁 访 梦谊口少� 。班谊夕两 认笋 夕乡。 。梦。口
旅 梦 夕少 梦 夕� 树 一女 。 口

。� 夕一。夕 夕 乡 夕 由 。 认夕 汐�谊 仍

一

对广义坐标

码气 码羌 琳 伙 一

一毖一 尝 一

一力 刀 梦 产 刀 梦 夕一户少 刀 笋
加 刀 梦 一少 刀 梦 夕一动 刀 梦 少� 刀 尹 夕

卯 刀 梦 一 刀 梦 一印 刀 梦 一夕护 刀 俨 夕

夕� 刀 梦 夕一。。 。 刀 梦 夕 。� 。。 刀 班 夕

朗 刀 梦 夕 护 刀 梦 夕一斤夕 刀 梦

力 刀。梦 加。 刀 梦 口产 。。刀 班

刀少 刀 笋 夕 周 刀 俨 少 刀 班

沁 刀 梦 口一动 刀 班 价� 。刀。梦 夕
归 刀 梦 夕一 刀 梦 夕一做 刀 梦 夕

动 刀。梦。 夕少 。刀 梦。夕乡� 。刀。梦 夕
反 刀 一 刀 夕一反 刀 夕一反 刀
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动 刀 一卢 刀 加 刀 一尸 刀 出
朋 刀 一夕 刀 撇 刀 甲 刀 一

少 刀 叭 胜

一

对广义坐标

。二 。叭� 、�。典 、� 「、 。叭 二 �。叭 、��呸 �一二丁一一叭 二万一少 宁 叭 �下丁 甲叭 气气万一 」甲
’ � 一 ’ 四� 四�

、‘「气奇·书‘奇��·「典舞·丸会�了�·【毛奇·九会���·
人、瓷·心甄会·人、瓷·、奇一城

一

几� 刀 刀 灼 少 毋 初

八少 毋 卯 夕 尹 师 尹 夕 少一即 初一

刀 八少 尹一夕 初 刀秘 夕。户�尹 归 夕 尹一乒少 夕 尹一

尹一即 初 女 刀一朗 刀 戒 刀 刀 灼 少 夕

初 八少 必一归 刀一 刀伽 夕 尹 初

八少 尹一夕 初 刀 风少 勿 节 灼

人 刀 一刀 刀 伽 尹 初 刀 少 尹

归 夕 尹 师 夕 尹 夕 必一即 初一刀 刀仗 尹一 扔一

风少 夕 尹 归 一师 尹一夕 必一即 劝

云 刀一刀 角 少 初 刀秘 一卯 夕 勿一

扮 刀一朗 月 一 灼 刀少 尹 夕 劝一 八少 尹一

劝 刀少 初一坟 月 书 灼

码 凡一 少 笋 二砂 梦 归 梦 夕 梦

即 梦 一阳 梦 一 节 刀 尹一朋 刀 夕 少一

朋 刀 尹一刀户 刀 少十 刀 尹一印 刀 夕 尹一

阳 刀 夕 尹 即 刀 必 必 刀 必一妙 刀 夕 尹
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卯 刀 尹一神 刀 尹 成 尹 一

。� 刀 梦 夕动 刀。梦认夕一。少 刀讯俨证夕
沈 刀 笋 刀 刀 梦 尽企 刀 梦 一

力�血 刀 梦血夕一力少认 刀谊班 夕加 刀 笋

少 刀咖 尹 沁 刀 梦 朔 刀 梦

少� 刀。笋 夕神 谊刀 尹 夕 谊刀。笋 口
撇 刀 笋 甲 刀 梦 一即 刀 笋 一

夕 刀 梦 一凡 刀 梦 名一 少 笋

尹 一 一刀 刀 尹 声 尹 乒 刀 尹

忱 刀 梦 刀 刀 笋 一少 刀 班

夕 刀 笋 一 戒 刀 笋 刀 声 梦 一

少 刀 梦 班 夕 刀 只 节 尹

少� 梦 夕一沁 认笋 夕 笋。夕一即 班 夕一夕� 梦认
凡一女 梦 一。� 梦 夕 ‘少 梦

。夕 梦 一少 笋 夕一沁 血 梦 夕 少� 尹认夕

卯 梦 笋 无 笋 夕砰 梦 夕

乡� 梦 夕一女 。。 夕一。�认 夕一‘夕 夕 乡讯。 夕

旅 讯夕 空血 凡一 尹 夕一 充

甲 梦 梦 云 班 一少 笋 夕

夕 梦 一沈 夕 滋 尹

少 梦 一 梦 反 夕

气 乡 夕一 一卢 刀 梦 户� 刀 梦 夕一户少 刀 班
加 刀 梦 夕一少谊刀 尹谊夕一动 刀。梦谊夕少� 刀 梦 夕

归 刀 梦 一夕 刀 梦 一甲 刀 笋 一即 刀 梦

少 刀 梦 夕一女 刀 班谊夕 。�咖 刀 尹 夕

朗 刀 班 反少 刀 梦 口一如 刀 班

卢谊 讯刀 班讯夕加。 刀。梦 夕户� 刀 梦谊夕

刀少 刀 梦 训 刀 尹 夕 少 刀 梦

沁 刀 班讯夕一动 谊刀谊梦谊夕少�认 刀 尹 夕
训 刀 梦 一 刀 梦 夕一做 “ 刀 梦 夕
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动咖 访刀 笋 夕即咖。 刀咖笋。夕夕血 刀 笋血夕
沈 刀 一 刀 一反 刀 一反 刀

动血 刀 口一卢 血刀 夕加 认刀 口一夕 刀
朋 刀 夕一 刀 撇 刀 甲 刀 一

少 刀 凡 刀 梦 口 口运 角 丸 口

一刀 刀 梦 一少 刀 梦 一 刀 班 夕一

沈 刀 梦 刀 刀 尹 少 刀 班 一

刀 梦 一反 刀 一刀 刀 一 刀 』

滋 刀 梦 一刀 刀 梦 夕一 刀 尹

刀 梦 尹 刀 庄 刀一

刀 刀一 刀 仍 人二 少 尹 初一

少 初 月 一 少 夕 尹 初一 少 初 月

人� 刀少 尹 劝 刀少 尹一夕 劝 。 刀

刀少 初 少 中 初一 八护

初 � 八少 尹 夕 初一 风少 尹一 叻

八少 初一改 月 八少 尹 劝一
“刀少 “ 胜 凡 “刀 笋 刀 城

对广义坐标刀

二 。「。姚 �二�姚 、�「二击 二�戈 、�、叨之 甲��气飞人 二丁 甲人 气下下一�」宁 ‘ 下丁 宁‘ 、育尸 」了一 �
’ 呀 ’

一

口叭 �

气可 十

几叭 些生
匆 粤·妈四

一

几二 一反 少 尹 少 必 归 尹

少 夕 尹 乒少 毋 少一 尹一反 少 夕 乒一

一训 少 必 刀 凡一 少 梦 夕一少少 梦

归 梦 梦 夕笋 梦 扫一 梦 一

一刀 刀 中一朋 刀 少一刀 刀 夕 势一
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刀功 刀 刀 尹一印 刀 一

阳 刀 少 即 尹 必 刀 必一

朔 刀 必 卯 刀 尹一种 刀 尹

女。 刀 尹 口一沈’ 刀 笋 夕 动 刀 梦 夕
沈少 刀 梦 ‘ 刀 冬梦 刀 刀 梦 夕

加 刀 尹 一户� 刀 尹 一户少 刀 梦 夕

刀 刀 笋 一少 刀 班 归 刀 班

动 刀 梦 夕少’ 刀 尹 夕沁 刀 尹
刀 笋 夕 刀 班 邵 刀 梦 一

乡护 刀 梦 一夕� 刀 梦 一 一 刀 尹

刀 梦 夕 名一 少 尹 笋 一

一刀 刀 尹 刀 夕 必 必 刀 毋

刀 尹 刀 刀 笋 一少 刀 梦

刀 梦 一 一刀 刀 必一夕 刀 尹一

势 刀 尹 廿 刀 梦 一刀 刀 班 夕一

少 刀 笋 梦 刀 燕 一

一卢 刀 梦 户� 刀 班 夕一户少 刀 尹 夕
刀 刀 班 一少 刀 笋 一朔 刀 笋 夕

少� 刀 梦 夕一沁 刀。梦。夕一夕、谊刀 班。口
动 刀 尹 夕一夕少 刀 笋 夕 汐� 刀 笋 夕

女 刀 梦 夕 ‘� 刀 梦 夕 动 刀 梦
忱少 刀 尹 一沈 刀 梦 刀 刀 笋

沈 刀 尹 户� 刀 梦 夕一户护 刀 梦 口
刀 刀 梦 夕 少 刀 尹 护份 刀 尹 一

动 刀 笋 夕少� 刀 梦 夕沁 刀 梦 夕

刀 梦 一撇 刀 梦 朗 刀 笋 夕

夕少 刀 班 夕 汐� 刀 梦 夕一。 刀 夕

刀 一 刀 一 刀 坟 刀 一

万 刀 夕 加 刀 夕一力� 刀 夕
刀 刀 一夕 刀 刀 夕
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动 刀 夕一夕� 声 一凡一 刀 梦 夕

刀 梦 一 夕 刀 气 一 一刀 刀 班 夕一

少 声 梦 一 刀 梦 一 刀 梦

刀 刀 班 少 刀 笋 一 刀 梦 一

反 刀 夕一刀 刀 一 刀

一 刀 刀 笋 一少 刀 梦 一 刀 梦

刀 梦 刀 刀 梦 夕一少 刀 梦

夕 刀 梦 刀 沈 刀一

刀 刀 几� 刀护 毋 少

刀护 尹一 毋 刀 刀少 必

刀少 夕 尹 必一 刀必’、 尹一 劝一

沈 刀 刀少 户 几 刀护 夕 尹 夕 尹一

刀少 尹一 尹 刀少 勿一 刀

一 刀少 毋 夕 尹一 刀少 必一 尹一

刀少 毋一 刀 一 刀 班

刀 妈

一

对广义坐标尹

刽瓷骨人�叭
口码�

�可 十码·
�

去 叭
日处二一

’可 ’
�

几�叭

瓷·码·会�
爵·、骨
晋一甄会�人 盛 鲤络‘叭�

·
� 一

伙‘氏奇·丸会���·〔元爵·丸会�了�·〔气奇·
、会�·伙·奇一”
尹 少 夕 尹 汐 势一 护 夕 必 户
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去�沙 尹 叭夕 尹 户 夕 初 必一树 列

必 必 川 去�沙 夕 少口 尹

必 初一夕 尹一州 列 词声 八少 必

初 刀帕 尹一 初 改 刀 刀帕 初

毋一必 川 去毛少 一即 们

刀护 必 初一 刀少 尹一 叻

刀少 夕 勿一反 月 一 闭 人二戒 护 尹

尹 少 叻 训 尹 少 尹 户少 尹

必一夕 劝一 少 勿一 归 少 初 刀

必一 冬闭 少 势 初一 帕 夕 初

刀卜卜攻 毋 毋十势 尹一反 十

人� 。 刀 刀 洲 少 毋 叻

斑少 尹 归 尹 师 尹 尹一即 扔一

刀 八少 尹一 劝 刀少 归 夕 尹一

必少 毋一 尹一即 初 女 刀一朗 刀 戒 刀

刀 灼 少 初 刀秘 必一归

刀 尹 刀 尹 刀 一 刀仗 毋

叻 刀少 毋一 初 反 刀 刀少

反 刀 必 刀 刀 毋 刀 夕 必

必 刀 尹一刀 刀 尹 夕 刀 尹一

乒 声 尹一份 刀 刀 刀 一

刀 卜 人 改 刀 一刀 刀 仗 夕 必

劝 刀 。秘 夕 尹 归 夕 尹 师 尹

尹一即 初一刀 刀少 夕 必一 叻一 刀少 少

归 尹一师 势一 尹一即 叻 一份 刀一

刀 灼 护 勿 刀少 夕一归 夕 扔一女 刀一

朗 月 刀 尹一 刀 尹 刀 闭

刀少 尹 初一 刀少 尹一 叻

刀少 初一 刀 刀 尹 一

刀 刀 中 刀 少 必 刀 尹一
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刀 刀 夕 尹一 刀 尹 乒 刀 尹一

刀 夕一刀 刀 一 刀

毛从一 少 梦 一少少 笋 卯 梦 梦

梦 梦 一 梦 一 一刀 刀 尹一朋 刀 势一

声 刀 尹一刀必 刀 毋 刀 必一

印 刀 少一 刀 夕 尹 即 刀 夕 尹

必 刀 夕 尹一朔 刀 尹 沪夕 刀 夕 尹一

师 刀 夕 尹 女 声 尹 夕一 � 声 笋

郊 声 俨 夕一 少 刀 笋 夕 岔夕 刀 笋 夕

卢 刀 笋 夕 加 声 梦 夕一户� 刀 笋 夕

刀少 夕 尹 洲 刀 笋 夕一少 刀 笋 夕

沁 刀 笋 夕动 刀 笋 夕少� 刀 梦 夕
朔 口 刀 笋 夕 “ 刀 班 撇 刀 梦

助 刀 班 夕一夕少 刀 树 夕一夕� 刀 梦 口

一 梦 声 梦 名一 少 梦 梦

一刀 刀 尹 刀 尹 乒 刀 必

沈 刀 少 刀 刀 梦 一少 刀 梦

夕 刀 梦 一 一少 梦 尹

忱 刀 梦 刀 刀 班 少 刀 梦
夕 刀 梦 只 �一少 梦 夕一少� 班 口

沁 俨 夕 梦。 夕一夕少 班 夕一夕�。笋 夕

一女 笋 一。� 班 少 梦 口

梦 一少 梦 一沪忱 梦

少� 梦 夕 沁 班。 乡 梦
由 梦 夕少 班 夕 夕� 梦 口

女 。 夕一份 。 一斤汐。

旅 夕 夕� 夕 火一 班 夕一 笋

充 �一少 班 梦 一反 班

少 梦 梦 一反

一 少 班 口 班 一 一 班



哈尔滨工程大学硕士学位论文
石 箱 孺 二 言 二 下 二 声

少 班 班 气 夕一

一户 刀 梦 户� 刀 梦 一户少 刀 少
朋 刀 班 一少 刀 班 一朔 声 笋 夕

少� 刀运班认夕一沁 刀 班 口一乡 刀 笋
动 刀 班 夕一即 刀 梦 夕 汐� 夕 梦 夕

‘。 刀 尹 夕‘�谊 刀 梦 动 刀 梦
成少 “ 声 俨 夕一份夕 刀 笋 刀 刀 笋 夕

加 刀 梦 户� 刀 梦 一户少 刀 班
阳 刀 梦 夕 少 “ 刀 梦 夕 护岔 刀 梦 口一

动 刀 班 口护� 刀 俨 沁 刀 梦 夕
夕 刀 笋 一撇 刀 梦 夕 朋 刀 梦

夕少 。 刀 毋 夕 夕�谊 刀 梦 一‘ 刀

斤 刀 夕一汤 刀 一斤 刀 刀 一

卢。 刀。口加 谊刀 夕一户�� 。声。夕

刀夕 刀 一夕 刀 撇 刀 朗 声 一

乡� 刀 口 一凡一 声 班 声 班 夕

毛 一 一刀 刀 树 一少 刀 班 一 刀 梦 一

刀 尹 声 声 班 少 声 梦 夕一

刀 笋 一份 刀 一刀 刀 一

口 声 仍 一 一声 声 笋 夕 少 夕 笋 夕一

刀 梦 反 刀 梦 夕一刀 刀 梦

少 刀 少 夕 夕 夕 笋 夕

一 一 刀 班 夕 刀 梦

一

对广义坐标。

以、 以二� 、 �、 少、

可 ’哟·可 ��十一二。去·「叭·会·叭·‘箫���·几·〔“·纂
几呱豁一、·瓷 ·人呱

‘口叭二、、宁叱 八 二下一夕

口叭

匆
�口矶 �、�
叭·气可��’十�‘丸

既 、二二�
一

丛瓷鱿
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姚 二‘姚 、 。二击 二�戈 、、 、。码二 、。码� 、。码为 百丁 宁为 、育尸 」宁 勺 二下一甲‘ 火丁了�」了甲内 叭 下 一 甲内 哟夕下甲一甲 哟 门言尸一甲
叹 呀 叽 叹 一呀 ’ 一叹 叹

日姚二 、。姚� 、日姚 帆 八二姚 �万一 十 �叭 �代下一 一 叭 二 一 宁� 名下
叹 ‘ 一四� 叹 叹

一

人 少 尹 少 尹 必 初 必一卯 司

司 少 必 司 一户 司 �附 夕 必

少 一必 夕 初一 必一卯 司 一 司

少 少一 刘一乒 尹 人二一 少 尹

毋 少 劝 卯 夕 尹 少 中

户少 尹 夕 少一 劝一斤 少 勿一

归 夕 少 初 刀、 词 护 尹

叻一 。少 初十刀卜卜反 尹一功 川

人� 反 刀 刀 灼 少 夕 尹 夕 初

刀少 夕 尹 归 尹 师 必 夕 尹一即 初一

刀 刀护 尹一夕 劝 刀少 必 训 夕 少

刀 刀帕 勿 刀少 必一归

刀 尹一 刀 川一 刀乒“ 尹 初

刀少 必一 尹 刀 “ 刀护 勿

沈 刀 毋 刀 刀 毋一沪 刀 势

刀 刀 一户 刀 川 人 刀 一户少 夕 尹

必一即 叻 女 刀一朗 刀 一反 刀

声 刀 少 中 叻 刀 少 尹 归 必

师 少 夕 一即 劝一刀 刀砰 尹一 叻一

刀少 尹 归 尹一师 尹一夕 尹一即 扔

一 刀一刀 角 少 初 刀少 夕一归

必一女 刀一朗 刀 刀 毋 司 刀帕 夕

劝一 刀少 必一 叻 刀少 勿一夕 刀

沈 “ 尹一刀 刀 尹一乒 刀 尹 户 司
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气一�少 梦 一少少 笋 训 笋 夕 班

即 尹 口一 梦 一 一刀 刀 尹一朋 刀 必

朋 刀 势一加 刀 夕 刀 夕 必一

甲 刀 尹一阳 刀 必 即 刀 尹

必 刀 尹一朔 刀 夕 尹 卯 刀 必一

种 刀 夕 尹 女 刀 梦 一‘� 刀 梦 口

‘娇 刀 梦 一 少 刀 班 坟 刀 笋

户 刀 班 夕加 刀 笋 夕一户�讯 刀。梦 夕
刀少 刀 梦 朋 刀 梦 一少 刀 梦

师 刀 班 夕动 认 刀 梦 夕少� 刀 梦 夕
归 刀 笋 刀 梦 无 刀 梦

动 刀 梦 夕一乡少认 刀 梦 一乡� 刀 班
一 笋一 刀 尹 刀 梦 丸

少 梦 笋 一 一刀 刀 尹 刀 尹

护 刀 毋 沈 刀 梦 刀 刀 梦 夕一

少 刀 笋 刀 梦 夕 一 一少 梦 一

笋 一 一刀 刀 尹一 刀 尹 必 刀 尹

刀 笋 夕 刀 刀 梦一少 刀 梦 一

夕 刀 梦 戈 一少谊笋 口一护� 尹 口一沁 梦 夕
梦 夕一夕少 梦 口一夕� 班 凡一女 梦

沈�。 笋 夕 。少 梦谊夕一。夕 尹 口

少 笋 一沁 笋 少� 尹 夕

归 班 梦 无 梦

即 梦 夕汐� 梦 夕一女。 。夕一‘� 。夕

。夕 夕 乡 夕 旅 。 夕一卜乡� 。 夕 班 夕

班 充 一少 梦 梦 夕

一忱 梦 一少 尹 夕 班 一

夕 一护 梦 一 梦 夕 一 梦 夕一

少 班 一夕 尹 份

气 汐 口一�一户 声 班 夕户� 声 笋 夕一户护 刀 尹 夕
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加 声 笋 夕一少谊刀 梦运夕一动 声 笋讯夕少�访刀 笋 夕

卯 刀 梦 一 刀 梦 夕一朗 刀 梦 一即 刀 梦

夕� 刀谊梦谊夕一女 刀 笋 � 刀 梦 夕

朗 刀 尹 少 刀 梦 一 刀 梦

卢 刀 梦谊夕加 谊刀 笋 夕户� 刀 梦 夕

刀少 刀 班 即 刀 少 刀 笋 夕

沁 刀讯梦 夕一动 刀谊班血夕少� 刀 梦 口
卯 刀 班 一 刀 梦 一撇 刀 笋

动 认刀 尹 夕即 刀谊尹 夕夕�谊 刀 梦 夕
廿 刀 夕一 “ 刀 夕一斤 “ 刀 一坟 “ 刀 十

沈夕讥 。刀 夕一卢 讯刀 口加 刀 夕一户� 刀 夕
阳 声 夕一夕 刀 夕 撇 声 夕 甲 声 夕一

沙� 刀 夕 一 一 刀 梦 夕一 刀 班

刀 人 一 一刀 刀 班 一护 刀 尹 一

刀 梦 一 刀 梦 刀 刀 梦

少 刀 梦 一 刀 尹 一沈 刀 夕一

刀 刀 一 刀 一 一刀 刀 班

少 刀 尹 刀 梦 一反 刀 梦

刀 “ 刀 梦 夕 少 刀 梦 夕 斤 刀 夕

力 认刀谊夕一夕 刀 人护 夕运尹 夕 尹

附 夕 司 么�仲 夕 尹一夕 匣 夕 中一夕 毋

去 少 必 甲 人� 少 夕 尹 初

少 勿 刀 少 尹 少

人� 刀少 尹 初 刀少 少一 劝

坟 刀 刀少 初 刀少

刀少 必一 刀护 人 刀少 夕 尹

扔一 刀少 尹一 初 刀少 初一沈 刀

刀少 一 刀少 尹一 刀少 刃 峡

刀 笋 刀 尹 夕 刀 的

一
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对广义坐标少

几·【典·会·。·骨�‘�·人·【典·会一、·‘豁��·
人凤备·热·瓷 ·、眺奇·书爵了�·味
。气 了 。叭二 日姚 日叭 八��哟 、二厂一 十 叭 气厂一 十� �姚 �下厂一 一 叭 下厂一
’四� 叽 ” ’ 呀

几二王。 刀 一刀 刀 少 少 必

刀 少 卯 护 夕 毋 夕 尹一即 一

刀 刀护 尹一 尹一 刀少 卯 尹一

必必 一夕 必一即 初 一份 声一声 刀 少

势 刀少 一归 夕 必一 刀一朗 刀 一

少 势 尹一 少 必 刀 一沈

人� ‘ 刀 刀 刀 少 尹 尹

口 刀少 夕 尹 训 夕 尹 护沪 夕 必 夕 尹一即 尹一

声 刀护 尹一 尹 刀少 训 必一

必少 尹一 必一即 尹 女 刀一 刀 刀 一沈 刀

刀 刀 少 沪 刀少 必一归

“ 刀一 口 刀少 夕 尹 夕 树 刀护 夕 尹一夕 尹

份 刀 刀少 沪 一反 刀 刀 刀

人 刀 一刀 刀 护 尹 尹

刀 少 尹 归 必 护势 尹 一即 一

刀 刀护 夕 尹一夕 尹一 刀少 夕 户 训 尹一

梦功 夕 尹一 一即 尹 一沈 刀一刀 刀 少 沪

刀少 一卯 必一女 刀一朗 刀 刀

刀少 尹 少一 刀护 尹一 尹

“ 声护 夕 沪一沈 刀 一沈 刀一刀 “ 刀

戈一 少 梦 一少少 梦 四 梦 夕 梦
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即 梦 一阳 笋 口一 一刀 刀 夕 毋一朋 刀 尹一

刀口 刀 尹一助 刀 尹 刀 夕 一朋 刀 夕 一

刀 即 刀 尹 必 刀 夕 尹一

朔 刀 尹 必 刀 尹一师 刀 中

女 刀。班 夕一。’ 刀。尹 夕 动 刀 梦
少 刀 梦 夕 刀 梦 夕 刀 刀 梦

加 刀 班 夕一产 刀 笋 夕一户少 刀 梦

周 刀 少 一少 刀 梦 沪晚 刀 梦

动 刀 梦 夕砂� 刀 梦 夕 沁 刀 梦 夕

刀 班 先 刀 梦 夕 朗 刀 梦 夕一

夕少 刀 笋 口一夕� 刀 梦 口 一凡 刀 夕 尹

名一 少 俨 夕 夕 梦 夕一凡一刀冬 刀 夕 刀

功 刀 尹 反 刀 梦 刀 刀 班 一

少 刀 梦 夕 刀 梦 一 一刀 刀 夕

刀 尹一必 刀 尹 人 少 夕 俨

一护 尹一夕 必 入�少 尹一 尹 一少 夕 一夕 尹

几二 少 尹 口 必一 护 夕 户 月 少 一

尹 人� 刀少 口 价 刀价 夕 少一 中

刀 风少 夕 乒 风护 夕 一夕 必

风一少 尹一 尹 人 风少 尹 夕 尹一

风少 夕 一 必 风少 夕 乒一 月

刀价 毋一 尹一 刀一少 尹一 尹

一

有时需要计算系统的质心位置 。�。�。�其公式为

飞 二�飞 �、
‘ � �’ ‘、
。之 — 气 之 气

矛泣� 刀 �

’ ‘ � �
气 少 气 工 、 ‘

一

为了求解方程组还需给出初始条件。对落猫问题�在给定高度下�必须在给
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时间内完成系统规定的操作 四脚着地�故只有通过控制 。�马两个广义力

即 。� �两个操纵力矩实现。

用拉格朗日方程求解落猫问题的整个步骤详细地列于上段文字�可以看出

它有如下几个特点

主要是用广义坐标表达动能�动能作为一种能量�是标量�有着不以坐

标系转移的特性�但是在进行动能计算时�还是用了不少刚体运动学的知识。

求出能量函数以后对广义坐标及其导数求导是一个固定化程序�但过程

是繁琐的�且这一过程�不能用计算机代替�整个过程只能够手工计算。但

值得注意的是若系统比较简单�如双连杆摆�使用拉格朗日方程还是比较简

单的。

在本文假设的理想约束下�约束力在方程组中没有出现�在实际的工程

强度计算中必须给出约束力�以便对各个部件进行强度、刚度、稳定性校核。

本文没有以系统质心为基点�把运动方程组分解成质心的平移运动和绕

质心的转动 这一做法是经典方法 。经典方法的相关矢量如图 �图中

体坐标与本文相同。仔细观察发现图 二 中比图 中多出了两个未

图 相关矢量图
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知矢量�故必须给出以下两个约束方程

码元 元 琳 元
一

其它的与本文同。

用牛顿一欧拉法解题

用牛顿一欧拉法解题

牛顿一欧拉法是一种古老的方法�但又是一种有效的方法。在多刚体动

力学中�有一种称作维滕伯格的方法�它就是以牛顿一欧拉法为力学基础的�

但本节不准备用这种方法解题�而是以传统的牛顿一欧拉法解题�以方便比

较诸方法的特点。

看图 一�转轴丽 二又�丽 一刃。但与第一节不同的是 凡 由

如下旋转而得 假令猫体伸直时� 不 � 凡 相互平行�接着 物体

先绕 ’轴旋转刀�再绕 ’轴旋转 �得到 凡 。
把 物体隔离出来进行受力分析�物体受到一个约束力户�方向待定

一个约束力矩后�厉的方向为又、石主动力一。�方向孑 主动力矩瓦�

方向又。同时 物体也被相应的隔离出来了�对它进行受力分析。 物体受

到一个约束力一户�方向未定 一个约束力矩一后�方向为一万、亏 主动力

为一� 方向一万 主动力矩而 �方向一石。

除了上面的力与力矩还有两个反作用力矩 物体还要受到 物体的一

个反作用力矩城�方向刃� 物体也要受到 物体的一反作用力矩妈�方

向一又。在这里往往初学者们认为既然是主动力矩那就应该没有反作用力矩�
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似乎只有约束力才是大小相等方向相反的。这里只要分析一下主动力矩在物

理上是如何作用于 或 物体上的�便明白为什么了。从另外一个方面也可

以进行校核 系统 猫体 在空中只受到重力的作用�没有受到任何力矩的

作用。现在约束力矩是相互抵消的�如果砚、可无反作用力矩�将出现系

统受到力矩作用。两者分析矛盾。

对 物体运用牛顿一欧拉法可以写出

一

凡凡凡
一一一一一一

︸︸︸码码码
护‘、

叭 人一人’然叭一
六�叭�十 �一人然�件�一从�
峨� �一 叭叭�从

一

设 物体相对于地面的欧拉角为哟、只、妈运动学关系式可以写为

只 妈 只 叭

妈一巩 叭
叭 只 叭

一

·哟·哟一﹄
一一

、 ‘、了叭然叭悦、

对 物体也运用同样方法且设 物体相对于地面的三个欧拉角叭、典、热�

其动力学方程为

伙圣一圣
码价一会
几 一

一

峨 一人 叭叭

人丸 一 然叭 叽
电 一 叭叭

一

运动学方程为
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然 咚·冬‘·典恳。典
叭�一姚”子 些一子”典
然 笋 热 典 」

一

下面求作用在 物体上的总力矩在。尤 乙坐标系上的分量 �、

从�和作用于 物体的总力矩在口万其几坐标系中的分量 风 、从 、

的值。

、

城

作用于物体 、 的合力矩分别为

城 域 叽屯十妈五

姨 一域 一城毛一妈 人 一

因为已经求得

一

‘一·一无卫叱了、﹁︼刀 ·一

一 刀 刀

一 刀 一 刀 刀

�

一一

、卜一·一几·儿棍一矛�

所以有

刀人一 刀权

’ 毛 刀’ 毛一 声’ 人

一 刀权

一

一

刀棍

’ 屯 刀’ 屯一 刀棍 毛

一。 棍一 刀九

一

把上式代入 一 得
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竺一��一乎“�� ��。吧“卜‘代亡峡““
�一 ” 似�土似· 尸。二 �� 少���。

似 � 一 一 一似 户一�。 户

一

匹 ��”卜�日 �� “ ��厂
怜�“ ‘ 丫十似�一兮瞥 一竺�一‘介“�笠】月沙 � ‘ 口 月理 十月左。
气 “ 少 气 、 、 � 夕 吸 尸 ’ 少

一

下面求约束方程

在不失一般性的条件下�假设系统 猫体 在初始时刻相对地面是静止

的�由质心运动定理可得

、一击 嘛·峡凡’·自
、一揣 陌·二’·几

一

、 �
— 码 伙 几 凡一育
码 ‘

式中 � � 为系统的质心 是一常量�是系统质心在初始时刻的 轴分量

几也是一常量�是系统质心在初始时刻的夕轴的分量 气是初始时系统质心

的 轴的分量 的取值要使实际系统有意义。

下面要根据角动量守恒这个关系求出另一类型的约束方程。我们将求出

系统对十字转轴的中心点马的角动量。假设初始时刻的角动量为零。

由第一章的基础知识有

讨 对

一八
一

一入
可十才

一阮

一

一八
时 时

一叭汽
一一

气

式中 创一 ‘物体在 粼乙中相对于 点的惯量矩阵
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〔月一 物体相对于聪 的主帷矩阵

这里 二八 � �所以得

阿 队 �了
一 人 卜码 · 人码�了

去 」 �

一

由公式

凡 �一【。� 一

式中 凡 — 物体在几戈万乙中的角动量分量列阵

码 — 物体在 戈 乙中的角速度分量列阵

凡一 ·�·厂 � 、
一一 “� ’�气
。· “·」。�

一

把从 �变换到地面坐标系上表示

从 ‘一〔入�。〕了从。� 一

从��’一 凡 �在坐标系 中的分量列阵

﹁
只闷﹄︸心

·尸哟“。妈一�·瞥一“·妈
一‘哟“码贯是环 哟�妈

环 仍

一 哟 妈一 哟 只 妈

一 码 哟 哟 码 召
只 妈

冲凡凡凡式仔行阵匕

典 琳
鸟凡 叭才
典凡

一
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同理有 乓 � 一凡

嘴 对 一几乓 一几几

一几乓 嘴 嘴 一几乓
一几几 一几乓 嘴 对

‘‘

伙
一一

﹃︼ ��

入
厂

阵 � � �耐 � �
一 “ 叫 ‘ ·二 “”伙‘

」 」

一

� � 叭 一

式中 从 — 物体在 瓜凡几中的角动量分量列阵

【�— 物体在 凡兀几中相对于砚点的惯量矩阵

从 ’一〔几�。〕了从 一

残哪弓血件

姚。乓血妈

姚血件 血姚此乓此妈 血姚血弓
浦 姚血件恤 姚”乓“妈 姚血乓

血弓”妈 ”乓 」

、少卜佩队以了

一

由初始假设角速度保持为零得

从 ‘� 凡 ‘一。 一

方程组的未知量 ���乓�乃�孔�哟�只�妈�姚�典�姚�凡�凡�凡���刀

共 个未知量�需要 个方程联解。物体的运动方程加约束方程一共
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个方程�说明方程组是封闭的。

对落猫问题的解法

值得一提的是美国著名力学专家 教授也曾就落猫问题给出了动力

学解释�而他仅就角动量守恒这一约束方程论述的�其推演过程是用矢量方

法推导的�作为与本文的比较�也写出来囚。

凯恩作出如下三个假设

猫体的躯干只弯不扭

在释放瞬时�脊柱是向前弯的�接着�脊柱向一侧弯曲�然后向

后弯曲�然后向另一侧弯曲�最后又前弯。当猫翻转过来那一时刻�脊柱的

形状与初始时是相同的。

在整个操作过程中后弯曲远比初始与结束时前弯曲小得多�系统

被看成两个刚体组成� 和 � 它有一公共点 �见图

图 坐标系及其相关的射线与角

鸿�凡�凡 — 固定于 上的从。点发出的相互垂直的射线
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— 位于由鸿和凡决定的平面内

尽— 固定于 物体的射线

凡 — 垂直于尽同时又位于由尽和 决定的平面内�但是不固连于

物体。

乓 — 垂直于尽和凡的射线

— 垂直于鸿和尽的射线

— 鸿和 之间的角

刀 — 尽和 之间的角

厂— 鸿和尽之间的夹角

夕— 凡和几之间的夹角

只 — 平行于式的单位矢量

石— 平行于耳的单位矢量

— 平行于 的单位矢量。

石— 平行于 的单位矢量。

一一一
图 参考平面

和 代表猫的前半部分和后半部分�城�从代表脊柱方向。引进一个
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参考平面 见图 � 和式�尽夹角的二等分线被固定住� 和 在

上的角速度记为 “和 口”

厉 民一户 元 一

历 叹 � 元 一

这里 和�是标量�是 和 在 中的 “转动速率’�。

只要令

一

就可以阻止扭转。

为了满足条件 �我们规定。和刀保持常量。取声 。�让尽绕 �

或者等价地�把 从 单独变化到 二�最后让从和尽的角平分线的惯性方向

在运动过程中保持不变。 的惯性角速度可以表示为

历 少对氏 夙 一

这里护是角班的时间导数� 代表矢量凤 瓦模的倒数。进而�假设初始

时班二 �翻转发生在梦二士尤。

和 在两个时刻内有相同的方向。当班 时�夕 �当笋二士汀� 二 二。

经过一系列的运算推出俨的下面微分方程

一 一

一
一即

这里 和 代表每个物体的横向和轴向的惯性矩。 和 被给为

一拒 认刀 。 刀 刀 一

刀一 刀 夕

我们现在来证明此方程�我们首先定义

一

衅二澎 ·乓 一
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衅 澎·尽 一

这里厉“和澎 表示 和 的惯性角速度。事实上系统相对于质心的角动

量必须一直等于 。 因为按照假设它一开始等于 �它可以表示为

衅凤 可风 可风 衅夙 可凡 可凡 一

用凤 夙点乘此方程得到

衅 衅 不� 可爪�心兀�可不 可不 一

这里兀定义为

兀 乓·乓 一

下一步�我们寻找砚月和砚”关于 �刀��夕和少的函数。

注意到如下关系式

厉�二厉““厉�二少 风 夙 碱一 、 一

厉 厉 。厉 少万民 夙 夙 � 、 一

我们得到

码 少 不� 一

姚“少城 �一‘ 元风 一

少树 二�一户 月·风 一

少 不� 一

典码

热”少崛 户 凡
一
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可二少崛。 元·凡 一

单位矢量厅表示为

元二民 一

因此

元·几二一风·八 雀 � 一

元·风 兀�

元·乓 不

元·瓦二一不 厂

一

一

一

在九个量兀中�只有三个后文需要�参考方程 一 和图 可以表示为

不� 刀一 刀 一

不 一 刀一 刀 一

不 一

下文将使用的尹被构造为

厂二民·二几

因此关于时间求导得

一 厅 不� 鱿 刀

或者

户 一不 刀 厂 一

出现在方程 一 和 一 中的量 可以表示为

。 驾 刀 一式 一

相对 的角速度为
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厉”二厉“一。厉�二尹、。夙一凤 一

或者 厉 二 画 示 一

这里尸为由尽和 规定的参考面�进一步规定

乡石

场尸必须平行于夙�因此

“厉”夕石十叹 一

让方程 一 和 一 的右边相等�所得的方程点乘久�得方程。

肠·久一 ·瓦

民·凡

使用方程 一 、 一 和 一 沐口关系万·乓一 刀就会导致方程

一 。把方程 一 一 一 � 一 和 一 代入方程 一

一 一 �得到

衅 少对 不 奴 刀 一式

可二少城 �一奴兀� 刀 一不

少树 夕不兀 刀 一不

护 不 奴 一不

衅可

可 少崛 一奴不。 刀 一结

可 少树 �奴 不 刀 一绍

民 反�一万 不�一百
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用后七个方程代入方程 一 �得到

即 扼 不 刀
夕

不一 一不� 不� 不

和 定义为

扼大�认口。一 华 ‘’

不

通过上一段文章�可以看出牛顿一欧拉法是一种矢量方法�有着很强的

几何性�列式时物理意义明显�所用的分析方法是整体分析法和隔离分析法�

隔离时候要对约束力和力矩作出判断。约束方程数目较多�但是同拉格朗日

方法得出的控制方程相比�每一个方程简单多了�虽然拉格朗日型方程组无

约束方程只有 个方程。

用凯恩方程解落猫问题

图 猫体模型的简化图

猫体模型的简化图见图 �坐标系的定义与前一小节描述的一样�系统

具有 个自由度。因为凯恩方法中需要用矢量计算�故要给出各坐标系的矢

量基�固定矢量基为 �弓�心� 物体的体矢量基为【可�弓�弓� 物体的体
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矢量基为【才�弓�心。 � 分别为 物体和 物体的质心�弓�心�分别平

行于

鱿几

、 物体的纵向对称轴。可�可分别平行于丽 和丽 。

二 � 弓弓弓坐标系依次绕弓轴弓轴转角刀� 角可得到

才嘴心坐标系。 物体相对固定地面的欧拉角为伽��初� 点在地面坐标

系的位置为 �� �取广义坐标为 ����刀�班�夕�尹。

物体 的质心速度为

而一邵 可 可

认 名才十必弓 名心

一

一

物体 的质心速度

丽一品�一、可一可

才 罗 弓一弓一凡心

性 二优飞

·名牙必可名可一。可可一、两又牙

名才 又弓 名弓 伽 尹夕哪叫

秘 夕 尹一冼 初月一凡沙 夕 尹乡 州 弓

凡秘 夕 尹一夕 叫 、可认秘 叫 又弓

凡起 弓一凡耐 嗜
一

由前文可知
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夕 尹

梦姗 哪 尹

笋 招中十“ 梦以万夕 尹

一 梦 哪 梦哪 峨 势

一哪 梦 夕

、佘一砂一砂二夕王﹃产、�月、﹁心
璞 哎
心罗心罗

一

又有

之
一‘价了二已户且﹃︸
、﹁卫︼刀

一 刀

一 刀

仪

一 仪

一 刀
刀

刀

一一

、少卜一�盯一�找二�成吸了

、、价了汽石二一月︸�
尽心心心心心

简记为 ·

所以式 一 中的矢量运算为

衬 心 小 一 刀 弓一 刀弓

一 弓一 刀弓
衬 了 一 刀 弓一 弓 刀弓

刀 弓 刀 司

小 衬 小 一 刀 。月一 。弓 刀弓

一 刀

心 一 刀 弓一 弓 刀弓

刀 弓 刀 弓

才 心 刀 弓一 一 声弓

一
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代入 的表达式 一 �得

可·丸牙充可�可 少 。�夕。。�可一少 �一乡 �可
少 尹一口 毋 刀 少 必 刀 刀

。 刀司 少 少 夕 毋 刀 少

乒 刀 一 一 少 夕沪 刀 少 尹
夕 尹 户 刀。 一 声弓

一

由本章第一节拉格朗日法中已经得出结果知 物体与 物体的角速度

砚·少 。�汐。。�可 少� 。。�一夕。�可 护。。。乒可

一

两一可十户可、牙 一

现在取广义速率

� �

少 夕 尹 尹

少 尹一 尹

二护 夕 户

户
二

一

叽垮气姚

所以上面诸式可以写成

可·。牙。可。可
可·。牙 可 可

刀 刀

刀衬 气 凡气 刀

。 刀 弓一 一。

� 刀 刀 一。 刀弓

一
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可·。可。可。可 一

两一。可 可 小 可 邵 一

由于计算铰的控制力主矢和主矩的需要� 、 两刚体间的相对速度和相对角

速度为

几一

一 � 刀 刀

刀司 刀

。 刀 一 一。

� 刀 夕 一 声
一

可一两一可·可 可 一

根据偏速度和偏角度定义�以上诸式的矢量系数为相应的广义速率 �的偏速

度、偏角速度�列写出来如下

一 一丈 一 一育 一 一节 一 ‘ 一

二叮� 叮� 叮� 其余 二 一

一 一育 一 一育 一 一丈
一 一‘

� 匕 � 仁、 � 仁�
乙 声 “ � ‘

可‘一凡。。可 、凡。。 。。刀可
可�一 �。。 。。�刀可一�。刀。。可

可‘一�。刀 可 � 可

可�一。。。。。刀可一 刀 可

可一 � 。。�刀可 。。可十� 。。刀可
一

矿一砚矿 瓦矿 可�其余可 ” 一
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一 布 一 了 一 了 下� 下 一 万 廿 八 一 尸 八
� 二 �叭 二几�� 二 �叭 气�� 升 水 叭 一

对 岭 岭 一

刁 一 刀

叮 一� 刀 一 声

岭 刀弓 弓

叮 一 刀衬一 刀 弓

可一 。。�。刀可、。。云可 � 。。刀可

一

呵 弓�嘴二才�其余卿 一

各刚体的质心加速度和角加速度为

可·、邵 、可十纯爵

可二叭邵 、可 、。可一。、� ”� 刀一‘�‘ 刀
刀 刀 盼 扮 刀一

沈 刀一刀 刀 凡 刀 沈 声

户 刀弓一 �凡隽 刀 气 刀

叽�。�。刀·可 可 、 、 刀一‘叭讯 刀
刀 刀 扮 声 声。刃 “ 刀一 刀

凡 一碗 弓 刀 。 刀 。

。。 一砚可一、一、。 一。。 、� 刀
刀 刀 一反 刀 扮 刀 刀 刀 一

。� 声 一、 刀 一。 刀 户 刀弓

一。。 。� 刀 刀 一。 刀·可可
一

式 一 中
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砚可一 可。可、可、可一 可。可
可、可 可。可叽动、可·。可一。可
可 可一 可。可十气动、可一 可 可

可·。可、可、可、�可。砚可、。可 可 可

”弓 叭一弓 气弓 ‘�弓 �气弓一叽弓

、。弓 。一 �弓

‘弓 ‘� ‘。

两一可、可 。可、可、可 。两、可
一

式 一 中

丁夕‘万 了 万 了 万 了 万 了‘万
叭 入气 气入气 十 仁 入气 十 入 一十 �匕

式 一 中

一
了
刀 刀雌

一 刀弓 一 刀弓一 刀弓

弓七一一
声刀一一一一一�叮一才一断了价勺‘

叭 刀 � 一 刀弓一 刀月 。 刀弓

‘ 。 一 司 ‘可

叭 刀弓 � 一 刀弓一 刀月 。 刀弓

‘一 一 � 刀衬 ‘� 刀

�一 � � 声弓 凡矛

一

各刚体的重力为 巩 二� �则重力的主矢相对质心 的主矩为

可一 可� ·从 二 一

各铰的控制力及相对铰的主矩为
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� 一城弓 叽讨

下面计算对应于广义速率 �的广义主动力和广义惯性力。

对应于速率 �系统的广义主动力为

双‘ 一码 心·才 一 心·才 �弓 讨·一。

一

一

为了下文行文简洁之便�我们在这里把可�砚写成如下的表达形式

乓 月司 凡司十凡司 凡胃 一

可一呜邵、可、可瓦可十凡示可凡可凡示可乓可凡砚、可
一

对应于广义速率 ��系统的广义惯性力为

对。有矿一又命矿一、忘刃一丙忘刃
�价牙乓可十乓爵牙一、价牙名可凡可月牙乓可可
乓可凡可可乓牙十乓可 哥
二哪众一码风 式尝 乓咏尝 喇 醚 凡 碧一心
乓碧 乓从心十飞心

上文中出现的人�几为刚体 、刚体 的转动张量

一

人 人弓弓 舌弓弓十人弓弓

几 几可才 几嘴心 几心心
一

对广义速率 系统的广义主动力为

凡‘ 一码 弓 ·罗 一 弓 ·弓 · 一

对应于广义速率 �系统的广义惯性力为
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可一�有矿一万亥矿一、布矿一丙亥彩

一码凡一伙‘才 凡弓 凡心 瓦弓 乓码 弓

凡可风砚可乓可乓砚哥·可 一巧
一叭乓一伙匡 心 乓一心 气璞 凡心 凡执心一叽心
乓心 乓呱心 姚嘴

对于广义速率姚�系统的广义主动力为

叮 一码 弓·衅 一峡 心·可 “· 一码 一伙 一

对于广义速率 ��系统的广义惯性力为

可
二 一 二中— 二冲 一 二呻 —

一琳’ 一��码·码 一 ’ 一人叭·热

一鹤‘。一伙、【�瓦心 凡一心 瑙卜凡心 一

凡 心一叽心卜凡心 风一气心 心

对于广义速率 �系统的广义主动力为

凡’一一�可· 一二可·一� 可 、 。。。。刀可 正·

竺 月 了 。、�岁 吕 “一 十气一 ‘ 吕“‘。 落

一

对于广义速率价系统的广义惯性力为

二 一

一 ’
二 一

一石码·码

二 一

一脚 几’几
止一 一

一人仇·叭

一 砰 一�司司 左弓孟人弓弓·弓

伙 “�护 ”心 ”全玛 码 凡弓

么弓 ‘ ·弓

凡码 雌 凡弓

码 ·一 � 刀玉一 矛矛 孟孟

人心心 汽心十凡弓 凡弓 凡才 弓
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二一 、一 一 、衬犷‘刃罗‘时梦 一
� 刀、孟兮、呈、呈 一

汽叭�结� 谓入� �心 �、 �几� 汽咭咭
人凡埃召 人凡塌尽 几兀尽尽 人凡心尽 人凡尽尽一瑞

一

对于广义速率 �的广义主动力为

凡‘一一叭爵· 一叭可·一�、 刀可一 刀 可一正·
刀 刀 心君

一

对于广义速率 �的广义惯性力为

二 一

一鹤
止� 一

一乙码·码

二 一

一 咋咋
一二 一

一人叭·叭

一么�‘司 欢

各可十凡可义
。 声

十么‘弓·弓一 众才 乓弓 ‘弓

凡可凡砚、可乓可风砚、舀·卜。
一 。刀。 弓一人才才 人心心 几。心心 ·

一己‘一一

只月 凡砚 凡弓 应才 弓

一去“� �凡 刀应�刃犷凡嘴 妈心 各一风残 凤�

刀 。。�心卜。抢竺兔心梦一乓�风 乓 一人月心心

人凡谓谓 人凡谓谓 凡人�谓 人月心曝 人凡弓曝 几�弓尽

人月尽心 几�尽尽 人凡尽心

一

对于广义速率 。的广义主动力为

凡� 一。可· 一、可·、 。刀可 � 可 萨
一伙 风梦 心梦

· 一
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对于广义速率叽的广义惯性力为

一码矛矿一万可·可‘一 亏可‘一万两·耐‘

一丙‘弓 么‘� 么‘弓·弓一 叭可 ‘弓 么罗

玛可乓可、可、凡可 凡砚、可 凡可凡两 可 。 刀可

以一人、才时 几嘴圣人心嘴 ·汽弓 凡 凡 ‘考 ·

一人、。一伙 刀线程 ‘起竺妈起全凡。凡一凡叭

‘心 ‘心罗‘心梦一凡�凡 乓 一几汽心心 人�凡谓心

几心双心十凡心 凡心 一几心六瞬 凡心 凡心 一凡几启

一

对于广义速率价的广义主动力为

�一一�可· 一 可·一凡。。 刀可一凡。。 刀可
妈 才 ·

一伙 凡 衅 刀 。心罗 蛛 谓

一

对于广义速率 �的广义惯性力为

·咋一
’ 二

二 —

一 ‘
二一 一

一去码·码 一伙
一沪﹃一�以」

一 泛

风砚又

‘宝‘心 瓦衬

可一万忘两�
乓可可凡可凡砚可乓可

一� “ 刀 一氏�“ � 且 ‘ 刀 弓

人才才十几嘴嘴 人心嘴 汽司十凡弓 凡弓 ‘衬 ·弓

刀‘� ‘心 ‘心 尽一凡 。风

凡 刀 ‘心 “心竺‘心梦一乓�凡 乓
几�谓月启 凡心 凡谓 一凡人心一人尽汽召 凡尽 凡尽

人尽只尽 凡尽 凡尽
一

对于广义速率 的广义主动力为
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凡’·一码可· 一。可·一� 。。厨 ‘。。可凡 刀 可
妈弓 峡 ·才

一伙 一 衅 罗 洲罗 妈谓

对于广义速率 的广义惯性力为

叮一�环矿一万砰可“一、可矿一丙两·澎

一

� 众牙乓可兔可葫 凡可可凡可凡可可乓可十凡可
厨 、 坷 、 网 一人�霜 几获 几获 一

君讨 凡雌 凡弓 凡才·才

二巡 一 “ 风众畔 乓心 呜 十式一凡凡 乓铸 凡 呜省 乓心
呜心 乓气 瓦一凡气 凡 汉众心 纯心 纯心一乓 凡从 乓

人君君 人�凡谓 人�凡启十凡几�

把上述式子代入凯恩方程

凡‘’ 军 一 一

即得运动方程。

本章小结

本章对落猫问题进行研究�把猫体简化成两个圆柱体用万向接头相连的

多刚体模型。分别用拉格朗日方程、牛顿一欧拉法、凯恩方程对模型进行分

析与详细的理论推导得到动力学方程。本章采用矩阵推导�这使全文在形式

上比较简洁�计算上更加方便。

本章采用 物体的质心作为基点�若采用系统的质心作为基点如本章第

一节末尾所示需要增加约束方程。通过 物体与地面的方向余弦矩阵� 物

体与 物体的方向余弦矩阵�得到 物体与地面的方向余弦矩阵�最终可以

确定整个系统的位形。再通过有关的公式与求导运算得出质心的速度与加速

度�物体 、 的角速度与角加速度。
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在第二节中牛顿一欧拉法解题�从文中可以看出系统的约束方程其实质

就是系统的质心运动方程与角动量守恒方程。凯恩在 《

� 》一文中运用

角动量守恒得出控制方程 一 �其实它仅是约束方程里的一类约束方程。

为了与本文对照�对其进行局部摘录�本文第五章要给出其方程 一 的

级数解。

本章第三节采用凯恩方程解题�虽然该方法需要矢量运算�但与

前文一样也是采用了较多的矩阵运算。
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第 章 落猫的多柔体模型

用 方程求解落猫的多柔体模型

柔性多体系统�又称多柔体系统。它相对于多刚体而言的�其特点是柔

体而不是刚体。这实质上是模型的建立问题。对同一个多体系统�当系统的

组成部分在运动过程中不发生显著的弹性变形时�可以把它看成刚体模型。

当发生显著的弹性变形时�我们不能不考虑变形时就取柔体模型。总之多刚

体与多柔性是两种模型。若模型建立过程中考虑单元的弹性变形�就称为多

柔体模型。我们可以看出多柔体模型更加逼近系统的固有性质�但是它的控

制方程也是繁的多的。故不能一概说�多柔体模型优于多刚体模型。选择哪

种模型要看问题的本身以及我们要求的精度。

针对柔性�我们如何去描述它�即建立什么样的模型�各国的学者提出

不同的看法。本文采用一种 “有限段 ”建模法 〔引�此法与结构分析的有限元

法类似。我们把柔性体离散化成有限个刚体 刚体与刚体之间用弹性元件连

接。并且假设弹性元件都处于小变形�线弹性的状态下。

图 多柔体模型
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如图 把猫体的前躯看成 � 两圆柱体模型�中间用一弯曲弹簧连接�

刚度系数为凡 厅 猫体后躯看成 � 两圆柱体�中间也用一弯曲弹簧连

接�刚度系数为凡 可以假设凡 棍二 �再进一步假设

码 � 去 人 人 人 � 砚 � ��� 代表物体 的

主转动惯量矩阵。在初步模型选取时�可以认为 与 � 与 之间无线位移

变形。猫的躯体不能扭转的假设依旧成立。显然可以看出系统的自由度增加

至 。建立惯性坐标系 地面坐标系 。习佗 固定于 物体的坐标系

几乓乃 �其中 平行于 柱体的纵向对称轴�几乃刀 ’�绕 ’轴的相

对转角为刀 固定于 物体的坐标系飞凡乃 ��其中马几平行 物体的纵向对

称轴�巧凡刀 ’�绕 ’轴的相对转角为 。由于假设猫体只弯不扭�故

物体相对于 物体的定位只需要两个变量只�必�物体相对于 物体的定位�

也只要两个变量风�叭。 物体相对于地面坐标系的三个欧拉角为姚�典�热�

用官代表 坐标系的矢量基。

由前文章节知

�卜 【 。。。 一

式中

「 “班“只’热一劝梦“。恳‘·仇 ‘乎姚。�热一笋。。愁�·。
儿��。一一“姚‘华一�几梦岌 姚“�热一�姚”热十“�梦�竺姚 �仇

尹 热 一 梦 姚

风 热

氏 典

风

一

�皿
刀刀

�

口

一 口

一 刀
口

口
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︸日一︸尸卫
一

风

一

氏

风

梦

一 叭

笋

叭

」矛
�尸

一一矿一

叭

一 叭 风
氏 叭

叭

风 尹

一 氏 叭

氏

风」矛 一
一一

哟 哟

一 哟 乓 巩 哟 从
召 哟 一 只 哟 只毛矛 一

月一�

一一、一目了、�

设各柱体的轴向长均为 �飞点在地面坐标系上的坐标为凡�乃�几�下面

求各柱体质心的速度

求 飞

二二户 了 了 了
凡气 十 匕 十 气 一

可 砚一丸可丸可人可 一

求 飞

二二户 二下叶 � 、万 � 、了� �十 气一 一 �匕 十 气一 一 匕

‘ “ 、 ‘

一

“代一万姚
万
气

一

一百姚 可 一一一一

式中

两一少 典 典 魂 姚可

叭 典 姚一瑰 典 圣 护 典 盛心

一
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可·砚 力可研 一

下 下 下 �二 八 人 、下

凡 乃“乏 几‘ 百‘笋”‘热“‘乳‘十热“姚‘

、、了

曰一

‘曰工一一一
�尸乙工忍一加�

一喜少�。典名

合叭�‘典
合“可·爵

。。一‘。�牙一含‘叭‘风
。一瑰、可·可一音热

典 典才

。 。可一音”可

式中

可 心 一 心一 刀嘴

小 心 刀 心 刀

小 一 刀 圣 可

嘴 心 刀 心 刀可

才、弓 一心 刀矛一 置一 刀心

一 �了 二 不 �万 ��一’巧二工�“� �气十�几十百叭
。 几 、常 �二 �

� 热�仇十热“姚‘一百气姚”�姚“仇

魂闪牙一音叭 叹 以 一庆 以 刀 认 民 曲‘ �“ ‘产 � 、 � “ � 产

力 刀 ‘ 刀才
�二 。 人 、 。

一万叭 “�姚“仇一姚“�九 “ “

砂� 伙 必、 户 刀 忱 刀 矛、�“ �产 � � �

� 二 。
一 吸以� 仃� 口�
“‘’‘
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凡 姚 刀 叭 典 丸 刀 沈 嘴

� 、 。一 三

百一‘ 姚 “姚 热 “‘ “ 姚 “�姚“仇一姚“�姚

户 刀 一。 刀心

一

求 气

二二户 丁二户 了 了

’ “ 一百气万石“�
一

一 一

一“隽一百典 可
一

一二叭
乙

了
气 一残一

式 一 中

面 砚 么可氏可 一

砚、可·砚 坷 礴 、可 一

因为

。了 讨 一 刀 对一 子 刀子、 ‘ 口 产

一 心一 刀心

弓 心一小 一 声 才一 嘴 声心

刀 。舀 尸‘ 万“气 十 昌“‘ 气

可可·可 一 刀。。牙一�、爵。。 。。刀可一 刀 可� 牙

可、时 一月

一
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式 一 中

二碑‘万 �、 。 月 、� 万 。 、万
叱 入‘ 气尹 万 吼 怂 姚 个吼 十‘ 姚 八一万�’“气 一‘ 吕 ‘ 吕“ 十

�二 。 月 、� � 万 。万、飞梦 �万 口与 心 �一 口污万 少 � 飞 口 吕 “ 已� 州卜 万 “ 已� �十
、口 “ � “ ‘ 产 、 � 产

少 已 盛 一 刀 弓 才

户。刀。。可。。 �刀牙。一可

一

式 一 中

硕 可一两 么可氏可、可

·叭、凤 仇 魂 热邵可 叭 典 典一�典可可

叭 。”休 丸心 心 户弓 心十。可 心 汽才、心 氏才、心

一

求

口
万
气 可

砚
一 一

百叭 “
万
气 一 以 可 一

式中

二�‘�万 �二 。 乃 、了 �� 。 六 、万〔刀�入 匕 ‘ 一 几梦 �西 口污含 砂 �个 口�宁 心声� 仁� 十 气少 �万 � 万叨 �一 口人万 叨人 �
‘ 、� ‘‘ 日知 ‘ 奋 � ‘ 尹 ‘ 、 “ “ ‘ 产

一

砚一两 叭可 味可 一

由上面的过程�我们可以选择广义速率 ·
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� 乃 � 孔

� 沙� 伙 以 么 以 二 沙� 已 以 一以 以峥 � “ � “ � ‘ 产 � “ � “ � ‘

。 少 典 盛

刀� 忱� 少�。 乓�� 砂�“ 风

这样 可�砚�可�砚�不�砚�可�砚 可以写成如下形式

可 。可。爵。可

两 。可。爵 可

一

一

可·邵·可、可音、‘·。‘。瑰一。�可

凡 热一典 、下 �·
‘姚 一百气笋� 风 姚 色 热 刀

‘ � 。 刀 牙� 立

� 二 。

百气班�‘姚“‘仇

庆 以、 口 ‘ 口 。 子一‘ �石 产 � � ‘

一 一 ‘ “ 刀 认 以 以 一叹 以� 、�“ �“ ‘�

� 刀 一。 刀云� �

一

丁尸 万 万 万 万 万
哟 灼 十 “气 十 “气 十“气 十碗气 一

犷 万 万 万 � 万

“�“�十“�气十“�伪十百气一“‘“�
“可�音“牙“可“可、可“。可�·可

可· 蜡可·小
育 下 下 � 下 下 了、 � 下

� 公 材。召二十 材�召于 材� 一一 氏 一 氏 氏 �十 材二一 氏
‘ ” ‘ “、
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下 了 下 了

百“‘ 巧 百“�芍 ‘
一

砚一。可 可。可。可。。可

面一。可。可。可。爵 牙。可。牙

一

一

户 户 � 万 万 万 万 了 二万 万 ‘万 万、
、二咋一百呱气入气十“�“�气十“‘气入气十“�“�气一““叼

万
一 暇 ��
、 ’ ‘

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 、气 一 气 气 十 已 入气 一 匕 气 十 气 入气 一 气 气 十 价 入气

一

此外还有

瓦 ·可户可·�可 牙

只一 了 了� 封�召二 材���曰 � 一 ” ’ ”

不一 万 了�� 双 召丁 材�。�’
曰‘� 一 “ ’” 川

下面列出偏速度与偏角速度

的偏速度

可·牙�矿一刃�矿·可

一

一

一

一 � 下 下 育 、

彭一‘十‘ 份考
爵·�矿一合可·可

矿
一 一

二 �

音可·可
一 下 了

百 气

一

码 的偏速度

一 一

码 二叭 码
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一 一育 一 一才 一 一胃

码 可�码 二弓�码 二可

一 一

码 码

砚“
一

二叭一

一

一可�其它可·”
一

︸叭司�一心一一
刁码川�

衅一一一

的偏速度几一

一灼夕︸
一一

姚 的偏速度

一 一

叭 叭 二叭

一 一育 一 一育 一 一育

热 �叭 �叭 二可

一 一

热 二叭 叭
一

叭 二热

一

的偏速度几一

矿
一 一 一 一

凡 凡 几 隽 隽
砂一」一一可�一公‘一一

一几凡一

一。价﹃
一一讨

一

二 一 一 “
万
气 一 。 万 万

‘ ““�十百“‘“气

可� 一一 仪

”可一含�‘”““可
矿 一一 口

万
仁 一

一
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砚的偏速度

育 一 寸 一 一育

典 可�妈 叮�叭 叮 一

砚�一牙�砚�一可�其余两产为零

面的偏速度

一 一 一

叭 叭 叭 二

— 一育 一 一 一 一育 一 育 一 一育

叭 二可�叭 嘴�叭 时�叭 二叮�叭 叮

一

一。�五�’可�硕 ·可
一

刊叭

可的偏速度

一叭夕︸
一一一砂‘一一石�

呀 入才一一一

� 下 下 育 、一

一 百戈 “十“ “��‘
�万

一 一 龟 �
、 ‘ 小 璧

、刊

一

一含礴
万 万 �万 ‘了 万 “了、

十 一 万 万 “ 仁� 十 一 吕 之名匕 一 一 吸匕 仁� 十 � 仁� 矛

“ “

可� 一一 口 厨一合 ”�礴一音 可可·动
可 一 一 口 刀才 可 一 厨一音一可十牙·动
一

残 �可‘二 �钱
育 万

一百气 气
一

入
窗

一万 马

一

求各 从� 雌� 一
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可 下 一 育 下 — 下 � 下 下 了、材�公 鱿 田人 氏 材�氏 十材�口� 召于十材�《一一 ‘ 十一 氏 召压�
‘

合【一两·爵砚·牙·可可·砚
音一【两·牙两·牙·可可·砚·

·可��音‘‘牙可·可�
万 ‘了
气 入气 十

‘、产一

“音【砚·可·可可·‘可·可��音“可·可
音、〔两·可·可爵·‘砚·可��音‘。可·可

一 下 下 育 �一 了、

百 “码 气 巧 气 码 气

一

砚一、可。两 牙、�可十。砚可风可 砚可

妈可妈两、爵城。可。。砚、可
一

宁 了 、了 、万
气 十 十“气 一

两 、可十。两 牙、可。两可、可气两义可 一

丫 、了 气
巧 价 十 可”可含‘少‘风 以 叹以 伙 以 么叭 伙 以“ �“ 石 � ‘ � “ � ‘

万 月 � � 、万 � 。 乃 、二叶‘万
口与 口�一 口�少 � 口�� �十 一 飞以 � 口� 口�十 口� 叨� 】毋 � 匕� 一

、’‘

以 以 民砂� 伙 以 一砂�么 伙 以 一伙 以 一‘ �“ �“ �‘ �石 � “ “ ‘

瑰盛 典 了
�。

一丁 尹
么

。 几 、— 万 �… 。
‘ 姚“仇一姚”�热叭 一百叭 “�姚“�姚十

姚盛 风 仇 盛叭 风 仇一典盛 仇 刀
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沙� 伙 以 伙 以丫一 刀一刀 口、、“ 矛 “ 乙 产 、 口 夕 口 了

泛‘ ‘。 一�。 刀一子 刀 刀� 尹 � �

了 牙一音汇叭 己 以 庆 以 刀 ‘‘ �“ �‘产 �

二叶“万‘ “‘ 十 “ 叭 气

音‘〔少‘风 以 以以 伙 以 么公� 伙 以 叹 以 一�‘ 石 � “ � ‘ � ‘ � “ � “ � ‘

盛典 姚 刀 护 风 姚 凤 典 一 刀一

刀 斤 刀 刀一 刀

�。 一才 � 。 。 二 、 。
材。 一封。一 召二 一 沙� 伏 口� 伏 口� 万 材 口
一 一‘一 一 ““一」一 ’ 、’ ““一 ““甲 ’一 一‘’少一 ‘一一 “尸 ’一 一 ‘一 ““尸 ’

竺尸 万 � · · 一 � 一 。 二 ”、材。 口‘ 召二一一 一材‘材 一材 材� 口 一双 口
一 一‘一」一 ‘” 一一 一‘一 一 ““一 ’、一 一 ‘ ’一‘’ 一 ““ ““尸�

少 休 典一典 热 刀少 风 典 少典 休 热一

么 么 叹 以 一伙 以 一伙么 以 戒� 刀一 �。 刀�‘�“ �“ �“ �‘ �‘� � � � �

·了“��“一凡‘ ““一 “�”“矛���“�可一音卜‘、

刀少 典 热一瑰 典 刀一 刀砚、可
一

两一、牙 。两、牙 么可 。两 可 、可。两 可

、牙。砚 可、牙 两牙
一
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户 气万 ‘了 丁 ‘万 ‘了 万 ‘�丁申‘了、

、二咋一乎“‘气 “�十“‘姚入气入气十“‘气 、‘、入叼十

气万 万 二叶 ‘万 ‘万 万 ‘�二户‘万、 �万 万 丁户‘万 ‘万气 一 叭 气 一 仁 气哟 已 一 气 气 一 姚 气 气

万 �二户 万、 万 “万 二叶‘万 ‘万气 哟 气 一 气 气 一 叭 气 气

音‘”可、牙十。两 可可 可 硕

。可 五可一凡可一五可

可

、可可 �两 可可。可 五 可 、可可。两 可可

可 面 可 、�可可。砚牙可 可 硕 可 、可可

�两 可可 可 硕 可 、牙可 硕 可可 可 硕 可
一

硕 、可、可凡可、可、河 、可、牙

砚 牙 砚 爵。两 可。砚 爵。五、牙
、砚、可 硕、牙

一

主动力有�各刚体的重力

砚一 可 一

重力主矢对质心 的主矩为

从 一

铰的控制力及相对铰的主矩为

“ � “ 置妈可 一

对于反映柔性作用的弯曲弹其作用力矩相当于相对铰的主矩�但要注意力矩

的方向。
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瓦 一 可�可 一峨牙 一

对于广义速率 ��系统的广义主动力为

可一艺【可招 丽 澎 正硕刃 丽刃蔽 �蔽万硕刃
昌 ‘ ‘� �‘ 勺 ‘ �呀 ��

一 可·牙一 爵牙一 哥牙一 子可 妈承城

不 一峨不

一用 气 气

「了 � 、 �一用 气 ‘ 笋 ‘ 姚 一吕 尹 ‘ 万吼 吕 姚 气 十 尹 吕处 十

� 、 �� � 口 � 七� 十 吕 口� 口 �仁一
� “ �‘产 “ � ‘

一脚 典 仇
对于 �的广义惯性力为

一

汽‘
咨 “一

二一乙 从
小二二一
一乙 �’以 以

矛 二一 八
一乙 巩 从 一

一

式中 人— 为物体 的惯性张量

求出式 一 中的有关分量

一 一

’巧 气 丁户 ‘ 气气 ’气 十 “叭 气 ’气 十 “气
万 二户‘万 了 、�万 万 万 ‘了 万、
匕 一 “�口�� 入 价 肠 个 一 “月砚一 匕� 匕 宁 匕 入 匕� 匕 �十

承 音叭。可·衬十合 可·衬 可·
一 材�

下 了 下 一 育 了 下 了 �一 寸、 育 �

巧 巧’ 百 叭 巧 ‘’“ 巧 叭 ’

一
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一 一

一

为书写方便把可简记为

可一、可、爵纯可式可凡两 牙凡牙凡两 牙乓可风两、可
一

可·可·、�玛可·邵凡两、可·邵乓牙·邵凡两、可·邵乓可·可凡两牙·可

扮 各 一 梦 典一 姚 典姚

凡 风 一 姚 典护 典 典一休 典

叭 凡 盛 一 梦 姚一 姚 风 典

乓 乓 姚 热一 叭 久 典

凡 护 典 典 典 姚 姚 典一

少 典 盛 姚 热一 姚 典 热

一

一 一 一 一言 一才 一了 二 — 一号 一才 一 �— 一了 一万‘。 “ 一 一 口 夕 、 ‘ 右 一 ‘ ‘ 咨 一 ‘ � 一 、 ‘ 一 口 、 一

、 ’ 、 八’‘�一百“‘气入气’气宁“‘叭入气入气十“‘气入姚 入叼’气十

‘�可、可·邵。�两、可、可·可。�可、两、可·牙、可、可·可

、两、牙、可十。可、两、可》牙十、可、牙·邵。�两、爵、可·邵十

· 邵一凡子牙一、五·哥豹一音丽·可十、砚·可·子不
十

一。一气。气

可·邵、可可·邵。两 可、牙·邵。可 硕 可

恤帆一一一�可一丐铸

、可、可·可。两 可、可·牙。可 可 可卜邵、牙、可·邵

砚、可、爵·可。可 可、万·邵、可、牙·邵 砚、可可·
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万 �丁户 下、万 气了 ‘下 万 二�‘了 ‘了 万气 气叭 气 ’气 十 “ 气 气 价 十 “ 叭 气 气 气 十

牙 硕、可》邵
一

把 一 � 一 � 一 � 一 � 一 代入 一 �最后把 一 �

一 代入凯恩方程

双�汽’

对于广义速率 �系统的广义主动力为

叮 艺耳·矿 砚�卜正·瓦�可 ·瓦�可 ·可�

一 心·嘴一 弓·弓
一

对于 的广义惯性力为

� 、

厂 二一乙 ‘从 叱 一乙 �吸 以
矛

式中

告 二一
一乙 巩 从 一

十一一 一

抓叭可 二叶‘万 万 丁�‘万 �� 万 万十 “�乙少� 匕� 十 “� � 十 “�〔梦、 匕 十 “月呱一 一 匕 十 一 已

‘ ’

、音【一两·可
了 ‘万 ‘了 万 �了 了、� ��万 万 一了、十� 气 气十气 嘶 气 十百“�气 气 气

— 下 — 下 了 下 �一 了、�

百“�叭 叭 ‘ “ “� 码 ‘ 可可

·可��音妈可·可
茸 、� 了 了

巧 百“�。气 “

俩俩一一
一

‘一 �

” “ ‘ 小 弓 小

音“【砚·可·可可·

合一【砚·可·可可·砚、可 ·可
一 一

几 几
‘可 ‘罗‘心·竺
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可考一线牙、可、可各可乓两、可凡牙凡砚、可

乓牙瓦两、币·可
一 一

凡 气 ‘ 万 、 二叶 万 、、万 � 二叶‘万 万 丁夕 万 了飞 一 � 气 一 气 十 � 气 一 气 十 叭 入气 十 ‘ 十

嘴一两 可 凡可 。两 牙

砚、可 、可、爵 。两、

、牙可 。两 可可、牙、

爵 可 砚 牙 、可爵
丁�‘万 了 万 �二尸‘了、 、了 万 二 万 ‘了 万 ‘入仁 汽 一 匕 入、哟 入气 十 “匕 入气 个 �叭 入匕 入气 十 ‘ 入

一�式‘两、可一、可一气两、
育 � � 育 万 — 育 了 育

乏一百 姚

二了 了、 、万 了 二叭 气 十 “气 气 十 “处
、爵 。牙 面 可 风可可

两 可万 。可 硕 可 凡牙可 。两、牙、可 。牙
两又可 、�爵万 两 可万 可 面 可 、可可

面 牙可 。万、面 可·可
代入凯恩方程

对于广义速率 �

�·玄。可百’

’可
系统的广义主动力为

一

·以 ·。� 从�·
一 一 一

。 �� 从� 划
一二

二一 心·心一

一

对于 。的广义惯性力为

一 一

叭 从
一 一

以 以

小 二一
一乙
滋二

一

式中
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一 一

、、牙·砚·可”可·两·可”‘一合可合牙·可�

合【一砚·可两·孔可孔命 含牙承动
可两、可可爵 面可

万 ‘了
气 气 十

下 了 下 一 了、� 下 了

‘ “ ‘ 叭火‘ 百“�‘ ‘

眺映一一一
一叽

— 下 育 育 �一 了、� 了 片

百妈热只‘ ‘ ‘ 又码 ‘ 百姚。‘ “压

可、可又可可 砚可 ·牙

一 一

几 几
‘可 ‘弓 纯心·心

巧 巧 么邵、可、可瓦可凡砚 牙凡牙凡砚、可乓哥
凡砚 牙》可

一�︸一

·一

一 一

气 气
·伍邵 、可 纯可十写爵 凡两、爵 凡牙十凡两、牙 乓牙

风两·牙一音‘【可·万一两·牙·可 牙·可·可卜‘可·可
两 可可 。可 两 可 、牙、可 、两 可可 。爵
可 爵 、万可 。两、万、可 。爵、两 牙一凡可一。两、可

含“牙·可“两·牙·可 可·‘可·万�‘可·万一两·可·可
可 面 万 风可、可 。两、可、万 。可、硕、可 、可、万

两 牙可 牙 两 万 病可可 两 可可 。牙、
硕 万 、可万 。面 牙万 牙 面 可卜可

代入凯恩方程

月 �’
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对于广义速率 �系统的广义主动力为

—
从

二二洲 一 � 丁二万 丈一 二二� 二二 二二�一 只一
月理 毋、 月度一 人之�� 毛全�� 人之�� 八度�� ‘名��“ ‘� �‘ �石 �� �呀

一命艺间一一

凡

一 爵醛一爵可、 一 哥【一姿可可爵乙 乙

一

对于 的广义惯性力为

可一艺
一 一

�从 从

一艺万·
一 一

雌 叭 一
矛

式中

一 一

二‘可十 姚‘
育 下 — 下 � 育
氏 材�召二 材�改� 召 十 材� 一一 ‘ 一才 弓

�斯一硕、爵十蔽、了、可 哥、石”“ 可��音”‘可可·可�

音一〔两·牙两·可·可可·‘砚·可��风合可·可

“含「砚·可·可可·‘砚·可��音‘可·可
音“「两·牙·可可·‘砚·可��音”。可·可

音一。砚·可·可可·砚·可���·啥‘一爵牙·可��
︸一一一一

‘ �

凡才

、可 凡可 写爵 乓两、爵十乓牙 耐 可十

风两·可一合风牙·可、两·牙·可 可·两·系
气万 了 丁� 万 百 万 ‘�二户 万、 、万 ‘万 二户 万 ‘万七 气 十 叭 气 气 一 气 气哟 气 十 气 气 十 叭 气 气 十
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可 两、爵 、爵、爵 。耐、可可 。爵、两 可一、可

一两·可�一合‘“可·可“两·可·爵一哥·面·可 “可·可
两、爵可 。�爵、面 可 、可万 。两、牙可 。可
面 可 、牙、可 。两、牙万 。牙、硕 万 、可可

�五、可、牙 可、硕、牙 、牙、万。硕、可、可

牙·五·万�·卜音牙·爵牙·可��
丁�·砚·可‘一入�可可人可可十么。可可 、可 。两、可 、�可 。�两、可

、可 。两、可 妈牙 、两、万 、。可。。可可·可

了·两·两‘一几�可牙 几爵爵 几�牙牙 、牙十。两、邵 、�牙

姚两又可 、。可 。。两、牙卜可

歹。·可·两‘·人�牙牙 人牙可 人。爵可 、牙 、两 牙十、�爵 。�两 可

、爵 。两、爵 、�爵 。�两 可 可 。砚 可·可

了·面·面‘一人�牙牙 人万万 人�万万 风哥 、�可 风可 、爵 、牙

、爵 味牙 、两 牙 。两 可 。两 万 。两 爵

两、可 两、可 五、牙》牙
代入凯恩方程

尺 可二

对于广义速率 ��系统的广义主动力为

叮 艺可·哥�
一 一

从 �以 ·。�。 城�’
一 一 一

�� 城 �· �

下 � �下 育

二一 巧’与 ‘
了、� 下 � �下

气月一 争’一万姚 心 盆心

一

对于 �的广义惯性力为
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。 告 二邢 咨二厂 一乙 �从 从 一乙 �
�二

一 一

以 叭 一

、尸一班﹃
‘�万 丁户 万 �万 丁夕‘万 �一 � 仁 十 仁 十 叭 气一

一�叮一

—
�一 一田污

” “

育 — 育 了 育 �一 片 、� �育 下 了 、

“牙叭 ‘“‘ 吓又咬叭 ‘ 万“�吸 ‘ ‘

音一【两·牙两·可·可可·‘砚·可�

一含【两·牙·可可·‘可·可��音‘蔽

“‘万

可

可可

一一 下 了 考 �一 了、�

百“�叭 “至巧 ‘ 码义‘ 百 。 可�·「音‘牙爵·可�

音一【砚·可·可可·‘面·可���·【音‘牙可·可�
一 一

几 咋

一 一

凡 几

一叭邵 、爵 纯爵 写可 凡两、爵 凡可 凡两 可 凡可

“两·哥一音「“可·爵“坷·哥·可“牙·‘两·可�”爵·
可 。砚、可牙 。可、砚又可 。可可 。两、可可

两 爵 、爵可 。两 可牙 。爵 两 爵

”可一“砚·可�一含”牙·可一两·可·万“可·面·可�
、可 。两 可可 。可 可、可 风牙万气两 牙、牙

一中�时式·姚

万 ‘�二户‘了、 万‘了 � 二 二了‘了 了‘�二心‘了、 、了‘�了 �气 气 气 十 气 入气 十 姚 入气 入七 十 气 入气‘气 入勺少个 勺 入‘ 宁
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两、可、可 。牙 面 万 、了可 面 牙万

、牙·面·动�·【一含爵·牙可·肠�
了�·可·可�一六�可可人可可去�可可、牙 。两、牙 、�爵

�两、可十风可 气砚 牙 ‘牙 崎两 可 城。牙
。砚、可·可

了·砚·两�一人�可牙 人可可十几。可爵 、牙 。两 牙十

、可 。两 可 、可 砚 可·可

了。·两·砚�·人�牙牙 几可可十人�爵牙 、可 。两、可

、爵 。�两汉爵 、万 。两、可 、牙 。两 爵
、牙 两、牙可

歹面·两�一几牙牙 人爵爵十人�万万 、可 魂爵 风可十

、万 凡牙 、��可 、石 。两 牙 两 可

两、可 。两、可 。可 可 。两 可。面 牙·可
代入凯恩方程 �’ 可

对于广义速率 �系统的广义主动力为

。�一艺瓦
—
从

一

� 卜正·甄 十可 ·不 可 ·可‘

一 哥咚爵雨一乙 可一音 “可
几一

十

一音礴
。 下…
“ ‘ 百‘

””。可音‘可�
可一音 可可·

一

一 一

码 件 一一巩艺闺一︸阵一’

对于 的广义惯性力为

艺间一
一一可

式中
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两·两一‘呜牙一砚·可”可一砚·可“‘一合可合可·可�

、合【一两·可两·牙·可可·砚· 音似可可·动
合一「两·牙两·可·可爵·‘砚·可��风音可·可

一合【两·可·可可·‘砚·可��合”爵·可
合一【砚·可·可可·可·可��合‘。可·可

合一【可·可·可可·‘可·可���·唱可·可�
一 一

几 几 二

一 一 育 一育 一育 梦 一 二 一
了几 几 气 � 户 一 � ” 一认 认 百 双�己二 双�氏 么 已二 七�口� 《 么 已厂 乙 � 扩� � 一 、” 份 ’ ” ‘ ’ ” ‘ ’ ’ 产、‘ ’ ‘ ’ ‘、‘

。 万 。丁闷‘万、� 万 。 万 � 万、五� 七‘热 叮’又一万“‘ 百“‘ “ 三百“‘ ‘

可·可‘·伍哥 、可 纯可 各牙 凡两可 乓牙 风两 牙

。万 。 丁叶 万 �万 万 二叶 万 了 万 �一 万、也二� 也‘田� 召厂一一 材� 氏 封�田� 公 氏 材�丁 田� 《
一 一 ’一 一 ‘’一 一 ’ ‘” ’一一 ‘’一 ‘’一 ’一 ’ ‘’、一 ‘’“�’

、可、可。两、可可。可又砚可 、可、可气两 可可

可、两、可 、可、可。两可、牙。可 两可一凡可一。五可

合“可·万 两·牙·可 牙·‘两·可�”可·可。两·爵·万

可 面、可 、可、可 。两、可万 。可、面、爵 凡牙、万

两、可可 。可、面、可 、可、可 可、可、可 。可 面、可
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”可·万。面·牙·可一牙·‘面·可��·卜合 邵含‘””�爵
含 可一音可·可承

歹�·蔺·砚‘一么�牙可十‘可可十��可可 么牙 、耐 牙十、�可 、两 牙

、。可 。。两、可 、可 。。两 可 。。可 。砚 可·可

歹两·两·几�牙牙几可可几可可 、牙。两、牙、可、两、可

、可 两 可·爵

了·五·五‘·人牙牙人可牙人可爵 吸可 。两 可、�可。砚、刃

、可。砚 可、爵。砚可、可。两牙·可

一 一 一

六 叭 叭
人才可

、了� 气 气
十 仁 仁 十 气 匕 气 一 仁 十 已 一 气 十 气 十

叭可、牙、两、牙。两 牙、两 可。两 可

�五牙叭砚 可。可 牙·可
代入凯恩方程 ’ ’

对于广义速率 �系统的广义主动力为

。�之【可·两’耳砚’矛

甲一宁了 一 一 一 一

材 一 �� ��一 �� 材 �� ��‘� �‘ �‘ �� 内 呀

· 、 可·卜音。� ”牙
二可·卜音”““”可
妈嘴 城 ·嘴

一 一

刀 心

”“”可一音‘可·可可·可��

一

对于 的广义惯性力为

可一艺
一 一

琳 从
一 一

吸 雌 一一艺间一
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石石 二二二二二二二二二二二二二

式中

口八︸︸一一一一 一

一 一 �

牲

一 一

巧 凡 一、�可、可纯可瓦可乓砚、可凡可凡两、可乓牙

凡砚·牙�·一音”“‘”牙一含�‘“。�可�

可·刃一位牙、可、可式可、凡两、可凡可风砚、可乓可

凡两·可一音风可·可、两·邵·可、牙·两·动魂可·可十
、两爵可 �可 耐牙 、爵可、两可、可。可、
砚、可 、可、可十、两、可、可。可、两可一凡可一五、可

音‘风牙·可一两·牙·可一牙·面·牙�、可·万一两·爵·万
、可 面可 、可可 两可可、可 面可 凡牙可
砚牙爵 牙、五可 叭爵可 五、爵义爵 可、

‘硕·万�”牙·可 面·牙·可“牙·‘五可��·卜含。�。““可
音‘“”可一含‘可·可可·可〕

。一 一 �

码 码 二

一 一 一

几 叭 热

一 一

外 叭 几�可才 几峨蛇
万万、� 万 了 ‘万 �万 下 万十 气气 气 气 一 气 十 叭

一儿

、万 二�‘万 、万 二� 万 �、了 丁 “了、万“气 十 “叭 入气 十 气 十 “叱 仁 十 “气 十 “哟 气�气

。
一

叭 叭 人�才才十人衬心 人。心心 么可 ‘时 ‘心
几 气十 �仁� 十 匕 十‘

万 � 了 二叶 万 二一“万 二一‘万 二户‘万 ‘二尸“十 一气气 姚 气 十 叭 气 十 叭 气 一 � 气 哟
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了 二户‘了 二叶‘了、万
气 十 哟 气 十 叭 气

代入凯恩方程

习 可二

对于广义速率 �系统的广义主动力为

一 一 一

从 以 卜 ·。� 域�
一 一

。 � 从�·。�一�艺一一

凡

一、可·卜音‘‘�可
一了

十百“ 牙一卜一 刀心卜 弓·

卜音‘‘“牙音”�牙音�‘�‘”牙一音‘一牙牙·牙��
妈 嘴 峡

一

对于 的广义惯性力为

一 一 下�下万 — —

琳 ’ 一乙 人’以 � 一艺一
一一可

一 一

巧 二

一 一

咋 咋

一、【�邵 、可 风可 式爵 乓两、可 凡可 凡两、可 凡可

风两·可�·‘一合‘‘“牙
二了十万‘吕““�

一

、可 、可 纯可 瓦可十凡两 可十凡可 凡两 可 乓可

凡两·牙一音牙·牙、两·牙·爵、可·可·动、万·可
两、爵可 。爵、两、可 、可可 两 可、可。可、两、
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了、 、万 ‘了 二叶 万 了 ‘二万 ‘��二了‘万、 、了 �二户‘�万
气 少十 匕 入气 十 叨 入‘ 入‘ 十 ‘ 入气哟 入‘ 少一 ‘ 一 入‘ 一

母反
万 ‘了 二叶‘万 ‘了 了 ‘�二�‘了、 万 歹 … 丁心�万 、
“ 匕 十 叭 汽匕一 灼 个 匕 入气毋 入匕 少十 七 入七 个 刀 入匕 入

、面 可
从可 心 心

一心心一了 万 �二甲 了、 万 了 下一 万 ‘了
气 十 气 叭 气 十 “气 气 十“叭 气 气 十 “

�万 了 二户‘了 了 万 ‘�二一‘了、 、了价 气 一 哟 气 灼 十 气 入气叭 入气 少十 气 入

了 ‘�二 ‘了、 了 了 二 二叶 了 了 了 �万犷‘了、、气 � 气 一 气 气 一 叭 气 入气 十 气 入 叭 入气 了

【一音‘‘”可
育

百“ ‘
一 鹰一合一可十可·

一 一 一

码 码 二

一 一

热 叭 二

一几

歹
一 一

此 姚
·人可牙人可可�牙可·、牙 两牙、可、两、可
�万 二户‘万 万 二户 万 了 丁户‘了、万“气 十 “叭 入气 十 气 十 “叭 十 “气 十 哟 入气少气

一 一 一

叭 叭
�讨才 人 全全人心心·风才 ‘�弓 ‘心 “了 “可

、�可十、牙、。砚 牙、。砚、可。砚 可。砚 可。砚
牙。�砚可 �硕、牙·牙

代入凯恩方程

弓 叮

对于广义速率 ��系统的广义主动力为

。�·艺。可矿 砚�卜正·砚�可 ·瓦�可 ·可�

一 合可·小一耐·可
一

对于峋的广义惯性力为

凡 一艺
一 一

�从 从
小下 二 一
一乙 �以’以

一
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式中

一 一

‘、万 丁 万 �万 甲 万 一 � 万
‘气一“�叭入气一“�“�一“�叭 “�气一万“�

一牙可

「丁夕 万 二甲 万 了 万 了 了、 一�万 万 了、
‘百一姚入匕�十叭入气入气 气入哟 伪 十万“�气 气 气

— 一育 一才 不 一才 �— 了
通 二 曰创、 ‘ 一 日曲 � 、 ‘ 右 一 ‘ ‘ 一 ‘ ‘ � 一 “ 、
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尺 可

对于广义速率 。�系统的广义主动力为
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一 合可·舀一�
一

对于 。的广义惯性力为

�。 二 。

� 军� 一 一 川 军�丫二 一 一 “
。 一乙 叭 一乙 �以 � 一

一

式中

一 一
‘ 下 一 下 下 一 育 � 下
�“十“�叭 “� “�“三 “�叭 ‘ “‘又一百“三子可

二一 万 丁心 万 了 万 �下心 了、� �万 万 万、
‘百一叭 已�一叭 气 气一 气� 气 百“�气 气 气

·可两·可·可可·‘砚·可��”合牙·可
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码 码 入可可人可可人可可·、牙。砚、牙、牙。�两、爵

、可。两、可、可、两、可叭。可十。。面可·可
一

叭 热

一 一

鸽 然

一」

一 一
叭 叭

代入凯恩方程

凡 凡

厂
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对于广义速率 ��系统的广义主动力为

月�·艺可·百”厕·砚”丽 疏 �’丽万疏 �’而万二蔽 �’�� 七 ‘ 且�‘ �� �份

一 一合爵·币一姆不可
一

对于 �的广义惯性力为

。 告 二一 咨二 二 一一乙 巩 又 一乙 �吸 以
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一

一一一一
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几 飞
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叽牙 面 可 、牙可 、两 牙可 。可 硕 可 、��爵、
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一 一 一

六 叭 叭
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二人�才才十人心弓
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代入凯恩方程 月 名

对于广义速率 �系统的广义主动力为
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一 一 一
码 码 二

一 一 一

几 叭 叭

一 一 一
儿 典 �然

一 一
叭 叭

��才才 人 全心 人心心·。才 ‘时 ”时 、嘴 “

叭可叭石两 牙十。砚、可叽两 可。砚 爵。五
牙 两 可。面 牙·牙

代入凯恩方程

凡 凡

本章小结

本章对落猫问题进行进一步的研究�考虑了猫体的柔性�把猫体的前后

躯又分别地看成两个独立的圆柱体。假设猫体不能扭转�其纵向也不能发生

弹性变形�所以前后躯的两个圆柱体之间的接头可以简化为万向铰�再用弯

曲弹簧连接在万向铰两侧的柱体上�假设只 时不产生弹性力矩当万向铰

两侧的柱体发生相对运动时就会产生弹性力矩。接下来用凯恩方程对模型进

行分析与上一章第三节步骤相同�但由于自由度的增加解题时明显烦琐了。
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第 章 非线性微分方程的半解析解

非线性微分方程的半解析解

下面对非线性微分方程式 一 进行解析分析。

一

一 一

坐

一扼 刀 。 刀。 刀

刀一 刀 �

知中式己

�刀为定值�求解函数少 。

解 式 一 的分母中

一 刀一 刀 一

刀一一 刀 夕 一

花石长而
刀一

一

二 十

刀

一

一 � 声一 刀 仍

一 刀一 一 声

一了叫二二月一丁一二一一 一一二一
一

一 刀
一 十

一 刀

夕

一

刀一 声

刀 。、一下一一代一下一 一 口
一

刀

式 一 分子中

一扼 刀 刀。 夕谊刀
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‘ 十斋念

罕卜‘�晋卜‘

一

假设

一

运用二项式定理�有

去夜 、姜、‘

。 十掣甘

·

· ·
一 一

尸 · · ·
…

、矛�

考 一
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飞�工尹
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一丈一戈
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姚 一丁了 十

甘

令
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。 �李、�尖一与 。映去去艺式 ’ 乙 络 式一

、一日 一 日 …
”

对 夕、 � 、……积分如前�将其相加得哟。把哟�班 �姚相加可得

积分

笋夕 少 姚 叭

�鱼、尸 一生 。十。二‘宾 宾一止匕与 生。。、…�刀 产 、内 ‘ 月 名 名 内 了 、内 月 了 了
厂 ‘ 入 片 几 厂 ‘ 「 ‘ 片

、 ‘

一 夕十 — 二 育 一— ‘夕 … 卜
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队乙、�介月

十
工万在

轰“一合罕·搽奋‘合“·青‘·“�
关斋磊奋昌“·青‘·“·责‘·‘“�

·一合‘·’�

一

本章小结

本章对上文中出现的一个非线性微分方程进行解析分析�把式 一

简化成式 一 �在 一 成立的情况下把式 一 的右侧化为部分分式

的形式�因而 一 化成 一 �然后两边取积分�方程化为三个积分相

加的形式 一 �对每一个积分里的积分函数进行适当地变形�使它们能进

行二项式展开�当然这也需在一定的前提下进行�然后对每一个二项式里的

分式进行积分�最后把所有的积分相加即得微分方程 一 的级数解 一 。
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结 论

本文把落猫问题化为多体系统模型�在第三章中把猫体简化为多刚体模

型�运用第二类拉格朗日方程、牛顿一欧拉法、凯恩方程对其进行动力学分

析。通过本文更加看出以上三种方法的特点

拉格朗日方程提供了建立任意完整系统运动微分方程普遍的、规格

化的方法�最重要的是以广义坐标表示系统的运动�因而方程的数目最少�

与自由度数目相等�且约束反力不出现在微分方程中�这样就给求解多自由

度系统的动力学问题带来了方便�但是拉格朗日方法本身的缺点主要是引入

了动力学函数并需求其导数�推导过程比较费力�过于繁冗�而这种困难随

着系统的复杂程度而增加。

牛顿欧拉法是牛顿力学描述运动的总称�应用这种方法处理质点系

统的运动时候�解除约束、取分离体 然后写出它们的运动方程�是规格方

法�推导过程也简单。缺点是微分方程数量多�而系统的约束力包含方程中�

必须与约束方程联立求解。

凯恩方法将矢量形式的力与惯性力沿某特殊方向投影�有着清晰的

几何直观性。这种方法不但有牛顿力学的优点�还有分析力学的优点 约束

反力不出现在运动微分方程中而且得到的也是与自由度数目相等的方程数�

是最少的方程数。由于采用了广义速率描述运动�则取独立变量上有较好的

选择性�以使方程简洁。凯恩方程是一阶微分方程组�容易化成标准形式�

便于编制程序�方法的主要缺点是若对具体系统选择恰当的广义速率以使计

算过程简单则需要足够的经验与技巧�而且加速度及惯性力的计算工作也未

必轻松。

本文较多的采用了矩阵运算�这可以使行文简洁�最主要的是矩阵便于

上机计算。在本文的 节�我们也比较了矩阵方法与矢量的方法�同时也

发现凯恩文章中的控制方程 一 为约束方程中的一类— 角动量守恒 另
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一类方程为质心运动方程 。

在第四章考虑了猫体的柔性�运用有限段建模法把它简化为有限个刚体

通过铰与弹簧相连的模型�其实质是把柔体模型化为刚体模型�当然自由度

必然会增加�其复杂程度会随着增加。

由于大多数文献中给出的是方程的数值解�本文最后给出凯恩文章中的

控制方程 一 的半解析解。
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攻读硕士学位期间发表的论文和取得的科研成果

论文

�

·

一卿

� 己录用

科研

参加了导师的哈尔滨工程大学基础研究基金资助项目 多柔体动力学的

理论分析。
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