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摘 要

I

摘 要

本文主要利用多重尺度方法，研究弱非线性振动方程中的几种非线性特性。

第一章介绍了本文的研究背景、国内外研究进展和研究目的。

第二章研究了弱非线性 Klein-Gordon波动方程的多波初值问题。使用多重尺

度方法，引入解的形式渐近展开式，得到方程的首项近似解和波传播时速度相互

影响的定量关系，研究结果表明，另外多个波的存在会使得波的传播速度（相速）

超过独自传播时的速度（相速）。最后使用Mathematica进行数值仿真，仿真结

果表明了多重尺度方法的有效性。

第三章在第二章的研究基础上，讨论了具有三次方弱非线性项和五次弱非线

性项的波动方程的单个平面波和双波初值问题。在第一节中，考虑了具有三次方

弱非线性项和五次弱非线性项的波动方程的单个平面波初值问题，使用多重尺度

方法，得到方程的首项近似解和波传播时的频幅特性。在第二节中，考虑具有三

次方弱非线性项和五次方弱非线性项的波动方程的双波初值问题，类似地，使用

多重尺度方法，得到方程的首项近似解，研究结果表明多波传播时，由于非线性

因素，解的频率特性会变得更复杂。

第四章研究了具有三次方弱非线性项和外部激励项的 Duffing-van der Pol振

动方程。使用多重尺度方法，引入解的形式渐近展开式，得到方程的首项近似解、

系统振幅 A与非线性效应 和系统振幅 A与频率参数 之间的依赖关系。

关键词：波动方程；多重尺度方法；非线性特性；渐近展开式；首项近似解
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Abstract

In this paper, several nonlinear properties of weakly nonlinear oscillation

equations are studied by using the multi-scale method.

The first chapter introduces the research background, domestic and foreign

research progress and research purpose of this article.

In Chapter 2, we study the multi-wave initial value problem for the weakly

nonlinear Klein-Gordon wave equation. By using the multi-scale method and

introducing the formal asymptotic expansion of the solution, the quantitative

relationship that the first approximate solution of the equation depend on the velocity

of wave propagation is obtained. The results show that the propagation velocity

(phase velocity) of wave is larger than that of wave propagation deduced by single

initial wave. Finally, Mathematica is used for numerical simulation, and the

simulation results show that the multi-scale method is efficient.

On the basis of the research in the second chapter, the third chapter discusses the

problem of single plane wave and double wave initial value with three-sided weak

nonlinear terms and five weak nonlinear equations. In the first section, the problem of

individual plane wave initial values with three-way weak nonlinear terms and five

weak nonlinear equations is considered, and the frequency range characteristics of the

first approximation solution and wave propagation of the equation are obtained by

means of multiple-scale methods. In the second section, considering the problem of

double-wave initial values with three-way weak nonlinear terms and five weak

nonlinear terms, similarly, the first approximate solution of the equation is obtained

by using multi-scale method, and the results show that the frequency characteristics of

the solution become more complex due to nonlinear factors when multi-wave

propagation.

In Chapter 4, Duffing-van der Pol oscillation equation with cubic weak nonlinear

term and external excitation term is studied. By using the multi-scale method and

introducing the formal asymptotic expansion of the solution, the first approximate
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solution of the equation, the dependence of the amplitude and nonlinear effect of the

system, and the dependence of the amplitude and frequency parameters of the system

are obtained.

Keywords：Wave equation; multi-scale method; nonlinear property; asymptotic

expansion; first term approximate solution
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第一章 绪 论

1.1 引言

在现实生活中，大多数问题都具有非线性行为的特点。这就使得非线性系统

的研究成为各个领域的一个重要的课题。弱非线性 Klein-Gordon 波动方程在力

学、非线性光学、旋转波和一些数学物理问题中[1][2][3]，有着非常重要的研究和

应用价值，所以弱非线性 Klein-Gordon 波动方程被认为是一种重要的非线性系

统。

近几十年来，许多学者在社会科学和自然科学领域建立了许多非线性数学模

型，并且提出了许多求解非线性波动方程的方法。例如，多重尺度方法[4][5]，齐

次平衡法[6][7][8]，Jacobi椭圆函数展开法[9][10]，直接代数法[11][12]，同伦扰动方法[13]

等。

在 20世纪 90年代初，Mark H. Holmes[14]使用多重尺度方法研究了弱非线性

Klein-Gordon波动方程的单个平面波和双波初值问题，使用多重尺度方法，解得

波在传播过程中的速度相互受影响的定量关系式，所得结果表明另一个波的存在

会使得波的传播速度超过单波传播的速度。Yi Wei[6]等人使用齐次平衡法，讨论

了一类非线性偏微分方程，并使用齐次平衡法导出非线性偏微分方程的更通用的

双线性方程。接着，选择了 Eckhaus 方程，KdV 方程和广义的 Boussinesq 方程

来说明齐次平衡法的有效性。由此得出齐次平衡法可以推广用于处理某些类型的

非线性偏微分方程。E. Tala-Tebue[10]等人通过使用新的 Jacobi椭圆函数有理展开

方法和指数有理函数方法，获得了不稳定非线性 Schrödinger 方程的精确解。通

过检验得出 Jacobi 椭圆函数有理展开方法和指数有理函数方法是非常简单有效

的，并且可以应用于讨论其他类型的非线性方程。于亚璇[11]等人使用直接代数法，

讨论了 Hybrid 晶格方程，计算得到方程的新孤波解。直接代数法也可以用于求

解其他的差分方程。

1.2 研究背景与进展

20世纪 50年代末，多重尺度方法开始发展起来，后来被广泛应用于求解微

分方程的近似解。多重尺度方法主要有两种不同的变型：导数展开法和两变量展



弱非线性振动方程中的几种非线性特性研究

2

开法。它是奇异摄动理论中被广泛使用的方法之一，被应用于工程、物理和数学

等众多领域的问题中。

20 世纪 90 年代初，Mark H. Holmes[14]使用多重尺度方法研究了非线性

Klein-Gordon波动方程中的双波初值问题

2 2 3

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

, , 0 ,
( , 0) cos( ) cos( ),
( , 0) sin( ) sin( ).

x t

t

u u u u x t
u x k x k x
u x k x k x


 
   

        


 
  

（1.1）

得到双波传播过程中速度相互受影响的定量关系式，将所得结果与非线性

Klein-Gordon波动方程中的单波初值问题进行对比，结果表明另一个波的存在会

使得波的传播速度超过单波传播的速度。

1999年，李家春[15]等学者使用多重尺度方法讨论了具有三次方弱非线性项

的 Duffing方程








.0)0(,)0(
,0

0

3

yay
yyy  （1.2）

通过求解，得到了方程的二阶近似解，通过检验，得到使用的多重尺度方法具有

较好的有效性。

1998年，S. Yang[16]等学者研究了具有三次方弱非线性项和三个外部频率激

励的 Duffing方程

).cos()2(
3

1

32
nn

n
n tKxxxx   



（1.3）

采用多重尺度方法，求出具有三次方弱非线性项和三个外部频率激励的 Duffing

方程的一致有效近似解。

2007年，J.I. Ramos[17]提出了一种人工参数方法，讨论了具有五次方弱非线

性项的 Duffing方程








.0)0(,)0(
,05

uAu
uuu  （1.4）

求解得到具有五次方弱非线性项的 Duffing方程振动频率的二项近似解。

2007年，李群[18]等人使用 KP方程，对南海内孤立波的传播特性进行了定性

的分析。基于弱二维的 KP方程，结合南中国海东沙群岛附近内孤立波的观测资
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料，对内孤立波的波-波相互作用进行了数值模拟，数值结果较好的体现了波-

波相互作用的非线性特征，也就是说，在两波相交处，相速会随着振幅的增大而

逐渐增大。

2016年，黄钰淳[19]等人使用奇异摄动理论中的多重尺度方法，讨论了一类

Rayleigh方程的初值问题








.0)0(,)0(
,0)(

0

2

yay
yypyy 

（1.5）

通过求解，得到 Rayleigh方程的一阶渐近解。

2018年，张丹伟[20]等人讨论了含三次方弱非线性项，并且受到两个外部激

励作用时的 Duffing系统









.0)0()0(
),cos()cos( 022011

3
21

qq
tftfqqqq 

（1.6）

和具有三次方弱非线性项，并且受到两个外部激励作用时的 van der Pol-Duffing

系统









.0)0()0(
),cos()cos()1( 2211

32
0

2

qq
tptpqqqqq 

（1.7）

将增量谐波平衡法和多重尺度方法相结合使用，得到弱非线性系统的准周期运动

特性。

2019年，R. Zhang[21]等学者研究了广义β效应下的非线性行星-天气波相互作

用的特性，通过使用多重尺度方法和摄动展开的方法，求解得到了天气尺度波的

修正方程，研究结果表明，行星尺度波和天气尺度波的不对称性、强度和持续性

都依赖于广义β效应。

2020年，A.F. Ghaleb[22]等学者使用同伦摄动方法和多重尺度方法，研究了

具有五次方弱非线性项和两个外部周期强迫项的 Duffing-van der Pol方程








.1)0(,0)0(
),cos()cos()1( 2211

5322

xx
tftfxxxxxx 

（1.8）

得到了方程的解析近似解和数值解。
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在现实生活的许多问题中，都存在着弱非线性振动方程的初值问题。比如，

航海、工程、化学工业、冶金工业、力学、数学和非线性光学等[23][24][25]。由于

弱非线性振动方程的奇摄动初边值问题非常复杂，并且随着社会的不断进步，涌

现出越来越多的关于弱非线性振动方程的奇摄动初边值问题的新问题，目前，在

众多学科领域，越来越多的学者对弱非线性振动方程的奇摄动初边值问题的研究

产生了浓厚的兴趣。

本文主要使用奇异摄动理论中的多重尺度方法，讨论具有弱非线性项的振动

方程的几种非线性特性。

在第一章，介绍了多重尺度方法，简述了弱非线性振动方程的初边值问题和

多重尺度方法的研究背景与进展和本文研究的目的、意义及内容。

在第二章，考虑具有三次方弱非线性项的 Klein-Gordon波动方程的多波初值

问题













).sin()sin()sin()0,(
),cos()cos()cos()0,(

,0,,

333222111

332211

322

xkxkxkxu
xkxkxkxu

txuuuu

t

tx





（1.9）

使用多重尺度方法，引入三次方弱非线性项的 Klein-Gordon波动方程的解的

形式渐近展开式，将多重尺度和解的形式渐近展开式带入原方程，通过平衡方程

左右两边的小参数  的各次幕的系数，求解得到三次方弱非线性项的

Klein-Gordon波动方程的首项近似解和波传播时速度相互影响的定量关系式，研

究结果表明，另外多个波的存在，会使得波的传播速度（相速）超过波独自传播

时的速度（相速）。通过使用Mathematica进行数值仿真，得到多重尺度方法的

有效性。

第三章在具有三次方弱非线性项的 Klein-Gordon 波动方程的多波初值问题

的研究基础上，使用多重尺度方法，讨论具有三次方弱非线性项和五次方弱非线

性项振动方程的单个平面波初值问题

2 2 3 5( ), , 0,
( , 0) cos( ),
( , 0) sin( ).

x t

t

u u u u u x t
u x kx
u x kx





         



 

（1.10）

和具有三次方弱非线性项和五次方弱非线性项振动方程的双波初值问题

1.3 研究目的、意义及内容
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2 2 3 5

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

( ), , 0,
( , 0) cos( ) cos( ),
( , 0) sin( ) sin( ).

x t

t

u u u u u x t
u x k x k x
u x k x k x


 
   

         


 
  

（1.11）

通过引入方程的解的形式渐近展开式，得到具有三次方弱非线性项和五次方

弱非线性项振动方程的首项近似解，将单个平面波初值问题和双波初值问题的

首项近似解进行比较，结果表明，在多波传播时，由于非线性因素的存在，解的

频率特性会变得更复杂。

在第四章，我们讨论了具有三次方弱非线性项和外部激励作用的Duffing-van

der Pol方程

).cos()1( 32 tFuuuuu   （1.12）

其中 F 和是常数， 是正常数， 是小参数， uu  )1( 2 为非线性阻尼项。

类似地，使用多重尺度方法和引入解的形式渐近展开式，求解得到方程的首项近

似解、系统振幅 A与非线性效应 和系统振幅 A与频率参数 之间的依赖关系。

在第五章，对本文的研究工作进行了简单的总结，并且提出了一些有待进一

步考虑的问题。

本文通过使用多重尺度方法，讨论了弱非线性振动方程的几种非线性特性，

研究结果丰富和发展了奇异摄动初边值问题的相关理论，具有一定的研究价值和

研究意义。
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第二章 Klein-Gordon波动方程多波传播的非线性特性

2.1 引言

在文献[14 ]中，Mark H. Holmes使用多重尺度方法，讨论了弱非线性波动方

程中的单个平面波初值问题：

2 2 3 , , 0 ,
( , 0) cos( ),
( , 0) sin( ).

x t

t

u u u u x t
u x kx
u x kx





          



 

（2.1）

这是著名的非线性Klein-Gordon波动方程的初值问题，其中， k21 ，

并且 0k ，当 0  时得到线性方程，使用傅里叶变换，得到线性方程的通解形

式为：

.)()(),( )()( 






  dkekBdkekAtxu tkxitkxi  （2.2）

式中，A(k)和 B(k)是由初始条件决定的，因此，线性方程具有波动解。通过引入

多重尺度

,,, 22 ttxxtkx   （2.3）

和弱非线性 Klein-Gordon波动方程的解的形式渐近展开式

.),()(~),( 10  txutkxutxu  （2.4）

得到弱非线性Klein-Gordon波动方程的首项近似解为

).cos(~),( tkxtxu   （2.5）

其中

.
8
31 2

2


  （2.6）

接着，Mark H. Holmes 使用多重尺度方法，进一步讨论了弱非线性

Klein-Gordon波动方程的双波初值问题：
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2 2 3

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

, , 0 ,
( , 0) cos( ) cos( ),
( , 0) sin( ) sin( ).

x t

t

u u u u x t
u x k x k x
u x k x k x


 
   

        


 
  

（2.7）

其中， 2
11 1 k 和 21

2
22 ,1 kkk  ，讨论波动方程在传播过程中的频

率特性。类似地，我们引入多重尺度

1 2 1 2, , , ,x x x x t t t t     （2.8）

接着，引入弱非线性Klein-Gordon波动方程的双波初值问题的解的形式渐近

展开式

.),,,(),,,(~),,,( 22111221102211  txtxutxtxutxtxu  （2.9）

得到方程的首项近似解为

).cos()cos(~),( 22221111 txktxktxu   （2.10）

其中

).2(
8
31

),2(
8
31

2
1

2
22

2
2

2
2

2
12

1
1













（2.11）

研究结果表明，在双波传播时，其中一个波的传播频率会受到另一个波的影

响，也就是说，另一个波的存在会使得波的传播速度（相速）超过波独自传播时

的速度（相速）。在此研究的基础上，本章继续讨论弱非线性 Klein-Gordon波动

方程的多波初值问题：





























n

i
iiit

n

i
ii

tx

xkxu

xkxu

uuuu

1

1

322

).sin()0,(

),cos()0,(

,







（2.12）

其中， ,1 2
ii k 且 niki ,,2,1,0  .
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2.2 弱非线性 Klein-Gordon波动方程的多波相互作用

为了简洁起见，首先考虑非线性 Klein-Gordon波动方程的三个波初值问题：













).sin()sin()sin()0,(
),cos()cos()cos()0,(

,0,,

333222111

332211

322

xkxkxkxu
xkxkxkxu

txuuuu

t

tx





（2.13）

式中
2
22

2
11 11 kk   ， 和

2
33 1 k 。

当初始条件中具有多波的情形，多重尺度（2.3）和形式渐近展开式（2.4）

一般是无效的。因为假设的三个波是不相同的，所以设 k1，k2，k3 是彼此不相等

的。此时相应的线性方程具有下述形式的解

).cos()cos()cos( 333222111 txktxktxku   （2.14）

引入多重尺度

1 2 1 2, , , ,x x x x t t t t     （2.15）

则有

.,
2121  tttxxx  （2.16）

从而将弱非线性 Klein-Gordon波动方程的三个波初值问题（2.13）化为：

.)2()2( 3222222
21212121

uuuu ttttxxxx   （2.17）

引入其解的多尺度展式

.),,,(),,,(~ 2211122110  txtxutxtxuu  （2.18）

代入弱非线性 Klein-Gordon波动方程的三个波初值问题（2.13）中，再平衡式

（2.13）两边的 O(1)项，得到















).sin()sin()sin()0,,0,(
),cos()cos()cos()0,,0,(

,

133312221111210

133122111210

00
2

0
2

1

11

xkxkxkxxu
xkxkxkxxu

uuu

t

tx


 （2.19）

方程（2.19）的通解形如

).cos(),()cos(),()cos(),( 3223222212210  txAtxAtxAu  （2.20）

式中
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).,(
),,(
),,(

22313133

22212122

22111111

txtxk
txtxk
txtxk











（2.21）

其中，A1，A2，A3，θ1，θ2，θ3是关于 x2，t2的任意函数，并且要求满足初始条

件，即

,)0,(,)0,(,)0,( 323222121   xAxAxA （2.22）

.0)0,()0,()0,( 232221  xxx  （2.23）

再平衡式（2.13）两边的 O(ε)项，得到

.22 3
00011

2
1

2
212111

uuuuuu ttxxtx  （2.24）

从式（2.24）中可以得到

)).2cos()2cos(

)2cos()2cos((
4
3))2cos(

)2cos()2cos()2cos((
4
3

))2cos()2cos()2cos(

)2cos((
4
3))cos()cos(

)cos()(cos(
2
3)3cos(

4
1

)3cos(
4
1)3cos(

4
1)cos()22(

4
3

)cos()22(
4
3)cos()22(

4
3

322322

32332332311

31131331331

211211212

21221321321

3213213213
3
3

2
3
21

3
13

2
23

2
13

3
3

2
2
32

2
12

3
21

2
31

2
21

3
1

3
0

































AA

AAAAA

AAAAA

AAA

AAA

AAAA

AAAAAAA

AAAAAAAAAAu

(2.25)

在上式中，由于等式右边的前三项在多尺度展式中将产生长期项，并且满足

21 ii k 。所以，结合 00 2121
22 uu ttxx  ，将长期项消去，得到

,0)(
22

 itixi Ak  （2.26）

和

).22(
8
3)( 222

22 kjiitixi AAAk   （2.27）

式中 kji  。线性波动方程（2.26）的通解为：



弱非线性振动方程中的几种非线性特性研究

10

)( 22 tkxAA iiii   （2.28）

结合初始条件（2.22）得到，Ai是常数，并且 iiA  ，从而得到线性波动方

程（2.27）的通解为：

).())(22(
8
3)( 2222

222 tkxctkxAAAkk iiijjkjiiijji   （2.29）

式中 ic 由式（2.23）决定，从而得到

.)22(
8
3

2
222 tAAA kji

i
i 


 （2.30）

结合式（2.13）中的初始条件，得到弱非线性 Klein-Gordon波动方程的解的

首项近似解为：

).cos()cos()cos(~ 333322221111 txktxktxku   （2.31）

式中

).22(
8
31

),22(
8
31

),22(
8
31

2
2

2
1

2
32

3
3

2
3

2
1

2
22

2
2

2
3

2
2

2
12

1
1



















（2.32）

研究结果表明，当三个波传播时，其中一个波的传播频率会受到另外两个波

的影响，也就是说，另外多个波的存在会使得波的传播速度（相速）超过波独自

传播时的速度（相速）。

接着，一般地，对于具有 n个初始波的情形






























.)sin()0,(

,)cos()0,(

,

1

1

322

n

i
iiit

n

i
ii

tx

xkxu

xkxu

uuuu







（2.33）

我们仿照三波传播的讨论，引入（2.15）中的多重尺度，得到方程的首项近

似解为
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).cos(~
1

txku iii

n

i
i  


（2.34）

式中

),,2,1).(2(
8
31 22

2 ni
n

ij
ji

i
i  





 （2.35）

研究结果表明，在多个波传播时，其中一个波的传播速度会受到另外多个波

的影响，也就是说，另外多个波的存在会使得波的传播速度（相速）超过波独自

传播时的速度（相速）。

2.3 数值仿真

为了验证本文中使用的多重尺度方法的有效性，我们在弱非线性

Klein-Gordon波动方程的初值问题














).sin()sin()sin()0,(
),cos()cos()cos()0,(

,

333222111

332211

322

xkxkxkxu
xkxkxkxu

uuuu

t

tx





（2.36）

中，取

.2,1,5.01,,005.0 321321  kkk

由 21 ii k 得 5,2,25.1 321   . 应用 Mathematica 对非线

性 Klein-Gordon 波动方程（2.36）进行数值求解，并且作出方程在区域 0<t<3，

-10<x<10中的波动图，如图 1所示。

图 1 弱非线性 Klein-Gordon波动方程在区域 0<t<3，-10<x<10中的波动图

接着，作出本文得到的弱非线性 Klein-Gordon 波动方程的解的首项近似解
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（2.31）在区域 0<t<3，-10<x<10中的波动图，如图 2所示。

图 2 弱非线性 Klein-Gordon波动方程的解的首项近似解（2.31）在区域 0<t<3，

-10<x<10中的波动图

由图 1和图 2可以看出，在区域 0<t<3，-10<x<10中，弱非线性 Klein-Gordon

波动方程的解的波动趋势和方程的解的首项近似解（2.31）的波动趋势是几乎一

致的。由图 1可以看出，方程在边界 x=10处出现了奇性，这是由于Mathematica

在数值求解时受到自动设置人工边界的影响。综上可得，本文使用的多重尺度方

法讨论弱非线性 Klein-Gordon波动方程的多波传播具有较好的有效性。
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第三章 五次弱非线性波动方程的非线性特性

3.1 引言

通过上一章的讨论，我们知道，对于弱非线性 Klein-Gordon 波动方程，在多

波传播时，其中一个波的传播频率会受到另外多个波的影响，即另外多个波的存

在会使得波的传播速度（相速）超过波独自传播时的速度（相速）。本章接着考

虑具有高次弱非线性波动方程的初值问题：

2 2 3 5( ), , 0,
( , 0) ( ),
( , 0) ( ).

x t

t

u u u u u x t
u x F x
u x G x

         



 

（3.1）

在上一章的基础上，加上更高次的弱非线性项 5u ，讨论波在传播过程中的

频率特性会更困难。本章通过选取合适的多重尺度，讨论高次弱非线性波动方程

的单个平面波初值问题和双波初值问题，得出具有高次弱非线性波动方程传播过

程中的频率特性。

3.2 五次方弱非线性波动方程的单个平面波初值问题

考虑具有五次弱非线性波动方程的单个平面波初值问题：

2 2 3 5( ), , 0,
( , 0) cos( ),
( , 0) sin( ).

x t

t

u u u u u x t
u x kx
u x kx





         
 
 

（3.2）

其中 21 k 且 0k 。

引入多重尺度

1 2 1 2, , , ,x x x x t t t t     （3.3）

和解的形式渐近展开式

.),,,(),,,(~ 2211122110  txtxutxtxuu  （3.4）

方程（3.2）化为：

).()2()2( 53222222
21212121

uuuuu ttttxxxx   （3.5）

平衡式（3.5）两边的 O(1)项，得到
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













).sin()0,,0,(
),cos()0,,0,(

,

1210

1210

00
2

0
2

1

11

kxxxu
kxxxu

uuu

t

tx


 （3.6）

设

.cos),( 220 txAu  （3.7）

其中， ),( 2211 txtkx   , A和是关于 2x 和 2t 的任意函数，满足初始条

件

.0)0,(,)0,( 22  xxA  （3.8）

再平衡式（3.5）两边的 O(ε)项，得到

).5cos(
16
1)3cos(

4
1)3cos(

16
5

cos]
8
3

16
5)[(2

sin)(2

22

535

24

11
2

5
0

3
00011

2
1

2

22

221

212111







AAA

AAkA

Akuu

uuuuuuu

xt

xtt

ttxxtx









（3.9）

在上式中，等式右边将产生长期项，为了将其消去，必须

,0)(
22

 Ak xt （3.10）

和

.
8
3

16
5)( 24

22
AAk xt   （3.11）

线性波动方程（3.10）的通解为：

),( 22 ktxAA   （3.12）

结合式（3.6）中的初始条件得，A是常数，并且 A ，线性波动方程（3.11）

的通解为：

.)3
2
5(

8
1

2
24 tAA 


 （3.13）

得到五次弱非线性 Klein-Gordon波动方程的解的首项近似解为：

).cos(~ tkxu   （3.14）

式中
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).
2
5(

8
1 24

2 

 

研究结果表明，波在传播时，频率和振幅有关，振幅越大，频率越大，波的

传播速度越快。

3.3 五次方弱非线性波动方程的双波初值问题

考虑五次弱非线性 Klein-Gordon波动方程的双波初值问题：

2 2 3 5

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

( ), , 0,
( , 0) cos( ) cos( ),
( , 0) sin( ) sin( ).

x t

t

u u u u u x t
u x k x k x
u x k x k x


 
   

         


 
  

（3.15）

式中 2
11 1 k 和 2

22 1 k ，且 21 kk  .

当 0 时，此时相应的线性方程具有下述形式的解

).cos()cos( 222111 txktxku   （3.16）

引入多重尺度

1 2 1 2, , , ,x x x x t t t t     （3.17）

和解的形式渐近展开式

.),,,(),,,(~ 2211122110  txtxutxtxuu  （3.18）

方程（3.15）化为：

).()2()2( 53222222
21212121

uuuuu ttttxxxx   （3.19）

平衡式（3.19）两边的 0 项，得到















).sin()sin()0,,0,(
),cos()cos()0,,0,(

,

12221111210

122111210

00
2

0
2

1

11

xkxkxxu
xkxkxxu

uuu

t

tx


 （3.20）

设

).cos(),()cos(),( 222212210  txAtxAu  （3.21）

式中
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).,(
),,(

22212122

22111111

txtxk
txtxk







其中，A1，A2，θ1和θ2是关于 x2和 t2的任意函数，满足初始条件

.0)0,()0,(,)0,(,)0,( 2221222121  xxxAxA  （3.22）

再平衡式（3.19）两边的 项，得到

.22 5
0

3
00011

2
1

2
212111

uuuuuuu ttxxtx  （3.23）

从式（3.21）得到

).2cos(
4
3)2cos(

4
3

)2cos(
4
3)2cos(

4
3)3cos(

4
1

)3cos(
4
1cos)2(

4
3cos)2(

4
3

12
2
2112

2
21

212
2
1212

2
12

3
2

1
3
12

2
1

2
221

2
2

2
11

3
0













AAAA

AAAAA

AAAAAAAu

和

)].4cos()4[cos(
16
5

)]2cos()2[cos(
4
5)]2cos()2[cos(

8
15

)]32cos()32[cos(
8
5)]23cos()23[cos(

8
5

)]2cos()2[cos(
8
15)]4cos()4[cos(

16
5

)]2cos()2[cos(
4
5)5cos(

16
1)3cos(

4
5

)3cos(
16
5)5cos(

16
1)3cos(

4
5)3cos(

16
5cos

8
15

cos
4
15cos

8
5cos

8
15cos

4
15cos

8
5

2121
4
21

2121
4
212121

3
2

2
1

2121
3
2

2
12121

2
2

3
1

2121
2
2

3
121212

4
1

21212
4
12

5
22

2
1

3
2

2
5
21

5
11

2
2

3
11

5
12

4
12

2
2
1

3
22

5
21

4
211

2
2

3
11

5
1

5
0





























AA

AAAA

AAAA

AAAA

AAAAA

AAAAAAA

AAAAAAAAu

在上式中，等式右边将产生长期项，需要结合 00 2121
22 uu ttxx  将其

消去，得到

,0)(
22

 itixi Ak  （3.24）

和
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)].2(3
2
1515

2
5[

8
1)( 224224

22 jijjiiitixi AAAAAAk   （3.25）

式中 ji  .线性波动方程（3.24）的通解为：

).( 22 tkxAA iiii   （3.26）

结合式（3.15）中的初始条件得， iA 是常数，并且 iiA  ，则线性波动方

程（3.25）的通解为：

4 2 2 4 2 2
2 2

2 2

1 5 15( ) [ 15 3( 2 )]( )
8 2 2
( ).

i j j i i i i j j i j j j

i i i

k k A A A A A A x k t

c x k t

   



       

 

（3.27）

从而得到

.)]2(3
2
1515

2
5[

8
1

2
224224 tAAAAAA jijjii

i
i 


 （3.28）

结合式（3.15）中的初始条件，得到高次弱非线性 Klein-Gordon波动方程的

首项近似解为：

).cos()cos(~ 22221111 txktxku   （3.29）

式中

)).2(3
2
1515

2
5(

8
1

)),2(3
2
1515

2
5(

8
1

2
1

2
2

4
1

2
1

2
2

4
22

2
2

2
2

2
1

4
2

2
2

2
1

4
12

1
1













研究结果表明，对于具有五次方弱非线性项的波动方程的初值问题，由于受

到其他波的影响，方程的解的频率特性会变得更复杂，即频率不仅会变大，而且

还出现了 1 和 2 的交叉项 2
2

2
1 .
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第四章 弱非线性 Duffing-van der Pol波动方程的非线性特性

本章使用多重尺度方法，讨论具有三次方弱非线性项和一个外部激励项的

Duffing-van der Pol方程

).cos()1( 32 tFuuuuu   （4.1）

其中 F 和是常数， 是正常数， 是小参数， uu  )1( 2 为非线性阻尼项。

讨论系统振幅与非线性效应和系统振幅与频率之间的关系。

引入多重尺度

1 2, ,t t t t  （4.2）

设具有三次方弱非线性项和一个外部激励项的Duffing-van der Pol方程（4.1）

的解的多尺度形式展开式为

.)()();( 10  tututu  （4.3）

将式（4.3）代入方程（4.1）中，得到

).cos())(1()2(
212211

2222 tFuuuu tttttt   （4.4）

平衡式（4.4）两边的 0 项的系数，得到

).cos( 100
2
1

tFuut  （4.5）

从而得到 0u 的通解形如

).cos(
1

))(cos()( 122120 tFtttAu 





 （4.6）

再平衡式（4.4）两边的 项的系数，得到

.)1(2 3
00

2
0011

2
1211

uuuuuu tttt   （4.7）

将式（4.6）代入式（4.7）得到
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.3cos
)1(4

cos
)1(4

32cos
)1(4

3

2cos
)1(4

322cos
)1(4

3

22cos
)1(4

3cos
)1(2

3sinsin
)1(2

3

coscos
)1(2

3)33cos(
4
1sinsin

4
3coscos

4
3

]sin
1

cossinsincos[]2sin
)1(2

sin
)1(2

22sin
)1(4

22sin
)1(2

)3sin(
)1(4

2sin
)1(4

2sin
)1(4

3

)sin(
)1(4

22sin
)1(4

cossin
)1(2

sincos
)1(2

)33sin(
4
1cossin

4
1sincos

4
1[

sinsin2coscos2cossin2sincos2

132

3

132

3

1122

2

1122

2

112

2

112

2

12

2

122

2

122

2

1
3

1
3

1
3

12111122

2

12

2

112

2

112

2

132

3

1122

2

1122

2

132

3

112

2

122

2

122

2

1
3

1
3

1
3

111111
2
1

）（）（）（

）（）（

）（）（

）（）（

）（）（）（

）（）（

）（

tFtFttAF

ttAFttFA

ttFAtFAtAF

tAFtAtAtA

tFtAtAttFA

tFAttFAttFA

tFttAFttAF

tFttAFtAF

tAFtAtAtA

tAtAtAtAuut











































































































































（4.8）

根据式（4.8）的右边可以看出，其解将产生长期项，并且当
3
1,1 和 1

时，式（4.8）将产生小分母项，所以必须将长期项和小分母项消去。

本文将讨论
3
1

 的情形。为此引入

.
3
1   （4.9）

其中， ).1(O 将式（4.9）代入式（4.8）得到



弱非线性振动方程中的几种非线性特性研究

20
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3
1cos

)1(4
3
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3
1cos

)1(4
32

3
5cos

)1(4
3

2
3
5cos

)1(4
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3
7cos
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1cos

)1(2
3)33cos(
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3
1sin

1

2
3
1sin

)1(43
1sin

)1(2
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5sin
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3
7sin

)1(4
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5sin
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3
1sin(
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)33sin(
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1[cos)]3cos(

)1(4
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3)sin)3sin(
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1(cos2sin2[sin)]3sin(
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3sin
4
3)cos)3cos(
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4
1(sin2cos2[
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ttAFttAF

ttFAttFA

ttFAtAttF

ttAFttFA

ttFAttFA

ttAFttF

tAttFAF

AAtFAF

AAAttF

AFAAtF

AFAAAuut
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
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
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
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


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
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
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










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
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
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


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
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




































（4.10）

为了将长期项消去，必须

，0)3sin(
)1(4

sin
)1(2

3sin
4
3)cos

)3cos(
)1(4

cos
)1(2

cos
4
1(sin2cos2

232

3

22

2
3

232

3

22

2
3















tFAFAA

tFAFAAA

















（4.11）

和
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.0)3cos(
)1(4

cos
)1(2

3cos
4
3)sin

)3sin(
)1(4

sin
)1(2

sin
4
1(cos2sin2

232
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22
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3

232

3

22

2
3















tFAFAA

tFAFAAA

















（4.12）

由式（4.11）和（4.12）可得

2 2 6
3 2 3 2 2

2 2 2 2 2 6

3 3( ) ( ) 1 .
4 2(1 ) 4 2(1 ) 16(1 )

AF AF FA A A   
  

     
  

（4.13）

将式（4.9）代入式（4.13）便得到系统振幅 A与非线性效应 和系统振幅 A

与频率参数 之间的依赖关系

2 2
3 2 3 2

2 2 2 2 2 2

6 6
2

2 2 6

81 3 243( ) ( )
4 2(8 9 6 ) 4 2(8 9 6 )

91 .
16(8 9 6 )

AF AFA A A

F

  
     


  

   
   

 
 

（4.14）

根据式（4.14）可以得到，非线性效应 和频率参数 会影响系统的振幅 A。
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第五章 总结与展望

在力学、非线性光学、旋转波等众多问题中都具有非线性行为的特点[26] [27]。

近几十年来，学者们建立了许多非线性数学模型，并提出了许多求解非线性波动

方程的方法[28] [29] [30]。

本文主要使用奇异摄动理论中的多重尺度方法，讨论具有弱非线性项和外部

激励项是波动方程的初值问题。在第二章，使用多重尺度方法，研究了具有三次

方弱非线性项 Klein-Gordon波动方程的多波初值问题，得到方程的首项近似解，

研究结果表明，多波传播时，其中一个波的传播速度会受到另外波的影响，也就

是说，另外波的存在会使得波的传播速度（相速）超过波独自传播时的速度（相

速）。接着，使用Mathematica进行数值仿真，结果表明本文使用的多重尺度方

法的有效性。

第三章在第二章研究的基础上，讨论了具有三次方弱非线性项和五次方弱非

线性项的波动方程的单个平面波和双波初值问题。使用多重尺度方法，引入解的

形式渐近展开，得到方程的首项近似解，研究结果表明当波数增加时，解的频率

特性会变得更复杂，频率不仅会变大，而且还会出现振幅的交叉项。

第四章考虑了具有三次方弱非线性项和外部激励项的 Duffing-van der Pol振

动方程，类似地，使用多重尺度方法，得到方程的首项近似解、系统振幅 A与非

线性效应 和系统振幅 A与频率参数 之间的依赖关系。结果表明，非线性效应

 和频率参数 会影响系统振幅 A。

对于具有更高次的弱非线性项波动方程的多波初值问题，还有很多方面值得

我们进一步地研究。在本文中，我们使用多重尺度方法，主要研究了具有三次方

弱非线性项和五次方弱非线性项的波动方程的初值问题。在今后的研究中，我们

也可以尝试讨论波动方程的其它非线性特性，并做数值仿真实验。在讨论的问题

基础上，我们也可以考虑一些其他经典的数学物理模型。
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