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摘 任石
七

本文尝试性地建立刚体动力学的拟变分原理和广义拟变分原理敩为研究

刚体动力学提供一个新的有益的途径暎这里应说明下敩由于我们的专业主要

研究单体飞行器敩因此本文的研究主要建立单刚体的拟变分原理和广义拟变

分原理暎我们认为敩单刚体动力学是多刚体动力学的基础敩把单刚体动力学

的理论研究好敩多刚体动力学的理论也就水到渠成暎

本文首先介绍了变分与变积的相关理论知识暎推导了三类典型微分方程

所对应的各种泛函敩并且给出有关变积的几点说明暎

第二敩推导了非保守分析动力学的拟变分原理 拟 原理暍拟余

原理暍卷积型拟势能原理暍卷积型拟余能原理暎并通过一个算例说

明了以上原理的一般运用敩最后讨论了本章所提的非保守力概念的丰富含义暎

第三敩推导了刚体动力学的拟 变分原理和广义拟变分原理暎并

指出应用变分原理研究刚体动力学敩不仅可以求得问题的解析解敩而且可以

以变分原理为基础敩建立有限元和其它近似计算的模型暎说明了应用变分原

理来研究刚体动力学问题敩便于将非完整约束加入刚体力学系统暎最后给出

了一个应用算例暎

第四敩推导了刚体动力学初值问题的拟变分原理和广义拟变分原理暎结

合应用举例说明了应用变分原理来研究刚体动力学问题敩便于将伺服约束和

控制约束加入刚体力学系统暎

关键词 刚体系统 动力学 拟变分原理 非保守系统

必



哈尔滨工程大学硕士学位论文

一

敩

敩

敩

敩

一 敩 一 敩

敩 一

敩

一

敩



哈尔滨工程大学硕士学位论文

一

敩 一 一

敩

一

少



哈尔滨工程大学硕士学位论文

目 录

第 章 绪论 暛暛暎 暛暛

变分与变积 暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暛暛

变分 暛暛

变积 暛暛

三类典型微分方程所对应的各种泛函 暛暛

方程对应的泛函 暛暛

波动方程对应的泛函 暏暏暏暏暏暏暏暏暏暛暛

输运方程对应的泛函 暛暛敩暛暛敩

几点说明 暛暛

变积运算的另一种表示方法 暛暛

变积方法的发展 暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暛暛

本文的主要工作 暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暛暛

第 章 非保守分析力学 暛暛

分析力学的基本方程 暛暛

拟 暎原理 暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏一

拟余 原理 暏暏暏暏暏暏暛暛

卷积型拟势能原理 暏暏 暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暛暛

卷积型拟余能原理 暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暏暛暛

算例 暛暛

本章小结 暛暛

第 章 单刚体动力学的拟变分原理及其应用 暛暛敩 暛暛

单刚体动力学的拟变分原理 暛暛

两类变量的单刚体动力学的拟变分原理 暛暛

单刚体动力学的广义拟变分原理 暛暛

应用举例 暛暛

少



哈尔滨工程大学硕士学位论文
面亩亩面面面面面函百面面面面面面 面面面面面面 函面面面面面面面面面 面面面面面面面面 面面面面 面面面面面面面面面面面 面面面面面面面面 面

本章小结 暛暛

第 章 单刚体动力学初值问题的拟变分原理 暛暛

引言 暛暛

一类变量的单刚体动力学初值问题拟变分原理 暛暛敩 暛暛

两类变量的基本方程 暛暛

两类变量的单刚体动力学初值问题拟变分原理 暛暛

两类变量广义拟变分原理 暛暛

拟驻值条件的推导 暛暛

一类变量的拟变分原理 暛暛

两类变量的拟变分原理 暛暛

两类变量的广义拟变分原理 暛暛

应用举例 暛暛

本章小结 暛暛

结论 暛敩 暛暛

参考文献 暛暛

攻读硕士学位期间发表的论文及取得的科研成果 暛暛

致谢 暛暛



哈尔滨工程大学硕士学位论文

第 章 绪论

刚体并不一定是对刚硬物体的一种抽象敩对于一个变形体敩当我们只研

究其运动轨迹和运动姿态时敩便可以将之抽象化为刚体暎这时的刚体是假定

物体中任意两点之间的距离永远保持不变暎那些结构比较紧凑暍特征尺度不

大暍控制要求较低的航天器通常可以被视为刚性航天器暎同刚体运动一样敩

刚性航天器的运动可分解为两类分运动敩即质心的运动与绕质心的转动暎前

者称为轨道运动敩通常用六个轨道根数来描述敩它是航天器轨道动力学的研

究对象暎航天器轨道动力学脱胎于天体力学敩以牛顿第二定律及万有引力定

律为基础敩但它不像天体力学那样仅停留在单纯解释或预测客观现象的层次

上敩而是可以根据客观规律主动地设计和控制其运动 暎航天器绕质心的转

动称为姿态运动敩是航天器姿态动力学的研究对象暎航天器本体坐标轴相对

于参考坐标系的方向确定了航天器姿态的状况暎反映姿态参数在姿态机动过

程中变化的方程称为姿态动力学方程暎

一般来说敩航天器姿态变化必然通过万有引力主矢和摄动力的变化而影

响自身的轨道运动暎从这个意义上讲敩姿态运动和轨道运动彼此祸合敩需要

联立求解暎不过敩由于实际航天器的几何尺寸远远小于轨道运动尺寸敩姿态

运动对轨道运动的影响极其微弱敩在大多数情况下可予忽略暎

航天器在轨工作时一般采用三轴稳定或自旋稳定两种稳定方式暎在自旋

稳定航天器中敩有一类特殊的姿态动力学模型敩即准刚体模型暎这种模型保

留了刚体模型敩但又适当考虑了实际航天器中存在的弹性变形或流体运动因

素暎在模型中不增加反映弹性变形或流动的自由度敩只将它们作为能量衰减

因素纳入模型敩讨论总机械能衰减对刚体姿态运动的长期影响暎

由多个刚体基元以铰链相互连接构成了一类较复杂的航天器敩即多刚体

航天器敩如带多个对称转子的陀螺体卫星敩带刚硬太阳帆板的卫星敩带机械

臂的空间站等暎多刚体航天器是多刚体系统的典型工程应用实例暎多刚体航

天器动力学足航天器动力学与多刚体系统动力学发展的交叉领域暎多刚体系
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统是由多个刚体暍铰暍虚铰等基元按一定方式连接而成的敩具有链暍链等结

构形式 敩根据是否有根还可区分为有根系统和无根系统暎用数学工具描述

系统结构是研究多刚体系统动力学的第一步暎这些描述方式包括分层编号数

组暍关联矩阵及通路矩阵等 暎给出各刚体运动学表达式是研究多刚体系统

动力学的第二步暎接下来敩运用矢量力学或分析力学的方法可建立多刚体系

统动力学的普遍方程暎建模的具体方法十分丰富敩相关文献很多 一暎动力

学方程的求解是多刚体系统动力学研究的重要内容敩它要求速度快暍精度高暎

求解方法与动力学模型密切相关敩故建模中常常要照顾到计算效率问题暎

我们十分重视前人的研究成果敩也重视在前人研究成果的基础上敩开展

一些新的有益的研究暎尽管己经有许多学者应用分析力学方法来研究刚体动

力学敩但很少有学者系统地建立刚体动力学的拟变分原理敩并且用来解决刚

体动力学中的有关问题暎本文尝试性地建立刚体动力学的拟变分原理和广义

拟变分原理敩为研究刚体动力学提供一个新的有益的途径暎

变分法是研究力学暍物理学和其他各种技术科学的强有力的工具敩在许

多学科中己积累了大量的事实敩证实了变分法的重要意义暎本文应用变积方

法建立刚体动力学的拟变分原理和广义拟变分原理敩因此敩在绪论中说明变

积方法的梗概暎

变分学的早期的工作都是介绍如何把泛函的极值或驻值问题化为微分方

程的边值问题暎这是因为微分方程的发展在先敩变分学发展在后暎在早期敩

一旦将泛函的驻值问题化为微分方程的边值问题之后敩便认为问题已经解决敩

至少认为问题已经基本解决暎这类问题称为变分学的正问题暎

自从 提出直接求泛函极值的近似方法 即著名的 法 以后敩人们

发现从求近似解的角度来看敩从泛函的驻值问题出发敩常常比从微分方程边

值问题出发更为方便暎而电子计算机广泛应用之后敩这种观点得到越来越多

的赞同暎于是人们的研究目标从原来把泛函的驻值问题化为微分方程的边值

问题敩逐步转变为把微分方程的边值问题化为泛函的驻值问题 并不是所有的

微分方程边值问题都能化为泛函的驻值问题敩这里首先有一个转化的可能性
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问题 暎这类问题称为变分学的逆问题暎

经过 暍 以及随后的许多数学家的努力敩对于前一类问题 正

问题 已经建立了比较成熟暍比较系统的方法暎但是对于后一类新的逆问题敩

虽然也已有许多学者作了研究敩但总的说来还不很成熟暎变分原理作为有限

元法和其他近似计算方法的理论基础敩随着电子计算机的迅猛发展敩越来越

得到人们的重视暎因此敩寻求将微分方程的边 初值问题转化为泛函的驻 极

值问题的普遍方法敩已成为数学工作者和力学工作者十分关注的课题 暎

文献 暰从变分的基本运算出发敩探讨变分的逆运算敩提出变积的概念暎

作为应用的实例敩将三类典型微分方程的边值问题和初值问题化为了泛函的

驻 极 值问题暎

变分与变积

亦 怂
暏工 乙

设有定积分形式的泛函

一了斷敩敩敩敩薰薹 一

自变函数为 敩自变量为 暎

对 一式进行变分运算可得

矛敩日 暍 敩 日尸
口厂 口 敪 一敪 敪 劝夕以丫 敪 御 暱

敡即 薹一 即 薹 敡薹
一

泛函的驻值条件为 敩由于勿为独立变量敩故 一刀式为零的充要条

件为

在域中

在边界流 和 处
一

一一开一创二竺洲一瑟吠夕暍

这样便将泛函的驻值 习题化成了微分方程的边值问题暎
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变积

设在函数空间中敩将 一式相对于自变函数城 积分敩则有

若暎一厂广琴一李冀秘暍厂冀酬
四 妙 训 四

一

为了与微积分学中的积分相区别敩

分为变积暎

对 一式在自变量 域中分部积分敩

不妨称变分学中这种对函数空间的积

匀
敩斷了斷暍了暍

买斷一触争暏知斷薹一灯斷敩敩敩敡薹
进而有

一了尸敩敩敩夕敡冲
可见 一与 一相同敩由 一到 一的过程正是由 一到 一的逆过程暎

这说明敩正如积分是微分的逆运算一样敩变积是变分的逆运算暎

三类典型微分方程所对应的各种泛函

我们以二维问题为例敩考虑一部分边界上给出自变函数的值敩而在另一

部分边界上给出自变函数沿法向导数的值暎对于其他类型的边界条件敩可用

类似方法讨论暎

在二维问题中敩 一其 其敩改斷 即
用切 势表示两函数切与劝的卷积敩而

且总一记

敩 二 一
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方程对应的泛函

在变分学中敩基本上存在三级变量一自变量暍可变函数和泛函暎简单函

数和泛函的区别在于 简单函数是自变量的函数敩而泛函是可变函数的函数敩

独立自主地变化的可变函数称为自变函数暎

方程为

暎一 敩夕 在 中 一

其中敩薹 薹敩力为可变函数敩 敩夕为自变量暎空间边界条件为

薹
二厂

在 上

在胡暍上 为边界法线方向数
一

对 一和 一施以变积运算敩有

斷 暎一了冷暎 厂暡暎一薹薰粤 厂暡暬 一粤冷明 阴

一薹暎丝 甄 诬滋 广 暎敩面山一

一自伽翻一介与粤 粤暎当暎敩 妙 即
一

进而可得 方程对应的泛函为

暍日薹敩 敩 敩 敩 敩 敩敩 薹暍敩 敩薹暍敩 二一暰 一敩于击 一 户翻一云暡暰拼 拼 薹 一
副 暍 二敡 斷 洲斷 斷暍叙敡 暍即斷敡

如果我们只对 一式作变积运算敩则有

若敡薹敡 敩暎一 汰翻

知薹暏息敩扣薹一怠伽薹
一

暍产一叔即一而沙一而

一伽会
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利用边界条件 一则有

匕敡暎暎一广暡暎暍一厂暩伽翻一厂暩与粤粤暎粤 卜
阴 薰 敩 即 妙

进而可得

暎敩 一暩爪副一与暩斷鸟 座 脚胡 斷 月敡 月薹 斷 敡 斷
一

如果对 一 式的泛函 取变分敩将得到 方程 一和自然边界条件

一 而对 一 式所示泛函取变分敩将只能得到 方程 一敩而 一以

强制边界条件的形式出现暎

在下面的各节中敩将只导出带有自然边界条件的泛函敩而对带有强制边

界条件的泛函敩不难用相类似的方式导出暎

波动方程对应的泛函

波动方程边值问题对应的泛函

波动方程为

奕一暎一敩敩敩敩暎敩在薰上 一

其中敩薹二薹敩敩为可变函数敩 敩敩为自变量暎空间边界条件为

暎敩晰 在 暎上
鲤一暎 在 上

一

时间边界条件为

薹

州
薰斷

暎一 暎 敩夕
一 敩

一

对 一 暍 一 暍 一 施以变积运算敩有
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厂暎暎一厂暱暩暎一鸣 敩暍暎一 斷 众二暎薹一嵘

暏孤敩暎一豁 薹

暏工器一敩斷暏一
暏斷暎一斷侧敩薹

声 声敩敩 敩敩 暍暎 暎敩 敩暬
敩暎 暍斷 一 下敩 下甲洲

砂 斷 斷明 丈二暎薹
厂暩 敩敩敩一暎暎旦些鱼兰兰里月 鱼圣 里翻 敩敩翻

一怠薹帅敩夕敩薹众工伽薹

一加势器暏器薰器一器斷枷薹
一

由上式得波动方程边值问题对应的泛函为

暏丈二暎薹一知斷暏几敩暏薹

暏工暎暏暏敩敩敩暎卜暏塑丫塑 一工一敩敩敩敩薹

广暩扭翻 一喜广暩粤 暍粤 一粤脚 卜敩 乙斷 薹斷 改 妙

波动方程初值问题对应的泛函

波动方程方程为

令一一斷敩夕敩敩薹薹上 一

其中敩薹一薹敩敩为可变函数敩 敩夕敩为自变量暎空间边界条件为
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暎一 在胡 上

丽一薹敩斷在胡上
一

初始条件为

敩夕

一 暎 敩夕
一

波动方程初值问题由 一 暍 一 和 一 式构成暎

对 一 暍 一 施以 变换可得

夕 一夕 厂 一 一 一

仁一
之
敪 敩

一

这里我们记薹的 变换式为 敩脚 变换式为 等敩 为

变换中的参数暎

对 一 暍 一 施以变积运算有

薰一了工一奋
敩

一 万 斷 了 队例

暍厂 与暎暍一暎暎鲤 暍广暩胡薹 斷敡一 敡 口 胡
劣攀一 习

一厂爪暎一与斷薹薰 落薹一粤尸暎拟
一了无敩分斷

暏无薹岁矶

暏器薹器暍

敩敩暍暎 暎敩敩敩尹 敩 敩 暎日一 敪 一敪 口一二敪 敪
一 斷一叔 叔

一
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由上式得波动方程初值问题在相空间的泛函

一暩与敩一与 一典薹斷暎一宾 暎暎 暩典暎敩一暎丝一 薹 斷 薰 斷 一 胡 斷敡 薹

敩 敩 暍敩 暍敩暍

一 创敩 一 一敩二 敪 一 敪 一以刁
暏厂 一 敩厂 一斷 薹 敡斷

一

反演得原空间泛函

敩敩 敩 敩 敩 暍 薹二 一 九一 一 翻 一 二敩
月 艺 薹薹

一二敩暎一 薹暏红暎暏
暰于 敩敩

敡丽 万敡万脚 一

输运方程对应的泛函

输运方程为

粤一暎一 敩敩暎 在薰上 一

空间边界条件为

少一薹
谧口
敪 薹敩饭 敩
气 斷 暍

口

在胡 薹上

在 上
一

初始条件为

敩暎一 敩敩 一

对 一 暍 一 施以

一

变换得

一 一

仁一
之
敪

在胡 薹七

在胡 上
一

这里我们记暍的 变换式为 敩脚 助 变换式为 等敩 少
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变换中的参数暎

对 一 和 一 施以变积运算则有

薹砰一了工斷暰一爹一生 一生 暎洲 暍众薹如一斷嵘 薹

厂山
与丝一敩暎
敡日

一工
一 材

一生 暎暍 敩厂暩生暎一暎暎丝一 一敡 一
一敪 口 州

尹 敩 暎 尹 敩 敩 敩 暬
一 一谈了敩口 污 一 敪 敪 敪 敪 州滩

胡 一 浏 一叙 欲 即 即
一

由上式可得输送方程在相空间的泛函为

砰一暩工暎敩一与斷暎一生暎薹暩与暎敩一 些山一 与敩毗一 斷 一 胡 敡 薹 胡

敩 敩敩 暍敩 暍暎
二 气 二一 一 二丁一斷暪
乙薹 就 妙

暏

反演得原空间的泛函为

一工暰奋一薹一薰暏敩卜暏薹暏众暏暏一暏器

一众暍一薹暏扮嵘敩暏器暏骨暏器州
一

几点说明

变积运算的另一种表示方法

在实际应用变积方法时敩往往不写出变积的积分号敩而是设法将问题化

为某个泛函的全变分暎以下以 方程为例来说明问题暎

方程为
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敩 敩夕在注中 一

其中敩薹 敩夕为可变函数敩 敩为自变量暎

空间边界条件为

犷 薹
亏 薹
敪 薹敩
气 斷

在胡 薹上

在胡暍上 为边界法线方向数
一

将 一 和 一 式乘上相应的虚量敩然后积分敩并代数相加敩可得

暩 敩暎一了脚副 门 暎一薹薰丝滋敩 敩一丝触 一暎 一
一 胡薹 一 口 胡 敡一 敡

应用 定理

咖薹一 丝血 一暩马丝 丝暎鸟敩 胡 敩即 敩敡欲 叙 即 即
一

将 一 式代入 一 式

敩敩叮 一 口一 一
敩暍叙 欲 即

暍
一 一 占于胡薹一敡 斷

扣一工侧

暏黔 一瓜敩一斷薹一
一

上式可以处理为一个泛函的驻值问题

敩日 暍暎 敩 暍敩 二 暍日
一母 暰于 斷 于 薹州 户翻一暡 一敩于 污一 一
办斷敡叙 薰 斷敡 办斷 薹薹薹 敡 创暏斷

这就是 方程对应的泛函暎

对于波动方程和输运方程敩也可以做类似的变换敩不赘述暎

变积方法的发展

在微积分学中存在微分和积分互为逆运算敩但长期以来在变分学中只有

变分而没有其逆运算存在敩经过长期潜心研究敩梁立孚和章梓茂 年提出

了推导弹性力学变分原理的一种凑合法敩体现了薹变积薰思想萌芽 暎梁立孚
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和石志飞 年在暥变分学逆问题研究暦一文中敩明确提出变分的逆运算敪

变积的概念敩并且应用变积方法将数理方法中的三类典型方程的边 初 值问

题化为泛函的驻暍极值问题敩应用变积方法推导了弹性动力学的变分原理和

广义变分原理敩得到钱伟长院士的亲自推荐 敡暎梁立孚敩石志飞应用变积方

法建立了粘性流体力学的变分原理和广义变分原理 石志飞敩杜善义院士

应用变积方法建立了饱和多孔介质祸合系统的几类变分原理 暎新世纪以

来敩梁立孚和胡海昌院士应用变积方法建立了一般力学三类变量的广义变分

原理敡敩梁立孚暍刘殿魁和宋海燕应用变积方法建立了非保守系统两类变量

的广义变分原理 敩盛冬发暍程昌钧和扶名福引用变积方法建立了损伤粘弹

性力学的广义变分原理 敩以及梁立孚在专著 暥变分原理及其应用暦中建立

了电磁场理论的变分原理和广义变分原理敩标志着变积方法已经进入较成熟

的阶段暎梁立孚与罗恩一起建立了分析力学初值问题的一种变分形式的同时

敩将变积方法推广到卷积理论中敩从而将变积方法推广为卷变积方法或变

卷积方法暎变积方法还在进一步的完善和发展中暎

本文的主要工作

本文的主要工作分为以下几个方面

非保守分析动力学的变分原理 以往的分析动力学多为保守系统分析

动力学敩其变分原理主要是保守系统的 原理暎航天动力学涉及的系

统多为非保守系统敩作为它的研究基础敩极有必要建立非保守系统的拟

原理暎

原理是时间边值问题的变分原理敩而航天动力学涉及的问题多

数是初值问题问题敩作为它的研究基础敩极有必要建立非保守系统分析动力

学初值问题的变分原理暎

刚体动力学的拟 变分原理和广义拟变分原理 有多位学者应

用 原理来研究刚体动力学的问题暎但是敩无人建立刚体动力学的

原理敩更无八建立刚体动力学的拟 原理敩即非保守系统的
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原理暎本文将建立刚体动力学的拟 原理敩进而建立刚体动

力学 型广义拟变分原理暎应用变分原理研究刚体动力学敩不仅可以

求得问题的解析解敩而且可以以变分原理为基础敩建立有限元和其它近似计

算的模型暎

刚体动力学初值问题的拟变分原理和广义拟变分原理 拟

原理与 原理一样是时间边值问题的变分原理敩而航天动力学涉及的

问题多数是初值 日问题敩因此敩有必要建立刚体动力学初值问题的拟变分

原理和广义拟变分原理暎

这里要说明一下敩我们的专业主要研究单体飞行器敩因此本文的研究主

要建立单刚体的拟变分原理和广义拟变分原理暎我们认为敩单刚体动力学是

多刚体动力学的基础敩把单刚体动力学的理论研究好了敩多刚体动力学的理

论也就水到渠成了暎
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第 章 非保守分析力学

保守系统分析动力学的研究己经相当充分 一敩敩但是敩非保守系统分析

动力学的研究较少敩而我们研究的问题多数属于非保守系统敩为了弥补这一

不足敩并适应科学技术和工程方面的需要敩我们重点研究非保守系统分析动

力学暎

分析力学的基本方程

原理说 当物体从时间 暎所在的位置运动到时间 敩所在的位置

时敩在所有可能经历的容许路径中敩物体在每一瞬时都能满足牛顿运动定律

的路径是 函数对时间的积分取极值的路径 也是物体所经历的真实

轨迹 暎如所周知敩采用通用的符号敩 皿原理的泛函为

兀一丈斷暎敩薹敩斷敩买斷暎敩暍敩敩斷一暍敩敩敩敩 一
将式 一变分敩并令渐 一暎 经分部积分敩并按惯例在时域边界处

和 处取匆敩 敩可得

劝汽 敩 暍
奴 万一一下 万万一一了

内 拭
一

由于匆 的任意性敩由上式可得

竺 兰二 丝
暎寸

一

这就是一类变量的 原理的驻值条件暎

应用对合变换 暰敡斷敩可将 一变换为两类变量的基本方程

暩 日
敪 一一 敪 一敪

日暏 薹了 暏
沙一叮

一

一

进一步应用对合变换敩可将 一和 一变换为三类变量的基本方程
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为了便于推导非保守分析力学的变分原理和广义变分原理敩需要进一步

明确分析力学的基本方程暎对于稳定约束系统和半稳定约束系统敩动能为广

义速度的正定二次型

暏客客告暎可可 一

一 斷 暍 暍暍敩敩暍敩一 曶卜二暎暍 一 敩敩敩 敩暍敩敩 敩暍暍敩 一 敩敩一 一 敩二敩 暍敩敩关划敩 关刀刀劣陀阴贝姊及 以 一二甲敩敩故知敩分 刀早稳正约宋杀筑和牛

稳定约束系统动力学边暍初值问题的基本方程为

一下对 一

峨一可 一

尸一馨 了一
一

或者

可一茗 了一 一

其中敩 暎卜 暎一敩为 暎矩阵的逆矩阵暎

初始条件

叮斷 互 可 讯 夕尹 二可

斌 可 认 可 二 产

一

一

时域边界条件为

一氛暎可暛敩暎 可暛敩暎一武

队暏
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暎敩敩一斷暏层可斷斷暏认了敩产敩敩敩暏可 一斷
其中敩各变量的意义分别为 斷一广义坐标敩可一广义速度敩可一广义

动量敩 一广义力敩暎一广义质量敩薹暏薰一对时间的导数暎拭 敩纷敩为加

函数敩 伪敩呼敩敩为动能敩 伪敩敩为势能暎

基本方程的 变换式为

一冲尹 夕产

层一 一谬一暎

一

一

敩乒一著暎可一 一

或者

讨一馨浏一 一

拟 原理

分析动力学保守系统己经建立了相应 变分原理敩现在来建立非

保守系统拟 原理暎

将式 一 乘以相应的虚位移石 敩然后求和敩再对时域积分敩得

璐斷一暎 敡薹吼斷一 一

应用分部积分敩并令 在时间域边界为零

买客暎暎一客暎以哎客暎敩一关客暎敩 一二
将式 一 代入 一 敩得

璐丫薹斷暏薹吼敡一 一
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将式 一 变分并代入上式敩则 一 变为

关客斷敩斷暍暏暎暎暎斷暍敩一暎
考虑式 一 敩则有

一

馆斷客暎可薹今斷吼敡薹一 一

上式可进一步表示为

嗡合客户了暏如一璐成薹一斷一敩
将式 一 简记为

阮万敩一鸟 一

式中敩

二敩丈客合客暎可了斷以敡薹
斷岛一关客暎薹暎薹

其先决条件为 一 暎与 原理相对应敩将式 一 称为拟

原理暎当广义力 为确定函数时敩占鸟 敩此时拟 原理退化为保

守系统的 原理暎

拟余 原理

将式 一 乘以相应的虚动量 对敩然后求和敩再对时域积分敩得

蜷可一斷薰暎一 一

应用分部积分
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朴斌件多仪仪但馆柳敩一客暎薹川嗯咖尹斷
考虑到在时间域边界处取 可 敩得

买客峨薹卢卜璐脚产
将式 一 代入式 一 敩并考虑式 一 的变分为 可 占

雌刚户吼斷冲一
将式 一 代入式 一 敩得

关客斷客敩薹斷吼斷冲一
上式可进一步表示为

哎客客扒脚暍关客以薹吼薹一
将式 一 简记为

犷 岛

式中敩

暎一关客客合乒敩了斷
斷暍一买客以斷暍斷薹

其先决条件为式 一 暎与余 原理相对应将之称为拟余

原理暎当广义力以为确定函数时敩 鸟 一 敩此时定理退化为通常的余

原理暎

拟余 原理还有另外一种表达形式暎应用对合变换敩可以将式
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一 变换为

哎客妙薹关客斷暎一 一

将式 一 简记为

那暎 鸟 一

式中敩

瑞一关客妙
斷岛一关客暎斷砂

其先决条件为 一 暍 一 暎

拟余 原理犷 敩占岛 一暎的拟驻值条件为

乏暎斷一么一 一

拟余 原理贫暎 鸟 一暎的拟驻值条件为

告客了暏合可一峨一 一

可见敩拟余 原理的拟驻值条件反映的规律都是以不同变量表示

的几何条件暎

可以证明敩对于精确解敩存在着关系式

月敩 万 一

无论保守系统还是非保守系统敩 一 均成立暎
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卷积型拟势能原理

应用变积方法敩将虚位移的 吻 变换 氛乘以式 一 敩然后求和敩

一菩卜砂尹薹氨暏产斷敩斷呀斷暏亘斷氛敡一
一

考虑到式 一 的变分式为

氛一讨

则式 一 变换为

一

万对斷谬一薹氨一亘斷盛敡暏 一

将式 一 代入式 一 敩可得

乏互暎可斷谬一薹氨一亘薹敡一 一

上式可进一步表示为

斷客合客 一乒斷氛一亘斷敩暏客
氨 一

将式 一 简记为

犯暎 占么 一

式中敩

薹一客告客暎谬订一暎氨一暎氛
薹么一万岳碱

其先决条件为 一 暎

将式 一 由相空间反演到原空间敩则得
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可敡可一乒吼一敡敡斷菩吼够以一
一

乙勺问一石间口月

将式 一 简记为

犯暎敩占练 一

其先决条件为 一 暎在各种可能的运动状态中敩精确解使拟变分式 一

成立暎

这就是卷积型拟势能原理暎当外力 为确定函数时敩 练 一 敩此时该

定理退化为通常的一般动力学中的卷积型势能原理暎

卷积型拟余能原理

将式 一 乘以相应的虚动量的 变换占可敩然后代数相加敩可得

一菩敩层一亿斷一评敡斷户乒一
一

式 一 的变分为

一 户尹 占 一

将式 一 代入 一 敩得

孙斷敡尹暏谬薹敡产一斷薹亘敡一 一

将式代 一 入式 一 敩得

万凤斷办茗叽薰薹敡乒一氨斷级敡一 一

上式可进一步表示为

薹客风可暏合客暎敩尸敩了敩一客氨薰级一薰
一

将式 一 简记为
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扩 敩一占鸟 一

式中

云一客陌斷敩尹暏合客暎薰乒敩
斷么一客斷卢亘

其先决条件为 一 暎

将式 一 由相空间反演到原空间敩

占 一
臼间

一

口厅暎

斷客风乒暏合客

则得

可

将式 一 简记为

岔 敩一占鸟

式中

一客以尹暏合客产敡敩了
薹么一茗吼薹

其先决条件为 一 暎

这就是卷积型拟余能原理暎当广义力 为确定函数时敩

该定理退化为通常的动力学中的卷积型余能原理暎

算例

如图 所示敩此系统总质量 用图中的刚体表示敩由于滚筒约束敩刚体

只能发生简单的平移敩因此用单一的位移坐标 就可以完全确定它的位置暎

抵抗位移的弹性抗力由刚度为 的无重弹簧来提供敩而能量耗散机理用阻尼

器暎表示暎产生此系统动力反应的外部荷载是随时间变化的力 暎这是一

个非保守系统敩拟 原理表示为
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脚脚脚

暎

图

胡 一占岛 一

其中敩一关合
敩

刀比斷一一 斷一亡尤 丫 斷鸟一买一劝改 劝 冲

将式 一 写成展开形式敩则有

犯一斷鸟一哎合袱敩一工欣一汰 冲一关斷一斷改斷敩冲
一买薹斷一薹薹一薹薹一斷薹敩薹斷敩冲一关斷一斷改斷敩冲一一敩乃
进行分部积分

关耐斷一薹斷之一关耐斷 一

将式 一 代入式 一 敩并且按惯例在时域边界处取占 敩

犯万一斷鸟一关一斷一改一低敩薰敩一
由于占 的任意性敩故由上式可得

整理可得

一

袱 改 行 夕 一

这个微分方程的解敩可以处理为该方程的特解和齐次方程

袱 改 放 二 一

的解的叠加暎齐次方程的解为

敩一 暎暎敩敩群里竺因暢鲤 暎 暎一枷 一

其中敩田一福为系统的固有频率敩
夸为阻尼与临界阻尼的比值言一二

切

一暎弄丁为阻尼系统的自振频率敩双敩二 分别为暍敩二的初始值暎
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由于阻尼的存在敩齐次方程的解会逐步衰减掉暎

设 暎 面敩则微分方程 一 的特解为

敩敩 暎暍 暎敩暎
兀敩 几了足万 一蔽蔽下不不石万 一 薰 城 一斷卯 斷暍

凡 气一 气斷
一

其中敩厉是荷载频率敩声 厉 暎是荷载频率与固有频率的频率比暎此解

有时称为稳定解暎

理论和算例表明敩本文提到的非保守力的概念是含义丰富的概念敩它既

包括飞行器空气动力学和船舶流体力学中的阻力敩也包括结构的内阻尼敩还

包括所谓伴生力暎在飞行器空气动力学和船舶流体力学中敩对阻尼进行了深

入研究敩有成熟的公式和正在研究中的新公式供参考暎文献 暰 中敩对如何

处理结构的内阻尼进行了较详细的说明暎文献 暰 对伴生力进行了较深入的

研究敩并且给出确切的算例暎

本章小结

为了便于推导非保守分析力学的变分原理和广义变分原理敩本章先介绍

了力学的基本方程暎随后在进一步明确分析的基础上建立了非保守系统拟

原理暍与余 原理相对应的拟余 原理暍卷积型拟

势能原理以及卷积型拟余能原理暎最后通过一个算例说明了以上原理的一般

运用并讨论了本章所提的非保守力概念的丰富含义暎
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第 章 单刚体动力学的拟变分原理及其应用

通常所说的刚体动力学敩其主要内容是研究刚体绕定点的运动暎这是因

为刚体的一般运动常可分解为质心的运动及相对质心的转动敩而前者可归结

为质点的动力学问题暎刚体绕定点运动是从十八世纪开始研究的暎当时敩出

于航海事业的发展敩提出了关于船舶摇摆运动规律的问题敩欧拉 一

最初的研究就属于这类问题 天文学中关于建立地球进动与章动的解析理论

也从另一方面推动了刚体绕定点运动的研究暎此外敩这种研究在外弹道学中

也有重要意义暎

十八暍十九世纪关于刚体定点运动的研究工作首先集中在如何列写运功

微分方程式及如何对运动微分方程式进行积分 求解 敩特别是关于薹重刚

体敩敡主动力只有重力敩这是主动力的最简情况 的定点运动解决得比较完善暎

这一部分研究工作常称为定点运动的古典理论暎欧拉于 午最先列出了刚

体定点运动的动力学方程式敩这些方程式后来就被称为欧拉动力学方程暎欧

拉还研究了外力矩为零的情况敩即刚体绕定点的自由运动或惯性运动 这时

运动微分方程式有精确解暎三十年后敩拉格朗日 一 发表了著名的 暥分

析力学暦敩其中第九章解决了定点运动微分方程式在新情况下精确求解的问

题敩这就是拉格朗日情况暎这时敩刚体的质量分布受到了限制敩即刚体必须

是旋转对称的敩但重心则可位于对称轴上任何一点暎此后的很长时期敩研究

工作都只限于对上两种情况的补充与完善敩却再也没有找到新的可积情况暎

年雅可比 一 提出了所谓第四积分问题敩即若要刚体统定点运动

的运动微分方程可积敩必须找到第四个首次积分暎欧拉暍拉格朗日都是不自

觉地找到了第四个首次积分才最终解决问题暎 年俄罗斯青年女数学家柯

娃列夫斯卡娅中选的论文中提出了第三种可积情况暎但后来的长期工作证明

了 除上述三种情况外敩再没有任何情况下能找到第四积分敩除非对运动的

初始条件加以限制暎

刚体定点运动的研究工作在陀螺仪器刘发展过程中获得了新的进展 当
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刚体具有很高自转角速度时敩就成为人们通常所称的陀螺暎它的独特的力学

物胜早已为人们所熟知敩但真正把这些特性用于实际敩却是十九世纪的事了暎

自从 年人类首次发射人造地球卫星以来敩航天技术发展十分迅速敩

因而形成了一门薹人造天体力学薰的新兴学科敩它与古典的天体力学不同之处

在于人造天体 卫星暍飞船暍空间站等 还可受人为的控制力作用暎它主要分

轨道力学及姿态动力学两方面敩而后者的内容就是研究这些人造天体相对质

心的运动敪 主要是姿态的稳定与控制暎由于作用力矩可以是复杂的干扰力

矩和控制力矩敩关于定点运动的经典理论在这里获得很大的丰富与发展

当前世界上正经历着一场新技术革命敩其重要内容之一是发展各种类型

的机器人 机器人是一个由计算机控制的复杂的光机电系统敩但其运动问题

则属于刚体系动力学的范畴 此外敩关于人体运动的研究在体育科学中也得

到了应用暎例如体操及跳水运动员怎样控制身体各部的动作才能作出复杂而

新颖的空翻动作暍跳高运动员怎样改进技术才能跳过更高的高度敩以及如何

制定宇航员在完全失重情况下的动作规范等敩都是当前的研究课题暎在这些

研究中通常把人体简化成若干刚体铰接而成的树状结构 近几十年来逐渐形

成了一门新的学科敪 多体系统动力学暎

多体动力学的研究起步较晚敩大约起源于 世纪 年代暎在这方面早

期有 在 年代初的研究工作敩他首先研究的是带有弹性附件的卫星

的动力学问题敩这就是所谓的多体簇系统 圳暎 的最大贡献在于他采用

了由 和 所提出的混合坐标法敩将刚体位移和附件的弹性

振动在不同的空间中度量暎利用这种方法可以极大地缩减系统的自由度敩使

方程的求解成为可能暎正因为如此敩这一概念后来被广泛地应用于多体系统

动力学中暎还有 暰敡暍 暰以及其他一些学者也在这一领域作了大

量的工作暎到 世纪 年代末 的专著 的出版 敩说明多体

动力学已经成为一个独立的学科暎我国学者黄文虎 薹暍马兴瑞 暰到暍刘延柱网暍

陆佑方 暰暱也为该学科的发展做出重要贡献暎

在航天工程中敩很多领域的问题都需要用多柔体系统动力学方法来解决敩
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如大型附件的伸展或展开问题暍航天器的对接问题等暎多体系统动力学在机

器人 又称机械臂 动力学中也有重要的应用敩例如机器人动力学问题以及多

个系统协调工作中的协调动力学与控制的问题敩这是近年来研究得较深入的

两个方面暎多体动力学在航空暍航海暍交通运输暍机械工程中也有重要的应

用敩不赘述暎可见敩多体动力学在国防和民用经济建设中有广泛的应用前景暎

开展多体动力学的理论分析敩需要杂交一般力学暍固体力学和自动控制

等多个学科敩因此学科杂交既是本课题研究的显著特点敩也为本课题的创新

奠定了基础暎

近期的研究表明敩由于多体构形的复杂性敩目前解决多体动力学问题主

要是依赖于数值的暍定量的分析方法敩几乎没有人进行解析的分析讨论敩这

对于深刻把握系统的非线性力学实质暍预测系统的全局动力学现象是十分不

利的暎因此敩极有必要开展多体系统的理论分析敩当然敩这是一个十分复杂

的问题敩解决它可能需要很长的时间 暰暱暎我们的研究就是适应这种需要而展

开的暎

本章研究单刚体动力学的原因是敩一方面单刚体动力学是多体动力学的

基础敩把单刚体动力学的理论研究好了敩多体动力学的理论也就水到渠成了

另一方面敩单刚体动力学还有它独特的重要应用暎以航空宇航科学技术为例敩

如果说多体动力学在复杂飞行器 例如 人造卫星暍宇宙飞船暍空间站和航天

飞机 的研制中有重要应用敩那么可以说单刚体动力学在单体飞行器 例如

飞机暍导弹暍卫星或洲际导弹的拦截器 的研制中有重要应用暎更何况复杂飞

行器在发射阶段要通过大气层敩有的还要返回大气层或再入大气层敩这时多

数也简化为单刚体暎

变分原理在我国航天事业发展中敩曾经做出重要的贡献敩我国和国际著

名变分原理学家胡海昌曾经担任我国第一颗人造地球卫星总体组组长便是一

个例证敩其中部分理论成果形成一部专著 暰周敩现在我国的航天事业已经发展

到嫦娥奔月暍甚至奔向火星的新阶段敩变分原理应当再立新功暎
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单刚体动力学的拟变分原理

因为这类问题的变量多暍公式复杂敩以下采用 张量书写 暎

对于单刚体上的某一点敩总矢径为尺一 声 敩其中敩 厂为质心矢径敩

为由质心到单刚体中任意一点的矢径敩如图 所示暎

图

我们注意到只有刚体转角乓很小时敩才能处理为矢量敩称之为小角定理暎

这里乓可以认为满足小角定理敩或者认为是伪坐标暎可见敩刚体上任意一点

暍一 暍敩 夕 改 一 敩 暍暍一 敩敩暍敩暍暎 敩暍暍敩阴迷 及 刀 一 一 一 暎皿 用 转 动 足 埋 敩汪 息 到 找 们 阴 刀 罕 幌 型

中敩 为刚体中质心到任意点的距离敩而刚体中任意两点间的距离都是常量敩

二 奴囚 此 止 敩敩一故 有 一
敩 敩 二暎

敪 已斷敪 暎 已铸敪 暎敩 习厂夕亡钊
敩 薹 薰薹

些二鱼

一争暏际争暍一暍暍争暍
一争暏暍争暍

一

一一一帆

动能为
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二 况 厂 斷 暍汉矛厂 已暩于举 导 暩叔干乙 暍二一气 二于 暎二产戈 一暍 薰凡 薹薹 斷敡敡薹

如果认为导致刚体运动的力为非保守力敩即作用于质心的主矢双和主

矩 斷为非保守广义力敩则拟 原理表示为

阮敩一么 一

式中

敩 夕 斷 暍己丫犷 没 暍
二暎敩 斷暰云二于一 暍下上 二于二 暎共严 只敩 敩乓 一斷暎敩 斷 薰薹 薹斷敡 斷敩敡敡斷敡

薹鸟一关 斷暎斷斷敩 一敩
因为

转鲁鲁

一蜡等争 暏芹

一合舰争争暏合登二

斷暍
下牛瓜 二 下一乓关 暎下平
口 乙 敡 口 口

一

暍敩少月暍产
一

内氠暍内氠暍了矛暍了暍

敩 单刚体动力学的拟 原理又可以写为

阮万敩一占么

中以所式

声敩 厂 歹
凡 敩仗 一下 一下

薹斷 乙 口 口了

丝 双 暎

薹暎一关 斷互典薹蔑敩敩 一

其中敩 为时间敩 为质量敩 厂为对质心的动量矩暎对于为什么可以将

拟 原理写为如上的形式敩可以参阅文献 暰 暍 暰 暎

胡海昌曾经指出敩检验变分原理的最好的方法是推导其驻值条件暎以下

推导单刚体动力学的拟 原理的拟驻值条件暎
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将拟 原理写成展开形式

阮 一么

才
敩 一
斷暎敡

些 些 生塑 厂 只 厂 斷乓 一

丈 厂斷双乓薹敩一
进行分部积分敩并经进一步的运算敩可得

些暎些 一些暎卜一厂邺 暎斷暎 斷斷斷暎斷 一

不难证明

暎碑丝 一与丝 生竺研 一洲 竺敡 薹 斷 薹 一

进行分部积分

内碑丝 一广 暎竺 一 姐卜广兰 姐暎敡 敡斷 暎敡 薹斷薰暎 一

如果应用 坐标转动定理敩上式可以变换为

内碑丝 沂姗 一广些 暎二斷竺洲斷斷 薹 薹斷斷暎暍 薰薹 一

将 一 一 一 代入 一 敩按惯例在时域边界 和 处取 厂一暎敩

乓 敩整理可得

暍 一暎暎一关一争暏暎暏一争暏斷斷暎暱一 敩一薹
由于占 暍占乓的任意性敩故由上式可得拟驻值条件为

一
敡

互

万厂
一
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两类变量的单刚体动力学的拟变分原理

应用对合变换 暰暱敩可将单刚体动力学的拟 原理 一 式变换为

面月一鸟 一

式中

二敩暏关合 暏合斷暎田了暏双敩暏薹斷典冲
斷暎一关 薹只乓薹斷

一

一

其先决条件为

暍一令一
一登一

一

这就是单刚体动力学两类变量的拟 原理暎其中敩 为质心运动

速度敩叭为转动角速度敩人为转动惯量暎

以下推导单刚体动力学两类变量的拟 原理的拟驻值条件暎为

此 将式 一 写成展开形式

渐刀一鸟

一暎广暍工 薹 生以 暎 以 敩沁斷一 薰

一关暍斷暍暎暎敩薹二 暎敩 斷暎暎暍

一广 斷 乓暎暍斷 一

先决条件的变分式为

暍一斷争一
暍一薹登一

一

将 一 代入 一 式敩可得
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石兀厅一占鸟

一广 陌些 工斷暎暎丝 敩助 敩 姐斷一 斷 薰敡
一

应用 定理 分部积分 敩考虑到转动惯量张量的对称性敩则有

广 薹些 一 薹 卜广 丝 暎
暎 斷 薹 斷薹 暎 一

关暎田敩斷登薹一暎田敩毗一买景即了暍
将式 一 暍 一 代入式 一 敩并且按惯例在时域边界处敩

典 敩可得

一

取占 暍

暎暎一暎暎一关一夸暏薹暏卜景薹暎田敩敩暏斷敩斷典冲一

由于 厂暍 典的任意性敩故由上式可得拟驻值条件为

敩
一 敪 只

敩
一一 暥 田

斷薰

一

明显可见敩单刚体动力学两类变量的拟 原理的拟驻值条件与其

先决条件一起敩构成封闭的微分方程组暎

若将运动学方程和几何方程代入式 一 中敩可得

敡
双

暍
一一 一 暍

敡薰 斷

一

可见敩式 一 和式 一 相同暎
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单刚体动力学的广义拟变分原理

一类变量单刚体动力学基本方程为

暎邺 一双一
敡

些 一暍一暎
一

应用对合变换可得两类变量的基本方程为

歹
一 一 一

敪
一双二 一

典
一

办 田

一 一一卫 上一 一

些中

将式 一 暍 一 暍 一 暍 一 分别乘以相应的虚量占 可 暍 沂暍

人田广 姆 敩然后积分敩并代数相加敩可得

户一一手斷暍一夸

一二一登盯暎田敩一

办 田斷

一双 少一一一卫斷乙一 以斷薰 敩敩敩暎暍
一斷

应用分部积分敩则有

买暎夸斷敩一暍暎敩咬

户一弩暎暎一暎暎敩暎暎

关可斷
一

厂 暎暎丝斷薰敡 一

将 一 暏 一 式代入 一 敩并且按惯例敩在时域边界处取 敩 暍 乓等于
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零敩整理可得

了一 暎 些 暎 暎些 双暎 斷暎斷暎丝 敩
斷敡 斷敡 薹 薹 薰敡

姐一暍盯薹暎斷丝 叔暎 敩一暎

一

进而可得

万 己丫一 少
斷暎一

已
厂少 毋斷一 一一 以田斷

了 一

敩敩一关斷薹暎斷敩敩一
简写为

一 口
吝 一

其中

一广 些 暍一生 丈暎丝一与暎暎 敩协斷暎一 斷 薹 薰了

斷 一关斷厂斷乓斷斷敩
这便是两类变量的单刚体动力学广义拟变分原理暎

以下推导这个单刚体动力学两类变量的广义拟变分原理的拟驻值条件暎

单刚体动力学两类变量的广义拟变分原理表示为

占 一占口
占 一

其中

暎一广 些 一工 工暎斷丝一与暍 妞 敩协斷一 斷 薹 薰

薹 暏关斷沂薰双乓薹
将式 一 写成展开形式敩可得
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关卜暏斷一誉斷暍一暍斷手暏斷暏斷暎田敩斷登暏

薹一薹暎田敩暏登薹暎一
一

应用分部积分

关暍斷争薹一暍薹一关爪夸斷

关暎暎鄂一暎域一关争暍

一

一

将式 一 暍 一 代入式 暏 敩并且按惯例敩在时域边界处取 厂一 暍

占乓 敩整理可得

户一暍一争斷可敩

一登薹暎

一 丝 一邢 一竺理乙一 做薹 斷敡
一

由于 暍占 暍 典和 人暎敩的任意性敩故由上式可得拟驻值条件

少一一 一

乒敪
一双 一

以 一
丝 一

办尸
一 二 一

应用举例

单刚体动力学的拟 原理可以写为
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阮厅一鸟 一

式中

斷 暏关小争争暏合登 暏暍暏从暎
斷鸟一关 斷暎斷斷

一

一

假设非完整约束条件为

敩厂敩典敩厂敩典 一

将拟 原理写成展开形式

阮暎敩一占么

一吠合
汀沂就厂敪 敪 工丝 万万敩双 万叹价 一

暥 厂斷双乓薰敩敩一
对非完整约束条件应用

犷 敩

二二丁 大少
户

一一敩

典
占乓

条件暎可得

一

本文作者注意到 条件的写法与一些著作中的差别来源于本文

用张量符号书写敩而一些著作中用一般的代数符号书写暎

进行分部积分敩并经进一步的运算敩可得

关 些 敩些暎 卜广邺 暎斷斷薹暎斷 一

不难证明

解丝 一与些 生丝研 一洲 竺敡 薹 斷 薹 一

进行分部积分

厂暱暎工丝 厅 一广万暎丝 敩一厅暎 敩一犷兰万暎汉
敡么 斷敡 斷 斷 薹 斷 斷暎

一
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如果应用 坐标转动定理敩上式可以变换为

丙碑丝 沂掀 一广些 暎薹斷竺斌暎敡 斷敡 薹斷薹暎暍贪 薰薹
一

将 一 一 一 代入 一 敩并且应用 乘子法将 条件弓

入泛函中敩按惯例在时域边界 和 处取占声 敩占尽一 敩整理可得

万敩敩敩 歹 斷 暍 敩 敩 万厂 犷 暍山 敩一 口暎 一斷暩卜 二共二 几止二一暍 歹 卜 二二二乙 几二斗暍
一 敩暎斷暏 价暏 斷 衅 薹 敡 斷 日典斷

一

由于 厂暍占乓的任意性敩故由上式可得拟驻值条件为

敩
一 一一甲丁

斷

萨户斷 凡一

汀户

一竺立 丝一暎典

一

可见敩上式与约束方程 一 构成封闭的微分方程组暎

文献 暰暬指出敩航天器动力学的系统敩常常具有非完整约束敩应用变分

原理来研究刚体动力学问题敩便于将非完整约束加入刚体力学系统暎这便说

明建立刚体动力学的变分原理的优越性暎

本章小结

本章首先概要介绍了刚体暍多体系统动力学的发展背景以及一般所采用

的分析解决方法敩指出单刚体动力学研究的必要性和基础性以及变分原理的

特殊应用前景暎接着尝试性建立了单刚体动力学的拟变分原理暍单刚体动力

学两类变量的拟变分原理暍两类变量的单刚体动力学广义拟变分原理敩并推

导了各自的拟驻值条件暎最后结合应用举例说明了应用变分原理来研究刚体

动力学问题敩便于将非完整约束加入刚体力学系统暎
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第 章 单刚体动力学初值问题的拟变分原理

由于变形体力学的广义变分原理在有限元素法和其它近似计算方法的应

用方面取得重大成功 一敩敩各国学者努力将广义变分原理的研究推广到分析

动力学中去敩但是敩由于这一研究的难度很大敩长期进展比较缓慢暎文献 暰

介绍了国外学者研究分析动力学中的变分原理的情况敩将我国学者对分析动

力学中的变分原理的研究引导到世界性研究的前沿暎文献 引入广义

敩 一 原理敩应用凑合法建立了分析动力学边值问题的第二类

变分原理 即广义变分原理 敩并且将之写成正则形式暎文献 暰 应用对合变

换推导出两类变量的 原理敩应用 乘子法推导出分析动力学

边值问题的两类变量的有附加条件的广义变分原理和无附加条件的广义变分

原理敩推导了各类变分原理的驻值条件暎文献 暰 应用对合变换敩将两类变

量的广义变分原理的驻值条件变换为三类变量的控制方程暎按照广义力和广

义位移之间的对应关系敩将各控制方程乘上相应的虚量敩代数相加敩然后积

分敩进而建立了分析动力学边值问题的三类变量的广义变分原理敩我们将这

种建立广义变分原理的方法称为变积方法暎以上文献都是研究边值问题的暎

对于初值问题敩 年 利用卷积理论敩提出了与弹性动力学初

值问题等价的变分原理汇敩敩这种 型变分原理为建立弹性动力学初值

问题的各种近似解法奠定了可靠的理论基础暎近十多年来敩罗恩对线性变形

体动力学的初值问题的变分原理进行了比较全面深入的研究敩系统地建立与

发展了线性和非线性变形体动力学的 型变分原理 暰一 暎在分析动力

学中敩存在大量的初值问题敩但是敩研究初值问题的变分原理和广义变分原

理文献较少暎梁立孚敩罗恩敩冯晓九敩在文献 暰 中建立了分析力学初值问

题的一种变分原理形式暎

对于非保守系统敩国外以此 为代表敩提出广义自共扼的概念敩建

立了广义的 原理敩给出了著名的此 杆模型啤敩暎我国学者在

文献 暰 的研究中发现敩玩 仅研究非保守系统的势能原理敩而忽视了对
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余能原理的研究敩通过发展 的研究敩并发扬国内对广义变分原理研

究的优势敩在伴生力系统的前提下敩建立了非保守系统的余能原理敩进而建

立了关于弹性理论非保守系统的一般变分原理暎文献 建立了非保守系统

自激振动的拟固有频率变分原理暎文献 暰暬建立了非保守系统的两类变量的

广义拟变分原理敩并且给出同时求解一个典型的伴生力非保守系统的内力和

变形两类变量的计算方法暎以上工作都是研究边值问题的暎梁立孚敩罗恩敩

刘殿魁敩在文献 暰暬中建立了非保守弹性动力学初值问题的简单 型拟

变分原理暎

本章我们将建立单刚体动力学初值问题的拟变分原理和广义拟变分原

理暎

日 台
二 二刁

单刚体动力学的基本方程为

暍产暍声
敩汃敩

了暍暍叮了暍暍

只
一尸一卜

一兰 竺 一暎薹薰

敩俨仔

初值条件为

暎暍些 无暎暍暍敩敩 一暎

一 已暍二几二乙 暍
暍敩敡 敩一暎

基本方程的 变换式为

一夕敡密一衅厂 一戈 或一暎

一 暎暰暎敩一 暎敩 斷一

一

一
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一类变量的单刚体动力学初值问题拟变分原理

乃俨俨应用变积方法敩将虚位移的 变换暎戈 暍施斷分别乘以 一暍

式敩并代数相加敩得

一夕敡戈厂一 一戈 欢暎戈

一川暎夕暎敩一 暎敩 敩扮斷

进一步变换为

弋一丁矛即斷
匕

厂 娜江厂 厂刀薹厂 厂

少俨侈
敩 二 二

一尹斷人峨峨 暎敩暎斷 暎 暎斷只 沂 斷敩

一 互 斷 斷
上式简记为

祖 敩一鸟

其中敩

一告敡宕密暏
娜江 优尤厂

一合敩暎薹斷薹敩暏暎暍薹斷暏暎氏薹敩暏或密暏薹斷薹敩
占双 斷 敩一一岛

将 一由相空间反演到原空间敩得

亏一一

互 厂

汉丫乒敩汉万乒
敪 敡尸敪 袱 一生丈丝 暏竺 工斷薰 一

乓一敩 互 乓 占 敩暬二

将 一 简一记为

犯 敩一鸟 一

其中敩
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斷 一一 些 些 砍 一与 丝暏竺 敩暍 敩
斷薰斷 薰

互 敩典

占鸟 咨只 典 占 斷

这便是一类变量的单刚体动力学初值问题的拟变分原理暎

两类变量的基本方程

应用对合变换敩可得两类变量的基本方程

沈丫厂
少一一 一

一 敪 双 一

叹
田 一一 一

一景薹暎敩暏斷一
一

初值条件为

敩暎一 敩敩暎一可

乓敩暎一乓 敩似敩二暎一叭

一

一

相应的 变换式为

讨一衅 厂 厂 一

一呷讨 可 界一 一

乓一夕 斷乓

一 厉敩 暎叭 敩暏

一

一
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两类变量的单刚体动力学初值问题拟变分原理

应用变积方法敩

式敩并代数相加敩

将虚位移的 变换暎戈 暍脑斷分别乘以 一 暍

得

一一呷讨 厂 双 厂一一 暎斷 暎田敩 斷犯敩一 一

式 一 暍 一 的变分为

讨一夕占厂 暍 乓一夕阳敩 一

将 一 代入 一 敩整理得

暎告暍暍一 敩一或斷厂暏合暎暎乓一暎毋敩薹敩一薹斷薹敩一
占双 敩 斷

上式简记为

胡暎 占练 一

其中敩

讨讨一 可 一双
暏合暎厉敩暎一暎暎敩薹

一

占必 双 斷占 斷

其先决条件为式 一 暍 一 暎

将 一 由相空间反演到原空间敩得

暎告暏暏一 一暏暏合斷暎田敩暏二一斷暎毋了斷敩叹一敡典敩一
厂占互 典 斷

上式简记为

犯暎 鸟 一

其中敩
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斷 一 刀卫丁可一可 敩 一双 敩
暏合暎田了敡叭一斷暎暎了

典一 斷叹

双 典

其先决条件为式 一 暍 一 暎这便是单刚体两类变量拟变分原理暎

两类变量广义拟变分原理

应用变积方法敩将虚位移的娜 变换占 讨 暍 戈厂暍占 暎厉敩暍拍斷分

别乘以 一 一 一 式敩并代数相加敩得

阿 一 厂 声 暬占 讨 暰一呷讨 可 双 厂

暰奴一尸

上式可以变换为

典 暎敩 一 暎敩 暎田敩 斷扮斷一
一

斷合暍一敩斷一 卜暍戈暏宾斷暍尹斷暍

应 乓暎斷几色典 叭 斷暎斷 一

一 声互 敩 斷

上式简记为

犯 暎一占 二 一

其中敩

暎 生 讨讨一 讨 讨 可 双

一
暎风乓一 暎乓暎斷 暎色乓 暎敩敩 暎斷 敩

一 占双 暎斷占 斷

白敩

占

将 一 由相空间反演到原空间敩得

暎社 暍一 些 曣暏薹 敡薹

一 斷以 不臼 一 斷田 敩 典 暎敩 乓 斷乓 一

一 厂 双 乓 敩
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面百面面面面面面函面面面面面面函

或者

薹如 暏可一斷暏争 暍 暏
暏合斷暎一敩一斷暎暎暏鲁二斷暎田敩典暏斷暏暎

一

一
将上式简记为

占双 乓 敩

犯 一 二 一

其中敩

或者

暎一生 薰暍一 些 双暏斷 敡 斷

敩与暎暏暎一丈暎暏丝敩工暎斷暎 暏敩敩斷敡 薰敡

暎一编 暍一袱 丝 耐 敩双暏敡薹
田

二工 以 田 一 二二上 田 斷飞
薰斷 敡 薰斷

占只 斷 斷

这便是单刚体两类变量广义拟变分原理暎

拟驻值条件的推导

推导卷积型变分原理的驻值条件曾经是一个难题敩经过多年的努力敩文

献 暰敩 解决了这一问题敩这里应用文献 暰敩 的方法推导单刚体力学初

值问题的拟变分原理的拟驻值条件暎

一类变量的拟变分原理

单刚体一类变量的拟变分原理为

犯 暎敩一占 暎 一
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对其进行变分敩得

犯 敩一占鸟

一一
厂

十只

暏些 袱 一与 丝 暏些 敩工暎 暎敡暍斷敡 薰
典一暰沂占只 典 石 斷

袱 一丈斷些 暏暎些 工暍 敩薰

一

一 敪

只 敩

厂

敩 典

应用 变换中卷积理论的分部积分公式

爪万厂 占敩
斷人一敩汃斷斷敩内工刁名乙

孑 厂
止一苹 二 一

丝 暎竺 一兰 竺门敩 改 姐薰 敡薰 斷 一

将 一 暍 一 代入 一 敩则得

犯 一几

助暏暎 卜与 磐 敩 暎敩一 敡薰 斷
一

一扩一卜才

一

由占 厂暍占叹的任意性敩可得

双
一广一卜

一兰 丝 一暎敡薰 斷

一

这便是卷积型一类变量拟变分原理的拟驻值条件暎

两类变量的拟变分原理

单刚体两类变量的拟变分原理为
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犯暎 么

一薹告暍暏暍一
暏含斷暎功敩暏暍一敩暎田敩暎

一双 敩
一

一 斷典 占只 典 占 斷

对其进行变分敩得

可 可一可 敩 一界 敩
叭 占以一人叭 典一 斷 乓二

先决条件 一 暍俨一 的变分为

一

暎 一暎些 一

暎暎一暎丝 二 一

将 一 暍 一 代入 一 敩得

暍暏斷争一暍暎一暏暎敩
暏斷暎田敩暏斷登一斷暎田敩暎斷一暍斷暏暎一暎

一

应用 变换中卷积理论的分部积分公式

暏暎些 一 些 暎 暍 仍暎 一

斷暎田敩暏斷登一景暎暎毋敩暏斷暎暏斷暎田敩斷敩斷暎
一

将 一 暍 一 代入 一 敩得

丝 一五暏暎 暩兰 斷暎斷一 姐 一暎敡薹 一 暍敩
一

由占 厂暍石叹的独立性敩可知
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一只

景暎田了敩一薹敩一
一

一鲜
从

式俨一 与先决条件 一 暍 一 构成了系统的基本方程暎

两类变量的广义拟变分原理

两类变量的广义拟变分原理为

犯 暎一

鳄
互 李

田敩 典 斷典 一

妞氾一暎暍工 暏敩一 暏薹

暏合暎敡田敩一斷暎田了敡
一 双 典 斷

对其进行变分敩得

可 占可一 可
厂 群厂敪 一 敪

一妞

暎叭敡斷二一敩敩暏斷登
一

占可 可 占 月
一

占田敩 暎叭 乓 斷 乓一

将 一 暍 一 代入上式敩得

一些 肖 暍一 丝 一即 暎薹 暍

工以一丝 暎敩一暩兰 暎 一 斷必一暎斷 敡薹斷敩

一

由于占可暏占异 占叭暏 乓均为独立变分敩故有
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暍
爪 丁一一

斷

优夸一双一
暎一登卜
景暎暎山敩敩一

一

由于 敩 人为正定的敩因此上式可以进一步写为

于
敩 一一

歹敪
一互

叹
以 一一

一

景暎田了敩一薹斷一
这便是两类变量广义拟变分原理的拟驻值条件暎

应用举例

单刚体初值问题一类变量的拟变分原理为

犯 敩一么 一

其中

敩一
一 一 些 袱 一生丈竺 暏些 工斷沙薰

双 厂 斷典

鸟 敩 占双 乓 敩

一

假设其完整约束条件为

敩 敩乓 一
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将式 一 写成展开形式

犯 敩一

于 以 夕
川 一一 一 不一 袱 讲一与斷丝 暏些 丈斷 暎薰
双

一

敩 乓一暰厂占互 典 占 斷暬

敩

召斷不
些 砍 一工丝 暏暎些 工暎斷哪 暎

斷敡薹 薰

一

双 斷占乓

其约束条件的变分式为

暎 才 暍竺 暎 竺 暎卜 暎
汀户 斷 妞

应用 变换中卷积理论的分部积分公式

一

暎些 暎些一暎邺 暏暎 耐斷暎暎斷 一

叹 口暍一 斷暎一 一 一 不暎仪 川 不暎仅
薰 敡薰 斷

一

将式 一 暍 一 代入仆一 敩并且应用 乘子法将约束条件的

变分式 一 纳入式俨一 中敩整理可得

狙 敩一么

一暎粤 黑 暏暎敩一单敩敩粤 暍敩敩琴暏暎暎 一暎一 献 厂 斷 供

由占敩暍 乓的任意性敩可得

开

一舰兀万厂 户曣薹砰 一暎
以暍

一淤薹薹丽 叭 薹丽一暎

一

可见敩应用变分原理来研究刚体动力学问题敩便于将伺服约束和 或控制
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约束 暰敩敩加入刚体力学系统暎这是一个很大的优点暎

本章小结

在分析动力学中敩存在大量的初值问题敩但很少有初值问题的变分原理

和广义变分原理暎本章尝试性建立了一类变量的单刚体动力学初值问题拟变

分原理暍两类变量的单刚体动力学初值问题拟变分原理暍两类变量广义拟变

分原理暎推导了单刚体力学初值问题的拟变分原理的拟驻值条件暎最后结合

应用举例说明了应用变分原理来研究刚体动力学问题敩便于将伺服约束和控

制约束加入刚体力学系统暎
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结论

一暍本文的工作

刚体动力学在航空航天中有着相当广泛的应用敩但由于经典的分析动力

学侧重分析研究保守系统敩而在航空航天运用中面对的大部分是非保守系统敩

且涉及的问题多数是初值问题暎故作为基础并结合自己的专业本文针对单刚

体动力学敩运用变分变积方法尝试性建立了非保守分析力学的拟变分原理和

广义拟变分原理暍单刚体动力学的拟变分原理暍单刚体动力学初值问题的拟

变分原理暎

本文首先介绍了变分与变积的相关理论知识暎

其次敩在进一步明确分析力学的基本方程的基础上尝试性建立了非保守

系统拟 原理暍与余 原理相对应的拟余 原理暍卷

积型拟势能原理以及卷积型拟余能原理暎理论和算例表明敩本文提到的非保

守力的概念含义丰富敩它既包括飞行器空气动力学和船舶流体力学中的阻力敩

也包括结构的内阻尼敩还包括所谓的伴生力暎

第三敩尝试性建立了单刚体动力学的拟 原理暍单刚体动力学两

类变量的拟 原理暍两类变量的单刚体动力学广义拟变分原理敩并推

导了各自的拟驻值条件暎结合应用举例说明了应用拟变分原理来研究刚体动

力学问题敩便于将非完整约束加入刚体动力学系统暎

第四敩尝试性建立了一类变量的单刚体动力学初值问题拟变分原理暍两

类变量的单刚体动力学初值问题拟变分原理暍两类变量广义拟变分原理暎推

导了单刚体力学初值问题的拟变分原理的拟驻值条件暎结合应用举例说明了

应用变分原理来研究刚体动力学问题敩便于将伺服约束和 或控制约束加入刚

体力学系统暎

鉴于研究需要的工作量较大敩文中还存在许多不足之处敩所有这些期待

在今后的研究工作中继续加以完善暎
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二暍今后研究的展望

航空航天及其它工程技术的发展需要使学者们越来越重视对非保守系统

的研究敩力学模型也由简单的刚体模型逐渐发展到多柔体系统模型暎而变分

法是研究力学暍物理学和其他各种技术科学的强有力的工具敩是建立数值计

算方法的基础敩因此对以上诸系统变分原理的研究是必不可少的暎本文仅尝

试性地针对单刚体建立刚体动力学的拟变分原理和广义拟变分原理敩为研究

刚体动力学提供一个新的有益的途径敩还有许多有待进一步研究的课题敩比

如

建立多刚体系统动力学的各类变分原理

建立单柔体动力学的各类变分原理

建立多柔体系统动力学的各类变分原理

通过己有的拟变分原理建立相应的数值算法

寻找更多的计算实例敩进一步研究拟变分原理在工程中的应用

完善和发展变积方法暎
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