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摘  要 

在物理学、力学和工程实际中，分析力学及其研究方法占有至关重要的地

位。对分析力学来说，它最大的好处就是提出了一套以哈密顿原理为基础建立

的力学理论体系的研究方法。分析力学方法不仅适用于经典力学问题，同时在

电动力学、统计力学、量子力学、非线性科学以及一些近代物理理论的发展过

程中都起着至关重要的作用。 

本文基于哈密顿原理，通过引入指数形式的哈密顿作用量，并构造非标准

形式的哈密顿泛函，利用等时变分原理得到了一类新型的非标准形式的哈密顿

方程。该方程有别于传统形式的哈密顿方程，其哈密顿函数不再是动能和势能

的和的形式，其方程也要比传统形式的哈密顿方程复杂，但是在一些特殊条件

下，它却能简化为标准形式的哈密顿方程。因此，可以说标准形式的哈密顿方

程是非标准哈密顿方程的特例。同时，非标准哈密顿方程也具有完全不同于标

准哈密顿方程的性质，如对于非标准哈密顿方程体系，即使其哈密顿函数不显

含时间也不一定是守恒量。如果非标准哈密顿函数中不显含某个广义坐标，则

其该广义坐标对应的广义动量亦不一定是守恒量，只有在特殊条件下，不显含

时间的哈密顿函数或不显含的广义坐标对应的广义动量才是守恒量。非标准哈

密顿函数存在于某些物理，力学和工程等复杂的动力学系统中。采用非标准动

力学系统研究一些特殊的复杂的非线性动力学系统问题时具有很好的性质，并

且结果简单，易于操作。非标准哈密顿系统为我们提供了一类新的动力学系统，

它可以应用于非线性动力学系统，耗散动力学系统，经典理论的量子化问题和

宇宙学等问题中。 

本文首先介绍了变分法与非标准动力学系统的发展以及研究现状。其次，

简要介绍了经典变分原理，标准形式的拉格朗日方程和哈密顿方程，非标准形

式的拉格朗日方程理论及其应用。最后本文详细讨论了非标准哈密顿方程的动

力学性质，并举例说明它在非线性力学中的应用。通过实例可以看出，非标准

哈密顿方程在解决非线性动力学问题中有着很重要的作用，对于一些较为复杂

的动力学问题，引入非标准哈密顿方程和非标准拉格朗日方程有时会使问题变

得简单，降低计算强度。所以，非标准哈密顿系统是一类重要的动力学系统，
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值得深入研究。 

 

关键词：非标准哈密顿方程，非标准拉格朗日方程，变分原理 
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ABSTRACT 

Analytical mechanics and its research method play a crucial role in physics，  

mechanics and engineering. For analytical dynamics, its greatest benefit is to propose 

a set of methods which establish a series of mechanical systems based on the 

Hamiltonian principle. The analytical mechanics method not only applies to classical 

mechanics problems. At the same time, it plays an important role in the development 

of electrodynamics, statistical mechanics, quantum mechanics, nonlinear science and 

some modern physics theories. 

This paper is based on the Hamilton principle. It introduces an exponential form 

of Hamiltonian function and constructs the non-standard Hamiltonian functional, and 

then the nonstandard Hamiltonian equation is obtained by using the variation 

principle. This equation is different from the traditional Hamiltonian equation. Its 

Hamiltonian function is not the sum of kinetic energy and potential energy and its 

equation is more complex than the traditional Hamiltonian equation. But under some 

special conditions, it can be reduced to the standard Hamiltonian equation. So the 

standard Hamiltonian equation is a special case of the non-standard Hamiltonian 

equation. At the same time, the non-standard Hamiltonian equation is also completely 

different from the standard Hamiltonian equation. For non-standard Hamiltonian 

equation, even if the Hamiltonian function does not explicitly contain time, it is not 

necessarily conserved. If the non-standard Hamiltonian function does not explicitly 

contain a generalized coordinate, the generalized momentum corresponding to its 

generalized coordinates is not necessarily conserved. Only under special conditions, 

the generalized momentum corresponding to the Hamiltonian or the generalized 

coordinates that do not contain the time is conserved. Non-standard Hamiltonian 

functions exist in some complex dynamics systems such as physics, mechanics and 

engineering.The non-standard dynamics system is used to study some special 

complex nonlinear dynamic system problems, and the results are simple and easy to 

operate. Non-standard Hamiltonian system provides us with a new class of dynamical 
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system and can be applied to nonlinear dynamic system, the dissipative dynamic 

system, the classical theory of quantization problem and cosmology, etc. 

Firstly, the development and research status of variation method and 

non-standard dynamics systems are introduced. Secondly, I introduce the classical 

variation principle, the Lagrange equation and Hamiltonian equation of the standard 

form, and the Lagrange equation theory and its application of non-standard form. In 

the end, the dynamic properties of the non-standard Hamiltonian equation are 

discussed in detail, and its application in nonlinear mechanics is illustrated. It can be 

seen from the examples that the non-standard Hamiltonian equation plays an 

important role in solving nonlinear dynamic problems. For some of the more complex 

dynamic problems, the introduction of non-standard Hamiltonian equations and 

non-standard Lagrange equations can sometimes make the problem simple and reduce 

the computational intensity. Therefore, the non-standard Hamiltonian system is an 

important dynamic system, which is worthy of further study. 

 

Key Words: non-standard Hamilton equation, non-standard Lagrange equation, 

variation principle 
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第 1 章 绪论 

1.1 变分法的发展与应用 

变分法作为数学的一个分支，起源于 17 世纪末期。它是一个处理函数的数

学领域，和它相对的是处理数的函数的普通微积分。在许多具体问题中，变分

法有广泛的应用，最终，它的目的是为了求出极值函数，它能够使得泛函取得

极大值或者极小值。科学家们在一些具体的物理学问题中发现了变分法，最终，

它由数学家研究出了结论。无论是在科学与技术方面，还是其它领域，尤其是

在物理学中，变分法都有着十分重要的作用和地位。它为我们提供了有限元方

法的数学基础。在有关边界值问题的求解方面，变分法可谓是一种强有力的数

学工具。 

变分法的初创时期是在 18 世纪，在那时已经建立了满足欧拉方程的极值条

件，并据此解决了许多数学和物理学中的问题。在 19 世纪，变分法被大家更广

泛地应用到数学和物理学中，并且建立了极值函数的充分条件。在 20世纪初期，

巴黎举行了国际数学家大会，在此次会议讲演中，德国著名数学家希尔伯特提

到了 23 个著名的数学问题，在这些问题中就有三个问题和变分法相关，变分法

的理论和中心思想贯穿了库朗和希尔伯特所著的《数学物理方法》[1]一书中。而

20 世纪变分法发展的标志，是莫尔斯的大范围变分法则，即莫尔斯理论[2]。他

利用变分法求解经济学中的动态最优问题，并获得了非常重要的成果。因此，

变分法在经济学领域也是一个非常好的工具。我们把在给出目标函数和约束条

件的情况下，求出使得目标函数维持最优状态的控制变量函数的方法，也称为

“古典变分法”。 

变分法在理论物理中是非常重要的工具，它在物理学中的各个方面都有非

常广泛的应用。例如在拉格朗日力学中的最小作用原理，在量子力学相关问题

中都有很重要的应用价值，是量子物理研究中的基本方法之一[3]。在材料学中研

究材料平衡问题方面，变分法也有很多用途。它在纯数学中解决问题的例子也

有很多，例如在调和函数的研究中，黎曼使用了狄利克雷原理[3-9]。 

变分法可以称为是对泛函求导数、解决泛函极值问题的一种有效方法。比
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较典型的就是微分几何里面的测地线、极小曲面和极小子流形、调和映照等问

题，物理学和力学中的各种最小作用量原理等问题[3-9]。变分这个操作本身是非

常微妙的，而作用于无限维函数空间上的泛函才是它求导的对象。比如，我们

首先要给出函数的空间和目标泛函的精确定义，然后还要思考如何在函数空间

上给出一个合理的无穷维微分流形的结构，最后才能合理地定义求导。无穷维

的泛函分析本身就比有限维的数学分析复杂得多，很多在有限维空间中自然成

立、甚至都不需要计算和思考的结论，在无穷维问题中很可能就不成立了，也

会出现很多新的性质，遇到很多复杂的问题。  

1.2 非标准拉格朗日方程的研究现状及背景 

众所周知，在物理、机械、工程的领域中，动力学系统的运动方程源自于

哈密顿原理
2

1

( , , ) 0
t

t
S L p q t dt    ，也可以用

2

1

[ ( , , )] 0
t

t
S pq H q p t dt     的形

式表示，L和H是标准拉格朗日函数和哈密顿函数，q是
dq

q
dt

 的广义坐标，p

是与广义坐标 q相对应的广义动量。从哈密顿最小作用原理，可以得到拉格朗日

方程或哈密顿正则方程。拉格朗日方程在物理学中是很重要的一个分支，在许

多方面，诸如力学、工程学等问题中都有非常重要的应用。在物理学领域中，

一些基本的运动学方程都可以由拉格朗日方程给出。而在最近，关于非标准拉

格朗日方程的研究也已经有很多重要的成果[4-11]。 

力学中最普遍的问题大多是关于非线性和非保守动力学系统的问题,非标

准的拉格朗日方程不同于标准的拉格朗日方程,它具有一些标准拉格朗日方程

所不具有的一些性质,它对于非线性非保守问题可以给出很好的描述,因此对非

标准拉格朗日方程的研究有很重要意义和价值[10-18]。 

早在 1988 年就有科学家对非标准拉格朗日方程有了初步的研究。

Musielak[10,11]研究了耗散系统，给出了非标准拉格朗日方程理论的存在条件，并

进一步拓展了它的条件。El-Nabulsi[12]介绍了非标准拉格朗日方程的两种不同的

作用泛函并得到了相应的运动学方程。Y.Zhang[18]等人研究了非标准拉格朗日动

力学系统的 Routh 约化方法，从而对非标准拉格朗日系统进行了简化，便于求解。
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研究发现,用非标准拉格朗日方程来表示的动力学系统有很重要的实际意义,尤

其是对于一些较为复杂的动力学系统, 采用非标准拉格朗日方程方法有时能使

研究问题简化，因此非标准拉格朗日系统在非线性演化问题，变系数耗散动力

学系统，弗里德曼-罗伯森-沃克模型，经典理论的量子化等问题中有着广泛的

应用[10-18]。 

对于非标准拉格朗日方程的研究与探索，可以为研究复杂动力学系统中的

问题提出一些新的观点和途径。从非标准拉格朗日方程中推导出的运动学方程

非常有意义并且可以应用到许多物理学问题当中。从非标准拉格朗日方程出发

得到的一些动力学系统的方程可以看作是标准拉格朗日方程的一种微扰部分，

用来探索物理学和力学中的复杂问题。 

在时间或者空间中,描述动力学的运动方程的系数是变化的。对于非标准拉

格朗日方程，它可以有 e -指数形式的拉格朗日方程，也可以有幂函数形式的拉

格朗日方程[12]。选择不同的作用泛函，并利用哈密顿最小作用原理，采用等时

变分方法，就可以得出相对应的非标准的拉格朗日方程。 

1.3 非标准哈密顿方程的研究现状及背景 

众所周知，在物理学，力学，工程学中，许多运动微分方程都可以由哈密

顿原理得出[3]。哈密顿力学是在拉格朗日力学的基础上，对理想的，完整的动力

学系统作了更深入的研究。哈密顿等人的研究成果，在原理上揭示了经典的动

力学系统的一些基本性质。哈密顿力学成为经典力学向近代物理学过渡的桥梁，

在物理学和力学发展中，有着广泛的应用。 

非标准哈密顿方程的提出，丰富了哈密顿系统的理论体系，可以成为一种

解决复杂问题的新方法。近年来，关于非标准拉格朗日方程的问题已经有了一

些重要的理论研究[10-18]。但是，关于非标准哈密顿方程的理论研究却只有寥寥

几篇[19-23]。非标准哈密顿理论的根源是 Dyson[19]报道的关于 Feynman[19]的研究。

Feynman 在研究物理系统中典型的强约束力的 Poisson 括号关系时首次提出了非

标准哈密顿系统，Dyson 首次在他的文章《麦克斯韦方程的 Feynman 证明》中

首次提到了 Feynman 的上述工作。之后，Feynman 的这一想法被 Hojman 和

Shepley[21]进行了延伸和扩展，并用于研究可交换坐标系下的一致量子化问题和

构造一阶运动方程的哈密顿理论。非标准哈密顿函数有别于标准的哈密顿函数，



第 1 章 绪论 

 4

其哈密顿函数不涉及动能与势能的明显区分，一般不表示为动能与势能之和的

形式。因此，其在应用上比标准哈密顿理论具有更广泛的适用性。因此将受到

越来越多的人的关注。并在非线性演化方程，弗里德曼宇宙模型，变系数耗散

动力学系统，经典理论的量子化和广义相对论中有着广泛的应用。 

1.4 主要研究内容简介 

本文是以变分原理和关于非标准拉格朗日方程的一些理论研究作为依据，

主要研究出一种新形式的哈密顿方程，即非标准哈密顿方程。本文的主要研究

内容如下： 

第一章主要介绍了变分法、非标准拉格朗日方程、非标准哈密顿方程的发

展历史和研究现状，并且对本文的主要内容作了简单介绍。 

第二章主要介绍了关于经典变分原理的一些基础知识，对泛函和变分法的

概念都进行了简单的介绍。介绍了微分变分原理和积分变分原理，以及变分原

理适用的各种情况，以及达朗贝尔原理和虚位移原理的形式，并且清楚的给出

了如何利用变分方法，从哈密顿最小作用量原理出发，推导出拉格朗日方程和

哈密顿正则方程的具体过程。 

第三章介绍了关于非标准拉格朗日方程的一些理论研究，介绍了两种不同

形式的拉格朗日方程——指数形式和幂函数形式的，并且讨论了在不同条件下

方程的各种性质，并针对不同的性质举例说明。 

第四章主要讲述了非标准哈密顿方程的研究与推导过程，给出了如何通过

变分法来推导出非标准哈密顿方程的具体步骤和过程，并且讨论了在各种约束

条件下方程的形式，以及非标准哈密顿方程在什么条件下可以转化成标准形式

的哈密顿方程。举例说明了非标准哈密顿方程的简单应用，得出了一些非标准

哈密顿方程的性质。 

第五章是对本论文的总结，并对今后的一些研究方向进行展望。 
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第 2 章 经典变分原理 

在分析力学中，变分原理分为两种，其中一种是微分变分原理，另一种是

积分变分原理。微分变分原理所研究的内容是，在某一力学系统中，某状态邻

近无限小的时间间隔中的真实运动与其它可能运动之间的比较。从比较的结果

可以看出，对于真实运动来说，某函数取极值。积分变分原理所研究的内容是，

在力学系统中，一段有限的时间间隔内的真实运动与可能运动之间的比较。从

比较的结果上来看，对于真实运动来说，某泛函取极值[24]。 

总的来说，对于分析力学来说，变分原理是它的根本和出发点。同时又有

相当的概括性，对坐标的不变性以及微分方程有更广泛的适应性等优点。 

在这一章里我们介绍微分变分原理，以及完整系统在广义坐标下的积分变

分原理。 

2.1 变分法 

2.1.1 泛函的概念 

我们设 x和 y为两个变量，D是一个给定的数集。假设对D中的每个数 x，

都会有一个变量 y 按确定关系与之相对应，这样我们称 y 为 x的函数，记作

( )y f x ，把 x 叫做自变量，把 y 叫做因变量。对于多元函数，记作

1 2( , ..., )ny f x x x 。 

现在，我们给定一集合D，它由任何对象所组成，这里我们说的任何对象

可以是数、数组、点、面、线等等，也可以是某个函数或者某系统状态等。设

集合D中的元素都用 x表示，如果对于集合中的每一个元素 x，都有一个数 y与

之对应，则称 y是 x的泛函，记作 ( )y F x 。 

有的时候，我们可以将泛函看作是函数，也可以将函数看作是泛函。例如，

集合D中的元素是数 x，则泛函 ( )y F x 可以看作是函数 ( )y f x ；如果集合D

中的元素为数组（ nxxx ...,, 21 ），则泛函 ( )y F x 可以看作是函数 1 2( , ..., )ny f x x x 。

虽然是这种情况，函数和泛函依旧是两个不同的概念。 
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对于函数来说，它所表示的是数与数之间一一对应的关系，而对于泛函来

说，它表示的是函数和数之间一一对应的关系。所以，我们认为，泛函的特殊

情况即为函数概念[25]。 

2.1.2 变分法简介 

我们将对泛函求极值的研究方法称为变分法，凡是关于求泛函的极值的问

题都可以称作是变分问题。 

变分又分为两种情况，一种是等时变分，另一种是全变分，全变分又可以

称作非等时变分。在这章中我们以介绍等时变分为主。 

我们设集合 D中的元素是表示某一力学系统中的运动函数 ( )q q t , t即为

自变量， q是力学系统中的广义坐标。当自变量 t有一个微小的变化，即微小增

量dt，对应的函数 q的微小增量的线性主部 dq称为函数的微分，记为 

dttqdq )(  

在自变量 t保持不变的情况下，如果发生微小的变化的是函数本身的形式，则会

得到另一条曲线 )(~ tq ，可以看出这条曲线有无数条。令 

)()(),()(~ ttqtqtq    

式中 为一参数，为无穷小量。如果 0 ，即得函数 )(tq ；如果 取其它不同的

值，即得一些与 )(tq 非常相近的函数。 

所以，在瞬时 t，我们得到了因函数本身形式的微小变化而形成的微小增量，

我们将这个微小增量的主部 q 叫做函数的变分，记为 

)(~ tqqq    

因为在瞬时 t，这种情况下不考虑时间 t的变化，所以，我们将这样的变分叫做

等时变分。 

下面介绍一下等时变分的两种运算规则。 

在函数取等时变分的情况下，自变量 t是不变的，而变分运算和时间无关，

所以，变分与对时间求导数的运算顺序可以相互交换，即 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

            ( )

d d
q q t q t q t q t

dt dt

d
q q

dt



 

   

 

  


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同理，变分与对时间的积分的运算顺序也可以相互交换，即 

     
2

1

2

1

2

1

2

1

)()(~)()(~)(
t

t

t

t

t

t

t

t
dttqdttqdttqtqdttq  


2

1

)(
t

t
dttq  

显然看出，导数的变分就是变分的导数；而变分的积分就是积分的变分[26]。 

2.2 微分变分原理 

2.2.1 达朗贝尔原理 

设力学体系由 n个质量为 ),...,1( nimi  的质点组成，质点的加速度为 ii ra  ，

我们把 iii rm  称为惯性力。根据牛顿运动定律，在每一瞬时，作用在质点上

的主动力 iF，以及假想的惯性力 i ，约束力 iR，满足平衡条件 

0 iii RF                        （2.2.1） 

达朗贝尔原理无论在理论上还是在应用上，都有着重要的意义和价值。首先，

它把动力学问题用静力学平衡的方法来解决，形成所谓的“动静法”。用这个方

法来思考问题比较简单，而且有时候解题很方便。其次，达朗贝尔原理与虚位

移原理的结合构成了动力学普遍方程-----达朗贝尔—拉格朗日方程[24]。 

2.2.2 虚位移原理 

虚位移原理可以表述如下：在理想约束条件下，力学的系统平衡的充分必

要条件是作用在系统上的主动力在任何被约束允许的虚位移中所做的元功之和

为零，即 

0
1




i

N

i
i rF 

                       
（2.2.2） 

虚位移原理，也可以把它叫做虚功原理，虚功原理是分析静力学的基础。

用它来解决静力学问题有许多方便之处。 



第 2 章 经典变分原理 

 8

2.2.3 达朗贝尔—拉格朗日原理 

根据达朗贝尔原理，加在系统的点上的主动力 iF，约束反力 iR，以及惯性

力 i 所组成的力系，每一瞬时，也可以说是在系统上的每一个位置，平衡条件

都会成立。但是我们也可以将由虚位移原理所表示的平衡条件应用到满足平衡

条件的力系。因此，我们将达朗贝尔原理和虚位移原理结合，就得到了达朗贝

尔—拉格朗日原理。这个原理表述如下：在理想的约束下，所有时刻的真实运

动和运动学上可能的运动是不相同的。对于真实运动来说，在系统的任何虚位

移中，主动力和假想的惯性力所作的元功之和都为零[24]。 

由达朗贝尔原理，我们有 

0)(
1




iiii

N

i
i rrmRF 

                 
（2.2.3）

 

在理想约束下，即当 

                            

0
1




i

N

i
i rR 

                     
（2.2.4） 

时，式（2.2.3）变为 

0)(
1




iii

N

i
i rrmF 

                     
（2.2.5） 

上式就是达朗贝尔—拉格朗日方程的矢量形式。 

2.2.4 理想系下的拉格朗日方程 

下面我们将通过达朗贝尔方程来推到拉格朗日方程。现在，我们要消去达

朗贝尔方程中的虚位移 ir ，然后用广义坐标来表示体系的运动学方程，最后就

可得到拉格朗日方程。 

达朗贝尔方程为 

0)(
1




iii

N

i
i rrmF   

我们设质点系有n个质点，系统有 s个自由度，我们用 s个广义坐标 sqqq ,...2,1
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来表示质点系的位置，广义坐标和时间的函数就可以用 ir来表示。 

),,...,( 21 tqqqrr sii                        （2.2.6） 

虚位移 

1 2

1 2

1

...

    

i i i i
i s

s

s
i

r r r r
r q q q t

q q q t

r
q

q


 

    




   
    

   







      (2.2.7) 

                                                          

将（2.1.7）代入到达朗贝尔方程，得到 

     

0
11










 

 q

r
F

q

r
rm i

n

i
i

i

i
i

n

i
i


                     
(2.2.8） 

我们令 




q

r
FQ i

n

i
i






1                            
（2.2.9） 




q

r
rmP i
i

n

i
i









1                           

（2.2.10） 

我们来计算 P  

)()(
111 


q

r

dt

d
rm

q

r
rm

dt

d

q

r
rmP i

i

n

i
i

i
i

n

i
i

i
i

n

i
i














 





          
（2.2.11） 

现在来求 ir的表达式，即 

t

r

q

r

dt

dr
r i

s
ii

i








 

1 



                     
（2.2.12） 

我们引进系统的动能 

2

12

1
i

n

i
irmT 




                       

（2.2.13） 

通过计算得到 

 q

r
rm

q

T i
i

n

i
i 




 








1                      

（2.2.14） 
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 q

r
rm

q

T i
i

n

i
i













1                         

（2.2.15） 

将（2.2.14）和（2.2.15）代入到（2.2.11）中，得到 

 q

T

q

T

dt

d

q

r
rm i
i

n

i
i


















)(
1 

                     
（2.2.16） 

将（2.2.16）和（2.2.9）代入到（2.2.8）中，得到 





Q
q

T

q

T

dt

d










)(


                     
（2.2.17） 

上式就是基本形式的拉格朗日方程，也叫做理想系下的拉格朗日方程。 

2.2.5 保守系下的拉格朗日方程 

在保守系中，存在有势能V ，它为坐标的函数，则 

 

 

                                        ),...,2,1 ni （  

我们把V 变成 tqqq s ;,...,, 21 的函数，则理想系下的拉格朗日方程变为 

0)( 









 q

L

q

L

dt

d


                     

（2.2.18） 

上式就是保守力系下的拉格朗日方程，保守力系下的拉格朗日方程应用比较

广泛，因此也直接称为拉格朗日方程或拉氏方程。我们将方程中的 L称为拉格朗

日函数，亦可以叫拉氏函数。 

2.3 积分变分原理 

积分变分原理中最著名的就是哈密顿原理了，对于完整的保守系统来说，

即泛函极值的问题。本节将讨论如何通过变分法得到哈密顿原理。 

2.3.1 哈密顿原理 

i

iz

i

iy

i

ix

ii

z

V
F

y

V
F

x

V
F

VF


















,,
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下面我们将应用变分法来推导保守力系下的哈密顿原理。 

我们将拉格朗日方程（2.2.18）中的各项乘以 q ，然后对 进行求和，然

后沿一条可能的运动轨迹，即 s维空间一条曲线自两曲线共同端点 )( 11 ttP  至

)( 22 ttP  对 t积分。得到 

                     
2

1 1

( ) 0
st

t

d L L
q dt

dt q q


  




    
   

    
 

           (2.3.1) 

且 

)()()( 











 q
dt

d

q

L
q

q

L

dt

d
q

q

L

dt

d

 













          
（2.3.2） 

因为我们用的是等时变分，所以（2.3.2）式可以变为 

)()()(
dt

dq

q

L
q

q

L

dt

d
q

q

L

dt

d 












 












 









 q
q

L
q

q

L

dt

d


 







 )(

                  
（2.3.3） 

我们将（2.3.3）代入（2.3.1）中，得到 

0)(
2

1 1
































 



dt
q

L
q

q

L
q

q

L

dt

dt

t

s

 









 


 

即 

0)(
2

1

2

1

11















 



dtq
q

L
q

q

L
q

q

L t

t

s
t
t

s






 


 

 


    
（2.3.4） 

由于始末端点固定 

0
21
  tttt qq    

则（2.3.4）式变为 

0)(
2

1 1










 



dtq
q

L
q

q

Lt

t

s






 

 


             
（2.3.5） 

因为 
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)(
1






 

 q
q

L
q

q

L
L

s












                  
（2.3.6） 

我们将（2.3.6）式代入（2.3.5）式中得到 

0
2

1


t

t
Ldt

                          
（2.3.7） 

因为 0t ，故积分号内的 可以移至积分号外，即 

 
2

1

0
t

t
Ldt

                          
（2.3.8） 

（2.3.8）式即为在保守力系的作用下，哈密顿原理的数学表达形式。其中，我 

们令 
2

1

t

t
LdtS ，称作哈密顿量，则哈密顿原理可以简写为 

0S                               （2.3.9） 

我们可以将哈密顿原理这样叙述，在一个完整的保守系统中，对于一切可

能运动与真实运动相比较，前提条件是有相同的时间间隔和始末位置。对于真

实运动来说 ，哈密顿作用量有极值[24]。 

2.3.2 正则方程 

接下来，我们将通过哈密顿原理来推导出哈密顿正则方程 

通过 

1

s

H L p q 


     

故                   

 
1

s

L p q H 


  
                      

（2.3.10） 

我们将（2.3.10）代入到（2.3.8）中，得到 

2

1 1

( ) 0
st

t
p q H dt 






  
                  

（2.3.11） 

因为H为 p，q，t的函数，算出（2.3.11）式中的变分，并且记住 0t ，

就可以得到 
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0)(
2

1 1

 


dtHpqqp
t

t

s

 


 
             

(2.3.12) 

即 

0)(
2

1 1















 



dtt
t

H
q

q

H
p

p

H
pqqp

t

t

s

 










 

       (2.3.13) 

因为 0t ，所以 













  qpqp
dt

d
q

dt

d
pqp

ssss














1111

)()()( 
         

(2.3.14) 

我们将（2.3.14）代入到（2.3.13）中，得到 

2
2

1
11 1

( ) ( ) 0
s st

t
t t

H H
p q q p p q dt

p q
     

   

  
 

  
     

  
         (2.3.15) 

因为两个端点相同，所以 

0
21
  tttt qq   ),...,2,1 s（  

所以（2.3.15）式第一项为零，则（2.3.15）式化简成 

2

1 1

( ) ( ) 0
st

t

H H
q p p q dt

p q
   

  

 


  
    

  
         (2.3.16) 

又由于 p 和 q 都是相互独立的，所以我们可以得到 

        1,2,..., )

H
q

p

H
p s

q

















  





 （

          (2.3.17) 

上式即为哈密顿正则方程。 
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( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )L t q q d L t q q L t q q dL t q q

q dt q q dt

   
  

   

   

 

第 3 章 非标准形式的拉格朗日方程 

3.1 指数形式的拉格朗日方程 

3.1.1 计算非标准拉格朗日方程的解 

首先，我们来定义指数形式的拉格朗日方程 

dteS
b

a

qqtL

 ),,( 

                         (3.1.1)

 

这里， ),,(),,( qqtLqqt   被假设为一个 2C 函数 

1([ , ]; )nq C a b R                       (3.1.2) 

2( , , ) ([ , ] ; )n nL t q q C a b R R R  
                    (3.1.3) 

主要的目的在于找到一个容许函数 ],[1 baCq ，使得（3.1.1）式能服从边

界条件，即 aqaq )( ，并且 bqbq )( 有极值。 

如果 q是指数形式的拉格朗日方程的解，则 q将满足标准形式的欧拉-拉格

朗日方程 

 

(3.1.4) 

 

利用 

q

qqtL
q

q

qqtL
q

t

qqtL

dt

qqtdL


























),,(),,(),,(),,(
         (3.1.5) 

我们可以将（3.1.4）式写作 
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













































q

qqtL
q

q

qqtL
q

t

qqtL

q

qqtL

q

qqtL

dt

d

q

qqtL



















),,(),,(),,(),,(

),,(),,(

    

(3.1.6) 

 

如果拉格朗日方程不含时间，即 0
),,(






t

qqtL 
， 

则（3.1.6）式可以被简化为 









































q

qqtL
q

q

qqtL
q

q

qqtL

q

qqtL

dt

d

q

qqtL















 ),,(),,(),,(),,(),,(

  
(3.1.7) 

我们也可以将上式写成 

              

( , , ) ( , , )
( , , )

( , , ) ( , , )
( )

( , , ) ( , , ) ( , , )
+

( , , ) ( , , ) ( , , )

L t q q L t q q
q q L t q q

q q

L t q q L t q q d
q q

q q dt

L t q q d L t q q d L t q q
q q q

q dt q dt q

L t q q d L t q q d L t q q
q q

q dt q dt q


 

 
 

 
 

 

     
    

     

   
   

   

 
  



 
 



  
  

 

  
 

 

 
 
       (3.1.8) 

因此，式（3.1.7）可以取特殊形式 

( , , ) ( , , ) ( , , )
1

( , , ) ( , , )

L t q q d L t q q L t q q
q

q dt q q

L t q q d L t q q
q

q dt q

      
           

  
  

  

  


 

 


 

          (3.1.9) 

如果 KqqqtLq  )/),,((  ，这里K是不等于 1 的常数，这样式（3.1.9）就可以

化简成标准形式的拉格朗日方程 

( , , ) ( , , )
0

L t q q d L t q q

q dt q

  
  

  

 


                (3.1.10) 

也可以写成如下形式 
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2 ( , , )
0

L t q q
Kq q

q


 




 

                        (3.1.11) 

对于显含时间和不显含时间的拉格朗日函数，可以举两个例子计算一下，

现在，取含时非标准拉格朗日函数为 

                          ( , , )L t q q qqt                        （3.1.12） 

通过（3.1.6）可以得到 

2

2

1qq
qq q

t t
   


                       (3.1.13) 

则方程的解为 

2
2 1( ) log 2 log ( )q t c t c t                 （3.1.14） 

取不含时拉格朗日函数为 

( , ) lnL q q K qq                        （3.1.15） 

通过（3.1.11）可以得到 

2 0Kqq q                          （3.1.16） 

则方程的解为 

11 12( ) 2q t c c t                       （3.1.17） 

3.1.2 不显含 q的非标准拉格朗日函数 

如果非标准拉格朗日方程不显含 q，则（3.1.6）式可以被化简为 

                

0
),(),(),(),(




































q

qtL

dt

d

q

qtL
q

t

qtL

q

qtL
















        (3.1.18) 

显然，这个结果背离了牛顿第一定律。（3.1.12）式的结果对应着含时正则

动量 ( , , ) /p L t q q q    ,也就是不是一个运动常数。但 是，对于不含时的拉格朗

日方程（3.1.12）可以化简为 
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0
)()(

2



























q

qL

dt

d

q

qL
q










              
(3.1.19)

 

所以很容易给出这个方程 

aqq

qL










 1)(

                       (3.1.20) 

在这里，a是一个积分常数，因此，动量并不是一个运动常数。 

为了构造指数拉格朗日方程的哈密顿结构，对于如下哈密顿方程，我们考

虑一个有N 个自由度的经典力系，其中 1( ,..., )Nq q q  

),,(
),,(

),,(
1

qqtL
q

qqtL
qqqtH

k

kk
N

k
k





 






             (3.1.21) 

对于非标准拉格朗日方程，哈密顿量H并不是一个运动常数。 

现在我们将（3.1.15）式对时间进行微分，我们可以得到 






























































































































































N

k

kk

k

kk
k

k

kk
k

kk

k

kk
k

N

k

kk

k

kk

k

kk
k

N

k k

kk
k

k

kk
k

kk

k

kk
k

k

kk
k

kk

k

kk
k

k

kk
N

k
k

t

qqtL

q

qqtL
q

q

qqtL
q

t

qqtL

q

qqtL
q

t

qqtL

q

qqtL

q

qqtL

dt

d
q

q

qqtL
q

q

qqtL
q

t

qqtL

q

qqtL

dt

d
q

q

qqtL
q

dt

qqtdL

q

qqtL

dt

d
q

q

qqtL
q

dt

qqtdH

1

1

1

1

),,(),,(),,(),,(),,(

),,(),,(),,(

),,(),,(),,(),,(),,(

)
),,(),,(),,(

(
),,(



























































如果，拉格朗日方程不含时间，我们也可以得到

 






















































N

k k

kk
k

k

kk
k

k

kk
k

q

qqtL
q

q

qqtL
q

q

qqtL
q

dt

qqtdH

1

),,(),,(),,(),,(
















 

（3.1.22） 

只有当约束条件 1)/),,((  KqqqtLq  成立时，且 0/),,( dtqqtdH  ，哈密顿量
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H是一个运动常数。 

3.2 幂函数形式的拉格朗日方程 

我们定义一个拉格朗日函数， RRRbaqqtL nn ],[:),,(   

然后，我们来定义幂函数形式的拉格朗日方程 

dtqqtLS
b

a

),,(1 
 

                           
(3.2.1) 

初始条件 ba qbqqaq  )(,)(
，

dtdqq / ，如果 q是方程的解，则 q满足以下拉

格朗日方程 

0
),,(),,(

),,(

),,(),,(


































q

qqtL

dt

qqtdL

qqtLq

qqtL

dt

d

q

qqtL







 

     
(3.2.2) 

0
),,(),,(ln),,(),,(


































q

qqtL

dt

qqtLd

q

qqtL

dt

d

q

qqtL







 

          
(3.2.3) 

当 0  时，方程（3.2.2）可以化简成标准形式的拉格朗日方程。 

我们可以利用（3.1.5）式，则（3.2.2）式可以写成如下形式 

0
),,(),,(),,(),,(

),,(

),,(

),,(



































































q

qqtL

q

qqtL
q

q

qqtL
q

t

qqtL

qqtLq

qqtL

dt

d

q

qqtL























   

(3.2.4) 

对于不含时的拉格朗日方程，（3.2.2）式可以化简成如下形式 

0
),,(),,(),,(

),(

),,(),,(



















































q

qqtL

q

qqtL
q

q

qqtL
q

qqLq

qqtL

dt

d

q

qqtL















 
 

 (3.2.5) 

例题 1： 

我们定义一个如下形式的不含时的非标准拉格朗日函数 

( , ) 1/ ( )L q q q q                          （3.2.6） 
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通过（3.2.2）我们可以得到 

(2 ) (3 ) 0q q q                           （3.2.7） 

则方程的解为 

                             

/ ( 2)
1 2( ) t tq t d e d e   

                   （3.2.8） 

 

例题 2： 

我们定义一个如下形式的含时拉格朗日函数 

    ( , , )L t q q qqt                          (3.2.9) 

然后，我们可以得到特殊形式的运动方程 

2 ( 1) 0tqqt q qq                           （3.2.10） 

当 1  ，二阶线性微分方程为 

2 2 0qqt q t qq                         （3.2.11） 

则方程的解为 

                           
6 7 2

( )
d d t

q t
t


                     （3.2.12） 

当 1/ 2   ，二阶线性微分方程为 

                           2 0qqt q t qq                         （3.2.13） 

则方程的解为 

                           2
8 9( )q t d d t                      （3.2.14） 

引理 3.2 

哈密顿量H不是一个运动常数 

证明：如果我们将（3.1.13）对时间 t进行微分，可以得到 
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1

1

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )
                 

                 
( ,

N
k k k k k k

k k
k k k

N
k k k k k k

k
k k k

k

L t q q L t q q dL t q qdH q q t d
q q

dt q dt q dt

L t q q L t q q L t q qd
q
dt q q t

q
L t q







  
   

  

    
         







  
 

 

  





1

( , , ) ( , , ) ( , , )

, )

( , , ) ( , , )
                      

N
k k k k k k

k k
k k k k k

k k k k

k

L t q q L t q q L t q q
q q

q t q q

t q q t q q

q t



     
       

  
    


  

 


 



 

（ 3.2.15 ） 

从上式可以看出，如果拉格朗日函数不显含时间且 0 ，则哈密顿量H是

一个运动常数[6]。 
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第 4 章 非标准哈密顿方程 

4.1 指数形式的非标准哈密顿方程 

在本章中，我将会介绍指数形式的哈密顿函数的运动学方程，并且将指数

形式的哈密顿方程命名为非标准哈密顿方程。本章中将会给出非标准哈密顿方

程的具体计算方法以及它在不同约束条件下的一些形式，还有非标准哈密顿方

程的一些性质以及举了几个例子来说明非标准哈密顿方程的应用。 

定义 4.1：定义一个e指数形式的作用泛函为 

[ ( , , )]
b

pq H p q t

a
S e dt 


                   （4.1.1） 

这里 ( , , )p q t → ( , , )H p q t 假设为一个 2C 函数 

1

2

, ([ , ]; )

( , , ) ([ , ]* * ; )

n

n n

p q C a b R

H p q t C a b R R R




 

我们设作用泛函满足边界条件 ( ) , ( )a bq a q q b q  时，函数 1[ , ]q C a b 有一个

极值，所以根据哈密顿原理 

[ ( , , )] 0
b

pq H p q t

a
S e d t   



           
（4.1.2） 

我们可以得到非标准形式的哈密顿方程（简称 NSHE） 

计算过程如下：
 

[ ]

a
0

b
pq He dt  


 

即 

[ ]

a
0

b
pq He dt  
  

我们通过计算可以得到 
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     

[ ] [ ] [ ]

             =e e e

pq H pq H

pq H pq H pq H

e e pq H

H H
q q p

q p

 

 

 

  

 

  
   

  

 

  



  

利用边界条件 

 e 0
pq H b

a

d
q q

dt
   


 

计算得到 

0
dH H H

pq pq p p q q p dt
dt q p

 
      
                 

       

如果 ( )q t 是上述方程的解，则 ( )q t 满足下列非标准哈密顿方程 

21

H
q

p

H H d H dH
p p p p

p q dt p dt


 


                   





               (4.1.3) 

利用 ( , , )H p q t 的全微分  

dH H H H
p q

dt t p q

  
  

  
                        （4.1.4） 

方程（4.1.3）也可以表示为 

2 ( )

H
q

p

H d H H H H
p p p p

q dt p q p t


 


         

     





             （4.1.5） 

方程(4.1.5)命名为指数形式的哈密顿函数的非标准哈密顿方程 

所以，取指数形式的哈密顿函数作用泛函的等时变分，并考虑边界条件 

( ) , ( )a bq a q q b q  和极限的条件，可以获得非标准哈密顿方程（4.1.5）。 

如果哈密顿函数H不显含时间，也就是 0H t   ,那么方程（4.1.5）可以

简化为       
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2

H
q

p

H d H H H
p p p

q dt p q p






    
    

    





               （4.1.6） 

而且，如果我们定义 

d H H H
p
dt p q p

   
 

                               （4.1.7） 

然后通过计算，我们可以得到 

                 

                 

d H H d H
p p p

dt p p dt p

H H H
p
p q p

H H
p

q p

     
    

     

  
 

  

  
  

  







 

如果我们取
H

p k
p





，其中 k是常数，则可以将方程（4.1.5）简化为标准形式

的哈密顿方程： 

H
q

p

H
p

q


 


  

 





                          (4.1.8) 

推论 4.1:当 ( , )H H p q 时，哈密顿量H不是方程（4.1.6）的运动常数。 

证明：如果我们选取不显含时间的哈密顿函数 ( , )H H p q ，则得到 

     , , ,dH p q H p q H p q
p q

dt p q

 
 

 
   

2

2

2

H H d H H H H H
p p

p q dt p q p q p

H H H d H
p p

p q p dt p

H H H d H
p p
p q p dt p

        
      

        

      
    

      

     
   

     
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因此，对于非标准哈密顿方程来说，不显含时间的哈密顿函数不是守恒量。

只有当表达式（4.1.7）成立时，也就是
H

p k
p





成立时， ( , ) 0dH p q dt  ，哈

密顿函数 ( , )H H p q 是守恒量。 

推论 4.2：当 ( , )H H p t 时，广义动量 p不是运动常量。 

证明：因为非标准哈密顿函数是不显含 q的，所以方程（4.1.5）被简化为 

2

H
q

p

d H H
p p p

dt p t


 


         





                    （4.1.9） 

通过计算，得出表达式 2 d H H
p p
dt p t

  
  

  
不恒为零，因此动量 p不是运动

的常数。 

我们考虑（4.1.9）的第二个公式 

2 d H H
p p
dt p t

  
  

  
                     （4.1.10） 

只有当约束 1
H

p k
p


 


和哈密顿量与时间 t无关时，方程（4.1.9）才变成以下

方程 

0

H
q

p

p





 





                        (4.1.11) 

这里的动量 p是一个守恒量。 

为了显示非标准哈密顿方程一些有趣的性质，我们将分别以显含时间和不显

含时间的哈密顿量两个方面来给出非标准哈密顿方程理论的应。在以下的例子

中， , 1, 2,...iC i  是积分常数 
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4.2 非标准哈密顿方程的应用 

4.2.1 显含时间的哈密顿函数 

例题一 ： 

取如下形式的非标准哈密顿函数 

( )H pQ t q                         （4.2.1） 

将哈密顿方程（4.2.1）代入方程（4.1.5），我们可以获得以下形式的非标准哈

密顿方程 

( )

( )

q Q t q

p pQ t



 




                        （4.2.2） 

以 ( , , )H p q t pqt 为例，运动方程可以通过方程（4.2.2）容易地得到。 

q qt

p pt



 




                          （4.2.3） 

其中解析解由下式给出 

2

2

( /2)
1

( /2)
2

t

t

q C e

p C e 




                       （4.2.4） 

如果采用初始条件 (0) 1q  ， (0) 1p  ，图 4-1（a）中我们显示出了方程（4.2.3）

的解随时间的变化。在图 1（b）中显示出了在平面 q p 上的方程（4.2.4）的

运动轨迹。 
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图 4-1(a) 方程（4.2.3）的解随时间的变化  （b）方程（4.2.4）在平面q p 上的轨迹 

例题二： 

如果取非标准哈密顿函数为 1( )H t p q  其中 0t  ，我们可以通过等式

（4.1.5）来得到非标准哈密顿方程 

2 2

1/

1/ / /

q t

p t p t pq t



  




                  （4.2.5） 

我们可以得到解析解为 

 

3

2

2
4

ln( )

exp (1 ) /
( ) exp( (1 ) / )

q t C

q t dt
p dt C q t dt

t

 


    


 

        

(4.2.6) 

如果取 (1) 0q  ， (1) 1p  作为初始值，在图 4-2（a）中显示出了方程（4.2.5） 

解随时间的变化，而在图 2（b）中显示出了在平面 q p 上方程（4.2.6）的运

动轨迹。 
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图 4-2（a）方程（4.2.5）的解随时间的变化 （b）方程（4.2.6）在平面q p 上的轨迹 

例题三： 

取非标准哈密顿函数为 ( , , ) sin +H q p t p t q ，利用方程组（4.1.5），可以得

到运动方程 

sin

1 sin

q t

p p t



  




                      （4.2.7） 

它的解析解为 

5

cos( ) cos( )
6

( ) cos( )

( ) ( )t t

q t t C

p t e e dt C

  

  
              （4.2.8） 

如果取 (0) 1q   ， (0) 0p  作为初始值，在图 4-3（a）中显示出了方程（4.2.7）

的解随时间的变化，而在图 3（b）中显示出了在平面 q p 上方程（4.2.8）的

运动轨迹。 
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图 4-3（a）方程（4.2.7）的解随时间的变化  （b）方程（4.2.8）在平面q p 上的轨迹 

4.2.2 不显含时间的哈密顿函数 

例题四: 

取非标准哈密顿函数 ( , )H p q pq ，通过使用等式（4.1.6），可以得到非标

准哈密顿方程组为 

q q

p p



 




                          （4.2.9） 

它的解析解是 

7

8

t

t

q C e

p C e



                         （4.2.10） 

如果取 (0) 1q  ， (0) 1p  作为方程（4.2.9）的初始值，在图 4-4（a）中显

示出了方程（4.2.9）的解随时间的变化，而在图 4-4（b）中显示出了在平面 q p

上方程（4.2.10）的运动轨迹。 
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图 4-4（a）方程（4.2.9）的解随时间的变化 （b）方程（4.2.10）在平面q p 上的轨迹 

下面我们来计算一下，哈密顿函数 ( , )H p q pq 是否是守恒量。我们求哈密

顿函数 ( , )H p q pq 对时间的微分 

     

 

, , ,

               

               0

dH p q H p q H p q
p q

dt p q

q p pq

 
 

 

  



 

 

所以，当 ( , )H p q pq 时，由上式可以看出，
( , )

0
dH p q

dt
 ，此时哈密顿函

数 ( , )H p q 是守恒量。 

例题五： 

我们选择一个满足特殊条件 ( )Hp K
p

 


的哈密顿函数，并假设其不显含时

间 t。 利用 ( , ) lnH p q K p q  和方程（4.1.8），可以得到如下方程组 

= /

1

2

q K p

p
q







                           （4.2.11） 

有方程（4.2.11）的解析解 
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2 29 10
2

( ) 4 ( )
8

2

C C
q t K LambertW

K e

p K q




 

（ ）+1
              （4.2.12） 

其中 LambertW 表示 LambertW 函数[27,28]。 当取初始值 (0) 1q  ， (0) 1p  并且 

2K  时，在图 4-5（a）中显示出了方程（4.2.11）的解随时间的变化，而在图 

4-（b）中显示出了在平面 q p 上方程（4.2.12）的运动轨迹。 

 

      

图 4-5（a）方程（4.2.11）的解随时间的变化（b）方程（4.2.12）在平面q p 上的轨迹 

下面我们来计算一下，哈密顿函数 ( , ) lnH p q K p q  是否是守恒量。我

们来求哈密顿函数 ( , )H p q 对时间的微分 

     , , ,

1 1
               

2 2

               0

dH p q H p q H p q
p q

dt p q

K K

p pq q

 
 

 

   
        

   



 

 

所以，当 ( , ) lnH p q K p q  时，由上式可以看出
( , )

0
dH p q

dt
 ，此时的哈

密顿函数是守恒量。 
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例题六: 

选择满足条件 ( )p H p K   的不显含时间的哈密顿函数  , lnH p q K qp ，

利用方程（4.1.8）可以得到如下方程组 

/

/

q K p

p K q



 




                         (4.2.13) 

方程（4.2.13）存在解析解 

11 12

2

( ) exp( )

q K p

p t C C t

 




                    （4.2.14） 

当 2K  ,并且 (0) 1q  ， (0) 1p  作为初始值时，我们可以得到方程（4.2.13）的

解随时间的变化曲线，如图 4-6（a）所示，图 4-6（b）给出了物体在 q p 平面

上的轨迹的变化。 

    

图 4-6（a）方程（4.2.13）的解随时间的变化（b）方程（4.2.14）在平面q p 上的轨迹 

我们来计算一下哈密顿函数 ( , ) lnH p q K qp 是否是守恒量，我们求哈密顿

函数 ( , )H p q 对时间的微分 
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     , , ,

               

               0

dH p q H p q H p q
p q

dt p q

K K K K

p q q p

 
 

 

 
   

 



 

 

所以，当哈密顿函数 ( , ) lnH p q K qp 时，由上式可以看出，
( , )

0
dH p q

dt
 ，

此时的哈密顿函数 ( , )H p q 是守恒量。 

4.2.3 不显含 q的哈密顿函数 

例题七： 

我们取非标准哈密顿函数 ( , ) sin sinH p t p t t  ，我们通过方程（4.1.9）得

到非标准哈密顿方程 

sin

cos

q t

p p t








                         （4.2.15） 

方程（4.2.15）有解析解如下 

13

14

cos

exp(sin )

q t C

p C t

  


                    （4.2.16） 

当 (0) 0q  ， (0) 1p  作为初值的条件，我们可以得到方程（4.2.15）的解随时

间的变化，如图 4-7（a）所示，图 4-7（b）给出了解在 q p 平面上的运动轨迹。 
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图 4-7（a）方程（4.2.15）的解随时间的变 （b）方程（4.2.16）在平面q p 上的轨迹 

从表达式（4.2.16）可以看出，虽然所选哈密顿函数 ( , ) sin sinH p t p t t  不

显含广义坐标 q，但是在非标准哈密顿系统中，广义动量 p并不是守恒量。 

例题八： 

取非标准哈密顿函数 ( , , ) sinH p q t p t ，我们通过方程（4.1.9）得到非标

准哈密顿方程组如下 

sin

0

q t

p








                          （4.2.17） 

方程（4.2.17）存在解析解如下 

15

16

cosq t C

p C

  


                     （4.2.18） 

显然，解 q按余弦规律变化，并且 p是一个守恒量。 

例题九： 

取非标准哈密顿函数为 ( ) lnH p K p ，通过方程（4.1.11），我们可以得到

非标准哈密顿方程组如下 

/

0

q K p

p








                        （4.2.19） 
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方程（4.2.19）的解析解如下 

       

  

17

18

18

Kt
q C
C

p C

 



                       (4.2.20) 

所以 q的解与时间 t成线性变化关系，并且 p是守恒量。 
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第5章 结论与展望 

5.1 论文的总结 

在本文中，我们主要介绍了如下几方面的内容。首先，介绍了变分法与非

标准动力学系统的发展与应用以及研究现状。其次，详细介绍了经典变分原理，

以及如何利用变分原理来推导拉格朗日方程和哈密顿方程的具体过程。再次，

介绍了非标准拉格朗日系统和拉格朗日方程理论的研究现状及其应用。最后，

我们通过定义了指数形式的非标准哈密顿作用量，利用等时变分方法，成功的

得到了一类特殊的动力学系统，称为非标准哈密顿系统，并获得了非标准哈密

顿方程，该方程在本质上完全不同于标准哈密顿方程，但是，在某些特殊条件

下，非标准哈密顿方程可以简化为标准哈密顿方程。非标准哈密顿方程系统具

有很多重要的应用，特别是对于耗散动力学系统，非线性演化方程等复杂的非

线性动力学问题中，该方程能够使问题简化，处理问题的过程相对简单。从例

题中，我们可以看到，对于大多数情况下，系统的运动方程完全不同于利用标

准哈密顿方程所得到的，但是在一些特殊情况下，非标准哈密顿方程和标准哈

密顿方程所得到的结果是一致的。在标准哈密顿系统中，如果哈密顿函数不显

含时间，则该系统的广义总能量守恒，但是在非标准哈密顿系统中，通过证明，

我们得到哈密顿函数却不一定是守恒量，但有时是守恒量，如第四章中的例题 4，

尤其是在满足条件 ( / )p H p K   时，非标准哈密顿系统的哈密顿函数是守恒量，

保持广义能量守恒，如第四章中的例题 5和例题 6。对于标准哈密顿系统，当哈

密顿函数不显含某个广义坐标时，则系统的该广义坐标对应的广义动量是守恒

量，但对于非标准哈密顿系统，该广义坐标也不一定是守恒量，见推论 4.2 和

第四章中的例题 7，而有时候是守恒量，如第四章中的例题 8，而当该系统满足

条件 ( / )p H p K   时，动力学系统的广义动量是守恒量。 

综上所述，非标准哈密顿函数存在于某些复杂的动力学系统中，如物理，

力学和工程中。采用非标准动力学系统研究一些特殊的复杂的非线性动力学系

统问题时具有很好的性质，并且结果简单，易于操作。所以，非标准哈密顿系

统是一类重要的动力学系统，值得深入研究。非标准哈密顿系统为我们提供了
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一类新的动力学系统并可以应用与非线性动力学系统，耗散动力学系统，经典

理论的量子化问题和宇宙学等问题中。 

5.2 未来研究的展望 

本文通过定义指数形式的哈密顿作用量，并利用变分法获得了非标准哈密

顿方程，并对指数形式的非标准哈密顿系统和哈密顿方程的性质进行了系统研

究，从数学的角度举了一些简单的例子，从而证明了非标准哈密顿系统和非标

准哈密顿方程的合理性。在此基础上，接下来我们可以在如下几个方向继续开

展研究工作： 

（1）可以对本文所得到的非标准哈密顿方程进行更深入的研究，如非标准哈密

顿方程的几何和代数性质等。 

（2）可以对非标准哈密顿方程的应用进行深入的研究，探索非标准哈密顿方程

的更多应用领域。 

（3）可以研究其他形式的非标准哈密顿系统和哈密顿方程，如幂指数形式的非

标准哈密顿方程及其应用的研究。 

（4）可以利用 Lie 群和 Lie 代数方法研究非标准哈密顿方程的 Noether 对称性

和 Lie 对称性等问题。 

（5）可以从几何动力学的角度，运用现代微分几何方法，研究非标准哈密顿方

程的对称约化问题，从而进一步简化非标准动力学系统的计算。 
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