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摘要

全文共分五章
。

第一章对非完整动力学研究的有关现状进行了综合评述 椰 第二章研究

了非完整系统虚位移关系的不定性问题与非线性问题 椰 第三章比较研究了一般非完整系统

的 椰h椰t 椰e 椰模型和 、乞椰椰椰模型 椰 第四章研究了本质线性非完整系统的 椰椰m 椰l 椰o 椰 原理 椰 第五

章给出了本文的结论与有关研究的展望
。

本文首次提出了本质线性非完整约束和本质非线性非完整约束的概念
，

并将非完整系

统区分为本质线性和本质非线性两种不同的情况
。

本文研究了非完整动力学中使不定性问题确定化的交换关系和将非线性问题线性化

的虚位移定义
，

首次证明并给出了在非完系统中各种虚位移定义与交换关系的合理适用范

围
，

指出完整动力学与本质线性非完整动力学在研究方法上具有相同性
。

本文比较研究了一般非完整系统的 椰椰椰t 椰e 椰模型和 、乞椰e o 模型
，

首次从力学和数学的

角度论证了这两种模型在完整系统和本质线性非完整系统中的合理性和等价性 椰 同时给出

了在本质非线性非完整系统中
，
椰椰椰t 椰e 椰模型和 、乞椰椰椰模型不等价的根本原因

，

是由本质非

线性非完整约束的不确定性非线性本质所导致的 椰 指出在本质非线性非完整系统中
，

椰椰e 椰a 椰v 模型是一种线性近似的结果
， 、乞椰椰o 动力学方程虽然不满足约束力的理想性质

，

但

是为我们研究本质非线性非完整约束的物理实现提供了有益的思考
。

同时我们必须寻求新

的
、

合理的方法来研究本质非线性非完整动力学
。

本文将 椰椰m椰lt
椰n 原理应用到本质线性非完整系统

，

首次证明了在本质线性非完整系统

中
，

椰椰m 椰l 椰o
椰 作用量为稳定的作用量 椰 将完整系统和本质线性非完整系统的 椰椰m 椰l 椰椰n 原理

从形式和本质上统一起来
。
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金 波
椰

关于非完整动力学的几个基本问题

第一章 前言

分析力学是一般力学 的理论基础
，

以力学变分原理为依据
，

用 数学分析的方

法
，

研究力学系统的运动特性
，

其基本内容是 椰椰g 椰椰n 椰椰 力学和 椰椰椰椰lt 椰n 力学及

其近代的发展
。

自从 椰椰r 椰z 「椰椰] 在 椰8椰4 年 明确提 出非完整约束 的概念 以来
，

近 椰椰0

余年里
，

经典非完整动力学逐渐成为分析力学的一个重要分支
，

越来越多的专家

和学者从事非完整动 力学研 究
。

关于 非完整动力学理论 的应用也有很 多
，

例如 当

冰刀运动 时
，

它 与冰面接触 点的速度方 向仅 能在冰刀 平 面与冰面的交线 上
，

这就

是著名 的 椰h 椰椰椰椰椰i椰
一

椰椰r a 椰椰椰椰椰椰椰椰问题 椰‘椰椰‘’ “ 椰。 这种对系统点 的运 动速度 的限制就

是一个简单的非完整 约束条件
，

在求积仪中使用 的边缘锋利 的 刀 轮就是这个模型

的应用
。

凡是带有滚动轮子 的系统几乎都是非完整约束系统
，

因此
，

非完整动 力

学理论被应用 于研究火车车厢 和 飞机起落架的运动
。

利用 电学 与力学 的相 似性
，

分析力学的方法也 可 以应用 到电机一般理论 的研究 中
，

从而有完 整机和非完整

机
。

也有人把非完整动力学理论应用 于水力机与 飞机 的研究
。

非完整 动力学理论

也应用于变质量系统
、

伺服约束系统 以及可控力学系统 的研究
。

近 二 十年来
，

在

研究一 般链式系统 椰如人体模型
、

操纵器
、

链系一电缆和天线 的有 限节模型等 椰

时
，

也要用到非完整动力学理论
。

近年来
，

关于非完整 动力 学 理论 的应用 主要在

非完整规划
、

机器人 以及控制等领域
。

可见
，

非完整动力学理 论研究有着重要的

理论价值和实际意义
。

随着科学技术的发展
，

非完整动力学理论的应用价值将会

日益增长
。

椰
椰

椰 几个重要的基本概念

因为非完整约束具有 不可积分的微分约 束
，

通常的第二类 椰椰g 椰椰n 椰椰 方程 己经

不能应用
。

在十九世纪末和 二 十世纪初的二 十年 间
，

曾出现过研究非完整动力学

的高潮
。

那 时
，

得 到 了一阶线性 非完整约束系统各种 形式的运动微分方程 椰’ “椰
。

但是
，

因为研究非 完整动力学 比完整动力学要复杂得多
、

困难得多
，

使得许 多 问

题 的发展
、

研究 与讨论 一直延续到今天
，

还有不 少理论 问题和 实际 问题有待解决
。

椰椰i 椰t 椰k 椰r 椰9 ’椰全面 总结 了二十世纪初 期 以前的分析力学成就
。

文献 [椰8 椰指 出
，

非完整动力学的研究存在十一个基本 问题 尚待解决 椰例 如 关于 非完整动力学虚位

移的 椰p椰el l
一

椰h 椰t 椰椰椰 定义 的合理性 问题
，

关于非完整系统微分运算 椰和变分运算
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占的交换性 问题
，

关于 椰椰椰椰lt 椰椰 原理能否应用 于 非完整系 统 以及如何应 用于非完

整系统 的问题
，

关于将完整 力学一 整套积分理论推广 到非完整动 力学的 问题等
，

这些 问题都有过争论
，

都需要进一步研究和发展
。

其实
，

产 生所有这些 问题的根

源都可 以归结为对约束
、

虚位移 以及非完整约束 的物理实现等 一些基本概念和 理

论 的认 识
。

椰
椰

椰
椰

椰 约束
、

虚位移与自由度

在分析力学 中约 束 是建立它全部理论 的重要基础
，

对约 束 的各种情况和 各种

形 式
，

建立它 的数学 力 学理 论
、

并研究它 与系统动 力 学 的关系 尤为重要
。

因而
，

只 有正 确认识各种情况 和 各种形式 的约 束
，

才能建立 完备 的理 论
。

力学系统 中约束 的 一般 定义为 椰’椰’ “椰[4 ，椰[# 椰] 椰

在力学系统质 点 的位置 和 速度上

事先加上 一 些几 何或运 动学特性 的限制
，

称 为约 束
。

当系统运 动 时
，

不 论作用 于

其上的力 以及运 动 的初始条件如何
，

这些 限制都必 须得到满足
。

加在力 学系统质

点上 的约束在某种程度上 限制 了系统的可 能运动
。

由于 约 束的 限制
，

对各种工程

技术领域来说
，

具有指 导作用和特殊用 途
。

例如
，

可控力 学系统本身就是带有制

约给定运动状态 的确 定约束系统
，

而用相应 的控制装置来 实现这种约束便是技术

上 的问题
。

文献 椰1 椰对约 束的研究相 当出色
，

全面给 出了约束 的各种 形式
。

一 般的约束 条件都可 以用约束方程或约束不等式来表 示
。

这就要根据 己给条

件
，

利用几何学 和运动学 的知识来 写 出具体的数学表达式
。

应用基本变 分原理推 导力学系统 的运动微分方程时
，

约 束本身的性质存在着

极大 的影响
，

不 仅系统运动 的形式
、

而 且研究运动所选取 的方法 都依赖于 约束 的

性质
，

研究各种 类型 的约 束很有 必 要
。

按照约束 的各种特 征可将约 束分类
，

如分

为单面约束和双面约束
、

完整约束与非完整约束
、

定常 约束和 非定常约 束 椰也称

为稳定约 束和不稳 定约束 椰
、

理想约束与非理想 约束等等
。

约束 的概念可 以推广 到多种形式
，

如把运动微分方程 的第 一积 分 当作 非完 整

约束
、

把可控系统 当作非完整约束系统
、

高阶非完整约 束 以及把加在动力学特性

改变上 的限制条件当作约束来处理等等
。

每一种 不 同约 束系统的研究方法都有着

本质上 的区 别椰’ “椰
。

比如具有定 常约束 的系统与具有 非 定 常约 束 的系统在运 动 性

质和研究方 法上就有着本质 的差 异
，

研究非定常约 束系 统 比研究定常约 束系统要

复杂得多
。

虑位 移 如 同 约 束 一样
，

是 分析 力学 中 的一 个重要基本概念
，

在完整动 力学 和
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关于非完整动力学的几个基本问题

非完整动力学中都广泛地应用 虚位移 的概念
。

我们把在 某一 固定 时刻
，

在一 定位

置上约束所允许 的假想无 限小位移称 为虚位移川
。

设 力 学 系 统 由 椰 个 质 点 组 成
，

并 受 有 椰个 完 整 约 束
，

那 么 我 们 可 以 选

椰
椰3 椰

一 椰个广义坐标 椰椰
，
椰椰

，… ，
椰

。

来确定系统 的位形
。

质 点的矢径为

祝椰 弓椰椰椰
，
叮椰

，… ，
叮

。 ，
椰椰 椰椰椰 椰

，
椰

，… ，

椰椰 ( 椰
椰

椰椰

当系统 的广义坐标发生无限小位移 句椰，

衡椰，… ，

匆
。

椰即广义坐标的变分
，

或称 为广义

虚位移椰时
，

质点的虚位移为

戈 “ 元椰叮
，椰匆，，

仔椰 椰 匆椰，

一
，
椰

。 椰匆
。 ，
椰椰一元椰口

椰，
叮椰

，… ，
椰

， ，
椰椰

一

客知“ ‘ 一 ‘，椰， ’ “ ’

万，
椰椰

椰

椰椰

在计算 椰l
椰

椰椰 式 时
，

时 间 椰不变
，

并忽略 了 匆
，

的高阶无穷小量
。

如果 系统是完整 的
，

那 么 所有 的 匆
，

椰s 二 椰，椰，… ，

椰) 彼 此独立
。

这 是 因 为对于完

整系统来说
，

在选取 椰个广义坐标 椰
椰

之后
，

完整约束将 自动得 到满足
。

因此
，

对

于完整系统来说
，

独立坐标 的数 目就等于广义坐标 的独立变分 的数 目
。

如果系统受有如下 形 式的一阶线性非完整 约束

扮

艺
椰椰+ ，

，椰

诊
椰 椰 椰 ‘ 椰，

，。 十， 椰 椰 椰刀二 椰
，
椰

，… ，
椰椰二 二 椰 一椰椰 椰椰

椰

椰椰

其中 椰e
十几椰 、

气
十

办
十，为广义坐标 椰

，

和 时间 椰的函数
，

上 式也可 写 成

行

艺
椰‘ 十刀

，椰

椰q
椰 椰 椰椰十，

，。
椰t 一 椰 椰椰

椰

椰椰

对于定常非完整约束系统
，

艺
椰椰十刀

，，

匆
，

由于 时间 椰固定不变
，

变分 匆
，

满足关系

椰 椰 椰刀椰 椰
，

椰
，… ，

椰椰 椰椰
椰

椰椰

因 为在 坐标变分之 间有 椰个关系 (1
椰

椰) 式
，

所 以 匆
椰

椰s 二 椰
，

椰
，… ，

椰) 己 不 全是独

立的
，

只有 ￡ 椰 椰 一 椰个 是独立的
。

因此
，

对 于 非完整约束系统来说
，

独立坐标 的

数 目是 椰 ，

而 独立变 分 数 目为独 立 坐标 数 目减 去 非 完整 约 束 方 程 的 数 目
，

即

椰 椰 椰 一 椰
。

这种独立坐标数 目与独立变分数 目不 同的事实
，

在 椰椰g 椰a 椰椰椰 时代还 不

知道
，

直到 椰8 9椰年
，

德 国学者 椰椰r 椰z 才首 次发现 了它椰47 椰，

并 因此将 约束与力学

系统分成完整和 非完整两 大类
。

我们把广义坐标独立变分数 目称为系统 的 自由度
。

因此完整系统 的 自由度数

目就是独立坐标数 目 椰而非完整系统 的 自由度数 目则 等于 独立坐标数 目减 去非完

整约束方程 的数 目
。

可 见 非 完整 系统的独立坐标数 目总大 于其 自由度
。
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由约束方程 椰l
椰

椰) 式变换到关系 椰l
椰

椰) 式
，

可 以看 出
，

为 了得到约束加在

虚位移上 的条件
，

而将约 束方程 写成微分形 式
，

用 占代替 椰
，

并令 次 椰 椰
，

这就是

使用 椰椰椰d 椰椰方法「椰椰椰的结果
。

但是
，

人们在将虚位移的概念应用到非完整系统和 向速度空间
、

加速度空 间

以及更高阶空间推广 时
，

却遇到 了广义虚位移之 间非线性问题 以及广义坐标变分

与广义速度变分之 间的不 定性 问题 【’椰椰Il 椰]
。

为了解决不 定性和 非线性 问题
，

人们

引进 了线性化方法 定义虚位移和 各种交换关系确定广 义坐标变分与广义速度变

分之间 的不定性关系川椰” 椰椰‘椰椰[ ’椰椰[椰‘椰[椰‘椰[椰3椰
。

但并没有人给 出这些方法合理 的适用 范

围
，

而 是把这些方法笼统地应用 到非完整动力学的研究中
，

这样会产生数学 与力

学上 的矛盾 与不合理性
。

椰
椰

椰
椰

椰 非完整系统在位形空间中的可达性

如果约束是用不可积 的微分方程表示的
，

我们就称为非完整约束
。

非完整 约

束的一 般形式为

寿椰叮
， ，

夕
椰 ，
椰椰椰 椰 椰刀椰 椰

，

椰
，

一椰椰椰 椰 椰
，

椰
，… ，椰椰 椰椰

·

椰椰

方程 椰1
椰

椰椰 式的不 可积性在于它的左边不能成 为仅是坐标 函 数 的全微分
。

非完整 约束又有线性与 非线性之分
，

在所有关于 非完整动力 学理论 的 文献 中

都是这样来区分线性与非 线性非完整约束的
，

即如果在 约 束方程 椰1
椰

椰椰 式 中
，

函数 几相对 于 泞
椰

是线性 的
，

则称为线性非完整约 束
，

否 则
，

称 为非线性非 完整

约束
。

而根据 一般 的微 分方程 知识
，

我们 可 以判 断
，

有 可 能 函数 几相对 于 寸
椰

是

线性 的
，

但是如果 泞
椰

前面 的系数为广义坐标和 时 间 的 函数
，

那 么 这样 的非完整 约

束方程能够称 为线性 的吗 椰 本 文将 把 非完整 约束 区 分为本质线性 与本质 非线性

两种情况来研究
。

椰r 椰e 椰椰椰o 椰[ 椰61 指 出当系统有形如 椰l
椰

椰) 式 的不可积微分约 束时
，

在任意时 刻

椰，

系统可在空 间取任意位 置 椰 但是
，

在这位 置 下系统质 点的速度便 不是任 意的

了
。

非完整约束是对这些速度 的 限制
，

这就是完整约束和 非完整约束之 间 的一个

重要的差别
，

这个差别的 出现是相对可达性而言 的 椰 同时又指 出
，

一般说来
，

非

完整 约束所产生 的运 动学效果是 限制在位 形 空 间 内任意给定 点处许可 的 运 动 方

向 椰这个运动方 向应 该是速度 椰
，

但并不减 少位形 空 间 的维数
，

也不 限制系统可

以获得各种各样 的位 形 椰进一 步指 出
，

这一 结论是微分形式不可积性 的直接结果
，

因 为如果 能找到如下 形式 的函数
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中椰椰，，
椰椰

，… ，
椰

， ，椰椰椰 椰 椰椰
椰

椰椰

的话
，

由于它代 表椰包含在 椰
椰

空 间 内的 )一个超 曲面
，

位形 点将被 限制在这个超 曲

面上运 动
，

从而 也就 限制 了位形 点的可达 区域
。

实际上
，

一般 的非完整约 束并非

单独只对系统 的速度 空 间进行 限制
，

而是给定系统位形 空 间与速度空 间之 间的一

种数学逻辑
。

在本文定义 的本质线性非完整系统中
，

虽然约束方程不可积分
，

但是 可 以发

现
，

在这类约束方程 中给定 的是速度空 间和位形空 间确 定 的单值对应关系
，

在给

定 了初始条件 以后
，

系统其后 的运动状况是确定的
。

因此在本质线性非完整系统

中位形 空 间 的可达性不成立
。

但 是在本文 定义 的本质 非线性非完整系统 中
，

约束方程 也不可积 分
，

而且约

束方程 中给 出 的是速度空 间和位 形空 间不确定的非线性对应关系
。

这种 不确定 的

非线性对应 关 系 是否会 导致 多值对应 性
，

从而使得 本质 非线性 非完整系统 的位 形

空 间 与速度 空 间 具有 多值对应性 呢 椰 是这种多值对应 性 使得 位 形 空 间具有可 达

性呢
，

还 是微分形式不可积性使得位形空间具有可 达性呢 椰 这是研究本质非线性

非完整动力学的一个重要 问题
，

也是本质非线性非完整约束不确 定 的非线性本质

问题
。

但 是很 少 有人注 意 到本质非线性非完整约 束本 身不 确 定 的非线性本质 问

题
，

大多采取将所有 的非完整约 束线性化和确定化来研究
，

并不考虑在不 定性非

完整系统 中应用 这些方法所产生 的数学与力学上 的矛盾
。

在简单 的非线性 二次迭代 系统中都会产生相 当复杂 的动 力学行 为 【’椰[5 椰】 ，

对本

质非线性 非完整约 束的线性化
、

确定化处理
，

除 了产 生数学 与 力学上 的矛盾外
，

得到 的结果会不 会远 离系统 的真实运 动状 态呢 椰 这也 是 一 个让 人深 思 的 问题
。

也

是研究本质 非线 性 非完整动 力 学 一个重要 的
、

需要重 新认 识 的方面
。

本质线性 非完整 动力学和 本质非线性 非完整 动 力 学 的研 究方法 应 该有着 本

质 上 的差 异
，

这 个差 异如 同线 性 系统 和 非线性 系统研 究 方法 上 的 差 异 一 样
。

椰a 椰a rls
’
性研究经典 椰椰椰椰l 椰

一

椰椰椰椰l 问题 时
，

已经认 识 到 传统 非线性非完整约束定

义下的 椰椰p椰l 椰
一

椰椰椰椰l 非完整约束 的本质是线性的
。

很多人注 意到 了传统非线性非完整约 束的非线性方面
，

但是并没有脱离传统

的线性与非线性非完整约束的 定义 〔’ “ 椰椰49 椰[5 椰1
。

有学者注意到 了非完整系统的非线

性行为
，

但是
，

并没有认识到本质线 性与本质 非线性 非完整约 束之 间 的重 要差别

以及本质非线性非 完整约 束的非线性 本质 问题
，

而是按 照传统 的方法研究得到 的

运动 方程本身 的非线性行为 四椰]
。

实际上 需要 正 视 的应 该是本质非线性 非完整 约

束本身的非线性性质
。
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椰
椰

椰 与本文有关的研究现状综述

非完整动 力学 的研究 内容非常丰富
，

包括传统非线性非完整约束的物理实现

椰b] 题 〔椰椰椰椰7椰1椰“椰[椰椰椰1椰椰椰、

本质非线性 非完整约束本身非线 性性质 的研究
、

弱非完整动

力学 的研究椰71
、

单面非完整约束动力 学研究椰71
、

非完整系统 的运动稳定性椰7l
、

非

完整系统 的随机响应 〔椰椰、 非完整动力 学 的椰L 何理论 椰椰椰1椰7椰椰椰” 椰椰椰‘椰椰椰椰椰‘ 椰椰椰i椰椰椰n 原理

在 非 完 整 动 力 学 中 的应 用 椰’椰椰[椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰[椰椰椰‘椰2椰、

非完 整 系 统 的 对 称 性 与 不 变 量

椰椰3椰{椰椰椰[椰椰椰以及 非完整动力学的数值计算椰椰椰椰椰7椰〔椰3椰[椰椰椰等很多方面
，

最近
，

在我 国数学

力学家梅凤 翔 的倡 导 下展 开 了形式 不变性的研 究[65 椰
。

但是
，

非完整动力学 的一

些基本 问题 的研 究还 是 具 有 相 当意 义 的
。

下 面将与本文 有 关 的研 究进行 一 些综

述
。

椰
椰

椰
椰

椰 交换关系

微 分运 算 椰和变 分运算 占交换性 是研 究非完整 动 力 学 的 一 个重 要 的基 本 问

题
，

关于 椰
、

占运算可交换性 的看法有很多
。

以 椰椰l 椰椰r 卜椰] 为代表 的学派认 为 椰一 占交换性总成立
，

不 论系统完整 与否 椰 而

以 椰椰椰l 。 椰【椰’伪 代表 的学派认 为 椰一 占交换性仅对完整系统才成立 椰 对非完整系统

椰一 占交关系不成立
，

这种观点得到广泛 的支持椰” 椰。

椰椰椰5 年 椰椰j 椰n 椰椰i 椰[ 椰31 在研究

完整非保守系统 的变分原理时提 出了 一种新型交换关系
，

他认 为对完整 非保 守系

统 椰占， 勿
，

而其差 与动 力学 函数和 广义力有关
。

郭仲衡和 高普 云 椰31 在推导一类 非

完整 系统 的运动 方程 时 从数学 的角度 论证 了 椰一 占的可 交换 性
，

但 是 并没 有 克服

力学 上 产生 的矛盾
。

梁 立 孚 与梁 忠宏 椰9l 认 为 椰椰s 椰o 椰 观 点 实 际 上 是 一 种 误 解 椰

椰椰l 椰e 椰的基本结论 虽然 正确
，

但也存在一些缺陷 椰 而 且微分运算 椰和变分运算 占

是可 以交换 的
，

这 一基本原 理也适用于 非完整系统 椰 但是
，

这种交换性应用 于 非

完整系统时并没有克服数学 上 的矛盾
。

关于 椰一 占的可交换性 问题
，

主 要 体现 在

椰椰椰椰lt 椰n 原理在非完整系统 中的应用
。

梅凤翔 椰’椰〕对此做 了总结
，

研究这一 问题

的重要性在于利用交换关系可 以导 出系统 的运动微分方程
，

而 且更在 于交换关系

与 椰椰椰il 椰o 椰 原 理 能否应用 于 非 完整系统和如何应用 于 非完 整 系统 有关
，

还与

椰椰椰椰l 椰o 椰 一

椰a 椰o 椰i 积分方法能否推广到非完整系统密切 相 关
。

实际上交换关系在 非完整系统 中的应用是有条件和 范 围 的
，

并不是所 有 的非

完整约束动力学系统 都可 以应用
，

因为交换关系定义 的始 终 是 一种确 定性 的线性
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关系
，

也是 限制非完整 系统位形 空间可达性的方法
。

对 非完整系统产生 的不定性

问题应该寻求别的方法来解决
。

椰
椰

椰
椰

椰 A p 椰椰椰椰
一

椰椰椰椰椰椰椰 定义与 椰a
椰e o 动力学方程

椰p椰椰l l
一

椰h椰t 椰e 椰 定义在 非完整动力学 的研究 中一 直扮演着重要 的角色
，

但是

在绝大多数非完整系统中应用 椰椰椰e 椰l
一

椰h椰t 椰e 椰 定义会产生数学 上 的矛盾
，

众多的

学者也都认识到 了这一 点
。

由于 没有找到更合理 的方式来解决 非完整系统中的不

定性 与非线性 问题
，

椰椰p 椰l 椰
一

椰h椰t 椰椰椰 定义在非完整动 力 学 的研究 中仍然处 于 一种

不可动 摇 的地位
。

对此
，

梅凤翔 椰‘椰椰做 了如下 概括
“
虽 然没有人 明确提 出 椰p椰椰椰

一

椰椰椰t 椰e 椰 定义 的

适用性 问题
，

但 是人们在研 究非线性非完整动 力 学 时
，

总是事先 小心 地表 明研 究

椰椰椰椰椰椰v 型非线性非完整约 束
” 。

也有学者研究
“
非 椰椰椰椰椰e 椰 型 非完整系统

” ，

其

做法是用 别 的函数代替 椰椰椰t 椰e 椰 条件 中的约束 函数的偏 导数
，

即用新的条件代替

椰椰椰椰椰椰椰 条件 椰椰椰
。

椰椰8 椰
一

椰椰8椰年
，

前苏联 学者 椰 。 椰椰。 椰 “ ’椰在莫斯科大学 学报数 学和 力学卷上连载

论文 “ 不可 积约束系统 的动 力学
” 中提 出了研 究不可积分 约 束 系统动 力学的 一 种

新的数学模型
，

称 为 椰a
椰椰椰 模型

。

用 椰椰z 椰o 椰 的话说
，

该论文 是在推广 最小作用

量原理 的基础 上
，

研 究 了 带有 不 可积 约束系统 的分析动力 学新 的数学模型 椰 他认

为不可 积 约束应 分为两类
椰

一类是传统 的非完整约束
，

另 一类 是 椰椰c 椰o 约束
。

椰椰c 椰 。 模型的 出现对 椰椰椰椰椰卜椰h椰t 椰e 椰 定义产 生 了 巨大 的冲 击
，

很 多人 开 始怀

疑 椰p p 椰椰l 一椰椰椰t 椰e 椰 定义 的合理性与正确性
。

郭仲衡和 高普 云 【’ 椰给 出的理 论与 结果

同 椰椰椰c 椰 动 力学相近
，

但是产 生 了很多争议 椰椰椰【椰椰椰椰椰。 郭仲衡 椰椰椰椰椰椰起初认 为 椰椰椰椰椰椰椰

模型不 合理
，

而倾 向 椰椰c 椰。 模型
，

后来认 为这两个模型都不甚合理
，

认 为非完整

力学的 椰p p 椰椰l 一椰椰et 椰e v 解 要 求一种既非外力也 非约束力 的
“
非完整力

” ，

并且 通

过约束 分析 的方法
，

给 出他认为合理的模型椰5]
。

梁立孚椰8] 椰’椰lt “ ’椰16 椰1 做 了大量 工作
，

力 图把 椰椰c 椰o 模型和 椰h椰t 椰e 椰 模型在整个非完整约束 动力学 系 统 中统一起来
，

但

是得到 的结果仍然无法避免数学与力学上 的矛盾
。

椰椰s 椰椰[ “ 椰1 提 出并构造 了一个新

的扩张性 椰椰g 椰椰椰椰椰 函数
，

研究 了受约束的动 力 学系统
。

许志新 椰2 ‘椰应用文献 仁椰椰〕

构造 的扩张性 椰椰椰椰椰n 椰椰 函数给 出了扩张性拉 氏 函数模型
，

认 为 椰h椰t 椰e 椰 模型
、

椰椰椰c 椰 模型与扩张性拉 氏 函数模型是等价 的模 型
。

许多学 者 也认为 椰h椰t 椰e 椰 模 型

与 椰椰椰椰o 模型是针对 非完整系统建立 的两种不 同的力 学模 型
。

也有人 认 为 由于 非
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线性非完整约束的物 理实现不甚清楚
，

采用 椰椰e 椰椰椰v 模型是可 以的
，

采用 椰椰c 椰o

模型也是允许 的椰7]
。

也有人对这两种模型做过专 门研究
，

并且把 由 椰椰p 椰椰卜椰椰椰t 椰e 椰

定义得到的动力 学方程称为真实轨道方程
，

把 椰椰c 椰o 动力学方程称为测地轨道方

程 椰‘椰椰[椰6椰
。
椰椰n 。 椰d

，

椰椰椰椰。 椰 和 椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰中却把 椰椰椰椰椰 动力 学与 椰椰椰椰椰n 力学
、

椰椰椰椰椰n 椰椰 力学和 椰椰椰椰椰椰椰椰 力学作为并列 的概念提 出
。

椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰椰对 椰a 椰e o 动力

学方程提 出 了质疑
，

认 为 椰椰c 椰o 模型是不 合理的
。

椰椰椰椰椰 和 椰椰椰v 椰[ ，椰] 提 出了两种

力学概念
，

一种是 椰
’
椰椰e 椰椰椰r 椰力学

，

与 椰
’
椰椰e 椰椰椰椰t 原理是等价的 椰另一种是 椰椰c co

力学
，

认为 椰a
椰e o 力学与 椰椰椰椰椰椰椰n 原理等价

。

椰椰椰i 椰 和 椰椰椰椰椰椰 椰椰椰椰通过研究约束

系统的变分 原理
，

分别得到经典非完整运动方程与 椰椰c 椰o 动 力 学方程
，

提 出了附

加约束的概 念
，

并将两种 结果与实验结果进行 比较
，

认 为 椰a
椰椰o 动力学方程与惯

性项有关
，

而经 典非完整运 动方程与速度项有关
。

罗 绍凯 椰’椰] 研究 了 椰椰c 椰o 动力学

方程的积分 方法
，

得到 了非线性非完整约束系统 的 椰椰c 椰o 动 力 学方程 的解
。

张解

放[22 椰研 究 了 椰椰c 椰o 动力学方程 的 椰椰椰t 椰椰r 对称性与不变量
，

得到 了系统 的广 义能

量积分和新 的不变量 椰而刘 端椰’椰椰研究 了非完整非保守动力学系统 的 椰椰e 椰椰e 椰对称

性 与不 变 量
，

也 得 到 了 系 统 的广 义 能 量 积 分 和 新 的 不 变 量
，

但 是 它 采 用 了

椰椰椰e 椰l
一椰h 椰椰椰e v 定义 椰但是文 献 [2 2] 得到 的新的不变量 比文献 【椰椰] 得 到 的新的不变

量要多出一个不 定乘子 椰在应用两种 不 同模型
，

研究 椰p p 椰椰
一

椰椰椰椰椰问题 时
，
椰椰椰椰。

模型也多出一个 一 阶 导数的不定乘子
，

实际上
，

这个不 定乘 子 在 椰椰椰e 椰l
一

椰椰椰el

问题 中是可 以解得的
，

并且 为零
。

文献 〔椰甘旨出
，

关于这两种模型存在 四种观 点
椰

椰l) 椰h椰t 椰e 椰 模型是合理 的 椰 椰2)

椰椰c 椰o 模型 是合理 的 椰 椰3) 非线性 非完整系统允许有 不 同 的模 型
，

两种模型都是

合理 的 椰 椰4 ) 两种模型都不甚合 理 椰 这个 问题涉及到 非完整 动 力学 的根基
。

实际

上
，

在 椰椰椰椰椰l 一椰椰椰椰椰e 椰 定义和 椰椰c 椰o 动力学方程之 间产生 的这么 多争论和研究
，

并没有真正涉及 到 问题的根本之处
。

大多 的学者都试 图把这 两种模型在整个非完

整动力学中统一起来
，

并没有考虑 到本质非线性非完整约 束本身的不确 定非线性

性质对系统动力学行为的影 响
。

同时
，

这些争论也是 围绕 椰椰椰椰lt 椰椰 原理能否应

用于非完整系统产 生的
。

但是
，
椰h椰t 椰e 椰 模型和 椰a 椰c 椰 模型还是有它们 合理与统

一的共 同基础
。

椰
椰

椰 变分原理

变分原理 是数学物理 的重要组成部分
，

它为深刻地揭示 自然界 的基本规律和
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统一地描述各种形式 的场提供 了强有力的工具
，

也 为工程上近似求解各类 问题提

供了有效 的计算方法
。

变分原理的重要性使得人们对此领域的研究非常关心
，

并

且很多科学家在此领域内不断探索
，

取得 了辉煌的成就
。

如 椰
’
椰椰e 椰椰椰椰椰

一

椰椰椰椰a n 椰椰

原理和 椰椰椰椰l 椰椰椰 原理 椰‘椰椰椰椰椰椰
。

现代物理中的 椰椰e 椰椰椰: 定理 椰椰9椰
、

现代数学 中的辛几

何 椰，’椰
、

现代力学 中的 椰椰椰 定理 椰椰’椰椰，椰椰椰椰椰椰都与 椰椰椰椰椰椰椰椰 原理有着密切 的联系
。

变分原理也是建立整个分析力学的基础
。

在一般力学 中把变分 原理分 为微分

变分原理和积分变分原理
。

经典 的微分变分原理包括 椰
’

椰椰e 椰椰椰r 椰
一

椰椰g 椰椰n 椰椰 原理
、

椰椰椰椰椰i 椰n 原理和 椰椰椰椰s 原理
，

后来人们 又把 椰
’
椰椰椰椰椰椰椰椰

一

椰椰椰椰椰椰椰椰 原理推广 到 椰 次

导 数 空 间
，

称 为 万 有 椰
’
椰椰e 椰椰椰r 椰

一

椰椰g 椰椰n 椰椰 原理 椰’ “椰
。

经 典 的 积 分变 分 原 理 有

椰椰椰椰lt 椰n 原理
、
椰椰g 椰椰n 椰椰 原理

。

微 分变分 原理的适用 范 围较 为广泛
，

而积 分变分

原理一般只适用 于完整
、

理 想
、

保守 的力学系统
，

这无疑 是一个非常大 的缺 陷
。

为 了解决这个缺陷
，

很多学 者 围绕把积分变分原 理推广 到 非完整 系 统和 非保

守系 统做 了很 多 努 力
。
椰椰椰椰 年

，

椰椰r 椰椰[ 椰7 椰在 引 入 非 完 整 约 束 的概念 时 就 认 为

椰椰椰椰lt 椰n 原理不适用于 非完整系统
，

它 不满足带有不 定乘子 的 椰椰椰椰a 椰椰椰 方程
。

因此
，
椰椰椰d 椰椰〔椰椰椰

、

椰椰s 椰椰v 椰椰’椰和 椰o 椰o n e 椰椰致力于建立新 的变分原 理
。

椰椰椰椰椰椰椰6 〕支持

椰椰r 椰椰 的观 点
，

他认 为 椰椰椰d 椰椰的理 论是不对 的
。
椰椰椰fr 椰椰椰椰’椰椰和 椰椰椰椰「” 椰椰’ 椰椰反对 椰椰椰椰椰

的论断
。
椰椰r 椰[ ” 椰t7 椰1 支持 椰椰l 椰椰椰 的观 点

，

并且通过分析 一个 典型实例
，

得 到如 下

结论
椰

当考虑 非完整系统 时
，

椰椰椰椰l 椰o 椰 原理被推广 为两种 不 同 的形 式 椰 他认 为
，

对非完整系统

占丁椰椰、
，、 ， ‘椰椰t 一 椰

椰椰
椰

椰椰

形式的 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理是 不对 的
，

而

椰况椰。
，“ ， ‘椰椰t 一 椰

椰椰
椰

椰椰

是 正确 的
。

这一 结论肯定 了 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理 能够应用 于 非完整 系统
，

是对非完整

动 力学 的重大贡献
，

得到 了 椰椰椰椰椰椰椰椰e 椰椰椰2椰[椰，椰[椰椰椰椰椰，椰[ ‘ “椰等许多知名 学 者的支持
。

他们认 为
，

在有势力作用下
，

对于非完整系统
，
椰椰椰椰lt 椰n 原理没有象完整系统那

样使 椰椰g 椰a 椰椰椰 函数取驻值的形式
，

而有 椰椰g 椰a 椰椰椰 函数变分对时间积 分为零的形

式
。

椰椰r 椰e 椰 认为方程 椰1
椰

椰) 式形式 的 椰椰椰椰lt 椰椰 原理仅对完整系统才 是正确 的
。

椰 “ ” 椰 椰 椰 椰和 中 椰巾 椰 。 “ 认 为 椰椰椰椰lt 椰椰 原理取何种 形 式取决于对 椰一 占交换关系

持何种观点 椰1 61
。
椰 y 椰 椰 椰 以 椰 椰对这 一 问题进行 了系统研究

，

他指 出 椰椰s 椰o 椰 形式

的 椰椰椰椰l椰椰n 原理和 椰o
椰椰椰椰椰椰 形式 的 椰椰椰椰l椰椰椰 原 理 均可变换为 椰椰椰椰椰椰 形 式的
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椰椰椰椰一椰椰n 原 理 椰’椰椰
，
椰y 椰 ， 椰 以 椰 椰进一步指 出

，

仅仅对满足条件

客鑫划器
椰饥

、

一勺份升椰
椰t 椰q

椰

二 椰 椰椰
椰

椰椰椰

或者

全黔椰:+
， 一 。

口椰一 椰性 椰椰口

椰椰
椰

椰2椰

的非完整系统的运动
，
椰椰椰椰lt 椰椰 原理才具有方程 椰l

椰

椰) 的形式
，

才是稳定作用

量原理椰l0 】 。

他还 强调 指 出
，

对非完整系统
，

条件 椰l
椰

椰0 椰和 条件 椰l
椰

椰2 椰仅在极

个别的情况 下才满足
。
椰椰6 6 年

，
椰 椰 椰 O 椰 椰 月 。 椰指 出

，

交换关系的 椰椰l 椰e 椰形式和

椰u 椰椰。 椰 形式 都可 以应用 于非完整系统 椰椰椰椰lt 椰n 原理 的研究 椰’椰椰
。

但 是这两种交换

关系都使用 了 椰椰椰椰椰l
一

椰h 椰椰椰e 椰 定义
。

椰椰椰椰椰椰椰i 椰椰8椰椰椰9椰等对 自伴随系统 的变分泛 函的

构造做 了很 多的研究工作
，

但是所得结果 并不令人满意
。

椰椰椰P 椰椰椰椰[ 椰9] 研究 了非保

守跟随力作 用 的弹性系统
，

但其方法 的关键一
“
广义 自伴随算 子

”
的形式却无一

般的方法可 寻
。

我 国学者赵跃宇在 椰 次导数空 间中建立 了一类新 型积分变分原理

椰24 椰[2 椰]
，

将积分变分原理提高到 一个重要 的高度
，

并将它推广到非保守 系统
、

非

完整系统
、

变质量系统
、

连续介质力学 椰包括弹性力学
、

塑性力学 以及理性力学 椰
、

机 电系统的 电磁场理论 以及热传导 理论等多方面
。

椰i 椰n 椰和 椰椰椰l 椰2] 分别应用 和不

应用 椰椰椰e 椰
一

椰h 椰椰椰e 椰 条件研究 椰椰椰椰lt 椰n 原理在非完整系统 中的应用
，

认 为在两

种条件下 的非完整系统 中 椰椰椰椰lt 椰n 原理 都是稳 定作用量原 理 椰 实际上
，

他给 出

的只是 椰椰椰椰椰椰椰n 作用 量取极值的必 要条件
，

并非 充分条件
。
椰椰椰椰椰椰椰椰椰v 椰椰2椰研究

了非完整系统 的 椰椰椰椰l 椰椰椰 原理 的形式
，

认 为 由 椰椰椰椰椰椰
、

椰椰椰o 椰椰椰椰 得到 的关 于线

性非完整系统 的 椰椰椰i椰椰椰n 原理与 由 椰椰s椰椰椰 得到的非线性非完整系统 的 椰椰椰椰l椰椰n

原理
，

这三种形 式 的 椰椰椰椰lt 椰椰 原理是等价 的
，

并 且可 以相 互转换 椰 但 是最终并

没有脱离 椰椰椰椰椰椰
一

椰h椰椰椰椰椰 定义
。

椰椰椰椰s 椰椰椰椰椰d椰椰椰椰’椰在 椰椰椰椰椰椰
一

椰h 椰椰椰椰椰 定义 的基础上
，

研究了非线性非完整系统 的非等时变分原理
。

椰椰椰椰椰。 椰椰0椰研究 了经 典 椰椰椰椰l椰椰椰 系

统的极值变分原理
。

朱如 曾椰26 椰提 出 了非完整力学 的第 二类变分原理
，

在 椰p椰e 椰
椰

椰椰e 椰a 椰v 定义下统 一 了非完整力学的第二类
、

第一类和 中间类型 的变分原理
。

文献 【椰椰] 对产 生这些 问题和争论做 了总结 “
这种 争论 的实质是 与 椰

、

占运算

可交换性的看法有关 的
” 。

实际上产生这 些争论 的根本原 因 不仅是微分运算 椰和

变分运算 占的交换性 问题
，

而 且还 与非完整约束动 力 学系统本身存在本质非线性

非完整约束 的非线 性性质有关
。
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椰
椰

椰 本文研究内容

第一章研究了非完整动力学 中约束
、

虚位移和 自由度 的概念 椰 将非完整约束

区分为本质线性非完整约束和本质非线性非完整 约束
，

指 出 了研究本质线性非完

整动力学与本质非线性非完整动 力学的重要差别 椰综述 了本文 的研究背景 以及研

究现状
。

第二章研究 了非完整动力学 中几种虚位移的定义和 交换关系
，

证 明并给 出 了

它们合理 的适用范 围 椰定义 了本质线性非完整约束和 本质非线性非完整约束的概

念
，

证 明 了在 完整系统和本质线 性非完整系 统中
，

各种 定性化 交换关系与线性 化

虚位 移定 义的等价性
。

第三章 比较研究 了 椰h椰t 椰e 椰 模 型与 椰椰c 椰o 模 型 椰 从 力学和 数学 的角度 论证 了

两种模型在完整 动力学和 本质线性非完整 动力学 中的等价 的合 理性 与等价性 椰给

出 了 椰h椰t 椰e 椰 模型 与 椰椰c 椰椰 模型 在本质非线性非完整 动力 学 中不等价 的根本原

因
，

是 由于本质非线性非完整约 束本身的不确定的非线性 性质所致 椰 指 出在本质

非线性 非完整动 力学中 椰椰c 椰。 动力学方程是不合理 的
，
椰p椰e 椰l

一

椰h椰t 椰e 椰 定义是一

种线性近似解
，

所 以会产 生数学上 的矛盾
，

但是并不 改变约束力的性质
。

对 于本

质非线性非完整 动力学有待寻求更加合 理的方法来研 究
。

第 四章研究本质线性 非完整系统的 椰椰椰椰lt 椰n 原理
，

证 明 了本质线性非完整

系统 中 椰椰椰椰l 椰o 椰 作用量 为稳 定 的作用量
，

将完整动力学 与本质线 性非完整 动力

学 中的 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理从 形 式和 本质上 统一起来
。

最后总 结 了本文 得到 的主 要 结果
，

并给 出未来 的研究 方 向
。
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第二章 非完整系统中虚位移关系 的不定性问题

与非线性问题

我们把在某 一 固定 时刻
，

在一定位 置上约 束所允许的假想 的无 限小位移称 为

虚位移 椰’椰1 ’“椰
。

虚位移 如 同约 束一样
，

是分析力学里面一个重要 的基本概念
。

在完

整动力学和非完整动力学 中都广 泛地应用虚位移的概念
。

但是在将虚位移概念 向

非完整系统
、

速度 空 间
、

加速度 空间 以及更 高阶 空 间的推广 过程 中却遇到 了虚位

移之 间的不 定性 和 非线性 问题
。

如何解 决这两个 问题
，

许 多学者想 到 了各种各样

的方法 【’椰][ ’椰11 椰椰][ ’ 椰椰
，

但是这些方法具有 一个相 同点
，

就是将 不 定性和 非线性 问题

通过 引入交换关系和 定义虚位移使它们确 定化
、

线性化
。

但 是 并没有给 出它们 合

理 的适用 范围
，

导致 了在研 究非完整动力学时产生 了诸 多矛盾 椰2] 椰3] [4]
。

本章将对

非完整系统中虚位 移 的不 定性与非线性 问题 的可确 定化
、

可 线性化条件进行 研

究
。

椰
椰

椰 不定性与非线性问题

非完整系统相对于完整系统最根本的区别就是在非完整系统 中
，

存在广义坐

标变分 衡
椰

和广义速度变分 衡
，

之 间不定性关系 以及广义坐标变分 衡
椰

之 间 的非线

性 关系
，

如何合 理地处理这两种 关系一直 困绕着非完整动 力学 的研究
。

椰
椰

椰
椰

椰 不定性问题

设 力 学 系 统 由 椰 个 质 点 组 成
，

并 受 有 椰个 完 整 约 束
，

那 么 我 们 可 以 选

椰 二 椰椰 一 椰个广义坐标 椰，
，
椰椰

，… ，
椰

，

来确定系统的位形
。

质 点的矢径为

祝椰元椰叮
，，

叮椰
，… ，

口
。 ，
椰椰 (椰椰 椰

，

椰
，… ，

椰椰 椰椰
椰

椰椰

当系统的广义坐标发生无 限小位移 匆、 ，

勿椰，… ，

衡
，

椰即广义坐标 的变分
，

或称 为广义

虚位移椰时
，

质 点 的虚位移 为

戈 椰 不椰椰
，椰丙

椰，椰椰 椰匆
椰，… ，

椰
。 椰匆

。 ，
椰椰 改椰一不椰椰

，，
椰椰

，… ，
椰

。 ，
椰椰

一

客黔
·

椰‘ 一 ‘，
椰

， ”
‘ ，

万，
椰椰

椰

椰椰
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椰

关于非完整动力学的几个基本问题

在计算 椰椰. 2 椰式时
，

时间 椰不变
，

即 次 椰= 椰
，

并忽略 了 衡
椰

的高阶无穷 小量
。

如果系统是完整 的
，

那 么所有 的广义坐标变分 匆
椰

椰s 椰 椰，椰，… ，

椰) 彼此独立
，

或

者说完全任意的
。

这是 因为对于完整系统来说
，

在选取 椰个独立广义坐标 椰
，

之后
，

完整约束将 自动得到满足
。

因此
，

对于完整系统来说
，

独立坐标 的数 目就等于广

义坐标的独立变分的数 目
，

它们 之间不存在不定性和非线性 问题
。

但是如果系统受有如下形式的非完整 约束

几椰叮
， ，

泞
， ，
椰椰椰 椰 椰刀椰= 椰

，
椰

，… ，
椰椰椰 椰 椰

，
椰

，… ，椰椰 椰椰
·

椰椰

那么
，

约束加在虚位移上的条件应如何确 定呢 椰

如 果 我们 取 广 义 坐标 和 广 义速 度 的无 穷 小变 更 椰、 椰匆、 ，
椰椰 十衡椰，… ，

椰
。 十匆

。 椰

夕椰十匆】 ，

夕椰 椰衡
椰 ，… ，

奋
。 椰 衡

。

以及 时 间 椰的无穷小变更 椰椰 汾
，

可 以得 到约 束 椰椰
椰

椰) 式

的变更

叽 椰 几椰叮
椰 椰匆

， ，

奋
， 椰衡

椰 ，椰椰 汾椰一几椰叮
椰 ，

奋
椰 ，
椰椰 椰椰

椰

椰椰

将上式展 开成 椰椰椰椰椰r 级 数
，

并略去二阶 以上 高次项
，

得

矶 ·

艺孕、 椰 椰

艺兽、 椰 十

兽
二 一 。

椰= 一 口甘椰 ，二椰 椰甘椰 口‘
椰椰

椰

椰椰

对 于全部变分采用 椰椰l 椰椰椰交换关系 椰4 8]

衡
椰

。 椰

二一俐椰亡
椰椰 椰 椰

，

椰
，… ，椰椰 椰椰

椰

椰椰

则 椰椰
椰

椰椰式可 以写成

叽 一

玄纵
椰 椰

全婴粤椰、
椰

椰椰李
。

椰二一 。 甘
椰 椰一椰 椰叮椰 椰椰 椰椰

椰

今
，

叽 椰椰f，
、 二

椰

哈 椰
，

叽 二
、

叽
。

椰 椰
」

气二一 一 一丁 二下- 声习
椰 一 椰

」
一二气二丁下 《习

椰少十 一二尸 椰’
言 口椰

椰 椰t o椰
椰

言 椰t 啊
椰 口椰

椰椰
椰

椰椰

对 于形如 椰椰
椰

椰椰式的非完整系统
，

我们都有

二 合
，

叽 椰叽
、
二

椰

小 椰
，

叽 二
、 椰

叽
。

刁夕 = 乙 气屯二一 一丁百丁厂习
椰 十乙丁 气丁犷叫

椰少十 不刃
椰

优 椰 椰

椰二椰 。 叮椰 “ ‘
椰q

椰 ，二一 “ ‘
四

椰

切
椰椰

椰

椰椰

同时
，

我们可 以将 椰椰
椰

椰) 式对时间 椰求一阶微商
，

得

女擎询
椰

椰

女擎确
椰

十

兰椰t 椰 。

汀匆
， 一 ‘

汀匆
， 一 ‘

贡
椰椰

椰

椰椰

椰椰
椰

椰) 式则是 非完整系统各个质点产 生 的实位移所应该满足 的条件
。

可 以看到

只 要应用交换关 系 椰椰
椰

椰椰 式
，

椰椰. 9 椰式就 可 以变成 椰椰
椰

椰) 式 的形 式
。

对 于一 阶

定常非完整约束系统 椰椰
椰

椰) 式将变成如下 形式

一

椰3
椰
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。 一

客黔二客黔一 椰
椰椰

椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰0 椰式展 开成矩阵形式

椰兰 … 鱼椰
， 椰 ，

椰兰 … 鱼椰
椰 _ .

椰匆
， ”叮

。

椰}令
，

一1匆
，

匆
。

椰}令
，

椰
椰椰 … 椰 “ 椰 卜 } 椰 … 椰 “ 椰 卜 椰

椰笠 … 玉椰丙
。

椰}兰 … 兰椰衡
。

椰
椰匆

椰 丙
，

椰 椰匆
椰 匆

。

椰

椰椰
椰

椰椰椰

从 椰椰
椰

椰椰) 式可 以看到
，

由于 椰 椰 椰 ，

因而 衡
椰

与 匆
，

之 间存在不 定性关系
。

这种不

确定关系是 导致虚位移定义 多样性 的一个原因
。

椰
椰

椰
椰

椰 非线性椰’椰题 椰’椰椰

如果系统受有形如 椰椰
椰

椰椰 式的一 阶非线性非完整约 束
，

那 么
，

约束加在虚

位移上 的条件应如何确定呢 椰 容易看 出
，

利用前面 的 椰椰l 椰e 椰 交换关系 椰椰
椰

椰椰式
，

将给 出广义坐标变分 衡
椰

之 间的非线性关系
。

例如
，

当质点受有速度大小 为常数

的非线性非完整约束

泞了椰奋了椰纷孑椰 椰
， 椰 椰o n 椰‘ 椰椰

椰

椰椰椰

或写成微分 形式

椰肉 、椰， 椰椰椰q
椰椰， 椰椰椰q 椰椰， 椰 椰，椰椰t 椰， 椰椰

椰

椰椰椰

按 椰椰l 椰椰椰方法则有

椰匆
，椰， 椰椰匆椰椰， 椰 椰匆椰椰， 椰 椰 椰椰

椰

椰4椰

关系 椰椰
椰

椰4 椰 式 显然 是 相 对 于 广义坐标变 分 匆
椰，

匆椰，

匆椰的 非线 性 关 系
。

这种 非线

性关系限制 了与虚位移 密切 联系 的变分原理 的应用
。

椰
椰

椰 线性化方法

椰
椰

椰
椰

椰 线性化方法

从前面 的分析可 以看 到
，

在非完整系统 中
，

广 义坐标变分 衡
椰

之 间 的非线性

关系限制 了力学系统 的基本变分原理 的应用
，

但是 为 了应用 与虚位移密切 联系的

变分原理 椰例 如 椰
，

椰l 椰椰椰椰椰椰
一

椰椰椰椰a 椰椰椰 原理 椰‘ “椰椰来推导非完整系统 的运动方程
，

众多的学者采取 了将 约束加 在虚位移上 的条件实行线性化 的方法
。

关于线性 化的
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椰

关于非完整动力学的几个基本问题

方法有如下几种
椰

其一就是 椰椰p 椰椰l
一

椰椰椰椰椰e v 方法 椰” 椰[ ’椰椰。

如果系统受有形如 椰椰
椰

椰椰 式 的一阶 非

完整约束
，

则 椰椰p 椰椰l
一

椰椰e 椰椰e v 定义广义坐标变分 匆
椰

满足如下 关系

客黔一 椰
椰刀椰 椰

，
椰

，… ，
椰椰 椰椰

椰

椰5椰

其二就是 椰椰椰椰o 椰椰椰椰方法 椰椰6椰
。

罗 马尼 亚学者 椰椰椰椰椰椰椰椰椰认为
，

首先
，

约 束方程

应取无 限小形式

艺椰声心
椰 椰 椰几

椰椰l 椰t 椰 椰 椰刀椰 椰，椰，… ，

椰) 椰椰
椰

椰椰椰

其中系数 椰声
，

与，椰+ ，可 为坐标
·

速度和 时间 的函数
。

而后 按 椰椰l 椰e 椰方法
，

由 椰椰
椰

椰椰)

式可得

艺椰脚匆
椰 椰 椰 椰刀椰 椰

，
椰

，… ，
椰椰 椰椰

椰

椰7椰

这就 实行 了对广义坐标 匆
椰

的线性化
。

在 椰椰6椰 年
，

我 国学者牛青萍引入坐标空间
、

速度 空 间和 加速度 空 间三个基

本空 间的概念
，

给 出 了各个空 间所对应的约束和虚位移 的定义 椰’椰】 。

受有形如 椰椰
椰

椰)

式的非完整约束
，

牛青萍在速度空 间给 出的虚位移定义为

客黔一 椰 椰刀一 ‘，
椰

，” ” 椰，
椰椰

椰

椰椰椰

这三种线性化方法 存在 深 刻 的数学意义和 线性化本质
，

都有它们 的适 用 范

围
。

但是至今没有人研究过它 们 的合理适用范 围
，

而 是 不 加考虑地应 用 到所有 的

非完整系统 中
，

这样必 将导致诸 多的矛盾
。

椰
椰

椰
椰

椰 线性化方法的 比较分析

椰椰P 椰l 椰
一

椰椰椰t 椰e 椰 定义 椰椰
椰

椰椰椰 式 自然把传统线性非完整约束当作特殊情况
。

从 椰椰
椰

椰) 式可 以看到
，

为 了使矶用 匆
椰

线性表出

符号提到求和号外面 即得到 椰p p 椰椰l
一

椰h椰椰椰e 椰 定义
。

定义 时
，

约束必须满足条件

而令夕尽椰典匆
，

椰一 。 ，

将微分

认药椰t 内
，

但是
，

在得到 椰椰椰椰一l
一

椰h 椰椰椰e v

洽
，

叽 椰叽
、 。 椰 椰 椰

椰
椰

气二尸一 一 下丫二下一
一

厂勺
， 椰 椰

霄 卯
椰

椰t 啊
椰

椰椰
椰

椰9椰
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椰椰椰椰l l
一

椰椰e 椰椰椰v 定义是一种数学演绎的需要 与结果
。

形如 椰椰
椰

椰椰式 的一 阶非完整约束实质上是对系统 中质 点的速度 的 限制 〔’椰】 ，

因而牛青萍速度 空 间的虚位移定义只考虑 了广义速度 夕
椰

的变分
，

而 时 间 椰和 坐标

椰
椰

固定不变
。

时间 椰固定不变就是要求 的系统为定常系统
，

即 改 椰 。 ，
椰
椰

固定不变
，

实际上就是要求 匆
椰 椰 椰

。

这个要求等价于下面 的 椰椰
椰

椰。 椰式
，

即

拿黔
椰 一 。

椰椰椰 一 椰 椰

椰椰
椰

椰0椰

把这些条件应用 到 椰椰
椰

椰椰 式
，

就可 以得到牛青萍速度空 间 的虚位移 定义
。

可 以看 到这样 定义 的虚位移不仅完全 固定 了系统质点 的位形空 间
，

同时 限制

了质 点在固定位形 空 间 中的速度
，

使得任何形式 的约束都必 须满足系统位 形 空间

和速度 空 间 的一一对应关系
，

完全 不 同于 非完整系统关 于 位 形 空 间 可达性 的要

求
。

因此
，

牛青萍速度 空 间 的虚位移定义只适用 于 从数学 上满足条件 椰椰
椰

椰椰) 式

的非完整系统
。

比较牛青萍速度空 间的虚位移定义和 椰椰椰椰l l
一

椰h椰t 椰e 椰 定义可 以看到
，

它们具

有相同的主部夕尊
。

而 且应用 椰椰P 椰ll
一

椰椰椰t 椰e 、 定义 时包含 的限制条件和 牛青萍

廿丙
椰

速度空 间的虚位移 定义 却 是相 同的
。

如果在非完整 系统 中应用 牛 青萍速度 空 间的

虚位移定义
，

可选择这样的 椰椰g 椰椰n 椰椰 不定乘子
，

使得不 相互独立 的速度变分 匆。 ，

前面的系数 自动为零 椰 那 么应用 椰椰P 椰椰
一

椰椰e 椰椰椰v 定义
，

可 以引入 同样 的 椰椰g 椰a 椰椰e

不定乘子
，

使得不独立广义坐标变分 匆。 ，前面 的系数 自动 为零
。

应用这两种不 同

的定义在不 同的空 间 中可 以得 到相 同的结果 【’“椰‘椰]
，

而且 可 以看到在完整系统 中

建 立 的 椰椰e 椰椰椰椰 方 程 就 是对 这 个 问题 很 好 的 说 明 椰l 椰椰
。

这 是 因 为 椰
’

椰椰e m b椰r 椰
椰

椰椰g 椰椰n 椰椰 原 理 在 位 形 空 间 和 速 度 空 间 具 有 相 同 的 形 式
，

即 位 形 空 间 的

椰
’
椰椰椰椰椰椰r 椰

一

椰椰椰椰椰椰椰椰 原理与速度空 I’椰d 的 椰椰u 椰椰i 椰椰 原理具有相 同的形式
。

那 么 可

以将牛青萍速度空 间 的虚位移定义中的 衡
，

用 匆
椰

来代替
，

得到 椰椰椰椰椰l
一

椰h椰t 椰e 椰 定

义
。

因此
，
椰椰椰椰l 椰

一

椰h椰t 椰e 椰 定义和牛青萍速度空间的虚位移定义是等价的
，

它们

的适用范 围也是 相 同的
，

即只有在约束方程能够满足 椰椰
椰

椰椰椰式 的非完整系统 中
，

才能使用这两种 定义
。

而且对于 同一个系统在 同一个 空间
，

不 能同时把这两个 定

义都用到
。

但是对 于 一般的非完整约束并不满足条件 椰椰
椰

椰椰) 式
。

在这样 的系统

中使用这两个定义都会产 生矛盾
。

本章的最后将会研究这个 问题
。
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对于如何将有 限形式 椰椰
椰

椰椰式化为无 限小 形式 椰椰
椰

椰7 椰式
，

仍然存在所谓
“
不

定性
” 。

例如
，

对于约束方程 的有限形式 椰椰
椰

椰2 椰式
，

无 限小 形式可 以写成

夕，椰q ，椰夕椰椰q
椰 椰呼椰椰q

椰一 椰，椰t 椰 椰 椰椰
椰

椰1
椰

椰椰

或者

椰，椰q ，椰椰夕圣椰奋了一 椰
，椰椰t 椰 椰 椰椰

椰

椰1
椰

椰椰

或者

寸椰椰q 椰 椰椰奋矛椰奋圣一 椰
，椰椰t 椰 椰 椰椰

椰

椰椰
椰

椰椰

等等
，

按 椰椰l 椰e 椰交换关系 椰椰. 椰) 式
，

则有约束加在虚位移上的条件为

寸，匆
椰椰夕椰衡椰 椰泞椰衡椰 椰 椰 椰椰

椰

椰椰
椰

椰椰

泞椰衡椰 椰 椰 椰椰
椰

椰2
椰

椰椰

泞椰匆椰 椰 椰 椰椰
椰

椰2
椰

椰椰

等等
。

这说 明虚 位 移应满足 的关系不能唯 一确定
，

这种 不 定性不 为众 多的学者接

受
。

因而 椰椰l 椰o 椰i 椰椰线性化方法也不被广泛采用
。

椰
椰

椰 不定性问题与交换关系

椰2
椰

川 式给 出广义坐标变分 匆
椰

与广义速度变分 之 间 拘
椰

的 不 定性是 导致虚

位移关系多样性 的 一个重要 原因
。

前面 定义的虚位移 的应用 是有条件 的
，

而 且 定

义了虚位移只解决 了非线性 问题
，

还必 须通过交换关 系来解 决不定性 问题
。

人们

在定义虚 位 移 的基 础 上 引入 了广 义坐 标变分 匆
，

与广 义 速度 变 分 之 间 拘
，

的交换

关系
。

这 两 种主 要 的交换关系分 别是 椰椰s 椰o 椰 交换关系和 椰椰l 椰椰: 交换关系
。

椰
椰

椰
椰

椰 椰椰椰椰椰v 交换关系

对独立 的变分取交换关系

椰 椰

匆
。 “ 下椰匆刀 椰口 二 椰，椰，… ，

民 ￡ 椰 椰 一 椰椰
椰椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

以及条件

矶 二 椰 椰刀椰 椰
，
椰

，… ，
椰椰 椰椰

椰

椰椰
椰

椰椰

由 椰椰
椰

椰3
椰

椰椰 式和 椰椰
椰

椰3

假设 由约束 椰椰
椰

椰椰

椰

椰) 式 的 。 个条件可 以确定变分 髯
‘ 十刀 。

式相对 于不独立 的速度可 以解得
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诊
椰+ ， 椰 泞

‘ 椰，椰叮
， ，

呼，
，
椰椰 椰椰

椰

椰椰椰

于是 叽
椰 椰成为

、 。 ， 一

客静
二鑫静

。

·

鑫静
二 ·

鑫补
“ 椰 ·

鑫静
。

椰椰
椰

椰5椰

应用 椰p椰椰椰椰
一

椰椰椰椰椰椰椰 条件 椰椰
椰

椰5 椰式
，

即有

、
椰 椰
夸丝里二南 椰椰

椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰椰椰式代入 椰椰
椰

椰椰椰 式
，

得

戈
十刀 一

寡
椰

豁
·

客黯会
椰气

·

鑫静
，

椰椰
椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰6 椰式两边对时间 椰求导数
，

得

扣
椰+ 夕卜豁豁气

·

寡赘扣
口，

椰椰
椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰7 椰式和 椰椰
椰

椰8 椰式相减

、 ‘ 椰， 一

景
椰、 二，，椰

得

寸鱼竺二「必
椰

椰
，
椰

一二椰匆
椰t

。
椰l 一艺军

”衡
，

椰椰
椰

椰椰椰

其中

椰f+
， 一兰

椰

竺竺
一

鱼丝
一

食鱼丝旦玉竺
椰t 匆

。

匆
。
胃 匆 。 ，

匆
， 椰椰

椰

椰椰椰

利用 椰椰
椰

椰3
椰

椰椰式中的交换关系
，

可将 椰椰
椰

椰椰椰式写成

、 ‘ 椰

一景
椰“ ‘ 椰夕，一

鑫
彩

十”匆
。
椰” · ‘，椰，

一椰椰

一
。

椰椰
椰

椰椰椰

上式就是 椰椰s 椰o 椰 交换关系
。

椰
椰

椰
椰

椰 椰椰椰椰椰r 交换关系

对全部变分采用交换关系

、 ， 一

景
匆

·

椰一 ’，椰，

一，
椰椰

椰

椰2椰
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由此可 以确定叽

矶

计算叽
椰寸甄

勿
椰

椰
寸兰衡

椰椰
椰

椰椰椰式 可写成

小叽
。 椰 椰

小椰fn 椰
， 。 椰 、

椰 椰
」

于竺匆
二 椰 椰厂于匕干椰匆

，

椰
汀匆

椰 “ 廿匆
椰

椰t
’ “ ‘

小
，

叽 椰椰f，
、 。 椰 椰

小 椰
椰 椰

，

椰于兰 一舟于井椰匆
二 椰 椰

椰

舟
廿

‘

匆
椰

椰t 讨
椰

“
‘

廿 椰t

椰椰
椰

椰3椰

注意到 椰椰
椰

椰2 椰 式

那

椰

叽
。 椰 、

气二万一 。 叮
椰 少

啊
椰

椰椰
椰

椰椰椰

应用 椰p p 椰椰l
一

椰h 椰椰椰椰椰 条件 椰椰
椰

椰椰椰式
，

则有

客黔
椰 一 。 、刀一 椰，椰，… ，

椰椰

于是 椰椰
椰

椰椰椰式成 为

椰椰
椰

椰椰椰

二 小
，

叽 椰叽
、 。 椰

椰j ” 一

会
欠

可
一丽可脚

· 椰椰
椰

椰6椰

对于完整约束
，

竺
一 。 ，

由 椰椰椰6 椰式得 矢口
，

此 时有 、 一 。 。

对于 一般 的非

匆
，

完整约束来说
，

姚 ‘ 椰， 这也 是应用 椰椰椰e 椰l
一

椰椰椰t 椰e 椰 条件得 到 的数学上 矛盾 的结

果
。

椰
椰

椰 线性化与确定化条件分析

从 前 面 的 分 析 可 以看 到
，

椰椰s 椰o 椰 交换 关 系和 椰椰l 椰椰r 交 换 关 系 都 用 到 了

椰椰P 椰ll
一

椰椰e 椰椰椰v 条件
，

也就是要求非完整 约束满足条件 椰椰
椰

椰9 椰 式
。

但是什 么 样

的非完整约束才满足条件 椰椰
椰

椰椰) 式呢 椰 下 面我们将 对这个 问题进行分析
。

椰
椰

椰
椰

椰 实位移处于虚位移的充分必要条件

实位 移处于虚位移 的充分 必 要条件 是研究上 述 问题 的一个 重 要方面
。

文献

【椰椰] 给 出了一般 的非完整系统实位移处于虚位移的充分必要条件
，

并且对充分性

和必要性进行 了证 明
。

该 定理为
椰
对 于一般 的非完整约束

寿椰叮
椰 ，

奋
， ， ‘椰椰 椰 椰刀椰 椰

，
椰

，… ，
椰椰椰 椰 椰

，

椰
，… ，椰椰 (椰

·

椰7椰

实位移处于虚位移 的充分必 要条件是约 束方程对广义速度 的齐 次性
。

一

椰椰
椰
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必 要性证 明
，

对于 一般 的非完整约束 椰椰
椰

椰7 椰式
，

如 果 实位移处 于虚位移之

中
，

则 匆
椰

满足如下 关系

客黔一 椰

客黔
椰 一 。

椰椰
椰

椰8椰

因此

椰椰
椰

椰9椰

这意味着寿对 夕
，

是齐次的
。

充分性证 明
，

设 几对 夕
、

为 椰，齐次的
，

即

客黔
椰 一 ‘刀寿

椰椰
椰

椰椰椰

注意到 椰椰
椰

椰7 椰式
，

则有 椰椰
椰

椰椰椰式成立
，

由 椰椰
椰

椰9 椰式可得 椰椰
椰

椰8 椰式
。

比较 椰椰
椰

椰8 椰

式和 椰椰
椰

椰椰椰式
，

得 知实位移处于无数虚位移之 中
。

该定理可 以得到如下推论
椰

对于完整系统
，

实位移处于虚位移中的充要条件是约束方程 中不显含时间 椰
。

这个推论与我们 研究定常完整系统 的要求是一致 的
。

那 么 我们将研究满足实位移

处于虚位移充分和 必要条件 的非完整系统
。

椰
椰

椰
椰

椰 线性化与确定化条件分析

比较前面研究非完整系统时定义 的几种虚位移定义 以及 两种 交换关系
，

可 以

发现
，

它们在 非 完整 系统 中的应用 都是有条件 的
，

这个共 同的 条件就 是非完整约

束方程满足 如下 关系

。 一

客
椰

癸
一

景豁气
一 椰

、 一

客黔二客黔一 椰

椰椰
椰

椰椰椰

椰椰
椰

椰椰椰

即可
。

但是什么 样 的非完整约束才满足这样 的条件 呢 椰 至 今没有 一个人给 出
。

这

里 我们先 引入本质线 性非完整约束和本质非线性非完整约 束 的定义
。

定义 椰

同时满足条件

如果一阶非完整 约束 同时满足条件 椰椰. 椰椰) 式和 椰椰
椰

椰椰) 式

椰椰. 椰2 椰式和 椰椰
椰

椰椰) 式
，

那 么称为本质线性非完整 约束
。

或者

否 则称
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为本质非线性非完整约束
。

这个概念可 以推广 到 椰次空 间
。

对 于如下 形式的一阶 椰 次齐次定常非完整约束

乃椰叮
椰 ，

椰夕
椰

椰
’
椰椰 椰 椰刀二 椰

，
椰

，… ，

椰椰椰 椰 椰
，
椰

，… ，椰椰

总可 以写成下面 的形式

椰椰
椰

椰椰椰

几 椰
艺椰

椰，
·

椰夕
，

椰’ 椰椰 椰 椰刀椰 椰
，

椰
，… ，

椰椰椰 椰 椰
，
椰

，… ，椰椰 椰椰
椰

椰椰椰

其中
， 椰椰， 椰 椰叨伪，，

叮椰
，

一叮
椰

椰
。

将 椰椰
椰

椰4 椰式代入 椰椰
椰

椰1椰 式可得

客黝一客
椰

豁
椰“ ” 匆· ’

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

小 椰叽
二椰

小
‘ 椰 「一 椰

椰 厂
一

了 二了一

叫
椰 椰 椰

椰

飞一二椰，，椰
言 椰t 椰q

椰

二算 椰t

椰叨
·

椰夕
，

椰
用 一，椰}

·

匆
椰

椰

艺椰椰椰椰客舒
，，

·

椰“·，’ 一 ‘一 椰椰 一 ‘，
·

…椰“ · ” 一 ’ ·

“· ’
·

匆
· ’

椰椰
椰

椰5
椰

椰椰

若 ， 二 椰
，

就是完整约束
，

有 椰椰. 椰椰
椰

椰椰式为零
，
椰椰. 椰椰

椰

椰) 式变 为

客
〔

黔
·’一 椰

椰椰 4椰椰

椰椰
椰

椰椰椰 式就是完整动力学 中的虚位移定义
，

在完整系统 中
，

满足条件 椰椰
椰

椰1 椰

式和 椰椰
椰

椰椰椰 式
。

若 。 二 椰
，

就 是传 统线性 非完整 系统
，

比较 椰椰
椰

椰5
椰

椰) 式和 椰椰
椰

椰5
椰

椰椰 式
，

在

一般 的情况下
，

可 以看到从 两式并不相等
，

也就是不满足条件 椰椰
椰

椰椰) 式和 椰椰
椰

椰椰椰

式
。

若 椰 之椰
，

就是传统非线性非完整系统
，

比较 椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰 式和 椰椰
椰

椰5
椰

椰椰式
，

在一般 的情况下
，

可 以看到从两 式并不相等
，

也就 是不满足条件椰椰
椰

椰1 椰式和 椰椰
椰

椰椰)

式
。

但是
，

当 椰 椰 椰时
，

且系数 椰叨 为常数
，

则有 椰椰. 椰椰
椰

椰) 式和 椰椰椰4 椰. 椰) 式相等
，

满足条件 椰椰
椰

椰椰) 式和 椰椰
椰

椰椰椰 式
。

同时
，

如果约束每一个广义速度前的系数能

够被表示 为与广义速度相对应 的齐次 函数
，

即

椰椰， 二 椰椰，椰椰守，椰
用
椰

， 椰椰， 椰 椰椰，椰(宁椰椰
椰

椰一
椰。， 椰 椰 。 ，椰(，

。

椰加椰

也有 椰椰
椰

椰5
椰

椰椰式和 椰椰
椰

椰5
椰

椰椰 式相等
。
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为7)8)
功

椰4
椰，椰勺‘但是

，

当 椰 之 椰时
，

如果 约 束方程 椰椰. 椰3 椰式 中广 义速度 奋
椰

前面 的系数

常数时
，

则有

客黔一 椰

要满足条件 椰椰. 椰椰椰式
，

则有牛清萍速度空间的虚位移定义成立
，

即

客黔一 椰

可 以看到
，

在得到 椰椰
椰

椰椰) 式
、

椰椰
椰

椰椰) 式的过程 中
，

如 果约束方程 椰椰
椰

椰椰椰式 中

广义速度 纷
椰

前面 的系数 椰椰P 为常 数
，

则满足本质线性 非完整 约 束 的定义
。

且 与非

线性齐次的次数 椰 没有关系
，

只 与广 义速度 呼
椰

前面 的系数有 关
。

那 么
，

可 得如下

命题

定理 椰 如果 一阶非完整约 束 椰椰
椰

椰椰) 式广义速度 泞
椰

的系数为常系数
，

那 么

一阶非完整约 束是本质线性 的
，

且与广义速度 奋
椰

的齐次次数 椰 无 关
。

定理 椰 如果一阶非完整约束 椰椰
椰

椰3 椰式广义速度 奋
椰

的系数为与之相对应 的

广义坐标的 阴 次函数
，

那 么 一阶非完整约束是本质线性 的
，

且 与广义速度 泞
椰

的齐

次次数 椰 无关
。

文献 【椰椰] 将 牛清萍速度 空 间 的虚位移 定义 向 椰次空 间做 了推广
，

按照文献 【椰椰椰

的思想
，

可 以把定理 椰推广
。

推论 椰 女口果非完整约 束为 、 次空 间广义速度罚的
椰 次齐次 函数

，

且炭前面

的系数为常系数
，

那 么 椰次空 间 的非完整 约 束是本质线性 的
，

且与 椰次空 间广 义

速度炭的齐次次数
。 无关

。

证明 设力学系统受有如下形式 的非完整约束

寿椰(、
，

椰’ 椰椰 椰 椰声椰 椰
，

椰
，… ，

椰椰椰 椰 椰
，

椰
，

一
椰椰 椰椰

椰

椰椰椰

那 么有

客黔一 。
椰椰

椰

椰0椰

成立
。

要满足条件
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椰一一
椰k)叽

今气。 一

客黔 椰椰
椰

椰椰椰

椰

艺同椰

则有
，
椰次空 间的牛清萍虚位移定义椰24 椰成立

，

即

艺今次
一 。

椰= 椰日椰
椰

椰椰
椰

椰椰椰

推论得证
。

但是在其它 形 式的非完整系统中
，

非完整 约束是不满足定 义 椰的
，

同时也不

满足定理 椰
、

椰和推论 椰
，

因此是本质 非线性 的
。

对 于本质 非线性 的非完整系统
，

我们 必 须寻求新 的合理 的方法来研究
。

椰
椰

椰 本章小结

在非完整系统 中
，

各种虚位移 的定义 以及根据虚位移定义得到 的交换 关系
，

在非完整系统中 的应用是有 范 围的
。

它们 并不 能推广到所有 的非完整系统 中
，

否

则
，

就会产生数学上 的矛盾
。

它们 合理 的范围是本质线性非完整系统
。

在完整系统和本质线性非完整系统中这些定义和 交换关系都是等价的
。

对本

质非线性非完整系统
，

我们必须正确认识它的一些物理性质
，

努力寻求新 的合理

的方法来研究这样一类相 当广泛 的非完整系统
。
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第三章 椰椰椰t 椰e 椰 模型与 椰a
椰椰椰 模型 比较研究

椰椰p 椰椰一椰椰椰t 椰e 椰 定义对非完整动力学 的研究有着深刻 的影 响
，

但是在 一般 的

非 完 整 系 统 中 应 用 会 有 数 学 上 的 矛 盾
。

椰a 椰c 。 动 力 学 方 程 椰57 椰的 提 出 对

椰椰P 椰ll
一
椰h 椰t 椰e 椰 定 义 产 生 了 巨 大 的 冲 击

，

并 且 产 生 了 很 多 有 意 义 的 研 究

椰，椰:椰椰[ ‘椰[，椰椰，，椰[椰8椰[，，椰
。

文献 【椰2椰甚至将 椰a 椰椰椰 动力学与 椰椰椰椰椰椰 力学
、

椰椰椰椰椰n 椰椰 力学

和 椰椰椰椰lt 椰椰 力学作为并列 的概念提 出
。

一些文献将非完整约 束归结 为 椰椰椰t 椰e 椰 模

型和 椰椰c 。 。 模型两种模型来研究
。

文 献 [7 〕对此做 了总 结
，

指 出对 椰h椰t 椰e 椰 模 型和

椰a
椰e 椰 模型存在 四种观 点

椰 椰椰椰椰椰椰椰椰e v 模型是合 理 的 椰 椰椰椰 椰椰e e o 模 型是合 理 的 椰

椰3) 非完整 约束系 统动力学允许有不 同的模型 椰 椰4) 两种模型 都不甚合理 椰 问题 的

严 肃 性 在 于 涉 及 非 完 整 动 力 学 的 根 基
。

本 章 将 分 别 从 力 学 与数 学 的 角 度 对

椰h 椰椰椰椰v 模型和 椰椰e 椰椰 模型进行 比较分析
。

力学与数学分析

在经 典分析力学里 面
，

我们研究的都是理想约束
。

在非完整动力学里 面
，

我

们研究的还是理想约束
。

理想约 束对我们研究这个 问题有实 际 的指 导意义
。

椰椰椰椰椰方程

假设力学系统的位形 由 椰个广义坐标 椰，
椰i 椰 椰

，… ，

椰) 来确定
，

系统受有如下 形式

的理 想非完整约束

寿椰叮
， ，

奋
椰 ， ‘椰椰 椰 椰刀椰 椰

，
椰

，… ，
椰椰椰 = 椰

，

椰
，… ，椰椰 (椰

椰

椰椰

一般说来乃不是线性的
。

对于这样 的非完整系统应用 椰椰椰e 椰
一椰椰et 椰e 椰定义可 以建立一类非完整系统 的

动力学方程 椰川椰’椰椰
，

称为 椰椰u 椰椰方程
。

应用 椰椰椰椰椰l 一椰h 椰椰椰e 椰 定义
，

虚位移加在约

束上 的条件为

客静一 。
椰椰

椰

椰椰

按 椰椰椰椰椰的思想
，

引入 椰椰椰椰a 椰椰椰 乘子 与椰刀椰 椰
，

椰
，… ，

椰椰
，

将 椰椰
椰

椰椰式乘 以 兄，并对 刀

求和
，

再将所得的表达式加 到 椰
’

椰椰e 椰椰e 椰t
一

椰椰椰椰椰n 椰椰 原理椰16 椰
，

可得到系统 的运动
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微分方程

椰 沉 况
椰t 衬

，

匆
，

。
椰 。

叽
匕 一彻 百丁

，

钟 椰 椰， ”
’ ， “ 少

四
椰

椰椰
椰

椰椰

其 中 椰 为 系 统 的 椰椰椰椰a 椰椰e 函 数
，

椰s 为 非 有 势 广 义 力
，

右 边 第 二 项 记 做

椰
椰 椰

艺心兰
，

称 为广义约束力
。

还可 以采用 椰o 椰r 椰ia
。 原理和 牛青萍速度空 间的

丙
椰

虚位移 定义建立类似 的方程 〔’椰】 。

同样可 以应用 椰椰椰椰lt 椰椰 原理
，

通过 引入 椰椰g 椰椰n 椰e

乘子 几
，

应用 椰椰椰椰椰l 一椰椰椰椰椰e 椰 定义建立这样 的方程 椰椰’椰椰椰，椰
。

但 是
，

在第二章我们

分析得到 了 椰p椰椰椰一椰椰et 椰e 椰 定义 的合理适用 范围
，

因此 椰椰椰t 椰方程并不适用于所

有的非 完整 系统
，

它的适用 范 围与 椰椰椰e 椰l
一椰椰e 椰椰椰v 定义相 同

。

椰
椰

椰
椰

椰 椰椰椰椰椰方程与 椰a 椰c
椰 动力学方程

对于受有形 如 椰椰
椰

椰) 式 的非完整 约束系统
，

其边界条件 为

衡
椰

椰
，二，。 一 匆

椰

椰
，一，

一 椰 椰椰
椰

椰椰

叮
，

不口寸
，

分 别 为 椰椰椰椰a 椰椰椰 坐 标 和 广 义 速 度
，

椰是 时 间
椰

椰 二 椰，椰，… ， 。 椰

刀二 椰，椰，… ，
椰 椰

椰椰椰i椰椰椰n

椰 椰 椰 。

原理 的泛 函 为

椰椰

椰·

椰椰椰。
， ，、 、 ，‘椰椰t

之椰

椰椰
椰

椰椰

其约束条件为 椰椰
椰

椰椰式
，

边界条件为 椰椰
椰

椰椰 式
。

将 椰变分
，

并令 夕 二 椰
，

则有

二 一 ‘

阶李匆
椰 十

奥衡
椰

椰dt 一 。

‘

椰霄 椰q
椰

椰q
椰

椰椰
椰

椰椰

其约束条件 椰椰
椰

椰) 式可变换为如下 两种形式

椰
椰

应用 椰p p 椰椰椰一椰h 椰椰椰e 椰 定义可得 椰’椰椰

客
椰

豁
匆

· ’一 椰
椰椰

椰

椰椰

应用 椰a
椰e 。 模型可得 椰椰椰椰，椰椰

二 小
，

叽
。 椰 椰

叽
。 二 、 。

可刀 二 乙 、百丁
椰

四
， 十百丁

椰

四
椰 少椰 椰

椰= 一 。 甘
椰 椰甘椰

椰椰
椰

椰椰
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引入 椰椰g 椰椰n 椰“ 乘子 凡
，

分别将约束条件 椰椰
椰

椰) 式和 椰椰
椰

椰) 式纳入泛 函的变

分 椰3
椰

椰) 式 中
，

分部积分
，

并考虑在边界上 匆
椰 椰 椰

椰

则 可分别得 到 椰椰p椰l 椰一椰椰e 椰椰椰v

定义下 的运动方程一椰椰椰t 椰方程

椰 日L 口椰 子
椰椰

椰

椰
椰 、

椰t 丙
椰

丙
，

和 椰a
椰椰o 动力学方程

艺凡

椰 况 况 令
， ，

叽 椰椰f，
、 椰

手 、 叽
丁百丁

椰

一百了
椰 一乙勺 气丁厂 一丁丁椰少十山彻 石二一 = 椰

“ ‘
四

椰

椰q
， 刀椰一 四

椰 椰 ‘
椰q

椰 刀二一 四
椰

椰a 椰“ 椰 动力学方程 中的 椰椰g 椰椰椰椰椰 乘子 几一般为 时 间 椰的函数 椰椰椰[ 椰7椰
。

椰
椰

椰
椰

椰 约束 力的 力学性质分析

在 椰椰
椰

椰椰式 中
，

第三项 为约束力
，

记 为

由 椰椰椰椰椰l 一椰h 椰椰椰e 椰 定义 椰椰
椰

椰椰 式
，

可得

椰匆 椰

艺椰
了

占。
‘ 二

靠‘
黔一鑫礴黔一 。

椰椰
椰

椰椰

椰椰
椰

椰0椰

椰椰
椰

椰1椰

椰椰
椰

椰椰椰

叽一鱿椰
椰 椰艺朴

这说 明 椰维矢量 椰椰约 束力椰和 椰维矢量 匆椰虚位 移椰是正交的
。

也就 约 束 力在虚位移

上所做 的功为零
，

即 约束 为理想 约束
。

在 椰椰
椰

椰椰椰 式 中
，

表 示 约束 力的各项可 记为

哈
， ，

叽 椰叽
、 椰

洽 椰

叽
八 ， 椰 一乙与 气

椰

石万一 一丁
椰

巫下少十乙 九刀石丁一
刀椰一 。 甘

椰 “ ‘
四

椰 夕一 四
椰

椰椰
椰

椰椰椰

故有

椰
，

匆
’ 椰

月 月

艺尺匆椰
椰

艺「一艺耘
椰

叽 椰叽
、 椰

洽 、
叽

、

椰
。 椰

七百了
椰

一丁屯万一椰十乙与 百二一椰椰四
椰

四
椰 椰‘

四
椰 夕椰， 四

椰

椰

椰椰
椰

椰4椰

由 椰椰
椰

椰椰式可知

小叽
。 椰

椰厂二一一 〔习
，

言 椰q
椰

矛叽
。 二

二 一 椰
」

丁丁椰叫
，

言 啊
椰

椰椰
椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰椰椰 式代入 椰椰
椰

椰椰椰 式
，

则有
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与椰’ 匆
‘ 一

艺尺匆椰
一
艺艺
刀二椰椰= 椰

叽
。 椰 椰 ，

椰
，

叽
、 。 椰

二几一叫
， 十 儿椰 一丁 气二万一少叫

了

椰q
， ‘

椰t 啊
椰

椰

椰

叽
。 椰

十与 百二一四
，

。 甘椰 」
一

鑫客景“ 哑
冈

椰

椰

椰椰
、

一

鑫煞叽瓢
卜黝喀瓢

’
椰椰

椰

椰椰椰

对 椰椰
椰

椰6 椰式
，

可做 如 下分析
椰

在第二章 里
，

我们分析得到
，

对 于本质线性非完整约 束
，

约 束 自然满足下 面

的条件

小
，

叽
。 椰 、 。 ， 椰 椰 椰 椰 椰椰 椰 。 二 椰 ‘ 椰 _ 椰 ，

。 。 ， 、

椰
」

气二，椰

叫
，椰椰 椰 、 几椰P ‘ 椰1 七 椰1 ‘ 椰椰 ‘ 椰

儿
产

人 夕

言 啊
椰

椰椰
椰

椰7椰

那么
，

将条件 椰椰
椰

椰椰) 式应用 到 椰椰
椰

椰椰) 式是 合理 的
。

则 椰椰
椰

椰椰) 式 为零
，

即

椰
’

匆
椰 一

艺椰椰占。椰一 椰 椰椰
椰

‘椰椰

这说明
，

约 束力 椰
’

与虚位移 匆
’

正交
，

即约束力在虚位移 上所做 的功为零
。

那 么

根据 以上 分析可知
，

对 于本质线性理想 非完整约 束
，
椰椰椰椰椰卜椰椰椰t 椰e 椰 定义 为一个

自然成立 的过程
。

把 椰p椰e 椰一椰椰椰t 椰e 椰 定 义 引入到 椰椰c 椰椰 动力学 方程 中时
，

方程椰椰
椰

椰)

式与 椰椰
椰

椰椰椰 式等价
，

也 就是 说在本 质 线性理 想 非 完整 系统 中
，
椰p p 椰椰卜椰h椰t 椰e 椰

定义 下 的运 动方程 与 椰椰c 椰o 动力学方程是等价的
。

这也说 明
，

在本质线性理想非

完整 系统 中 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理 是可 以应用
。

但是对 于本质 非线 性非完整 系统
，

椰椰椰椰椰l 一椰椰e 椰椰e v 定义 是 不成 立 的
，

即

夕椰典、 椰，‘ 椰

廿 啊
椰

椰椰
椰

椰椰椰

则 由 椰椰
椰

椰椰椰 式可知

椰
’

匆
一

郭崛
一

豁
、客黔

·，· 椰
椰椰

椰

椰椰椰

这说明约束力 椰
，

与虚位移 匆
’

不正 交
，

因为对于 非理想约 束 系统
，

匆
’

在约束超 曲

面乃椰椰
椰 ，

奋
椰 ，

椰二 椰的瞬 时切平面 内
，

而约束力 椰
’

并不指 向瞬 时 固定 的超 曲面 的法线

方向
。

那么 椰椰c 椰椰 动力学方程使得本质非线性 非完整约 束 由理想变 为非理想 的

了
，

这与我们给定 的约束是理想 的相 矛盾
。

第二章我们证 明 了 椰p椰椰l 椰一椰椰椰t 椰e 椰 定义的适用 范 围为本质线性非完整 系统
。

椰椰c 椰o 动力学方程也 只 能在本质线性非完整系统 中成立
。

如 果在本质 非线性非完

整系统 中应用 椰椰c 椰椰 动 力学方程
，

将会产生力学上 的矛盾
。
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椰
椰

椰
椰

椰 约束力的数学分析

假设在本质非线性非完整系统 中 椰p p椰l 椰一椰h椰t 椰e 椰 定义成立
，

那 么 我们可 以得

到 椰椰
椰

椰8 椰式成立
，

即 椰椰c 椰o 动力学方程 不 改变 约束 的性质
。

但是在本质非线性

非完整约束动力学系统 中应用 椰p p 椰椰卜椰h椰t 椰e v 定义会产生

矶
·

艺椰剪
一

粤李椰、 椰 ， 。

椰椰椰 椰任， “ ‘ 。 甘椰

椰椰
椰

椰1椰

的矛盾
。

那 么 在本质 非线性非完整约束动力学系统 中
，

椰椰p 椰椰卜椰h 椰椰椰e 椰 定义错 了
。

从上 面 的分析可 以看 到
，
椰椰椰椰l 椰一椰h椰t 椰e 椰 定义和 椰椰c 椰椰 动 力学方程共 同的适

用范 围是本质 线 性 非完 整系统
。

但 是在本质 非线性 非完 整 约 束动 力学 系统 中
，

椰椰c 椰。 动力学 方程 中表示约 束力 的项却不 同于 椰椰椰e 椰l 一椰h椰t 椰e 椰 定义下运 动 方程 中

表示约 束力 的项
，

这种不 同并不 是 由于约束的非理想性所致
，

而 是 由于本质非线

性非完整约束的非线性本质所致
。

因为
，

不可能通过应用 某个模型
，

而 可 以改变

系统本身的性质
。

如 果某个模型 的应用会 导致系统性质 的改变
，

那 么 这个模型一

定存在不合理 的方面
。

在本质非线性 非完整系统 中
，

椰椰et 椰e 椰 模型虽然 会产生数

学上 的矛盾
，

但 是并不 改变约束力的性质
，

是本质非线性 非完 整约束 的一 次近似

结果 椰 椰椰c 椰椰 动力学方程给 出的结果为我们提供 了一 个 思 考
，

即本质非线性非完

整约束是理想 约 束吗 椰 必 须 寻 求 新 的方式来研究本质 非线性非完整 动 力学
。

椰
椰

椰 算例分析

椰p椰椰椰椰
一

椰椰椰椰椰问题 椰’椰椰
。

将直角坐标 椰沙
，椰分别用广 义坐标 、 椰，、 椰，、 椰代替

，

我们

可 以得到该例 的 椰椰椰椰椰椰椰椰 函数和 约束微分方程

椰 二
工椰
椰
椰寸厂椰夕椰椰泞了椰一 椰肘

椰

椰椰
椰

椰2椰

椰二
武一时一弱 二 椰

为了方便
，

我们 可 以把 云前 的系数取为 椰
。

椰椰椰椰椰l
一

椰椰椰椰椰例 的 椰h 椰椰椰e v 模型解

根据方程 椰椰
椰

椰椰式得到

椰夺
， 椰 一椰匆

，

椰吞椰 二 一椰匆 椰

椰椰
椰

椰椰椰

椰椰
椰

椰4
椰

椰椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰
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椰吞。 椰姆 椰 椰匆
椰

方程 椰椰
椰

椰椰椰式和 椰椰
椰

椰椰椰 式的解表示为 椰‘ “椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

丧不石夕
椰

一
。 一

粤
椰，

之
椰椰

椰

椰椰
椰

椰椰

扼不而
椰 椰

椰椰
椰

椰5
椰

椰椰椰t
椰一椰

一椰椰

。椰 一 椰。 一

喜。
，

乙
椰椰

椰

椰椰
椰

椰椰

其 中

。 椰椰椰 椰
椰

椰
椰

椰

七 椰—
，椰椰 椰 椰椰一。 椰 椰椰0

椰椰0

进 而 有

召于丁椰椰。
椰一 、 椰。椰一

，一

青
椰，’

褥了石椰。 椰 一 、 椰。椰一
，一

青
、 ’

、 椰 一 。 椰。 一
‘ 一

专
椰，椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

椰椰
椰

椰6
椰

椰椰

其 中有 椰个独 立 常数 叮，。
，
椰椰。

，
椰椰。

，椰。 ，

椰
。

椰p椰椰椰l
一

椰椰椰椰椰例 的 椰椰c 椰椰 动 力学解

方程 椰椰
椰

椰椰椰给 出

椰椰一 椰
兄「

一

景
‘一椰椰椰椰」

一兑椰一椰。 ，椰

“

卜二
椰一椰、 椰椰〕

一兑(一椰、 椰椰

椰椰
椰

椰7
椰

椰椰

脚椰椰 椰 椰椰
、

椰椰
椰

椰椰

椰椰椰 椰 椰椰

· 椰「
一

豪
椰椰、椰，」

一 “椰椰“椰，
椰椰

椰

椰7
椰

椰椰

即

椰椰椰

椰令椰

椰椰衬
椰椰

‘

椰椰匆
椰椰

’

椰令椰 椰 椰椰 椰 一椰椰匆
椰椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

椰椰
椰

椰8
椰

椰椰

椰椰
椰

椰8
椰

椰椰

积分得
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椰夕， 椰 椰匆
椰椰 椰椰

椰纷椰 椰 椰匆
椰 椰 椰椰

椰夕椰 椰 椰椰t 椰 一椰匆
椰 椰 椰椰

其中 椰，，

椰椰
，

椰椰为积分常数
。

于 是有

巡生三椰椰望鱼二旦互二旦二竺止塑竺
椰 椰

椰奋， 椰夕椰 椰夕椰

由此解得

鱼
椰

三
二 椰

夕椰 椰椰

不口

椰泞椰泞
椰 一椰椰诊椰 二 椰椰寸椰 一 。 呼

椰泞椰一 椰椰付椰

由式 椰椰
椰

椰3 椰 式和 椰椰
椰

椰1 椰 式解得

泞椰 一吻
椰，

夕。 一丧万石奋
椰

将 椰椰
椰

椰椰椰 式代入 椰椰
椰

椰2 椰式
，

得

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

椰椰
椰

椰椰椰

椰椰
椰

椰1椰

椰椰
椰

椰2椰

椰椰
椰

椰椰椰

‘

了石可两
、

一粤椰t+
椰一

令 椰夕
，椰。 椰 泞椰。

，

则

椰。 一

拒耳万椰椰椰寸
椰。

椰， 厅乃户下
一

椰飞

—
丫七 一 椰 椰十—椰m椰 Z脚

椰椰
椰

椰椰椰

现调整积分常数
。

一 椰小 椰椰 椰 椰椰 椰椰
椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰椰椰 式代入 椰椰
椰

椰椰椰式
，

夜万石夕
， ·

得

拒不丁。
椰。 一

喜
椰扩

之
椰椰

椰

椰椰椰

即

了于石奋
，· 椰。 一

粤椰
椰

艺

有

椰椰
椰

椰椰椰

利用 椰椰
椰

椰3 椰式

了椰
， 椰 椰

椰

椰
椰

一万一 椰， “ 椰。 一百椰t 椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

叽 二 椰。 一万椰t 椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰

对 比 椰椰
椰

椰椰椰式
、

椰椰
椰

椰椰椰式和 椰椰
椰

椰椰椰式
，

可 以得知 两个模 型 的解 是 一致 的
。

我们可 以发现
，

在该例中
，

约束虽然是非线性的
，

但是速度 却 是一 阶齐二 次

的
，

且广义速度前 的系数为常系数
，

是本质线性 非完整约束
。

因此
，

由 椰h椰t 椰e 椰

一

椰椰
椰
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模型得到的解与 椰椰c 椰o 模型解完全相 同
。

但是对 于本质非线性非完整约束
，

两个

模型得到的结果完全不一样
。

如 椰h椰p 椰y 椰椰椰
一

椰椰r 椰t 椰椰o 椰椰r 椰 问题
，

这个非完整约束

是传统一阶线性 的
，

但是它却是本质非线性非完整约束
。

因此
，

在这个 问题 中应

用 椰椰椰t 椰e v 模型和 椰椰c 椰o 模型得到的解存在本质上 的差别 〔’椰[4 椰
。

椰
椰

椰 本章小结

本章对 由 椰椰椰椰椰一椰椰椰t 椰e 椰 定义得到的非完整系统 的运动方程和 椰椰c 椰椰 动 力学

方程从力学和 数学 的角度进行 了 比较分析
。

从本章 的分析可 以看 到
，

在本质非线

性非完整系统 中
，

如 果应用 椰椰椰椰l 椰一椰椰椰t 椰e 椰 定义
，

并不改变约 束本身的性质
，

但

是会产生数学上 的矛盾 椰 但 是在本质非线性非完整系统 中 椰a 椰c
椰 动力学方程虽然

没有数学上 的矛盾
，

但是会产生力学性质上 的矛盾
。

但是它们在完整系统和本质

线性非完整 约束系统动力学中却 是可 以完全统一起来
。

在本质非线性非完整系统 中
，

椰椰P 椰椰一椰椰椰t 椰e 椰 定义是一种近似解
，
椰椰c 。 椰 动 力

学方程 椰椰。 椰。 动力学方程给 出的结果为我们提供 了一 个思考
，

即本质非线性非完

整约 束是理想约束吗 椰 对本质非线性非完整动力学
，

有待于 寻 求合理 的方式来研

究
，

才 可 能 从 根 本 上解 决在 本 质 非 线 性 非完整 系统 中 椰椰p 椰l 卜椰h椰t 椰e 椰 定义 与

椰a 椰椰o 动力学 方程所产生 的矛盾
。
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第 四章 椰椰椰椰lt 椰椰 原理的统一形式

椰椰椰椰lt 椰n 原理是经 典力 学 中的一个重要 的变分原理
，

存在深刻的物 理力学 意

义
，

但是在大多文献 中把它 当作一个数学变分 问题来看待
，

实际上 椰椰椰椰lt 椰椰 原

理不是一个单纯 的变分 问题
，

必 须从多种角度来正确认识 椰椰椰椰lt 椰n 原理 〔椰椰] 。

由

于 没有 正 确认 识到非完整系 统 中包含本质非线性非 完整约 束
，

试 图把 椰椰椰椰lt 椰椰

原理纳入整个非完整系统中
，

这样必将导致矛盾
，

甚至错误 的认 识
。

但是这 些 问

题是需要认识清楚
，

关于 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理能否用 于 非完整系统长期 以来得不 到解

决
，

一 个重 要 的原 因 就是 没 有认 识 到本质 非线性非 完整 约 束 的不 确 定非线 性本

质
。

正 确认 识作用量 椰的极值性质
，

就不难理解 椰椰椰椰lt 椰n 原理 是驻值原理 而不 是

极值原理
。

从变分法 可 知
，

况 二 椰是泛 函 椰取 极值的必 要 条件
，

而 非充分条件
。

要 了解 椰的极值性质
，

就 必 须研究 扩椰的正 负
。

而且 非完整 系统 中虚位移 的定义

和确定化 的交换关系对 于 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理 能否应用于 非完整系统起着致关重要 的

作用
。

本 章将对完整约束系统和 本质线性非完整约束动力学 系统 的 椰椰椰椰l 椰o 椰 原

理进行研究
。

完整系统的基本变分原理

在经 典完整约束动力学 系统 中人们建立 了很 多经 典 的基本变 分 原理
，

这些基

本变分原理 包括微分变分原理 椰如 椰
’

椰l 椰椰椰椰椰椰
一

椰椰椰椰椰椰椰椰 原理
、

椰椰u 椰椰椰椰椰 原理
、

椰椰u 椰s 原理 以及 万有 椰
’

椰l 椰椰b 椰椰椰
一

椰椰椰椰a 椰椰椰 原理 椰和 积 分 变分原理 椰如 椰椰椰椰椰椰椰椰

原理和 椰椰g 椰椰n 椰椰 原理 椰
。

这些原理对 整个分析动力学 的发展起着重要 的作用
。

椰
椰

椰
椰

椰 椰 ’椰一椰椰椰椰椰椰
一

椰椰椰椰椰椰椰椰 原理

设一力学系统 由 椰个质 点组成
，

具有任何 的双面 约 束
。

根据 椰
’

椰l 椰椰椰椰椰t

原理
，

由加在系统质点上 的主动力月椰i 二椰，椰
，… ，

椰)
、

约束 反 力 反
，

以及假想 的惯性力

一 椰滚所组 成 的力系
，

在每一 瞬时
，

即在系统 的每一 个位 置 上 都满足 平衡条件
。

但是
，

对于满足平衡条件 的力系可 以应用 由虚位移原 理表示 的平衡条件
。

因此
，

将 椰
’
椰椰e 椰椰椰椰t 原理 与虚位移 原 理相 结合

，

就得到 椰
’

椰椰e 椰椰e 椰t
一

椰椰g 椰a n 椰椰 原 理
椰

加

在系统质点上 的主动力
、

约束 反力 以及惯性力在系统任何虚位移上 的元功之和等

于零
。

这可表示为方程
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艺椰只
椰天

‘ 一椰‘

朽
·

戈 椰 椰 椰椰
椰

椰椰

在特殊情况 下
，

如果加在系统上 的约束是理想的
，

这意味着约束反力在任何虚位

移 上 的元功之和等于零
，

即

艺反
‘ ·

城 椰 椰 椰椰
，

椰椰
，椰椰

那 么 椰椰
椰

椰) 式成为

艺椰只
一 椰

，

朽
·

戈 一 椰 椰椰
椰

椰椰

这就是说
，

在理想约 束下所有 时刻真实运 动不 同于运动 学上 的可 能运 动之 处
，

仅

在于对真实运动来说主动力和 惯性力在系统任何虚位移上 的元功之和等于 零
。

在经 典完整约 束动 力学系统 中
，

可 以将原理 椰椰
椰

椰椰 式变换为广 义坐标形式
，

有

子
，

椰 椰椰 口T 椰
、
椰

椰 (一一— 椰— 椰 口
椰

椰匆
椰

二 椰

廿
’

椰t 匆
椰

匆
椰 一 “ “

椰椰
椰

椰椰

椰
椰

椰
、 ，

一
，

一
， ， 椰 椰 ， ‘ ，椰 椰

人 二 旅
‘ ，

一
椰 、 椰 椰

一
椰

一 椰 椰
， ，

椰 一 椰 椰
共 甲 椰’ 为 系 筑 阴 动 能

、

椰椰 夕
椰

式
椰

丁二 为 椰 又 刀
，

赞 个 拈 亏 里 阴 坝 就 足 弟 二 买
言 啊

椰

椰椰椰椰椰椰椰椰 方程
。

椰
椰

椰
椰

椰 J 椰椰椰椰i 椰椰 原理

在 椰
’
椰椰e 椰椰椰r 椰

一

椰椰椰椰a n 椰椰 原理 中变分是坐标 的变分
，

即通常所指 的虚位移
。

而 在 椰o 椰r 椰i 椰n 原理 中变分是速度 的变分
，

即所谓速度 空间 的虚位移
。

椰o 椰r 椰椰椰n 原

理可 以表示为

月

艺椰户
一 椰

，

动
·

成一 椰 椰椰
椰

椰椰

因为这时真实运动与 比较运动 的 脚， ，

声
，

月是一样 的
，

它们 的变分都是零

于 是 椰椰
椰

椰椰式可 以写成

‘艺椰户
一 椰

，

之椰. 户一 椰 椰椰
椰

椰椰

其 中变分号下 的项表示主动力月和惯性力 椰滋之合力 的功率
。

因此
，

椰o 椰r 椰椰椰n 原

理 可 以表述 如下
椰

一 椰椰
椰
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在仅仅速度不 同的所有运动中
，

函数艺椰户
一 椰，

动
·

户仅在某一真实运动 中达 到

稳定值
，

此真实运动满足 椰椰椰椰o 椰 第二 定律只
椰 椰汽

。

我们可 以看到

理 椰椰
椰

椰) 式对 约束 的要求乃是 椰o 椰r 椰椰a 椰 意义下 的理想性
，

即

椰椰u 椰椰i 椰n 原

全，
， ·

成 一 ”

理= 椰

椰椰
椰

椰椰

其中反
，为约束反力

，

椰椰
椰

椰椰式表 明约束反力的元功率之 和为零
。

同样 椰o 椰r 椰ia 椰 原

理可 以用广义坐标 表示

弓
早， 椰 椰T
椰 椰一二二下椰

署 口t 椰q
椰

椰

丝
椰 。 ，

椰拘
椰 一 。

日椰
椰

椰椰
、

椰椰

其 中 椰为 系统 的动 能
、 。 ·

全只
·

粤为广 义 力
，

整 个 括 号 里 的 项 就 是 第 二 类
椰椰椰 LJ 丫‘

椰椰椰椰椰椰椰椰 方程
。

椰
椰

椰
椰

椰 完整系统的 椰椰椰椰椰椰椰椰 原理

假设力学系统 是完整 的
、

保 守的
，

系统的位 形 由 椰个广义 坐标 椰，
，
椰椰

，… ，
椰

，

来

确定
，

系统 的动 势
，

即 椰椰g 椰a 椰椰e 函数 椰

其中 椰为系统 的动 能
，
椰为系统的势能

，

椰 厂一 犷
，

去椰= 去椰叮椰
，
叮椰

，… ，
叮

。 椰泞，
，

泞椰
， ’ 椰 ‘ ，

我们 把 椰在时间 椰。 至 椰，内的积分

椰椰
椰

椰椰椰t椰
红口

椰
‘椰0

一一
椰丈

称为 椰椰椰椰l 椰o 椰 意 义下 的作 用量
。

椰椰椰椰lt 椰n 作用 量是一个泛 函
，

此泛 函 由选取 椰个

时间的函数 椰
椰

椰t) 总合来确定
。

在真实路径上
，

作用 量 椰取完全确 定的数值 厂
，

此

时出现于被积 函数 椰的表达式中的 椰
椰

椰t)
，

夕
，

椰t) 就是真实运动 中的广义坐标 和广义

速度
。

我们 计算 由真实路径过渡到某个邻近路径时作用量 椰的增 量
。

为此
，

需将

邻近路径的动势代入 椰椰
椰

椰) 式中
。

即如果 限于研究相对于 匆
椰 ，

衡
二

的一阶小量
，

就用 椰十况代替 椰
。

这样
，

在所指近似下计算的作用量的增量
，

即作用量的变分 夕

由下式确定

椰
’ 十夕 一

椰椰五
十况椰椰t 椰椰椰椰t

椰

椰况椰t 椰椰
椰

椰椰椰

因为
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‘ 一

客
椰

黔
椰L

椰
椰 、

椰 叹下一句
，
椰

椰q
椰

椰椰
椰

椰1椰

所 以

椰 一

椰客
椰

翻二聂
“ ·

”

存在交换关系

、 椰 一

豪
椰、 椰，

椰椰
椰

椰2椰

对于完整系统

椰椰
椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰2 椰 式的第 二 项利用 分部积 分
，

则 椰椰
椰

椰2 椰式成为

召
椰 ‘

丫况 椰 椰L
次 椰 夕 椰椰椰二一一 一下 二下

椰

言
‘

椰啊
，

椰t 匆
椰
椰匆

况
椰

、

椰t 椰 二几一句
椰

椰
，‘

」
内

椰
椰椰

椰

椰椰椰

假 设想象的邻近 路径不是任意选取 的
，

而是在瞬时 椰。 和 椰，与真实路径相重合
，

此有

利用 椰椰
椰

椰椰椰 式
，

匆
椰

椰
‘一，。 一 匆

椰

椰
‘椰，椰 一 椰

将 椰椰
椰

椰4 椰式写成

召
‘
乍况 椰 椰L 一

汾 椰 椰 l椰于
‘ 一于于升椰匆

，

椰t
廿刁

‘

匆
椰

椰t 匆
，

“
’

椰椰
椰

椰5椰

椰椰
椰

椰椰椰

因为对完整保 守系统来说
，

在用 广义坐标表示 的 椰
’

椰l 椰椰椰椰椰t
一

椰椰g 椰椰n 椰椰 原理 【’ “ 】

碧， 椰 口T 椰椰 椰
、

椰

椰 (一一— 椰— 椰 口
，

椰次椰
，

二 椰

廿
’

椰t 匆
，

匆
椰 一 “ 一 ‘ 椰椰

椰

椰7椰

，
二

，， 、 ，

一 。 椰 口椰
， ， ，口 椰

一 一
甲 阴 匆

、

仪 此独止
，

且 椰
椰 二 一 二一一 ，

故得 椰椰椰r 椰n 椰e 力 程
椰q

椰

椰 沉
椰t 匆

椰

二 椰 椰椰 椰 椰
，
椰

，… ，椰椰 椰椰
椰

椰椰椰
况一无

因此
，

椰椰
椰

椰椰椰 式可 以写成

椰，

“ 一 占椰椰椰t
一 椰 椰椰

椰

椰椰椰

这就是完整保守系统 的 椰椰椰椰lt 椰椰 原理
。

它可表述为
椰

在两个给 定 的位形之 间
，

系统的真实运动不 同于 同样位形
、

同样 时间间隔上可 能的运动之 处在 于
，

对真实

运动来说 椰椰椰椰lt 椰椰 意义下 的作用 量具有稳定值
。

可 以利用 椰椰椰椰椰椰椰椰 方程 椰椰
椰

椰椰)

式来推证 椰椰椰椰椰椰椰n 原理 椰椰
椰

椰9 椰式椰 反之
，

也可 以 由 椰椰椰椰l椰椰n 原理 椰椰
椰

椰9 椰式推

导 出 椰椰椰椰a n 椰椰 方程 椰椰
椰

椰8 椰式
。

一

椰椰
椰
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如 果系统是完整 的
，

但 非保守 的
，

这时将 原理 椰椰
椰

椰7 椰 式由 椰。 至 椰，积 分
，

得

过
椰椰 s 椰椰

椰一兰丝
椰t 口呼

椰

椰

皿
、 椰

。

椰曲
椰

价 一 。

。椰、 一 “ 一 ‘ 椰椰
椰

椰椰椰

利用关系 椰椰
椰

椰3 椰式
，

动能 的变分可表示 为

二 一

九黑匆
， 椰

婴匆
椰

椰

言 啊
椰

啊
椰

右
椰

口T d
， ， 、

口T 。

椰 少 l—— 椰之笼子
。

椰十—
〔龙了

。

椰

廿
一

匆
，

椰t
、 一 “ 丙

， 椰椰
椰

椰椰椰

利用条件 椰椰
椰

椰椰) 式
，

则有

‘

乍子
，
椰椰 椰 日椰

、 椰 ，

奋认
椰) (— 一一—椰匆

椰

椰t 椰 椰

汀廿
’

匆
、

椰t 匆
椰

‘ 一
‘ ’

廿
韭风入椰

。

椰椰
、撇

椰1 椰

椰e
‘椰l)

乍子， 口椰 椰 口椰
、
椰

椰) (— 一一—椰旬
，

椰t
汀廿

’

丙
椰

椰t 匆
椰 ‘ 椰椰

椰

椰椰椰

将 椰椰
椰

椰2 椰 式代入 椰椰
椰

椰椰椰 式得到

椰椰盯
椰

翻椰椰t 一 椰
椰椰

椰

椰椰椰

其中翻
一

艺已匆
、

为主动力 的元 功之和

就是完整非保 守系统 的 椰椰椰椰lt 椰椰 原理
。

并非某个 函数 的变分
。

原理 椰椰
椰

椰3 椰 式

椰
椰

椰 椰椰椰椰l 椰椰椰 原理的统一形式

椰
椰

椰
椰

椰 应用 椰椰p 椰一椰椰椰椰椰e 椰 条件时本质线性非完整 系统
椰椰椰椰l椰椰椰 原理的驻值特性

假设一个动 力学系统 由 椰椰g 椰椰n 椰椰 函数 椰( 椰
椰 ，

奋
椰 ，

椰和 椰个 非 完整约 束的独立方

几椰，
， ，

泞
、 ，
椰椰椰 椰 椰椰 椰 椰

，

椰
，… ，椰椰刀椰 椰

，
椰

，… ，

椰椰 椰椰
椰

椰4椰

来描述
。

一般 说来
，

约 束方程 椰椰. 椰椰) 式对 夕
椰

不是 线 性 的
。

这 里 椰
椰

和 么 雨
、 曰

三— 大〔

椰椰g 椰椰n 椰椰 坐标和广 义速度
， 椰是 时 间

，

并且 。 椰 椰
。

在通常 的动 力学系统情形

椰t

椰是
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椰椰 椰
，

其 中 T( 椰
椰 ，

奋
椰 ，

椰是系统 的动能
，

椰( 椰
椰 ，

椰是力函数
。

由于方程 椰椰
椰

椰椰椰式的独

立性
，

它们可 以表示 为如下 形式

泞
二+ ， 椰 势，椰叮

椰 ，

奋
。 ，
椰椰 (椰 椰 椰

，
椰

，… ，￡椰“ 椰 椰 一 椰椰 椰椰
椰

椰椰椰

其中
，

夕
，
为独立 的广义速度

。

那么将应用 椰p椰e 椰
一

椰h椰t 椰e 椰 条件证 明 椰椰椰il 椰o 椰 作用量取驻 值 的充分必要条

件
。

必要性证 明一 由 椰椰椰椰lt 椰n 驻值原理推 导运动方程
。

根据 椰椰椰椰l 椰椰n 推导驻值条件
。

椰椰椰椰l椰椰椰 的泛 函为

椰一 椰椰椰、
椰 ，。 椰 ， ‘椰椰t 椰椰

椰

椰6椰

其附加条件 为 椰4. 椰椰椰式或 椰椰
椰

椰椰) 式
。

将 椰变 分
，

并令 汾 椰 椰
，

则有

、 一 ‘

胶椰奥丙
、 、

华衡
、

椰dt 一 。

，

椰霄 椰椰
、

椰q
椰

椰椰
椰

椰7椰

应用 椰椰p 椰椰l
一

椰椰椰椰椰e v 条件
，

其附加条件变 为

客黔一 椰

气
椰刀 ·

鑫鄂

椰椰
椰

椰椰椰

或者

椰椰
椰

椰椰椰

引入 椰椰椰椰a 椰椰椰 乘 子 几
，

将附加条件 椰椰. 椰椰) 式纳入泛 函 椰椰
椰

椰椰) 式中
，

则有

卜寸椰单山

资
一

廿
’

口q
椰 椰

·

黔
·

卜鑫礴知
犷

椰dt 一 椰
椰椰

椰

椰椰椰

引入边 界条件

一 衡
椰

椰
，一椰

一 椰

则 椰4. 椰0 椰式可 以变换为

椰椰
椰

椰椰椰衡

分部积分 椰椰
椰

椰0 椰 式
，

，

肚 椰 况
椰

洽
。

叽
、 。 一 椰 ‘ 。

椰二尸一 一 二丁二万一 十 椰
」

几椰 二不
椰一少闪

， “ ‘ 椰 椰

啊
，

椰t 椰q
椰

药
’

椰q
，

椰椰
椰

椰椰椰

由于引入 椰椰椰椰椰n 椰“ 乘子
，

使得不独立 的广义坐标变分 匆椰+ ，前面 的系数 为零
，

可

以得到泛 函 椰椰
椰

椰0 椰 式取极值的必 要条件

沉 椰 况

— 一—— 椰

匆
椰

椰t 动
椰

矛、 。

兰
一 。

惚
椰 口泞

椰

矛护 一 ‘ 椰 山

椰椰
椰

椰椰椰

方程 椰椰椰3 椰 式即所 谓 的真实轨道方程
，

它表示泛 函 椰取极值 的必 要 条件
，

而 非
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充分条件
。

正确 认识 椰的极值性质
，

就 不难理解 椰椰椰il 椰o 椰 原理是驻值原理而不 是极值原

理
。

从变分法可 知
，

瑟 二 椰是泛 函 椰取极值的必 要条件
，

而 非充分条件
。

要 了解 椰

的极值性质
，

就 必 须研究 护椰的正 负
。

把 函数 椰的变更展 开 并取 到二 阶变分项

曶乙椰 况 椰占椰椰

一 二 十

粤觉旦瞥笋场
椰、 、 椰

拄寡手
衡

椰、 椰 椰

丢艺艺子婆
一、 椰、 、

‘ ，椰椰 k 椰椰 口甘椰 椰甘椰 椰椰椰椰椰椰 U甘椰口甘椰 ‘ 椰椰一 无椰一口甘椰椰甘盆

椰椰
椰

椰4椰

则有

椰椰椰一生寸寸军二卫曲
椰

曲
。 椰

寸寸早迄
椰必

椰

曲
。 、 工

椰廿廿 口椰
椰

口q 椰
一 椰 一 “

廿廿 口奋
，
口椰、

一 椰 一 ”

椰

兰聋
一必

椰

、 。

匆
椰

游 、 一 ‘ 一 “艺曰艺间

椰椰
椰

椰5椰

那么对于完整保 守系统我们 知道

占，椰椰 椰 椰椰
椰

椰6椰

这就是说
，
椰椰椰椰lt 椰椰 作用量 椰对于 真实运动应取极小值

。

事 实上
，

可 能 出现 既 非

极大值又 非极 小值 的临界情 况
。

那 么 对 于 本质线性非 完整 系统
，

椰椰椰椰lt 椰椰 作用 量

椰对 于真实运 动能否取得 稳 定 的极 小值 呢 椰 这个 问题关系 到 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理 能否

应用 于非完整 系统
。

对 于本质线性定 常非完整约 束
，

动 能是广义速度 泞
椰

的 二 次 函 数
，

因此
，

椰椰
椰

椰椰)

式的最后 一项 为

椰豁念
匆

·

衡
椰 一 了海 ’

椰椰
椰

椰椰)

其 中
，

椰( 丙
，

椰是动能 椰中 以 衡
，

代替 夕
椰

时得到的表达式
。

由于 衡
椰

椰t 。椰二 椰
，

所 以对 于任意 时间 椰有

椰、
·

椰椰椰一…椰、 二椰…
椰才】一，

椰椰
椰

椰椰椰

其中
，
椰

椰

为 椰。 椰 椰椰 椰，时间 内 衡
椰

模 的极大值
。

因此对 于足够 小 的 椰，一 椰。
，

椰椰
椰

椰5 椰 式

的右端前两 项可 以任意小
，

最后 一项起 主 导作用
，

少椰的正 负也 就 由最后 一项 决

定

占，椰二 椰椰匆
，

椰椰 椰 椰椰
椰

椰9椰

因为动 能总为正值
，

可 以肯定 椰椰
椰

椰5 椰式对于足够小 的 椰，一 椰。
，

有 以下 不等式
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，，

占’ ‘ 一 介
’椰椰t

椰椰

一

勿衡
椰

椰dt 椰 椰 椰椰
椰

椰椰椰

成立
。

也就是说
，

对于足够 小 的 椰、 一 椰。 ，

椰椰椰椰l 椰o 椰 作用量 椰在真 实路径 中取驻值

而且是极小值
。

充分性证 明一 由运动 方程推 导 椰椰椰椰lt 椰n 驻值原理 的泛 函
。

将方程 椰椰
椰

椰椰) 式乘 以 匆
椰 ，

相加并积分
，

可得

‘

乍右
，

椰L 椰 况
椰夕 椰二二一一万二二万一

若言 啊
椰

椰t 啊
椰 鑫、瓢

·‘ 一 “
椰椰

椰

椰椰椰

经分部积分
，

并考虑 边界 条件 椰椰
椰

椰椰) 式
，

椰椰
椰

椰椰) 式可 以变 换 为

‘ ’。 椰

召 日椰
椰L夕 椰二一匆
层二 呱

一

兰匆
、

椰、

己椰
、 鑫礴器

匆
‘ ’‘ 一 椰

则 椰椰
、

椰2 椰式变为

椰椰
椰

椰椰椰

应用 椰椰椰椰椰l
一

椰椰椰椰椰e 椰 条件 椰椰
椰

椰椰椰 式
，

椰客
椰

熟
一

癸
髯

‘ ’改 一 椰
椰椰

椰

椰椰椰

椰椰. 椰椰椰式可 以处理 为一 个泛 函 的驻值 问题
。

，椰

椰一丁椰椰、
椰 ，、 椰 ，‘椰椰t

椰椰-

椰椰
椰

椰椰椰

其附加条件为 椰椰
椰

椰8 椰 式
。

椰
椰

椰
椰

椰 一般本质线性非完整系统 椰椰椰椰lt 椰n 原理的驻值特性

必 要性证 明一 由 椰椰椰椰lt 椰n 驻 值原理推导运动 方程
。

椰椰椰椰l椰椰n 的泛 函为

椰椰

椰椰 丁椰椰，
椰 ，。 椰 ，‘椰椰t

椰椰

椰椰椰椰椰

其附加条件为 椰椰. 椰椰椰式
。

将 了变分
，

并令 夕 二 椰
，

则有

沉
椰

、 椰

十

丽叼椰t “ 。 椰椰
椰

椰椰椰

其附加条件 椰椰
椰

椰椰椰

‘
乍声 沉

椰

椰 椰夕
椰

椰一句
椰

，

椰首 椰q
椰

式变换 为

椰椰
椰

椰7椰椰dt椰9匆
叽一鱿二 小

了

叽
。 椰 椰

椰j 刀 椰 乙 气百了叫
、 椰t-

、 月 椰甘椰

椰 椰
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引入 椰椰椰椰椰n 椰椰 乘子 尸川 并将 附加 条件 椰椰. 椰椰) 式纳入泛 函 椰椰
椰

椰椰) 式中
，

则有

汾 二沙静
椰 椰

粤 、 椰

椰、 夕
、 。

夕椰典匆
椰 椰

典匆
，

椰]价 一 。

椰q
椰

声
‘

言 oq
‘

椰q
椰

椰椰
椰

椰椰椰

在本质线性非完整 系统 中同样存在边 界条件

匆
，

椰
，二，。 一 匆

，

椰
‘一，， 一 椰

经分部积分
，

则 椰椰
椰

椰8 椰式变换为

椰椰
椰

椰椰椰

‘

丫小
「

沉
二椰 椰 况 。

椰

洽
椰 ，

叽 椰叽
、

令
…

叽
， 。 椰 。 ‘

椰1 椰 椰/
」

椰丁一椰习
， 一 一了百了椰 记习

， 个 椰
」
尸口气下厂一 一下尸反

一万椰椰一 椰
，

尸口 二下一」〔习 椰椰 ‘ 椰 椰
，

二言 口椰
， 椰椰口椰

，

不
‘

口椰
椰 椰t 啊

、

声
’

口椰
、

椰椰
椰

椰0椰

由于 引入 椰椰椰椰椰椰椰椰 乘子
，

使得 不 独立 的广义 坐标变分 匆。 刀前面 的系数为零
，

可

以得到泛 函 椰椰
椰

椰椰椰 式取极值 的条件

况 椰 刁椰

— 一—— 椰

丙
椰

椰t 种
，

洽
二 ，

叽 椰叽
、

令
椰

叽
八

椰
」

产 椰 气万一 一 一二叹下一少一 椰
」

尸椰 二万es 椰 椰

不
’

椰q
椰 椰椰啊

椰

不
’

椰椰
椰

椰椰
椰

椰椰椰

方程 椰椰
椰

椰椰) 式即所 谓的测地轨道方程
，

它表示泛 函 椰取极值 的必 要条件
。

同样我们 可 以证 明
，

在 一般本质线性 非完整系统 中
，

椰椰椰椰lt 椰n 作用量为稳 定

作用量
。

充分性证 明一 由运 动方程推 导 椰椰椰椰lt 椰n 驻值原理 的泛 函
。

将方程 椰椰
椰

椰椰) 式乘 以 丙
、 ，

相 加并积分
，

可得

「匹
一兰丝

一

匆
、

椰t 匆
、

告
椰

鱿 椰毓
、

咨
椰

十 夕
」

产椰椰份二 一下廿于
椰

椰一 夕 刀 。

声
‘

啊
、 椰椰口椰

、

声

叽
椰 。 椰

万二一」四
口椰

、
椰t 椰 椰 椰椰

椰

椰椰椰

经分部积 分
，

并考虑 到边 界 条件 椰椰
椰

椰椰椰 式
，

可得

峥黔 叽 二
、 椰 二‘

下丁一叫
、 椰椰“ 止

椰q
、

椰 椰 椰椰
椰

椰椰椰

应用附加 条件 椰椰 4 椰椰式
，

椰

，椰右 况
椰

椰夕
椰

椰万一
一

匆
椰

心言 椰q
椰

·

静
·

卜
鑫喀

椰

黔
·

则 椰椰
椰

椰椰椰式变换为

·

聂截
’‘ 椰 椰

椰椰
椰

椰4椰

可 以将 椰椰
椰

椰4 椰式处 理为一个泛 函 的驻值 问题
。

椰一椰椰椰、
、 ，、 、 ，‘椰椰t 椰椰

椰

椰椰椰

其附加条件为 椰椰
椰

椰椰椰式
。
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椰
椰

椰
椰

椰 关
，椰

于泛函 占椰椰dt
一 椰和

椰椰

，注

丁“ 一 椰

椰椰

多年来
，

有 一个 问题使 学术界 困惑
，

在一般 的非完整 系统 中
，

对于 泛 函

旅二
·

全
、 ，
全孙

·

椰dt=
。

刀椰椰 椰 ” 椰 口呀 椰

椰椰
椰

椰椰椰

能否将变分号提 到积分 号之外
。

文献 [椰椰] 给出 了一 种方法
，

将 寿表示为

、 一

景。
一
凡 椰椰

椰

椰椰椰

则 椰椰
椰

椰6 椰式可 变换 为

瓶
椰

矛椰
口

兮兰由
椰

椰dt · 。

椰

“
椰曰 尸 ‘ 椰曰 月舟

左‘椰 椰椰椰 ‘ 椰椰 口， 椰

椰椰
椰

椰8椰

考虑到

凡 椰椰
椰

椰9椰

可得

椰椰
椰

椰0椰叽一鱿

将 椰椰
椰

椰0 椰式代入 椰椰
椰

椰椰) 式
，

则 有

协郭
刀

客枷
、

椰dl 一 占
‘

孙
·

郭 。 椰dt 一椰

勺 尸一
，

一 椰 j 场 尸 一 ’

椰椰
椰

椰椰椰

因此
，

对 于 非完整系统
，

和 完整 系统一样
，

也可 以写 出

椰一 椰椰

椰况椰t
一 占丁椰椰t

椰椰 椰。

椰椰
椰

椰椰椰

椰l

并且文献椰椰椰椰指 出
，

椰椰
·

椰椰， 式表 明泛 函叮椰dt
一 椰和

，椰

丁撇
一 。 都定义 了变分学 中的

，椰

求 定积 分形式 的泛 函

椰椰
、

椰椰椰椰t

、 ‘

卜
椰椰o

的驻值 问题
。

由上面 的推理
，

可 以得 到应用和 不应用 椰椰椰椰l 椰
一

椰椰椰t 椰e 椰 条件推 导 出系统 的运

动微分 方程组
。
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应用 椰p p 椰椰l
一

椰h 椰椰椰e 椰 条件可 得

况 椰 日椰

— 一—— 椰

匆
，

椰t 匆
椰

子
。

叽
山 几p 石二二 椰 椰

刀椰椰 口甘椰

椰椰
椰

椰椰椰

不应用 椰椰椰椰椰l
一

椰h 椰椰椰椰v 条件可得

沉 椰 椰L 召 毓 椰椰fR
、

告
椰

椰fR
丁一

一

一二二下一 椰 夕
夕

尸。 椰廿二 一下云二
椰

椰一 夕 产椰 七于
椰

椰 椰
口椰

， 椰椰口椰
椰

声
‘

口椰
椰 椰椰口椰

，

蔺
’

啊
椰

椰椰
椰

椰椰椰

实际上
，

椰椰
椰

椰4 椰式就是第三章里 面的 椰椰椰t 椰 方程
，

椰4. 椰椰) 式就是第三章里 面 的

椰椰e e 椰 动力学方程
。

椰椰c 椰o 动 力学 方程 在 本质非 线性 非完 整 系统 中使得 约 束 由理想变 为 非理想

的
，
椰p椰椰椰l

一

椰h et 椰椰、 定义应 用 于本质 非线性非完整系统会产 生数 学上 的矛盾
。

因

此
，

从上 面的分析 可 以看 到
，

对于 一般 的非完整系统
，

椰椰椰椰lt 椰n 作用 量 并不会是

稳定 的作用 量
。

文献 〔椰椰) 指 出通过应用 椰椰p椰l l
一

椰椰椰t 椰e 椰 条件
，

只 能使非理想约束

变为理想 约束
，

而 不 能使非 完整 约束变 为完整约束
。

实际上
，

对 于 完整约 束和本质线性非完整系统 椰椰椰椰l 椰o 椰 原理才具有 椰椰
椰

椰椰椰

式的形式
。

对本质非线性 非完整系统必 须寻求新的
、

合理 的方法来研究
。

试 图把

本质非线性非完整系统和 本质线性非完整系统统一起来的结 论是不合 理 的
。

椰
椰

椰 本章小结

通 过本章 的研究
，

发现 在本质线性非完整 系统 中
，
椰椰椰椰l 椰o 椰 原理 是 可用 的

，

而且变分的泛 函满足驻值性 条件
。

完整动 力学和 本质 线性非 完整 动 力学从 形式 到

内容 是可 以纳 入统 一框架 的
，

而且 椰椰椰椰lt 椰椰 原理也 具有 统一 形 式
。

对 于 本质 非

线性非完整动力学必须寻求新的
、

合理 的方法来研究
。
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总结与展望

非完整动力 学是 一 门 内容丰 富
、

研究问题 具有相 当复 杂性 的学科
，

同时非完

整动力学 的理论也在 不断地发展和 完善
。

通过本文 的研究
，

发现完整系统与本质线性 非完整系统是可 以纳入统一框架

的
，

因 为研究它们 的方法
、

动力学方程 以及 椰椰椰椰lt 椰椰 原理
，

从形式 到内容都具

有共性
。

但 是要把整个非完整动力学纳 入统一 框架是 不可 能的
，

研究本质线性非

完整系统 与本质非线性非完整系统 的方法应该有着本质上 的 区 别
，

不 能把研究完

整系统 的整 套方 法不 加考虑地应用 到本质非线性非完整 动 力学 中
，

否 则将产 生力

学或数 学上 不可 克服 的矛盾
。

通 过本 文 的研究
，

得到非完整动 力学 中虚位移 的 椰椰椰椰椰l
一

椰椰椰t 椰e 椰 定义
、

牛青

萍定义 以及 确 定化 的 椰椰s 椰o 椰 交换关系和 椰椰l 椰椰: 交换关系的合理适用 范围是本质

线性非完整 系统 椰 椰p椰e 椰l
一

椰椰et 椰椰椰 定义在本质非线性非完整系统 中是 一种线性化

处理 非完整约 束的有效方法
。

椰椰椰椰lt 椰椰 原理是可 以应用 到完整 系统和本质线性非

完整 系统 的
，

而 且 在本质线性非完整系统 中
，

椰椰椰椰lt 椰椰 作用量是稳定的驻值
。

通过本文 的研究
，

认 为在本质非线性 非完整系统 中各种 虚位移 的定义 以及各

种交换关系 的应用应该重新考虑
。

椰椰c 椰椰 动力学方程在本质 非线性非完整系统 中

有约束力性质 的非 理想性
，

但 是 为我们研 究本质非线性非完整约束的理想性与非

理想性 的物理性质提供 了有益 思考
。

但是对于 本质 非线性 非完整 系统必 须寻求新

的
、

有效 的
、

正 确方 法来研究
，

克服 各种 线性化虚位移定义和 确 定化交换关系在

本质非线性 非 完整系统中所产 生 的力 学 与数学上 的矛盾
。

同时
，

本文 认 为
，

对 于本质非线性非 完整系统必 须研究约 束本身不确定的非

线性性质和 物理 力学性质
。

寻求合理 的方法重新建立 的各类本质非线性 非完整 系

统的动力学方程
。

总之
，

本质非线性非完整动力学是具有相 当的复杂性
，

本文仅仅对非完整系

统的线性化条件和确定化交换关系进行 了初步研究
，

还有很 多复杂的问题有待进

一步的研究
。

椰
椰

本质非线性非完整约束的物理实现 到底是什 么
，

这 是研究本质非线性非

完整约束首要 的基本 问题
。

椰
椰

如何找到有效的
、

正确的方法来研究本质非线性非完整 系统
，

如何克服

各种线性化
、

确 定化方法在本质非线性非完整约束动 力学 系统 中所产生的数学和

一

椰椰
椰
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力学上的矛 盾
，

是需要从新解决 的一个难题
。

椰
椰

从非线性动力学 的角度重新认识本质非线性非完整约束 也是一个关键的

问题
。

非线性关 系本身是 一个确定性 的可能产生随机结果 的不确定性 问题
，

在研

究本质非线性 非完整 系统 时 必须 正确 认识 到本质非线性 非 完 整约 束的非线 性本

质
。

如果把本质非线性非线性非完整 约束线性化处理
，

得到 的结果离系统动力学

的真实情况有 多远
。

椰
椰

对受有 非完整约束的非线性动 力学 系统从运动方程
、

变分 原理
、

守恒量

来研究
，

揭示受非完整约束的非线性动力学系统 的混沌运 动产 生 的方式
、

特征及

其一般性的规律
。

研究非完整约束的非线性 动力学系统 出现混沌运动 的条件
，

为

实际应用奠定基础
。

关于非完整动 力学还 有很 多实际与理 论 问题需要解决
。

本 文作者将在这一领

域继续工 作
，

以便 比较系统
、

全面地 解决这些 问题
。
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