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摘   要 

 

本文主要是讨论三阶 Lagrange 方程的两种形式，一种是含有耗散力的三阶

Lagrange。该方程主要是从非保守力学系统的三阶 Lagrange 方程出发，引入加速

度能量，考虑含有耗散力的情况。在经过公式的推导，并融合耗散函数的概念，

得出含有耗散力的三阶 Lagrange 方程。再举例说明，即考虑带电粒子弹在阻尼介

质中做抛体运动，求物体的运动方程。对这个问题采用三阶 Lagrange 方程来求解，

其所求得的结果与牛顿运动定律所得的结果是一致的，从而证明了它的实用性与

优越性。另一种是含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程。此方程是从 N个粒

子系统中的三阶 Lagrange 方程出发，引入加速度能、力变率、广义坐标、虚位移

等概念，考虑独立的广义坐标和非独立的广义坐标，在给出了位矢与广义坐标的

函数关系后，得出了含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程的位矢表示。该方

程的得出使我们可以求解含有约束的系统运动问题。这两种三阶 Lagrange 方程的

导出有着重要的意义，一方面它丰富了三阶 Lagrange 方程的理论体系，另一方面

也促进了今后三阶 Lagrange 方程的进一步的发展。 

 

关键词：分析力学；约束；力变率；完整系统；加速度能量；广义坐标；Lagrange   

        方程；耗散力；三阶Lagrange方程 
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Abstract 

     In this paper , the two main forms of three-order Lagrangian equation have been 
discussed. One is the form of the three-order Lagrangian equation under the action of 
dissipative force. Starting from the Non-conservative mechanical system, introducing 
the concept of the energy of acceleration, and considering the action of the dissipative 
force, the three-order Lagrangian equation under the action of dissipative force is 
obtained. Using this equation, an example is given. Considering a projectile motion of 
a charged particles in damping medium, the solution of the motion can be obtained by  
three-order Lagrangian equations. And the solution is the same as the one obtained by 
Newton's laws of motion. It is easy to demonstrate the pracitcability and advantage of 
using three-order Lagrangian equations. The other three-order Lagrangian equations 
with surplus generalized coordinates is presented in this paper, which originates from 
the three-order Lagrangian equations of N-particle system. Introducing concept of 
"energy of acceleration, time rate of force change , generalized coordinates, and virtual 
displacement, considering the independent generalized coordinates and surplus 
generalized coordinates, the three-order Lagrangian equations with surplus generalized 
coordinates and its apparent form have been theoretically obtained. These equations 
can be used to solve the problem of motion with constraints. The two forms of 
three-order Lagrangian equations are very important. Not only they can make us solve 
the problem of motion easy, but also they cay enrich the theory of the three-order 
Lagrangian equations and can promote the further development of  Lagrange 
equations. 

Key words: analytical mechanics; constraint; time rate of force change; complete 

system; energy of acceleration; generalized coordinates; Lagrange equation; dissipative 

force;three-order Lagrangian equation 

 
 
 
 



 

 III

 
 

目   录     

 
 
摘   要............................................................................................................................ I 
Abstract ...........................................................................................................................II 
第一章 引   言..............................................................................................................1 
第二章 基本知识............................................................................................................4 

2.1 约束的概念和分类...........................................................................................4 
2.2 完整系统和非完整系统...................................................................................5 
2.3 保守系统和非保守系统...................................................................................5 
2.4 广义坐标...........................................................................................................6 
2.5 虚功原理...........................................................................................................6 

2.5.1 实位移与虚位移....................................................................................6 
2.5.2 理想约束................................................................................................7 
2.5.3 虚功原理................................................................................................7 

2.6 Lagrange 乘子 ...................................................................................................8 
第三章 三阶 Lagrange 方程的推导 ............................................................................10 

3.1 Lagrange 方程的介绍 .....................................................................................10 
3.2 Lagrange 方程的特点及价值 .........................................................................13 

3.2.1 方程的特点...........................................................................................13 
3.2.2 方程的价值..........................................................................................13 

3.3 三阶 Lagrange 方程的导出 ...........................................................................14 
3.3.1 三阶 Lagrange 方程概念的提出 ........................................................14 
3.3.2 三阶 Lagrange 方程的推导 ................................................................14 

3.4 三阶 Lagrange 方程与 Lagrange 方程的相容性 ..........................................17 
3.5 三阶 Lagrange 方程的应用 ...........................................................................19 
3.6 本文所做的工作..............................................................................................19 

第四章 含有耗散力的三阶 Lagrange 方程 ................................................................20 
4.1 耗散函数的 Lagrange 方程推导 ....................................................................20 
4.2 含耗散力的三阶 Lagrange 方程的推导 ........................................................21 
4.3 举例应用.........................................................................................................23 



 

 IV

第五章 含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程 ................................................25 
5.1 含非独立坐标 Lagrange 方程 ........................................................................25 
5.2 含有非独立坐标的三阶 Lagrange 方程的推导 ...........................................26 
5.3 含有非独立坐标的三阶 Lagrange 方程的显示表示 ...................................27 
5.4 讨论.................................................................................................................29 

第六章 总结和对未来工作的展望..............................................................................30 
6.1 结论.................................................................................................................30 
6.2 未来工作展望.................................................................................................30 

参考文献........................................................................................................................31 
致  谢............................................................................................................................34 
在读期间公开发表论文（著）及科研情况................................................................35 
 
 



 

 1

 
 

第一章 引   言 

    1788 年，拉格朗日写了一本大型著作《分析力学》。在这一本著作中，完全

用数学分析的方法来解决所有的力学问题，而无需籍助以往常用的几何方法，全

书一张图也没有，在此基础上，逐步发展为一系列处理力学问题的新方法。我们

知道牛顿力学是以牛顿定律和力的独立作用原理作为力学的基本原理，在通

常的三维空间中广泛应用矢量方法处理力学问题的一种理论体系。应用这种

理论体系来处理较为简单的力学问题，可以收到简明和直观的效果。但是这

种理论体系并不是一种理想的表述形式。当系统由多个质点构成，并有多个

约束条件时，牛顿力学常常显得无能为力，所以，从整个物理学的高度看，

这种表述形式具有相当的局限性。因此，自然地会促使人们探究力学的其他

表述形式。力学就是沿着这条历史道路前进的。因而建立了一种新的表述形

式。这种表述形式中，放弃了以牛顿定律作为力学的基本原理，而是把整个

系统看作统一的对象，并用统一的方法加以研究，采用了整个物理学中所共

有的基本物理量——能量和功——作为力学本身的基本物理量，并以此为根

据，建立运动的基本方程。这种表述广泛采用广义坐标（及其共轭变量——

广义动量）来描述系统的运动状态。力学的这种新的表述形式称为分析力学。 

分析力学既是数学、力学、物理学这三大学科的基础，又是许多新兴学科的生长

点。分析力学不仅是研究现代科学与技术中多种复杂问题的精美工具，而且其运

动规律的独特表达形式远远超出了经典力学的限制
[48-50]

。分析力学所注重的不是

力和加速度，而是具有更广泛意义的能量，同时又扩大了坐标的概念，因而使这

种方法和结论便于运用到物理学的其他领域，它的理论与方法不仅在现代力学、

物理学和数学中占有重要的位置，而且为工程学乃至高新技术的发展提供了强有

力的理论支撑。200 余年来分析力学的理论与方法一直与时俱进。1834-1835 年，

英国数学家、物理学家、力学家 W.R.Hamilton（1805-1865）发表了两篇划时代

的长论文——On a general method in dynamics（1834），Second essay on a 

general method in dynamics（1835），提出了著名的 Hamilton 原理和正则方程。

1894 年，德国物理学家、力学家 H.Hertz（1857-1894）在其名著《力学原理》中

首次将约束和力学系统分为完整和非完整两大类，这是分析力学发展史上的一个

里程碑，开辟了非完整力学研究的新领域。1987 年，美国物理学家 R.M.Santilli

在大数学家 G.D.Birkhoff 工作的基础上给出“Birkhoff 力学”的提法；1992 年

-1996 年，我国力学家梅凤翔（1938-）在此基础上，构建了一名新力学——
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Birkhoff 系统动力学，使得完整约束系统、非完整约束系统和众多的非 Hamilton

系统都可以纳人这一新力学的理论体系框架。近 40 年来，由于微分几何的进步、

流行上大范围分析的发展、对称性理论的渗透、数值计算方法的运用，促使分析

力学的研究和发展发生了根本性的变化，把动力学理论推进到本质上的近代分析

力学的新阶段。 

中国对分析力学的研究起步较晚，新中国成立前，几乎无人问津分析力学的

研究工作。1958 年，高等教育出版社出版了汪家訸撰写的我国第一本《分析动力

学》著作，奠定了我国分析力学教学与科研的基础。半个世纪以来、特别是近 30

年来，我国在分析力学理论发展的完善化、数学方法的现代化、工程应用的专门

化诸方面取得了令人瞩目的成就。最近 10 多年来，围绕着解决梅凤翔
[43-48]

、陈滨

[39]
提出的关于分析力学学科发展的 18 个重要问题（黄文虎、陈滨、王照林. 一般

力学（动力学、振动与控制）最新进展.科学出版社，1994 年，37-45），我国学

者作了大量的、卓有成效的研究工作，无论是在经典分析力学的学科发展、还是

在近代分析力学的几个重要方向上都取得了进步，提高了国际承认程度。而

Lagrange 方程即是分析力学的基础部分，在力学中有着最直接的应用。从虚

位移原理可以得到受理想约束的质点系不含约束力的平衡方程，而动静法（即达

朗贝尔原理）则将列写平衡方程的静力学方法应用于建立质点系的动力学方

程，将这两者结合起来，便可得到不含约束力的质点系动力学方程,这就是

动力学普遍方程。动力学普遍方程尽管被称之为方程，但在实际应用时，我

们更应将它视为一个原理：动力学普遍原理，它指导我们列写动力学方程。

Lagrange 方程则是动力学普遍方程在广义坐标下的具体表现形式。Lagrange

方程可以用来建立不含约束力的动力学方程，也可以用来在给定系统运动规

律的情况下求解作用在系统上的主动力。如果想求约束力，可以将 Lagrange

方程与动静法或动量定理(或质心运动定理)联用。 

  通常，我们将牛顿定律及建立在此基础上的力学理论称为牛顿力学(也

称为矢量力学)，将 Lagrange 方程及建立在此基础上的理论称为 Lagrange

力学。且如果具有 n个自由度的完整系统的运动微分方程有如下形式： 

   0=
∂
∂

−
∂
∂

ss q
L

q
L

dt
d

&
    ( )ns ,,2,1 ⋅⋅⋅=  

则称系统为 Lagrange 系统， sq 为系统的广义坐标， sq& 为广义速度；方程可
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简写为： 

   ( ) 0=LEs  

其中： 

   
ss

s qqdt
dE

∂
∂

−
∂
∂

=
&

 

为 Euler 算子。 

  Lagrange 力学通过位形空间描述力学系统的运动，它适合于研究受约束

质点系的运动。Lagrange 力学在解决微幅振动问题和刚体动力学的一些问题

的过程中起了重要的作用。 

    一般而言，如果要建立系统在特殊位置的动力学关系，可以考虑应用动力学

普遍方程。如果要建立系统在任意一般位置的动力学关系，则应考虑应用 Lagrange
方程。 
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第二章 基本知识 

2.1 约束的概念和分类 

    一群质点的集合，如果其中有相互作用，以致其中每一质点的运动，都和其

它质点的位置和运动有关，则这种集合体，叫做力学体系，或简称为体系（即质

点组）
[22-28]

。如 n为力学体系中质点的数目，则因任一质点 iP 的位置，决定于它

的三个坐标 ix ， iy 和 iz ，所以我们要确切知道整个力学体系的位置（位形），就

应知道体系中所有质点的坐标。这些坐标的数目，一共是 n3 个。实际上，在一个

力学体系中，常存在着一些限制各质点自由运动的条件，我们把这些条件叫做约

束，因此， n3 个坐标并不互相独立，而是有一些关系把它们联系着。约束对各质

点位置限制的条件通常可以表为力学体系中质点的坐标、速度和时间的方程。如

果 n个质点所形成的力学体系中受有 k 个限制其位置的约束，那就有 k 个表示这种

约束的方程，因此 n3 个坐标中就只有 kn −3 个是独立的。譬如一个质点原有 3 个

独立的坐标，如果受有曲面       

    ( ) 0,, =zyxf                                                 （2-1） 

的约束，那么独立坐标的数目就减为两个。因为已知 x、y 和 t的关系，则 z 和 t的

关系，就可由式（2-1）求出。 

    如果限制系统位置的约束不是时间 t的函数，则约束方程中不显含时间 t，如

式（2-1）所表示的那样，这种约束叫做稳定约束。反之，如果约束是时间 t的函

数，则约束方程就将显含时间 t，例如方程 

( ) 0,,, =tzyxf                                               （2-2）             

那么这种约束就称为不稳定约束。 

    约束又可分为可解的与不可解的。质点始终不能脱离的那种约束，叫做不可

解约束。如果质点虽然被约束在某一曲面上，但在某一方向可以脱离，那种约束

就叫做可解约束。不可解约束以等式表示，而可解约束则同时以等式和不等式来

表示。 

    约束也可分为几何约束和运动约束。几何约束又叫完整约束，它只限制质点
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在空间的位置，因而表现为质点坐标的函数，例如    

   ( ) 0,, =zyxf 或 ( ) 0,,, =tzyxf                                   （2-3） 

就都是几何约束，至于运动约束，则除了限制质点的坐标外，还要限制质点速度

的投影，例如      

    ( ) 0;,,;,, =tzyxzyxf &&&                                            （2-4） 

这就是运动约束。运动约束又叫微分约束，微分约束有时经过积分后可变为几何

约束。倘若它还不能积分时，就被称为不完整约束。 

 

2.2 完整系统和非完整系统 

    如果一个系统有m 个约束方程，它可能是可积的，也可能是不可积的。如果

这m 个约束方程是完全可积的，也就是，可以通过积分方法从它们导出m 个如下

有限形式的方程： 

( ) αα ctrrrf n =⋅⋅⋅ ;,,, 21
vvv

                                            (2-5) 

其中常数 αc 由系统在任一时刻的实际位置确定，这时，我们把相应的系统称为完

整系统，反之，称为非完整系统。相应地，如果一个约束方程的形式如（2-5），

或者能化成（2-5）这种形式的，称为完整约束方程，反之，称为完整约束方程。

所以，如果系统至少含有一个无法消去的非完整约束方程，则此系统就是非完整

系统。 

 

2.3 保守系统和非保守系统 

    机械能守恒的力学系统。如果质点在空间内任何位置都受到确定的力的

作用，而这力的大小和方向单一地决定于质点的位置，则这种力称为场力。

如果作用于质点的场力所作的功只同质点的起始和终了位置有关，而同质点

运动的路径无关，则质点所受的场力称为有势力或保守力。重力、万有引力、

弹性力、静电学中的引力和斥力等都是保守力；摩擦力、流体粘滞力等都是

非保守力。在保守力和定常约束作用下的力学系统称为保守系统，即保守系

统是指相空间相体积保持不变的系统。在保守力和非定常约束作用下的力学

系统，以及在保守力和非保守力作用下的力学系统称为非保守系统。 
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2.4 广义坐标 

    在经典力学的研究对象从自由转向约束质点系统的发展过程中，关键的一步

是采用了广义坐标，使得在直角坐标下的约束质点系统在广义坐标下又成为“自

由”的了。因此，广义坐标成为分析力学的重要特征之一。     

对于 n个质点所形成的力学体系，如果有 k 个几何约束 

( ) 0,,, =tzyxfα   ( )kL,2,1=α                                  （2-6） 

那么独立坐标就减少为 kn −3 个。这些独立坐标，也就是力学体系的坐标。在力

学体系只受有几何约束的情形下，这些独立坐标的数目叫做力学体系的自由度。 

如果系统不受约束，则该系统称为自由系统，其运动称为自由运动，否则就分别

称为约束系统和约束运动但对微分约束来讲，自由度的数目则可能小于独立坐标

的数目。 
    既然只有 kn −3 个坐标是独立的，如果我们令 skn =−3 ，那么我们就可通过

式（2-6），把 n3 个不独立的坐标用 s个独立参数 sqqq L,, 21 及 t表出，即 

   

( )
( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬

⎫

=
=
=

tqqqzz
tqqqyy
tqqqxx

sii

sii

sii

,,,
,,,
,,,

21

21

21

L

L

L

   ( )nsni 3,,,2,1 <= L                      （2-7） 

或 

     ( )tqqqrr sii ,,, 21 L
vv =    ( )nsni 3,,2,1 <= L                        （2-8） 

式中 sqqq L,, 21 叫做 Lagrange 广义坐标，它不一定是长度，可以是角度或其他物

理量。几何约束的情况下，广义坐标的数目和自由度的数目相等，此 s 个广义坐

标，就足以规定力学体系的位置。 

 

2.5 虚功原理 

2.5.1 实位移与虚位移 

    实位移和虚位移是分析力学的重要概念。设质点按规律 

( )tfx 1= ， ( )tfy 2= ， ( )tfz 3=                                  （2-9） 



 

 7

运动，那么在无限短的时间 dt 内，质点的位移为 ( )dzdydxrd ,,v
，而且 dtrrd &vv = ，或

dtxdx &= ， dtydy &= ， dtzdz &= 。在这种情形下，质点的位矢 rv或坐标 ( )zyx ,, 由于

参数 t 改变 dt 而发生变化。如 0=dt ，即时间没有变化，则 0=rdv ，或

0=== dzdydx 。质点由于运动实际上所发生的位移，叫做实位移，并以 rdv表示。 

    想象某一时刻 t，质点P 在约束所许可的情况下，发生了一个无限小的变更。

这一变更，不是由于质点的运动而实际发生的，而只是想象中可能发生的位移，

它只决定于质点在此时刻的位置和加在它上面的约束，而不是由于时间的改变所

引起的。这种位移叫做虚位移，并以 rvδ 表示。由于时间 t没有改变，故 0=tδ 。 

 

2.5.2 理想约束 

    作用在质点上的力（包括约束反力）在任意虚位移 rvδ 中所作的功，叫做虚功。

如果作用在一力学体系上诸约束反力在任意虚位移 rvδ 中所作的虚功之和为零，即 

0
1

=⋅∑
=

n

i
ii rR vv

δ                                                （2-10） 

那么这种约束叫做理想约束。光滑面、光滑曲线、光滑铰链、刚性杆、不可伸长

的绳等都是理想约束，引入虚位移的目的，就是在于利用式（2-10）来消除这些

约束反力。 

 

2.5.3 虚功原理 

    以下只讨论不可解约束的情况。设受有 k 个几何约束的某力学体系处于平衡

状态。取体系中任一质点 iP ，并设作用在此质点上主动力的合力为 iF
v
，约束反力

的合力为 iR
v
，则因在此体系中每一质点都必须处于平衡状态中，故此时必有 

    0=+ ii RF
vv

   ( )ni L,2,1=                                     （2-11） 

现在让每一质点自它的平衡位置发生一虚位移 rvδ ，则由式（2-11），得 

    0=⋅+⋅ iiii rRrF vvvv
δδ     ( )ni L,2,1=                              （2-12） 

把式（2-12）中各等式相加，就得到 
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    0
11

=⋅+⋅ ∑∑
==

n

i
ii

n

i
ii rRrF vvvv

δδ                                       （2-13） 

但如为理想约束，则根据式（2-10）， 0
1

=⋅∑
=

n

i
ii rR vv

δ ，因此，如果这样的力学体系

处于平衡状态，则其平衡条件是 

    0
1

=⋅=∑
=

n

i
ii rFW vvv

δδ                                           （2-14） 

或 

    ( ) 0
1

=++=∑
=

n

i
iiziiyiix zFyFxFW δδδδ

v
                             （2-15） 

    反之，也可证明，如果平衡位置是约束所允许的位置，则当（2-14）式对任

意 rvδ 都成立时，系统在该位置必保持平衡。由此可知，受有理想约束的力学体系

平衡的充要条件是此力学体系的诸主动力在任意虚位移中所作的元功之和等于

零。这个关系是 1717 年伯努利首先发现的，叫做虚功原理，也叫虚位移原理。 

利用虚功原理解理想约束的力学体系的平衡问题时，由于约束反力自动消去，故

可以很简单地用它去求主动力在平衡时所应满足的条件，即所谓平衡条件，这是

它很大的一个优点。但从另一方面来看，也有它的缺点，因为无法用它来求出约

束反力。 

 

2.6 Lagrange 乘子 

   基本的 Lagrange 乘子法(又称为 Lagrange 乘数法)，就是求函数

( )nxxxf ⋅⋅⋅,, 21 在 ( ) 0,,, 21 =⋅⋅⋅ nxxxg 的约束条件下的极值的方法
[24]

。其主要思想

是引入一个新的参数λ（即 Lagrange 乘子），将约束条件函数与原函数联系

到一起，使能配成与变量数量相等的等式方程，从而求出得到原函数极值的

各个变量的解。 

具体方法： 

  假设需要求极值的目标函数 (objective function) 为 ( )yxf , ，限制条

件为 ( ) Myx =,ϕ   

设：            
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( ) ( )yxMyxg ,, ϕ−=                                    （2-16） 

定义一个新函数： 

( ) ( ) ( )yxgyxfyxF ,,,, λλ +=                              （2-17） 

则用偏导数方法列出方程： 

  0=
∂
∂

x
F

 

  0=
∂
∂

y
F

 

  0=
∂
∂
λ
F

                                             （2-18） 

求出 x,y,λ的值，代入即可得到目标函数的极值。 

    扩展为多个变量的式子为： 

   ( ) ( ) ( )nn xxxgxxxfxxF ,,,,,,,,, 212121 ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ λλ                （2-19） 

则求极值点的方程为： 

    0=
∂
∂

ix
F

   （ ix 即为 1x 、 2x ...等自变量）                （2-20） 

  ( ) 0,,, 21 =⋅⋅⋅=
∂
∂

nxxxgF
λ

                                 （2-21） 

 

   我们可以将这种把约束条件乘以λ（即不定乘子）后加到待求函数上的

求极值方法推广到变分极值问题及其它极值问题当中，理论力学当中对非完

整约束的处理方法就是利用变分法当中的 Lagrange 乘子法。 

 

 

 

 

 

 



 

 10

 
 

第三章 三阶 Lagrange 方程的推导 

3.1 Lagrange 方程的介绍 

    约瑟夫•路易斯•拉格朗日（Joseph-Louis Lagrange），法国数学家、物

理学家。1736 年 1 月 25 日生于意大利都灵，1813 年 4 月 10 日卒于巴黎。

他在数学、力学和天文学学科领域中都有历史性贡献，其中尤以数学方面的

成绩最为突出。Lagrange 也是分析力学的创立者。Lagrange 在其名著《分

析力学》中，在总结历史上各种力学基本原理的基础上，发展达朗贝尔、欧

拉等人研究成果，引入了势和等势面的概念，进一步把数学分析应用于质点

和刚体力学。他提出了运用于静力学和动力学的普遍方程，引进广义坐标的

概念，建立了 Lagrange 方程。并把力学体系的运动方程从以力为基本概念

的牛顿形式，改变为以能量为基本概念的分析力学形式，奠定了分析力学的

基础，为把力学理论推广应用到物理学其他领域开辟了道路。 

    由 n个质点所形成的力学体系的动力学方程，根据牛顿运动定律的表达式可

写为 

    iiii RFrm
vv

&& +=  ( )ni L,2,1=  

或 

    0=+=− iiii RFrm
vv

&&   ( )ni L,2,1=                                （3-1） 

这个方程和上式在数学上虽然只是移项手续的不同，但在物理意义上却很有意义。

式（3-1）是一个力学体系的平衡方程，代表主动力 iF
v
、约束反力 iR

v
和质点因有

加速度而产生的有效力（惯性力）的平衡。通过这种办法就可把动力学问题化为

静力学问题来处理。（3-1）式反映的这种平衡关系，通常叫做达朗伯原理。若用

虚位移 ir
vδ 标乘式（3-1），并对 i求和，在理想约束的条件下，则得： 

    ( ) 0
1

=⋅−∑
=

n

i
iiii rrmF δ&&v

v
                                          （3-2） 

这是力学体系的静止条件式（3-1）相应的虚功原理。即达朗伯原理和虚功原理的

结合，有时又称为达朗伯-拉格朗日方程。 
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    方程从形式上将动力学方程转化为平衡方程——达朗伯原理。达朗伯原理是

力学的基本原理。但是，达朗伯原理的形式非常简洁，不便于直接用来解决具体

问题，因此，我们现在就完整系统的情形把这原理转化成便于应用的形式，即

Lagrange 方程。完整系统用于广义坐标表示的动力方程，是 Lagrange 首先导出的。 

    设 kqqq ,...,2,1 是完整系统的广义坐标， ),( tqrr ii
vv = 是质点系统中第 i质点在惯性

系中的位矢 ir
v
与广义坐标 q 和时间 t 之间的关系，由分析可知，对任意 qδ 来说，

i
i rq

q
r v
v

δδ α
α

=
∂
∂∑ )( 都是系统的虚位移，于是，达朗伯原理可以写成： 

     0)(
11 1

=
∂
∂

⋅−
∂
∂

⋅ ∑∑ ∑
== =

α
αα α

δq
q
rF

q
rrm i

n

i
i

k n

i

i
i

vvv
&&v                             （3-3） 

因为： 

     dt
t
rdq

q
rdq

q
rdq

q
rrd i

k
k

iii
i ∂

∂
+

∂
∂

+⋅⋅⋅+
∂
∂

+
∂
∂

=
vvvv

v
2

2
1

1

 

    dt
t
rdq

q
r i

k
i

∂
∂

+
∂
∂

=∑
=

vv

α
α α1

                                         （3-4） 

            

    
t
rq

q
r

dt
rdr i

k
ii

i ∂
∂

+
∂
∂

== ∑
=

v
&

vv
&v

α
α α1

                                     （3-5） 

ir
v
是 kqqq ,...,2,1 及时间 t的函数，而

αq
ri

∂
∂v

 ( )k,,2,1 ⋅⋅⋅=α 一般也仍然是 kqqq ,...,2,1 及 t

的函数，除非这些独立变数在 ir
v
中都是线性的。因此， ir&

v
在一般情况下，是

kqqq ,...,2,1 ； kqqq &&& ,,, 21 ⋅⋅⋅ 及 t的函数。同时，
t
ri

∂
∂v

和每个
αq
ri

∂
∂v

都不是 αq& 的函数，且因

为 kqqq &&& ,,, 21 ⋅⋅⋅ 也是相互独立的，这样可得： 

    
αβ

β
βαα q

r
t
rq

q
r

qq
r i

k
iii

∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ∑

=

vv
&

v

&&

&v

1

                              （3-6） 

又因为： 

    
α

β
β αβα qt

rq
qq

r
q
r

dt
d i

k
ii

∂∂
∂

+
∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ ∑

=

w
&

vv 2

1

2
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     ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= ∑
=

k
ii

t
rq

q
r

q 1β
β

βα

v
&

v
 

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
∂
∂

=
dt
rd

qq
r ii

v&v

αα

                                          （3-7） 

所以可以把（1.1-3）式中第一个和式写成： 

    =αP =
∂
∂

⋅∑
= αq

rrm i
n

i
ii

v
&&v

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅ ∑∑
== αα q

r
dt
drm

q
rrm

dt
d i

i

n

i
i

i
i

n

i
i

v
&v

v
&v

11

 

    
αα q
rrm

q
rrm

dt
d i

n

i
ii

n

i

i
ii &

&v
&v

&

v
&v

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= ∑∑
== 11

 

    
αα q

T
q
T

dt
d

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
&

                                            （3-8） 

其中 2

2
1

iirmT &v∑= 是系统的动能，并理解为通过变换方程 ( )tqrr ii ,vv = 表示成了 q、q&

和 t的函数。广义力 αQ
v

： 

    
α

α q
rFQ i

n

i
i ∂
∂

⋅=∑
=

vvv

1
                                             （3-9）               

αQ
v

理解为通过变换方程 ),( tqrr ii
vv = 表示成的 q、q&和 t的函数，于是达朗伯原理的

形式变为： 

    ∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂k

Q
q
T

q
T

dt
d

1α
α

αα

v

&
                                    （3-10） 

因为是完整系统，所以各 αδq 可以彼此独立地任意变化，于是，各 αδq 的系数应该

分别等于零： 

    α
αα

Q
q
T

q
T

dt
d v

&
=

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

      ),,2,1( k⋅⋅⋅=α                        （3-11） 

    在完整系统情况，上式方程与达朗伯原理等价，也可以说是达朗伯原理的广

义坐标表示，用广义坐标代换直角坐标，使之有更大的普遍性和概括性。该方程

称为第二类 Lagrange 方程，也常简称为 Lagrange 方程。从 Lagrange 方程的推导

过程看，这组方程对广义坐标的变换来说是不变式。Lagrange 方程实际上是关于

k 个广义坐标（作为时间 t的未知函数）的，由 k 个二阶微分方程所构成的常微分

方程组。此组方程的好处是，只要知道一力学体系用广义坐标 kqqq ,,, 21 ⋅⋅⋅ 所表示
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出来的动能T ，及作用在此力学体系上的力 kQQQ
vvv

,,, 21 ⋅⋅⋅ ，（也是用 αq 及 t表出的），

就可写出这力学体系的动力学方程。
αq

T
&∂
∂

叫做广义动力，可微线动量亦可为角动

量等， αq& 叫广义速度（线速度，角速度或其它）。因为动量对时间的微商等于力，

故 αQ
v

叫做广义力。这对列方程和对方程本身的讨论来说，无疑是一个很大的优点。

Lagrange 方程中不含未知的约束力。对于给定的系统和已知的主动力（主动力是

坐标、速度和时间的已知函数）来说，Lagrange 方程中的动能T 和广义力 αQ
v

是

广义坐标 q、广义速度 q&以及时间 t的已知函数。 

 

3.2 Lagrange 方程的特点及价值 

3.2.1 方程的特点 

1.是一个二阶微分方程组，方程个数与体系的自由度相同。形式简洁、结构

紧凑。而且无论选取什么参数作广义坐标，方程形式不变。 
    2.方程中不出现约束反力，因而在建立体系的方程时，只需分析已知的主动

力，不必考虑未知的约束反力。体系越复杂，约束条件越多，自由度越少，方程

个数也越少，问题也就越简单。 
    3.拉氏方程是从能量的角度来描述动力学规律的，能量是整个物理学的基本

物理量而且是标量，因此拉氏方程为把力学规律推广到其他物理学领域开辟了可

能性，成为力学与其他物理学分支相联系的桥梁。 
 

3.2.2 方程的价值 

    拉氏方程在理论上、方法上、形式上和应用上用高度统一的规律，描述了力

学系统的动力学规律，为解决体系的动力学问题提供了统一的程序化的方法，不

仅在力学范畴有重要的理论意义和实用价值，而且为研究近代物理学提供了必要

的物理思想和数学技巧。 
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3.3 三阶 Lagrange 方程的导出 

3.3.1 三阶 Lagrange 方程概念的提出 

    物理学中描述各类运动的运动方程，基本上都是二阶微分方程。最常见的就

是在研究机械运动时，引进了位矢、位矢的一阶时间导数和二阶时间导数。通过

对大量实验事实的总结归纳，得到了牛顿运动定律。应用牛顿定律得到的描述物

体运动的微分方程就是时间的二阶微分运动方程。对牛顿运动方程，如果已知的

不是物体所受的外力，而是物体所受外力随时间的变化率，此时就不能单纯根据

牛顿运动方程解得物体的运动轨迹。换言之，我们不能在仅知道力随时间的变化

率的情况下，用对时间的二阶微分方程加初始条件来求解物体的运动状态。另一

方面，现实世界中各种动力学问题都是属于变力问题，有时只能知道力随时间的

变化率（即力变率）。因此，找到一种利用力变率来求解物体运动状态方程的方法

就显得尤为重要。 

    人们在研究力变率及含有位矢的三阶时间导数的运动方程中，已做了一些工

作。Schot 介绍了加速度的时间变化率（即急动度）的概念。Zhu 从数学上探讨了

质点作为空间曲线运动时的加速度、急动度的一般表示形式。Tan 等人则具体给

出了急动度在各种坐标系中的表示，并在一些具体的实例中讨论了它的应用及意

义。Mei 等人给出了完整系统关于广义速度的 Lagrange 方程。Wu 则利用与牛顿

力学的类比，得到了猝量方程。Huang 等人讨论了猝量方程和加速度能定理的一

些具体应用问题。所有这些都表明，研究力变率及加速度随时间的变化率的问题

以及它们所满足的方程，具有一定的现实意义。虽然人们也曾在“广义经典力学”

的意义上得到过含广义加速度的 Euler-Lagrange 方程，但本质上仍然只是关于广

义力的二阶微分方程，未能描述力（或加速度）随时间变化的细节。而完整系统

关于广义加速度的 Lagrange 方程是关于广义力变率的三阶微分方程，是描述力

（或加速度）随时间变化细节的方程。 

  

3.3.2 三阶 Lagrange 方程的推导 

    考虑一个由 n个质点组成的体系，对第 i个质点的牛顿运动方程等号两边同时

对时间求一阶导数，可得： 
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( ) 0=− iii rmF &&&v&v                                                （3-12）        

式中 iF&
v
为质点 i受到的合外力（包含约束力）对时间的一阶导数。用每一个质点的

虚位移 ir
vδ 标乘（3-12）式，并对 i求和，有 

    ( ) 0=⋅−∑ i
i

iii rrmF v&&&v&v δ                ( )ni ,,2,1 ⋅⋅⋅=                 （3-13） 

引入 s个广义坐标 αq ( )s,,2,1 ⋅⋅⋅=α ，则 

    ( )tqrr ii ,α
vv = ，  a

s
i

i q
q
rr δδ

α α
∑
= ∂
∂

=
1

v
v

                               （3-14） 

（3-14）式代入（3-13）式，可得： 

   0=
∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅− ∑∑∑∑
a

i

i
i

i
i

i
i q

rF
q
rrm

v
&v

v
&&&v

ααα

                             （3-15） 

式中等号左边第一项可通过以下方式进行化简： 

∑∑∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅=
∂
∂

⋅=
i

i
ii

i

i
ii

i
i

i
i q

r
dt
drm

q
rrm

dt
d

q
rrmP

ααα
α

v
&&v

v
&&v

v
&&&v            （3-16） 

由（3-14）式中 ir
v
的表示形式，可求得： 

   
t
rq

q
r

dt
rdr iii

i ∂
∂

+
∂
∂

== ∑
=

v
&

vv
&v

α
α α1

                                      （3-17） 

2

222

t
rq

tq
rq

q
rqq

qq
rr iiii

i ∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

∂
= ∑∑∑∑

v
&

v
&&

v
&&

v
&&v

β
β β

α
α α

βα
β α αβ               （3-18） 

由（3-17），（3-18）式可得： 

   
αα q
r

q
r ii

∂
∂

=
∂
∂ v

&

&v
，      

αα q
r

q
r ii

∂
∂

=
∂
∂ v

&&

&&v
                                （3-19） 

将（3-19）式代入（3-16）式，得： 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅= ∑∑
αα

α q
r

dt
drm

q
rrm

dt
dP i

i
i

i
i

i
ii &

&v
&&v

&&

&&v
&&v                       （3-20）   

继续将（3-20）式等号右边第二项化简，有： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∑ q

r
t

q
q
r

qq
r

dt
d iii

&

&v
&

&

&v

&

&v

β
αβ βα
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ∑∑ ∑
γ

γ
γα

β
β γ

γ
γβα t

rq
q
r

tq
q

t
rq

qqq
iii
v

&
v

&
&

v
&

&
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ∑∑ ∑
γ

γ
γα

β
β γ

γ
γβα t

rq
q
r

tq
qq

qqq
ii
v

&
v

&
&&

&
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ∑∑∑ ∑
γ

γ
γαγ

γ
γαβ

β
γ

γ
γβα t

rq
q
r

tq
q

q
r

tq
qq

q
r

qq
iiii
v

&
v

&
&

v

&
&&

v

& 2
1

2
1

2
1

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ∑∑ ∑∑
γ

γ
γαβ γ

γ
γ

β
γ

γ
γβα t

rq
q
r

tq
q

q
r

t
qq

q
r

qq
iiii
v

&
v

&
&

v
&&

v

& 2
1

2
1

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ∑ ∑ ∑∑
β β γ

γ
γ

β
β

β
γ

γ
γβα t

rq
q
r

t
q

t
r

q
qq

q
r

qq
iiii
v

&
v

&
v

&&
v

&2
1

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ∑ ∑∑
β γ

γ
γ

β
γ

γ
γβα t

rq
q
r

t
q

t
rq

q
r

qq
iiii
v

&
v

&
v

&
v

&2
1

 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= ∑
β

β
βα

ii r
t

qr
qq

&v&&
v

&2
1

 

( )irq
&&v

&α∂
∂

=
2
1

                                                    （3-21）   

将（3-21）代入 （3-20）式，可得： 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

= ∑∑
i

ii
i

ii rm
q

rm
qdt

dP 22

2
1

2
1

2
1 &&v

&
&&v

&& αα
α                    （3-22） 

令 ： 

     2

2
1

i
i

irmS &&v∑=  

 为系统的加速度能量，将（3-22）式代入（3-15）式，有： 

    0
2
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⋅+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−∑ ∑ α
α ααα

δq
q
rF

q
S

q
S

dt
d

i

i
i

v
&v

&&&
                       (3-23) 

又令：           

     
α

α q
rFQ i

i
i ∂
∂

⋅=∑∗
v

&v  ， 

对于完整系统， sqq ,,1 ⋅⋅⋅ 相互独立，由（3-23）式最后可得： 
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    ∗=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

α
αα

Q
q
S

q
S

dt
d

&&& 2
1

      ( )s,,2,1 ⋅⋅⋅=α                      （3-24） 

（3-24）就是描述物体变加速度运动的三阶微分方程，方程中包含了力变率 iF&
v
。

它在形式上与分析力学中的 Lagrange 方程很相似，所以称为三阶 Lagrange 方程。

它使我们在处理物体运动时，特别是在已知力变率 iF&
v
时，又多了一种得到运动方

程的方法。 

 

3.4 三阶 Lagrange 方程与 Lagrange 方程的相容性 

    我们由上述方法推导出的三阶 Lagrange 方程与分析力学中的 Lagrange 方程

应该是相容的，即用（3-24）式和分析力学中的 Lagrange 方程处理同一力学问题，

得到的运动方程应该可以经过适当的数学运算，化为相同的描述该力学问题的运

动方程。否则（3-24）式就是不正确的。事实上，将利用 Lagrange 方程得到的运

动方程等号两边同时对时间 t求一阶导数，即可得到与用三阶 Lagrange 方程得到

的相同的运动方程，对此将给出证明。 

分析力学中 Lagrange 方程为： 

    α
αα

Q
q
T

q
T

dt
d v

&
=

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

 

又因为：         

     2/2
iirmT &v∑=    

 
α

α q
rFQ i

i ∂
∂

⋅=∑
vvv
                                            （3-25） 

由（3-17）式的结果，可得： 

     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂∂

∂
×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∑∑

∑∑ ∑ ∑
∑

β
β

αβα
α

α

αβ α α β
β

β
α

α
βα

αβ

α

tt
rq

qq
r

t
rq

q
r

q
r

t
rq

tq
rq

q
rqq

qq
r

m
q
T

dt
d

iiii

iiiii

i
i v

&
vv

&
v

&

&vv
&

v
&&

v
&&

v

& 22

2

222

2

     

                                                     （3-26） 
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂∂

∂
×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ ∑∑∑

β α
β

αβα
α

αα qt
rq

qq
r

t
rq

q
rm

q
T iiii

i
i

v
&

vv
&

v 22

           （3-27） 

将（3-26），（3-27）式代入（3-25）式，等号两边对时间 t求一阶导数，得： 

      
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

∂∑ ∑ ∑ ∑
i

iiiii
i q

r
t
rq

qq
rq

q
rqq

qq
rm

dt
d

αβα α β
β

αβ
α

α
βα

αβ

vv
&

v
&&

v
&&

v

,
2

222

2  

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅= ∑
i

i
i q

rF
dt
d

α

vv
                                         （3-28） 

式中已考虑了（3-19）式的结果。另一方面，由 S的定义和（3-19）式的结果，

可得： 

 
αβα α β

β
β

α
α

βα
αβα q

r
t
rq

tq
rq

q
rqq

qq
rm

q
S iiiii

i
i ∂

∂
⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ ∑ ∑ ∑∑

vv
&

v
&&

v
&&

v

&& ,
2

222

2      （3-29） 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂∂

∂
⋅=

∂
∂

⋅=
∂
∂ ∑∑∑

β α
β

αβαα qt
rq

qq
rrm

q
rrm

q
S ii

i
ii

i

i
ii

v
&

v
&&v

&

&&v
&&v

&

22

22                （3-30） 

将（3-29）代入（3-24）式，并与（3-28）式比较，可知当 

   ∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅−
∂
∂

⋅=
∂
∂

i

i
i

i
i q

rF
dt
d

q
rF

q
S

ααα

vvv
&v

&2
1

                               (3-31) 

成立时，Lagrange 方程（3-25)对时间 t求一阶导数，就得到三阶 Lagrange 方程。

对（3-31）式化简后，得： 

   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂∂

∂
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⋅=
∂
∂ ∑∑∑

β α
β

αβαα qt
rq

qq
rF

q
r

dt
dF

q
S ii

i
i

i

i
i

v
&

vvv
&v

&

22

2  

   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂∂

∂
⋅= ∑∑

β α
β

αβ tq
rq

qq
rrm ii

i
ii

v
&

v
&&v

22

2                              （3-32） 

式中已利用了 i
i

irmF &&v
v
∑= 的结论。此式与（3-30）式的结果相同，由此可知（3-25）

式等号两边对时间 t求一阶导数，即可得到三阶 Lagrange 方程（3-24）。这就普

遍性地证明了三阶 Lagrange 方程与分析力学中的 Lagrange 方程是相容的，所以

三阶 Lagrange 方程也可以应用于分析力学中，解决问题。 
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3.5 三阶 Lagrange 方程的应用 

    三阶 Lagrange 方程和 Lagrange 方程都可以用来描述物体的运动规律，但它

们的出发点不同。当已知物体受力的力变率，利用三阶 Lagrange 方程来求物体的

运动方程就较为方便。相反，当已知物体的受力情况，利用 Lagrange 方程求物体

的运动方程就容易一些。因此，三阶 Lagrange 方程是对 Lagrange 方程的补充。 

 

3.6 本文所做的工作 

    本文是在已有的三阶 Lagrange 方程的基础上，考虑在力学系统里在耗散力的

作用下的三阶 Lagrange 方程，并加以举例应用，说明用三阶 Lagrange 方程解决

问题的优越性；另考虑含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 情况，在给出了位矢

和广义坐标的函数关系后，得到了三阶 Lagrange 方程的位矢表示。从而得出三阶

Lagrange 方程的另外两种形式，丰富了三阶 Lagrange 方程的理论体系。 
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第四章 含有耗散力的三阶 Lagrange 方程 

    在力学运动研究领域，新的动力学理论的创立和发展变得越来越来重要。在

实际的力学问题中，力学系统的运动和受力往往较为复杂。当我们不知道力学系

统所受力随时间的变化规律，我们可能知道的是力随时间的变化率（力变率），

这时通过牛顿运动定律来解出物体的运动轨迹，就会较为麻烦。换言之，当知道

力变率时，我们利用二阶运动微分方程求解物体的运动状态就显得较为困难。为

了更加容易的解决此问题，引进了三阶 Lagrange 方程
[1-2]

和急动度方程
[13]
，它们

包括了坐标对时间的三阶导数。 

    近年来，有关变加速动力学和三阶 Lagrange 方程的研究工作做了很多
[29-37]

。

Linz
[14-15]

研究了非线性动力模型、猝变运动、以及牛顿猝变动力学的一些基本特

征。Gottlieb
[17-18]

研究了简单非线性急动度方程的周期解和它的谐振平衡近似。

黄沛天
[19-21]

研究了变加速运动的基本理论和应用问题，以及有关变加速问题的急

动度方程和力变率问题。马善钧
[2-8,19-21]

和杨学慧
[8]
研究了三阶 Lagrange 方程和不

同条件下的三阶 Lagrange 方程、三阶 Lagrange 方程的对称性和守恒量、以及三

阶赝 Hamilton 正则方程。 

    本章给出了存在耗散力情况下的三阶 lagrange 方程的形式，通过实例得到了

阻尼运动方程的解。比较求解过程，可知运用三阶 lagrange 方程求解，较为方便。 

 

4.1 耗散函数的 Lagrange 方程推导 

    考虑系统的每个质点上有与速度相关的阻力： 

   ( )
i

i
iiii v

vvfkF
v

&v −=                                                 (4-1) 

其中 iv 为点的速度的大小， ik 是点的坐标和时间的正函数： 

    ( ) 0,,, 〉= tzyxkk jjjii                                             (4-2) 

if 满足：   
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    ( ) 0〉ii vf  

与式 1相应的广义力为： 

    ( ) ( )
s

i
i

i
ii

s

i

i

i
ii

i
is q

vvfk
q
r

v
vvfkQ

&

vv
&v

∂
∂

−=
∂
∂

⋅−= ∑∑
== 11

 

      ( )duufk
q

iv

i
i

i
s

∫∑
=∂

∂
−=

0
1&

                                       (4-3) 

其中，函数： 

    ( )duufk iv

i

n

i
i ∫∑

=

=
0

1

φ                                              (4-4) 

称为 ypbeΠ 耗散函数。 

    系统所受阻力的广义力用 ypbeΠ 函数表示为： 

   
,

s
s q

Q
&

&v

∂
∂

−=
φ

       ( )ns ,,2,1 ⋅⋅⋅=                                   (4-5) 

如果广义力分成有势的 sQ&&
v
和与阻力对应的广义力 sQ&

v
，则 Lagrange 方程写成： 

    ,
sss qq

L
q
L

dt
d

&& ∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂ φ

       ( )ns ,,2,1 ⋅⋅⋅=                          (4-6) 

式中：     

    VTL −= ， ( )qqtVV &,,=  ， 
s

s q
VQ
∂
∂

−=&&
v

 

T 为系统的动能，V 为系统的势能 

 

4.2 含耗散力的三阶 Lagrange 方程的推导 

    我们知道非保守力学系统的三阶 Lagrange 方程为： 
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   ),...2,1(
2
1)(d nQ

q
S

q
S

dt
==

∂
∂

−
∂
∂ ∗ αα

αα &&&
                               （4-7） 

    ,
2
1

1
ii

N

i
i rrmS &&v&&v ⋅= ∑

=

   ,
1 α

α q
rFQ i

N

i
i ∂
∂

⋅=∑
=

∗
v

&v  

式中 S 为加速度能量。 

    研究含有耗散力的 N 个质点组成的力 学系统，设第 i个质点的位矢为r i
v

 ，

作用在其上的主动力合力分为两部分 

( )τvvvvvv
tVrfkFFFF iiiiiDiDiNi ,,, −=+= ，                             （4-8） 

式中 iNF
r

是非耗散力， iDF
r

是耗散力， ik 是一个常量， ),,( tVrf iii 是关于位失为 ir
v
、

速度 iV 和时间 t的一个函数，τv是运动坐标系中速度的切线方向矢量。把（4-8）

代入（4-7）式的 ∗
αQ ，得： 
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∗ +=
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∂
∂
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i
iD

n

iN QQ
q
rF

q
rFQ αα

αα
α
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1

i

1i
..
v

&v
v

&v ，                       （4-9） 

式中  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

i

i
iiiiiD V

VtVrf
dt
dkF

v
&v ,,

。                                  （4-10） 

引入 S 个广义坐标 ),...,2,1( sq =αα ，则有 

   ）（ t,αqrr ii
vv = ，                                             （4-11） 

t
rq

q
rrV ii

iI ∂
∂

+
∂
∂

== ∑
∂

∂
∂

&
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&v
v

，
αα q
r

q
r ii

&

&vv

∂
∂

=
∂
∂

，                         （4-12） 

将（4-10）式和（4-12）式代入（4-9）式中的 ∗
DQα ，得 

    ( )
αq
r

V
VtVrf

dt
dkQ i

i

i
iii

i
iD ∂

∂
⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∑∗

∂

vv
vv ,,  
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   ( ) ( )
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⎦
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∂
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⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−= ∫∑∫∑
ii V

i
t

i

V

i
i

i duturfk
q

duturfk
qdt

d

00

,,,, vv

& αα

。        4-13） 

令:     

    ( )∫∑=Φ
iV

i
t

i duturfk
0

,,v ，                                    （4-14） 

系统所受阻力的广义力表为 

     .d

αα
α qqdt

Q D ∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

−=∗

&
。                                    （4-15）      

将（4-15）式和（4-9）式代入（4-7）式，得 

    
αα

α
αα qqdt

dQ
q
S

q
S

dt
d

N ∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

−=
∂
∂

−
∂
∂ ∗

&&&& 2
1

）（ 。                      （4-16） 

式中的Φ称为耗散函数，方程（4-16）是含有耗散力的三阶 Lagrange 方程。 

 

4.3 举例应用 

    考虑一个带电粒子弹以初速度 0V 在阻尼介质中做抛体运动，它的质量为m ，

发射时与水平面的夹角为α ，作用在它上面的阻力与其速度成正比例关系，即

( ) VVf = ，在水平方向上受电场力 iqtFe

vv 2
02

1 β= 的作用，求物体的运动方程。 

我们用三阶 Lagrange 方程来解决这个问题。 

在直角坐标系中， 

jyixr
v
&&

v
&&

v
&& +=

，
jmgiqtFiN

vvv
−= 2

02
1 β

，
22)( yxVf && +=
，            （4-17） 

( )222

2
1

2
1 yxmrmS &&&&&&v +==

，                                    （4-18） 

计算后可以得到 

qtQxN 0β=
∗

，
0=∗

yNQ
，

)(
2
1 22 yxk && +=Φ

。                       （4-19） 

将（4-18）式和（4-19）式代入（4-16）式，得 
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xkqtxm &&&&& −= 0β ， ykym &&&&& −= ，                                  （4-20） 

或:    

  txx βω =+ &&&&& ， 0=+ yy &&&&& ω ，                                    （4-21） 

式中    

    
m
k

=ω ，
m

q0ββ = 。 

式（4-21）式的特征值为: 

    01 =λ ， 02 =λ ， ωλ −=3 。                                  （4-22） 

最后解得 x， y 和 t的函数关系如下 

  teatttaax ω

ω
β

ω
β −++−+= 2

32
210 62

，                           （4-23） 

 tebtbby ω−++= 210                                             (4-24） 

考虑式（4-23）和（4-24）的初始条件，及当 0=t 时，有 0=x ， 0=y ， αcos0Vx =& ，

αsin0Vy =& ， αω cos0Vx −=&& ， αω sin0Vgy −−=&& 。可以得到 

teV
tttVx

ω

ω
α

ω
βω

β
ω
β

ω
β

ω
α

ω
β

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

cos62
cos

0
4

3

2

2

3
0

4

，     （4-25） 

( )
ωω

α
ω

ω gteVgy t −−+= −1)sin( 0
2 .                               （4-26） 

式（4-25）和（4-26）所得到的结果与牛顿运动定律所得结果一致，而含有耗散

力的三阶 Lagrange 方程来解题显然更容易。 
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第五章 含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程 

    当人们研究物体的机械运动时，如果作用在物体上的外力未知，人们仅仅知

道作用在物体上外力的力变率，这时，运用牛顿运动方程来求解物体运动的轨迹

就显得较为繁琐。类似采用二阶 Lagrange 方程来求解物体的运动状态也不方便。

对这种情况，采用三阶 Lagrange 方程求解就较为简单方便。近年来，有关三阶

Lagrange 方程，已有许多工作完成
[3-12]

。这些工作主要是在加速度能的基础上，

讨论不同条件下三阶 Lagrange 方程的基本形式和基本性质。但对系统存在一些非

独立的广义坐标的情况，三阶 Lagrange 方程的形式如何改变以及它的显式形式等

问题，目前并未涉及。本文即考虑在位矢和广义坐标的关系中，含有非独立广义

坐标的情况，三阶 Lagrange 方程的基本形式如何，以及用位矢广义坐标的导数关

系，给出这种三阶 Lagrange 方程的基本形式。 

 

5.1 含非独立坐标 Lagrange 方程 

    设完整系统的位形（对于一个质点系统来说，我们把整个系统的位置称为它

的一个位形）由 mn + 个广义坐标 sq  ( )mns +⋅⋅⋅= ,,2,1 来确定。为方便计算，选m

个非独立坐标，记作 νq  ( )m,,2,1 ⋅⋅⋅=ν ，此时有m 个理想、双面、完整约束： 

    ( ) 0,, =+ tqqf ns μυ ， ( )m,,2,1, ⋅⋅⋅=μν                       （5-1） 

约束（5-1）加在坐标变分上的条件为： 

        0
1

=
∂
∂∑

+

=
u

mn

u u

q
q
f δν                                          （5-2） 

由 Euler-Lagrange 原理和虚位移方程(5-2),利用通常的 Lagrange 乘子法，可以

得到方程： 

     
u

m

u
uu q

fQ
q
T

q
T

dt
d

∂
∂

+=
∂
∂

−
∂
∂ ∑

=

ν

ν
νλ

1&
      ( )mnu +⋅⋅⋅= ,,1        （5-3） 

方程（5-3）称为含有非独立广义坐标的完整系统的 Lagrange 方程。该方程的优
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点是可以用来求约束反力。 

 

5.2 含有非独立坐标的三阶 Lagrange 方程的推导 

对含有 N 个粒子的系统，我们有三阶 Lagrange 方程
[1]
： 

*

1

1
2

N
i

s i
ij j j

rd S S Q F
dt q q q=

⎛ ⎞ ∂∂ ∂
− = = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑
vv&

&& &
,     ( )1, 2,j n= L ,               (5-4) 

（5-4）式中 i

N

i
ii rrmS &&v&&v∑

=

⋅=
12

1
是加速度能， iF&

v
是作用在第 i个质点上的力变率， sq 是

广义坐标。 

    如果完整系统由 mn + 个广义坐标 sq 描述，有m 个理想、双面、完整约束为 

( ) 0,, =+ tqqf ns μν ,     ( )mL,2,1, =μν .                           (5-5) 

则确定系统的运动状态的广义坐标为 n 个，不妨假设前 n个广义坐标为独立的广

义坐标，其余m 个广义坐标为非独立的广义坐标。对(5-5)式的约束方程，存在

如下的虚位移等式： 

0
1

=
∂
∂∑

+

=

mn

u
u

u

q
q
f
δν ,     ( )mL,2,1=ν .                               (5-6) 

将(5-6)式乘以 Lagrange 乘子 νλ 后与(5-4)式相加，可以得到 

*

1 1

1 0
2

n m m fd S S Q q
dt q q q

ν
α ν α

α να α α

λ δ
+

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂ ∂
− + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑&& &
,                    (5-7) 

式中 mn + 个广义坐标 sq 中，只有前 n个广义坐标是独立的，后m个非独立的广

义坐标 μ+nq 可以用前 n个独立的广义坐标 sq 表示。当选择一套合适的 Lagrange

乘子 νλ ，使后m个非独立广义坐标 μ+nq 虚位移 μδ +nq 前的系数等于零，则可得 

∑
= ∂

∂
+=

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ m

s
s

ss q
f

Q
q
S

q
S

dt
d

1

*

2
1

ν

ν
νλ&&&

,  ( )ns L,2,1= .                  (5-8) 

联立求解(5-8)式和(5-5)式，可以解得n个独立得广义坐标 sq 和m个非独立的广

义坐标 μ+nq 。 
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5.3 含有非独立坐标的三阶 Lagrange 方程的显示表示 

考虑第 i个质点位矢和广义坐标的关系为 ( )tqrr sii ,vv = ，则有 
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q
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dt
rd

r i
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i ∂
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  DCBA +++= ,                                             (5-9) 

以及加速度能为： 
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式中：         
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令：            
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考虑(5-11)式的结果，可得： 
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将(5-12)式中的全部结果代入(5-8)式，可以得到如下结果， 
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当位矢不是时间的显函数时，即 0=
∂
∂

t
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v

，(5-13)式可以化简为： 
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(5-13)式和(5-14)式称为含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程。 

 

5.4 讨论 

    本章从三阶 Lagrange 方程出发，导出了含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange
方程，并给出了方程用位矢对广义坐标的导数表示的形式。方程中包含约束方程

对广义坐标的导数。含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程具有两方面的重要

意义，一方面方程扩大了三阶 Lagrange 方程的应用范围，使我们可以求解含有约

束的系统运动问题；另一方面，方程也丰富了有关三阶 Lagrange 方程的理论体系，

促进今后三阶 Lagrange 方程的进一步发展。 
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第六章 总结和对未来工作的展望 

6.1 结论 

    本文研究了三阶 Lagrange 方程的另外两种表述方式，即含有耗散力的三阶

Lagrange 方程和含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程。从而可以知道，我们

在解决含有耗散力作用下的力学问题时，我们既可以用牛顿运动定律也可以运用

三阶 Lagrange 方程。但是对于某些情况，我们用含有耗散力的三阶 Lagrange 方

程来求解却更为简单。而推导出含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程，不仅

扩大了三阶 Lagrange 方程的应用范围，而且也方便了我们求解含有约束的系统运

动问题，同时，也为三阶 Lagrange 方程的研究工作做了铺垫。 

  

6.2 未来工作展望 

    目前已经有很多学者对三阶 Lagrange 方程做了大量的工作，讨论了不同条件

下三阶 Lagrange 方程的基本形式和基本性质。例如：黄沛天等把三阶 Lagrange
方程用来描述电流猝变运动，将磁 Appell 函数替代加速度能量，得到了关于磁

Appell 函数的三阶 Lagrange 方程，并用它求得了一种 RL 电路暂态过程的电流急

动度函数；马善钧和杨学慧研究了三阶 Lagrange 方程和不同条件下的三阶

Lagrange 方程、三阶 Lagrange 方程的对称性和守恒量等等 
    本文就是基于已有的三阶 Lagrange 方程的研究工作上，推导出了含有耗散力

的三阶 Lagrange 方程和含有非独立广义坐标的三阶 Lagrange 方程。并对这两种

形式的三阶 Lagrange 方程进行了讨论，确定了他们的应用范围。今后也要继续关

注这方面的文章，把 Lagrange 方程推广到更多方面的应用上去。 
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