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非线性环形光学腔中分岔混沌的新行为

赵 勇
�中国科学技术大学物理系�

霍 裕 平
�中国科学院等离子体物理研究所�

����年 �月 �� 日收到

提 要

利用数值模拟方法研究了非线性环形光学腔中的 ����� 方程
，
发现 � 长延时下

，
分岔图的

拓扑结构
、

分岔方式
、

收敛邃率以及周期窗口的结构都随参数 �， 中
。
的取值不同而异

�

短延时

下
，
通过适当近似

，
将 ��记

�

方程化为带有一定记忆效应的迭代映象
，
所得到的近似系统显示

出非倍周期分岔行为
，
并伴有一些奇特的周期窗 口

，
混沌区中的无限嵌套为自相似结构变得

模糊
，
不易分辨

�

一
、

引 言

迄今为止
，
关于光学双稳中的分岔

、

混沌行为的研究已有不少结果
〔，一�� �

随着对该系

统研究的不断深人
，
新的现象不断被发现

�

由于强色散近似下的环形光学腔实际上是多

稳的
〔�� ，

其动力学特性可以用 �����

、

吞乏
�
�� 价乏

�
��

方程描写
仁�� ，

，户��� �� ����中�
， 一 ，��一

、
介
。
��

�

���
岔一击

这个方程具有以下一些特点 � 极长延时下退化为一维多峰映象� 极短延时下退化为保守

可积系统
�

一般情形下受着两种机制的制约
�
一个是以差分形式体现的耗散性

，

它顺向

于使系统出现分岔混沌的行为�另一个是以微分形式表现的保守可积性
，
它使系统倾向于

确定论的过程
�

这两种机制的同时存在使系统的时间演化行为具有非马尔可夫性
〔�� �

这

些特点导致了它比通常的一维单峰映象
、

比微分耗散系统具有更为丰富而夏杂约动力学

行为
�

本文中
，
我们采用数值模拟方法研究了其长延时和短延时下的行为

�

其结果表明 �

长延时下
，
多峰映象导致分岔混沌行为的细节依赖于参数 �

，
币

。
的取值

�

它表现为� 分

岔习的拓扑结沟
、

分岔方式和收敛速率皆随 �
，
币。
的取值不同而异

，
同时出现了新的周朔

窗 口
，
如树分岔的周期三窗 口等

�

在短延时下
，

通过适当近似
，

将原方程化为带有一定记

忆效应的一维映象
�

这种计入了记忆效应的系统
，

其分岔图表现出非倍周期分岔行为和

一些奇异灼周期窗口
，
且泥沌区中的无限嵌套的自相似结构变得非常模糊

，
不易分辫

�

二
、

计 算 结 果

�
�

长延时情形

当 �� 》 丁 时
，
以 �之 一 司，� 为小量的一级近似冶果可以表示成一维映象

〔�，



物 理 学 报 �� 卷

币
。 ��
一 那，��� �� ���

�币
。

一 如��
�

���

该动力学系统的基本周期是 �。
� ���

� 十 灼
�

取 � � ���
，

如 � 一，��
，

其分岔图是典型的单峰映象的行为 �图 ��
�

由于系统是

多稳的
，
因此分岔图中有多个分支�这里只绘出了两支�

，
但每个分支都是拓扑等价的

，
具

有一维单峰映象的特征
，

相应的分岔参数值见表 �
�

表 � � 二 。 · ，，
价

。
� 一 二厂�时的分岔点数值

分岔点标号

临界值 拼�二 ，

收敛参数 占，

�
。

���多� �
。

����� �
。
����� �

。

����� �
。

�����

�
。

���� �
。

���� 碍
。

����

表 � � 一 。 �

�，
价

。
二 北 时的分岔点数值

分岔点标号

临界参数 阿
” �

收敛参数 占，

�
。

�����

�
。
���

���
。

������� �
。

����� �
�

�����

�����

嘴嘴嘴
爹爹爹

鬓鬓鬓
霎霎霎

图 � 图 �

� 二 �
·
��叻

。
� 一 对��� 吞拌 � �

·
���� � � �

�

��中
。
� 汀� ▲户 二 �

�

����

虽然在上述参数下的分岔行为与单峰映象的相同�指每一支分岔图�
，
收敛常数也与

���������� 常数 占� �
�

“ ���� 二 很接近
，
然而这并不能表明映象 ���式具有的分岔类型

都将会如此
�

实际上
，
当取 � 一 ���

，
咖 � ， 时

，

其分岔图具有比单峰映象更快的收敛速

率�图 ��
，
相应的参数见表 �

�

此时收敛速率接近 占� �����
·

…
由此可见

，
映象 ��� 式的收敛速率并不是恒定的

，
它随参数 �

，
咖 变化

�

再则
，
一维单峰映象的倍周期分岔行为是� 经过周期倍增直到进人混沌状态

，
这种过

程在分岔图的更精细的层次内无限重复
，
成为无限嵌套的自相似结构

�

对映象 ���式
，

取

� � �
�

�
，
价

。
� �时

，
出现了如图 �所示的

“
间歇

”
分岔行为� 即当倍周期分岔进行到一定

状态后
，
系统不再向更高的周期态�或混沌态�进行

，
而是进行逆向的合并过程

，
逐渐回到

定态
�

这个
“
间歇

”
的状态随 �

，

扬 的不同取值可以是周期态�如图 �所示�或是
“
准周 期
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态
”
�如图 斗所示�或是完全的混沌态�如图 �所示�

�

类似的现象在文献 ��
，
�� 中也有所

见
�

然而
，
我们这里要强调的是另外的两个方面

�
第一

，

这种正
、

反过程具有明显不同的

收敛速率 �第二
，

这种
“
间歇

”
分岔行为在更精细的层次上重复

�

梦梦恻恻
巾

。 � �� △ 拜 一 �
�

��� �功
。
� ����� “ 产� �

�

����

汤︸璐必衫

介︸知公伪叹︸﹄

计落怂攀热

少少少����
�

燕

图 � 图 �

� “ �
·

��中
。
一 兀��� 。 拼 一 �

·
��� � 一 �

·

��中
」。
� ��△拌 � �

�

�����

第一点在以上的各分岔图�图 �至图 约 中明显可见
�

为了阐明第二点
，

我们把分岔

图局部放大�见图 ��
�

这是在周期三窗口 中出现的
“
间歇

”
分岔行为

�

更进一步的研究还

可表明
，
在更精细的层次内也重复着这种过程�见图 ��

�

细致考察这些分岔行为
，
不难发现

，

在参数 �
，
小

。
取值的一定范围内

， “
间歇

”
分岔行

为可能成为一种无限嵌套的自相似结构
�

具有这种自相似结构的分岔图形其拓扑性质与

单峰映象的拓扑性质是不相同的
�

在周期三窗 口 中
，
随着

“
间歇

”
态向混沌状态过渡

，

在一定的参数区出现突发的混沌行

为
，
这相当于由一个

“
准周期三

”
的运动状态突变到湍态 �图 ��

，

其结果使得在 �一�
’

之

间形成了一个
“
树分岔

”
的周期三窗口

，

在 �一�
’

之间形成了一个通常的切分岔的周期

三窗 口
�

由此看来
，
随着

“
间歇

”
行为的产生及发展

，

最终导致将一个周期三窗口分成两个

性质不同的周期三窗 口
，

特别是
“
树分岔

”
的周期三窗口在单峰映象中是不曾出现过的

�
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图 �

�咖 “ 介���� △拌 � �
�

�����

霆霆霆
馨馨
鬓鬓鬓鬓

图 �

�中
。
一 汀���� 二胖 二 �

�

����

�� 短延时情形

当 �� � �时
，

系统 ��� 式可以近似化成如下的迭代映象�见附录�
�

� 。 � �
� ，杯��

�
���十 �� ���

�
� 二

一 如��
�一����� �� ���

��
。

一 小
。
���

，

夕
，��
� ，乒��

�

���� �� ���
�夕

，

一 小
。
���

。 一 ���， ，

� ，��
� 二杯��

�
���� �� ���

�
� 。
一 访

。
��

�

���

其中试 ��
�一 �� 。 一

狱阵

摹摹黔
月月

妙妙妙汉

图 ��

� 二 �
·
��巾

。
� 二���介 � �

�

�� ‘ 拌 � �
�

��� �� �
�

��中
。
� ，���介 二 �

·
�� ‘ 解 “ �

·
����

取 � 一 �
�

�
，
如 � ，邝

，
�� � ���

�

当 拼 ‘ ��
�

�
，
���� 时

，

其分岔图呈网络结构�图 ��
�

这里看不到倍周期分岔的痕迹
，
而表现出一种非倍周期分岔行为

，
它远比通常的分岔行为

复杂
�

当 产 〔 �����
，
巧

�

��时
，
出现了一些突发的周期窗 口

，
它的两端似乎都不由树分岔过

渡而来
�

在周期七窗口 中还出现了状态交迭现象�图 ���
�

从图 �� 中还可看出
，
系统 ���式的混沌带结构与通常的混沌带的结构大不相同

，

其
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中几乎看不到层次结构和混沌带的交迭行为
，

状态点趋向于均匀分布
，

可见
，

它比 一维单

魄映象的混沌结构更为混乱
�

并且图 �� 中还可以看到类似于图 �的网络分岔行为
，

它正

是该系统从定态进人湍态的一条途径
�

三
、

讨 论

对于以上出现的一些新的分岔
、

混沌现象
，

我们认为�

�
�

长延时下出现的行为主要来源于多峰映象
�

在多峰映象中
，

系统的失稳系数 �
，

与

分岔参数 拼之间的关系一般说来是非单调的
仁�� ，

而失稳系数 �
，

正是系统的非平衡性的量

度
�

当 �
、

随着 那单调上升时
，

系统经历由定态
一

倍周期分岔
一

混沌的过程 �当 �
，

随

拜单调下降时
，

系统经历混沌
一

周期态
一

定态的过程
，
而 �

，

的极大值�指多稳态的某

一支而言��
，�
就决定了系统所能达到的

“
间歇

”
状态究竟是周期态还是混沌态或停留在

定态 不变�即不满足起振条件�
�

当 ��
，

��户 恒定时
，

系统不出现
“
间歇

”
行为

，

从而表现出与单峰映象相似的拓扑结构
，

但收敛常数可以随 ��
，

��环 的取值不同而变化
�

�
�

短延时下
，

用系统 ��� 式来代替原系统 ��� 式是一种近似
，
它与系统 ��� 式有着较

大的差别� 从 ��� 式的推异中�见附录�可以看到
，

系统 ��� 式是一个在时间上有无限关

联的典型的非马尔可夫系统 �再则
，

其基本周期也不完全等于 ��� ，

而是略为短一些
�

为

简化间题
，
�幼 式只考虑了较近邻的时间关联

，

并且振动周期取的是极短延时下的极限周

期
�

尽管如此
，

它仍然部分地保留了原系统 ��� 式的两个基本特性
� 即多峰块象和记忆

效应
�

因此有可能反映出延时系统的某些特殊行为
，

如非活周期分岔行为
�

另一方面
，
把

它看成一个特定系统进行研究
，

其结果给予我们的启示对于进一步认识普遍存在的湍流

现象具有一定的意义
�

就系统 ��� 式而言
，
由于计人了记忆效应

，
并且由于多峰映象的复杂行为

，

使其分岔

行为不仅具有长延时下的特点
，

而且与记忆效应混杂在一起
，

形成了非倍周期分岔的网络

结构
�

网络结构比周期结构混乱
，

因而在进人混沌区后
，

记忆效应把这种微弱的混乱带人

了混沌结构
，

形成了更为混乱的湍态行为
�

这种过程类似于在混沌区再加上一个内在的

随机扰动
，

使层次结构变得复杂化而不易分辨
，

并且这种记忆效应引人的
“
内部噪声

”
比外

部的随机扰动带来的影响更为复杂
�

由于 ��� 式的近似性
，

其表现出的各种行为是否真正反映了环形光学腔巾的动力学

特性还值得进一步的探索和实验的检验
�

附 录

将方程 ���表示成如下形式�

巾�‘，一 。
�

其中 ��中�� ，��� �� ����中 一 巾
。
��

�

。 一 ‘ ’

��劝�一
�’
一 �

’

�����
’

� 中���
己一 亡，

��
�

��

再将原时分为 �令 ‘�” �，，‘” … ，
并记 户

，� ，
� 中��

。 � ��
�尺�

，

于是 有
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。 。 ‘ ，
一 �。

�
一 。

�

�’ 十 ‘ �丁凡 。
一��中

�

�一��了�
·

� 叻赶。�
。 一�·� ‘���

一，�。 ，

�一 ，，

刀�，
·

� 。
�之一

，〔，·
�一 ，，

刀‘ ，·

十
‘
二 十 。
丁
��� ���尺

�了尺

�一 “ ��户
，
�一 �’

����
‘
� 叻���

‘ 一���，�了尺
�

将以上积分，良全部，�成
��

“ ��
，

一 贝。有

其中 价
�� ，

� 艺 �蔽巾
， 一，�

。
一

�， �

��
�

��
加� �

，二�，二一，�一 �

��
“

一，〔，一‘一 ‘ ” ，�‘
’

二 一 。 ， ’ ， ’ ，

一
�，�， “ 功���

��
�

�� 式是一个以
�一�� 为小量的渐近展开式

�

展开系数 �。 可近似求得

�� 二 拌几
。 一�对〔价二 一，一 �

�
�

如果只保留展开式的前两项
，
则

巾
一�� 二 ”介

。 一�，��功
二一 �

�� 胖��。 一，����巾
，一�
�

�

利用递推关系
，
并记

� ，� ，
� 价��

。 � �����
， ，���� 中�，�

’ 。 �
， � ，�，

� ��‘ ��拌���
�

�
，
则有

� ，� ，
一 乒��

，
����

� ，
��

�一�����
二

��
， ，，�，

� 万������夕
二

��
�一，’

。 � ， � ，�� 二 乒�介���
�一
�

�

其中乒����� 介‘ ��拼
�

将 ��中�一 二��� �刀 ���〔中 一 价
。」�代人 ��

�

��式
，
即得 ���式

�

��
�

��

��
�

��

��
�

��

��
�

��
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