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关于电阻分路约瑟夫森结的解析解
�

姚 希 贤
�南 京 大 学 物 理 系�

提 要

超导弱连接在外源作用下
，
一般能简化为由电流源驱动的电阻分路约瑟夫森结模型

�

如

果电流源为一直流电流和一交变电流组成
，
本文将给出解析解

�

此外
，
在无量纲交变电流 ��《 �

的情况下
，
应用上述解析解的结果处理了平方律检测以及平均电压 歹等于零时阶跃问题

�

一 礴� 古、 甲 � 口

超导弱连接在微波直至亚毫米波波段可用于检测和混频等
，
人们对之进行了广泛的

研究
�

超导弱连接的电容和电感极小
，

一般能

简化为由电流源驱动的电阻分路约瑟夫森结模

型���
，
其等效电路由图 �所示

�

此时
，

关于结两

侧的量子位相差 甲所满足的微分方程为
����廷飞沪

�甲

��� ��
� 了

‘ ，�� 甲 � ����
，

���

甘击 方 �甲 华二火你
卜 矛无歉工叶

，
二防由 匡

乡女
卜
�叫 二一

�
万�

一

�习 习习 �口匕�文
�

上
� ’

】牛气��贝 � “ ，� ��刁�日 � 吮山夕�二

�� �� 图 � 电阻分路约瑟夫森结的等效电路

为弱连接的临界超电流
， � 为其正常电阻

，
���� 为外加电流源

�

�。 和一频率为 。 的交变电流 �
�

��
�

咧 组成时
，

有

����� �。 � ����� ��
�

如果引人无量纲的时间
�，

频率 夕和电流 �
，

当电流源为一直流电 流

、�声、，夕，︸，�
了

‘、��、

、、了、 、了���少
�咤��‘、

� ���
�

�

方

方

���
�

�

�

一 万
，

则���式变为

�甲 上
��� �

—
�

� 。 孟�� 甲
�了

一 ，’�� �
����口了

，
���

� ��夕�年 犯 月，日收到
�
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其中粤 为弱连接上的无量纲电压
，
量度电压的单位是 ���

�

需要指出
，
交变电流在所考

‘ �

虑的情况下是由外加辐射场引起的
�

当 ￡， ‘ �时
，

方程���具有解析解
，
可分段表示为 ‘习

、 �了、 、少、��，矛一找︶�，产‘、夕‘、�妞、
��� 甲 �

�� 当 �。 � �
，

��� 甲 � ��

� 常数
。
�

当 �。 � �
，

其中

�� 十 ��� 夕��

。 。
� 斌铭一 �

�

在任意 ￡�的情形下
，

由于���式的高度非线性性质
，
特别是未能求得解析解

，

人们发展了多

种求解方法
�

例如
，

有用欧勒法直接进行数值计算求解的���� 有用电路模拟计算机方法求

解的
〔，��有用力学模拟方法求解的��� �当 �� 《 �时

，
因为 了， � 。 时有解析解

，

可用微扰法求

解���
，
虽然其结果是解析的

，
但是在微扰法失效的奇点附近

，
尚不能妥善处理 � ��

���
�
等

在 �， 《 �时还发展了一种试探解
，
然后再用微扰论确定引人的参量和小的参量函数

，

实际

上也可把此方法归人微扰方法
【” �

关于解析解
，

��
��� 等人���指出

，
对 ���式可以获得某

种解析解
，
他们在对 ���式进行了一系列的变量变换后

，
最后归结为求解一个具有周期势

的一维 ���峪�����
�
方程

，
但没能给出具体解的形式

�

因此
，

关于求解���式的解析解的问

题仍然是有意义的
�

本文将给出���式的某种解析解的形式
�

二
、

关于���式的解析解

如果对���式两边乘以
。 、 ，

其中 �一 斌万
，

可得

，，·，·
贵

� �
· ”

一
‘，一 ，‘·‘·�‘。 � ‘�… “ ‘ ，

·

����

若令

�� �夕， ����

则 �满足如下的方程

李 � ，，
一 �二 ���，

。
� ‘����“ ��，

·

口丁
����

再作变数变换
，

， �二 �
�一

‘ 一丁
�

� � ，

�丁 �
����

得到
�
所满足的方程为

‘

少名
， � ，

…
。 、

�忿
�止二

一
上 一 ��“ 。

� �
����心丁�上竺

�

一 � �
�丁

咨
� � � � 一

�了

����式是关于
宕
的二阶齐次线性方程

，
求解

�
是可以处理的

�

����

现在讨论解的存在性
�

从���式可以看到
二
具有复数解

，
即

名 � �� � �
二�，

����
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其中
��
和

�，
为复函数 “ 的实部和虚部

�

另外由于 甲是实数
，
由����式可知 �的模恒等于

�
，

亦即 �

立�
二
的模恒等于 �

，

这就等价于要求的
二�

和
�，
满足条件�

�丁 �

�‘丛丫� �‘组丫一
二

卜
二

卜
。 ，

对任意 �
�

��了 � ��了 �
����

如果把
“
的表示式����代人����式

，
分别使其实部和虚部相等

，

就得一组关于
��
和

二，
的

联立微分方程�

�
�

些
旦

�丫�

��，

� ��‘
。
� ‘����后��蓄 一

‘ “ ����

，

���
，

斗—
竺三工一 ���

。
十 �

，

�丁
‘

���。 ��华 一 �，
一 �

�

����

对����式乘以卿
�了

，
对�‘�’式乘以

瓮
，

然后把两式相加可得

�

丛 丝�兰二

�了 �了

�

�名
，
��名

，

月
目
任——�丁 �丁�

一
��

华 一
�，

粤 一 。 ，

召� 舀丁

����

或者

会卜�勃
’
� ‘

份�
’
一 、 一 、

����

从����式可知
，
如果在初始时刻选择

。 ，

使����式方括号内的量等于零
，
那么在任意 � 时

它将仍然为零
�

所以
，

条件����仅仅归结为在初始时刻满足下式
�

�立���一
�

，
当 � 一 。 时

�

��了 � �

����

考虑到����和����式
，

得知
，

当 二 � �时有

粤川
�

�

一 ，
�
一

户 、 ����

其中 甲。
是 ， � �时的量子位相差 甲的值

�

所以����式必然成立
，

亦就是说条件����必然

成立
�

所以只需求解����式
，

在求得
万
后使其满足初始条件����即可

�

求解����式非常类似于求解 ������� 方程���
�

为书写简单
，

对 ����式再作如下自变

量变换�

� 一 夕�
，

����

����式变为

��� 一

全 一 ������
。
� �

�。 。 � 、
�立 一

二 一

�尸 �男
����

上述两阶齐次线性常微分方程的系数为周期函数
，
周期为 �，

明其解具有如下形式����

�护‘ 二��
二
�

，

其中 ��幻 为周期函数
，
周期等于 ���

，
即

��
� � �，�� ��

劣�
�

�

根据 ����
��� 定理

，

可以证

����

����
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如果把 ��幻 展开为傅里叶级数
，
����式具有如下形式的级数解���

�‘，二

习
�， �‘， � �

����

把����式代人����式
，
得到如下的有关

。 ，

的循环公式�

�磨�，�
� � ， � ��

�，��一 ��口
�

�
� � ，

�
�
一 �磨矛。�

， � ，
�� ��

�，

� �夕了��，�
， 一 ��

，
一

�
一 �

，

对任意
， �

����

为了求得收敛解
，
可以采取如下做法

�

对正的
。 ，

把����式改写为

� ”

口月一�

�夕矛
�

�
� � � 一 ��

�夕，
�
， � ，

�
�
一 �口�。�

� � ，
�十 �一 �夕萝

，
�
， � ， � ��

口 ” ��

口 ”

对
，
� �

�

����
对负的

， ，
把����式改写为

一� ”
�

口 月斗 �

�口�
�

�
， � ， � ��

斗后�

�
， � 。

�
�
一 �口�。�

， � ，
�� �一 �口�

�

�
， � 。 一 ��

口刀一�

口雌

对
，
� �

�

����

首先考虑 ����式
，
当

，
� �� 时

， 。 。

��
，一�将如 ����夕

，
地趋向于零

，
只要

。 。 ��
�
。 。

亦以同样

方式趋向于零即可
�

这样求得的系数比可以保证����式中有关
。 “ 的正幂级数部分是收

敛的
�

公式 ����还告诉我们
，

可以从非常大的正
”
值开始

，
逐步求出较小

�
的系数比

召 ”

��
，一 、 �

例如
，

若
�
足够大以致

。
�

�

��
，

可以十分接近地用 六���
。 十 ��口来表示

，
利用

����式即可求得
召，

��
，一�

�

循此以往
，

一直可以求得
。 �
��

。 �

同理
，

考虑����式
，
当

，
� 一��

时
， 。 ，

�
。 。 ��

将如 六���口 地趋向于零
，
只要

。
一

�

��
，

亦以同样方式趋向于零即可
�

这样求

得的系数比可以保证����式中有关 ��
‘

的负幂级数部分是收敛的
�

����式还告诉我们
，

从

足够大的负
�
值开始

，
逐步求出

。 ，

��
。 �，
直至

。 一�
��

。 �

这样求得的表示式被称为连续分式

表示式
�

例如

、，了一
�一、�
一内产﹄

�女�

�
， 十 ��

，
一 斗后�。�

� � ��� � 一
�口����

， � ���
�
十

斗口�

�
� 十 ��

�

一 �夕�。�
，
十 十 �一

�心��圣�
， � ���

， � ��
�夕�

� � ��
，
一 �右矛。�

� � ��� �一—
�

����

�� 如果对����式作如下自变量变换�

� 二 亡，�

则
�
满足微分方程

�。 �“ �

会
一 ��。 �‘

。 一 。 �
�’ � ，“ ‘��’ � � ，�‘�」

夯
� 二 一 。 �

上述方程是系数为代数形式的两阶齐次线性方程
，
它具有两个非正则奇点� “ 等于 �和��

�

考虑到正文中由 �������

定理所导致的结论
，
可知其解的形式必为 矿�即 砂

�

勺 乘上一个变量 “ 的罗朗级数
，
即

二 二 、 艺 ‘ “ ‘ �

如果把
“
仍然变回到

� ，
解即具有����式的形式

�
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口一

口�

‘ 召才�了

�女�

�
�
一 ��

�
一 �口�。�

�一 ��� � 一
�口����

，一 ���
，一 ��

�习�

�
，一 ��

，
一 �夕�。�

�一 ��� �一

�口����
，一 ���

，一 ��
�口�

�
，一 ��

�

一 �刃�。�
，
一 ��� �一—

·����

不失一般性
，
通常令

。 。
� �

�

用这种方法求得的系数比保证了解的收敛性
，
同时也求得了

所有的
。 ， �

关于求解
，，
可以求助于自洽方法

�

在 ����式中若令
�一�

，

可得联系
。 �
��

。
和

�一�

�心

的公式
�夕，�，一 �口�。� � �一 �夕�

�

�
， � ��兰 一

口�

�口���，一 ��旦二三 � �
�

把����式与����
，

����式联立起来就是求解
，
的公式

�

形式解�

邃。

先解代数方程
一

����求得
�

����

的两个

产�、、、������

立〔三过兰宝 十

���
��� 红鱼

向

�
���

十 ’ “ 人

劲�

丝
一 ����

。
十丛 十

�� ���

���

��
一

命�
‘。 十

一

�
‘ �

� �
� ，

�
�

�
� �

了， �— 、 忿� 州卜

一�心 �
�

��。

��一
����红 � �夕���五、�

“ � � 」

把����
，

����两式中的
了

用
，、
表示

，
然后联立����

，

����和����三式用以求解
��

�

所谓自

洽方法求解
，，
就是� 先设定某个 式代入����和����式

，

算得
口，
��

。
和

。 一，
���

，
然后把它们

代入����式以验证设定的 式是否与����式获得的
��

相符
，
如果不符

，

那么可把新获得的
了�

重新当作试探值 式
，

重复上述过程
，

直至自洽为止
�

求解 几 的过程完全相同
�

如果人们用自洽方法求出
‘
的两个解

，�
和

�刁
后

，
即可利用����和����两式分别求得

两组
口，

�
�

取各种不同的整数�
�

把相应于
�，
的一组仍然记作

� 。 ，

把相应于 勺 的一组记作

�
， ，

从而求得了两个线性独立解
�

�，
一 万

�， �

两
� ·，二 ，

其中
�。 一 ，，

。 � 一 艺
占

。 �‘�一� 。 ，二 ，
其中 占。 一 �

�

于是����式的通解
二
为

�
� ���十 ���，

其中� 和 �是两个任意复常数
�

利用����和����式
，

并考虑到
� � 夕二

，

求得

����

����

����

产 一 ，一 �

贵�一
�“

贵�
二

����

把
。
的具体表式����和����代人

，
求得
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��甲 � 夕� �夕�

�艺
�，

�
，， � ，

�
�，‘，��·，·� 艺 占

。

�
，�� ，

�
�“ 一�·，·

其中 �是个复常数
，

等于

�
艺

�。 。 “ ，��·，· � 艺 占
， �“ 一� ·，· ，

� 一 ���
�

它的值由初始条件确定
�

若 口� � 二 � �时
，

量子位相差 甲具有初始值 肠
，
则

��、 � �口�

�
艺

�，

�
，�� ，

�� 名
，，

�
，�� ，

�

� 艺
�，
� 艺 ，，

����

����

����

即是确定 �的条件
�

三
、

平方律检测和零电压阶跃

从本文第二部分中知道
，

求解高度非线性的微分方程���的问题已经变为一个可以处

理的代数运算的问题
�

作为上述方法的一个简单应用
，
我们来考虑小信号的检测问题

�

如

果辐射场很弱
，
即 �， 《 �的情况下

，
无论求解

�

和
。 ，

诸量
，

从代数运算的角度看来将变得

简单得多
�

先求解
，��

从����式可知
，

如果忽略包含
��
和

�一�的项�因为
�。
一 ��

，
则可取

试探值
，
�为

，’�� ��孟一 �广� ���
，。 �

����

把 式代人����和����式求得
�，
和

。 一��
由于 子� 《 �

， 。 �
或

。 一，
都可按 宕�展开为幂级数

，

它

们都是收敛很快的
�

如果希望准确到 率 的幂
，
那么在连续分式中要保留到

。 � 左一 �的

项
�

不难验证
，

把这样的
。 ，
和

。 一�
代人����式

，

求得一个新的
，，，
这样的

��

并不能使����
，

����和����式自洽
，
把新得的

��

重新作为试探值 式
，
重新再求

。 �
和

。 一�，
这样的重复次数

到 反时
，
就能使����

，

����和 ����式求得 ��， 。 一�
和

��

成为自洽的了
�

由于我们考虑小信

号检测
，
只须准确到 召项即可

，
因此在这里计算

��， 。 �
和

。 一�
都准确到 召项

�

所以只要重

复一次即可
�

经过简单的运算求得

、少声、 ，�、少
、、夕、�了月，受�‘�������连

�

迁
�

�
自

斗
�、﹄了百、�几、�几、︺‘、� ���‘

。
�

�，。
�

斗夕�口 �
，。
�

����
。
�

。 。

�口�口 一
，。
�

� �
����

，

� �

�￡登�
，

� 「
�

万一 �— ��� 月� 夕� 月�

�夕 �
�

矛圣
�，�
�口

，
一 �孟� ��

十 �

其中
。 。 一 丫万二丁

�

利用关于
。
了

。 ，
和

。 一�
�
。 一，
的连续分式表示式

，
求得

玄
�

�矛
。
一 ，。 � �口�

�口��夕 �
，�
�

��� �
�矛��

，

�
，
��

。
十 扩。

一 �口�
�一�

�

一
�一� ��一 �气名下少

。

�夕��夕 一
，。
�

用完全类似的方法
，
求得
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�
气 一 面

� �圣
�，��夕

�

一 �吕� ��
� 。

��爱�
，

����

�
，
�了

。
一

，�

�夕�夕 一
。 。
�
� �
��璧�

，
����

�一��
�一

�
�
�

��
。
一

， 。

�口�口 十
。 �

� �

��常�
，

����

���
�，��

。
一

，。
� �夕�

�口��口 一
，。
�

�、
� �
�矛� ����

�一�

�夕��口 �
，。
�

�一，
� �

����
�

����

不难看出
， 。 。 ， �

，

��川 � ��都是高于 程的项
，
在准确到 衬幂的近似下是可以忽略的

�

必须指出
，
在给定 口下

，

如果 �。 的值使 口处于 土 丫万二丁
，

或者 �夕处于 士 丫
�

不万
�

的附近
，

从����一�分�式可知
， ‘
和

。 ，
�中将有一些趋向于无限大

，

这种情况需要特别考

虑
，

此时在直流 �一� 特性曲线上将出现阶跃的情况
，

也就是弱连接上的平均电压所相应

的约瑟夫森振荡频率将被外加辐射场频率锁定的情况
�

若 �。 处于 �附近也会使
了

趋向无

限大
，
这也需要特别考虑

�

这些我们将另文处理
�

在不属于上述情况时
，

求得两个准确到

对幂的线性独立解�

�，
�

。 �‘ ，� � 。 �。 ，�‘ ，� 。 ，
� 。 一�。 �“ 厂 ‘�‘ � 。 ��了�“ �，，‘ �

�一���“ �一�，‘ ，
�弓��

。 � �
。 护‘ �‘ � 占，。 ，�‘ �����

� �一�。 ��
‘ �一，，� � �����

‘ ��，，� 十 �一���‘
��一，，‘ �

����

为了求得小信号检测的响应
，

需要导出存在小辐射场时和没有辐射场时的直流 �一�

特性曲线����� 在无量纲参数的情况下
，
即是推求平均电压 云一

滑
和平均 “ 流 ‘ 的特

性曲线
�

当外加电流源为 �。 � 扩
�

��
�口� 的情况下

，

按时间平均的电流值为

矛� �￡
。
� �����口二�� ��

�

����

平均电压 云可根据���式推得
二
� ��甲��

�
� � ��� ��

夕 — �— �一
‘ � � 。 么�� 甲� ，

、 ‘ � �

����

其中任意量 �的时间平均值为

� �
��

又�夕� ��� 一 � ��了
�咋� � 一 ‘ 。

����

在附录中算得

�
��� 甲�� �口，��

把它代入����式
，
得

石� �，� 十

�圣
�。 。
�夕

，
一 �孟� ��

’ �弓��

矛�
��，。
�口

�
一 萝言� ��

����

如果没有辐射场
，

平均电流仍然是 �。
，

平均电压为

几 一 内 一 了万厂万
�

从而当 窟。 � �时
，
有辐射场照射下和不存在辐射场时的平均电压变化量为

����
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�，。
�夕

沼

一 �舌� ��
����

上述结果说明
，
小信号检测是平方律的

�

这个结果正是所引文献 〔��和 〔��给出的 ，
这里

需要着重指出的是上述结果在 口趋近于了砚二
�

了时将失效
，

并不出现响应随 口 趋近于

丫万厂丁而趋向于无限大的现象
�

最后讨论零平均电压时的阶跃问题
�

如果 �’�� �
，

与上面的计算完全类似
，

可以求得
，�， ��以及诸

夕 。

和 �
， �

在准确到 召幂
，

结果仍然与����一����式相同
，

不过此时的
。 。
是虚

数
，
即

，。
一 召�孟一 � � �了�一 �吕

�

����

于是求得的
，�
和

，�
分别为

�
了
� 二二二

—�口
�。 十 �召�一 铭一

丫�一 �名�‘
，
一 �吕� ��

����

�
几 一而

只要 �� 《 �
，
而 子。 又不在

�� 时
，
即

尤， �� 时

�’。 一 �丫�一 端 � �矛圣

丫丁二奋了�‘
，
一 铭十 ��

��弓�

的邻近
， ，�
的虚部将是正值

， ，�
的虚部将是负值

�

考虑到 � 、

。 ，��·��
。 一

�而
·

�
�

一
。 ，

。 ，，�·��
。 �

了百
·

�
�·
� ��

�

����

于是在
二
� �� 时

，

����

一��军

亡�甲 一 ��

。 。
� ，， 十 �

，， 十 ���
，��� � �

，，

一 ����
��一了， 十 �

�， � ��
�少�‘ � �，

，
一 ��

。

乙丫�

——
�� ����

戈

十 �一�心一万
二

十 ���，‘ �
十 �一，�一�‘ 二

����

根据类似于附录中求 �平均值的方法
，

可得

�夕�� �
���甲�� ��

��� 甲�� �口��
��

从而求得

�
��� 甲�� ￡。 ，

亦即

石� �’�一 ���� 甲�� �
�

这就是零平均电压下出现阶跃的情形
�

这里要补充指出
，
当人们在计算

，�， 勺

和 �
，

时准确到任意 �
�

的幂
，
上述结果都是正确的

�

����

����

����

以及诸
。 。

四
、

结 论

超导弱连接在一直流电流和一交变电流作用下
，
如采用电流源驱动的电阻分路约瑟

夫森结模型
，

关于量子位相差 甲的微分方程是高度非线性的
�

我们获得的解具有如����式

的形式
，
其中的系数

。 。

和 �
，

为连续分式表示式
， ��

和
��

须与
口�， 。 �

和 ��， �一，
联立求解

，

求解时可求助于自洽方法
�

我们已经把解微分方程问题化为代数运算的问题
，

虽然这个
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代数运算问题仍然是十分繁复的
�

在 �
� 《 �的情形下

，
如果用微扰法求解���式时必然会

出现 八� 的各次幂的项
，
由于 几二 可以很大

，

所以还存在一个使 ‘汀 的各次幂前的系数恒为

零的任务���
�

由于我们已经是在具有指数函数和的分式这种确定形式下
，
用代数方法处理

其系数
。 ，

和参数
，，
因此上述问题是不存在的

�

在 �
� 《 �的情形下

，

作为本文方法的一

个简单应用
，

讨论了平方律检测和零平均电压处电流阶跃的情形
�

附 录

在忽略高于 弓幂项的近似下
，
����式的解 砂甲 根据����式变为

� � 亡�甲

�
艺 �

，，
� ，
�
� ， 。 ，“ ，�” ’ ‘ � 艺 �

‘ � � 。
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� �口�一一卫二二几��一一一����� ��
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��
�
艺

�， �，“ ，� ， ’ � �

其中
，�， ，�，

诸
�，
和诸 石

二

由����一����式给出
�

��
�

�� �

通过简单运算
，
求得

利用初始条件

当 � �

艺 �
，� ’“ ，� ， ”

月�一 �

心� � �，
��

�

��

��中。

艺 �。 一 �“ ，
艺 �

，� � ，
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艺 �
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艺
�二
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考虑到 �。
� �。

二 �，
其余的

� 、 ，

要项乃是不包含 �，幂的项
，
即

口�一 � 月�一 ，

��等都是与 ‘、 的各次幂有关的小项
，
因此

，
在 ����� 式右边分母中决定其大小的主

�口�
，工�。 一 。 ，， 。 �。

姿 一 ���，。 � ���
。 � 斌万丁�一

���，。
�

�

��

上式是利用����式把
，�
用不含 �，幂的项代入后所得的结果

�

同理在 �����式右边分子中决定其大小的主要项为

。 ，， 。�。 一 �‘ �，��。
兰

���，。 一 ，��
。 一 斌万二了

�

一 ���，。
�

�

��

在 �。 � �的情形下
，
����� 式的模大于 ����� 式的模

，
所以常数 � 的模小于 �，

即

���� �
�

��

现在来求
。 伸 对时间的平均值

，
在 �人

·

��式右边的分子和分母上分别乘以
。 一，、 名 ，

可得

��

��

��

层
�，
�
，，
� ，
�
。 ，�’ �一 ’ �� ” “ � 艺 �

，� � 。
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艺
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艺
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一
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艺
‘

��
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·
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�

��式中 艺
’

表示求和中不包含
， 二 �的项

右边的分母作泰勒展开
，
于是有

犯�一 �

，
由于 艺

’

中包含的都是比例于 �，各次幂的小项
，
所以可以把 �����式

一
，“ ，

�
二 � �，�·，�，�

一
�

应
�“ 二�

，� � ·
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·，�，�

一
� ‘ ·

�一 � ·
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�
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霜
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�
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�
‘

�
在 ����� 式中

，
由于 ��� � �

，
所以在� �中每项的分母均可展开为 曰 ’ ‘ �一 、 ’ 戈

的正幂级数
，
例如

��
�

��

一一牛一吮 二 �十

� � 〔 � 了、 �
皿一

毋�矛 ‘ 乞 �一 ‘�
‘�‘� ’ “ ，一 ” ’ ‘ ’

��
�

��

等等在
，� 一 ��

不为整数的情况下
，
下面函数的时间平均值为零�
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�
。 夕�了，一 ���‘ �们加 盆

�� �，
当 �》 �， 二 为任意整数

�

此外

�
�夕加 盆

�二 �，
当 。 气�

�

考虑到 ��
�

����
�

��� 两式
，
��

�

�� 式的时间平均值为

�
�夕甲�� 夕�口，� � ��‘ ，� ·

��，�二 一 ��。 �
�� � ���

��一 ， 一 ��。 �
，� 一 ���

��一� � �
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�

���

��
�

���

、夕、�‘，‘，��工��胜︸

不难验证
，
在准确到任意 人

�
。 产甲�

�
�，甲
�� ��。 ，� � �

��圣�
�

幂的近似下
，
��

了
吟 一 户‘ ，�

都是成立的
�

��
�

利用����式把
，�
的值代人 ��

�

���式
，
可得

一 ，，“
一

，

�
‘。 一 斌 一 �一

�认二居二� �‘
� 一 �丢� ��」

� ��‘，，，

��

�
���，�� �。 一 斌

� �子
斗斌万二万 �‘
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��登�

�
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�
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