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摘要 1991 年, Rickard 提出如下猜想: 模范畴之间的导出等价总是标准的, 即为双边倾斜复形的导

出张量函子. 本文引入 D- 标准 Abel 范畴的概念, 并猜想模范畴总是 D- 标准的. 这个猜想等价于

Rickard 猜想. 本文综述这些猜想的相关进展.
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1 引言

模范畴的 Morita理论 [1, 2] 是代数学中最重要的理论之一,其核心结论断言: 模范畴之间的等价均

由某个可逆双模的张量函子给出.受到经典倾斜理论 [3, 4] 的启发,模范畴的导出 Morita理论由文献 [5]

提出. 此时, 可逆双模被双边倾斜复形替代. 具体来讲, 若两个代数导出等价, 则总存在双边倾斜复形

使其对应的导出张量函子成为导出等价 (参见文献 [6]). 但与模范畴 Morita 理论不同的是, 我们并不

知道是否任何导出等价均由双边倾斜复形给出. 事实上, Rickard 提出如下猜想 (参见文献 [6]): 代数

之间的导出等价均为标准的, 即同构于双边倾斜复形的导出张量函子.

本文将综述该猜想的相关进展. 我们引入导出范畴上伪单位的概念, 从而给出 D- 标准 Abel 范畴

的概念. 事实上, 上述猜想等价于如下猜想: 模范畴总是 D- 标准的. 类似地, 我们引入同伦范畴上伪

单位和 K- 标准加法范畴等概念. 注意到, 若投射模的范畴是 K- 标准的, 则相应的模范畴是 D- 标准

的. 上述猜想的研究归结于 D- 标准 Abel 范畴和 K- 标准加法范畴的研究. 这为研究 Rickard 猜想提

供了新的视角.

本文结构如下. 第 2 节回顾模范畴的 Morita 理论和导出 Morita 理论. 第 3 节引入导出范畴上伪

单位和 D- 标准 Abel 范畴等概念, 并指出它们与 Rickard 猜想之间的关系. 第 4 节引入同伦范畴上伪

单位和 K- 标准加法范畴等概念, 并综述相关猜想的最新进展. 最后一节总结全文.
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本文中设 k 为域.我们所考虑的代数、范畴和函子均为 k-线性的. 这里的代数特指有限维结合代

数. 事实上, 若 k 为交换环, 代数为双边 Noether 环且为平坦 k- 模, 则部分结论也成立.

2 标准导出等价

本节将回顾导出 Morita 理论以及关于标准导出等价的猜想. 为了完整性, 首先回顾经典 Morita

理论.

设 A 和 B 为加法范畴. 记 Eq(A,B) 为由从 A 到 B 的等价函子组成的范畴, 其态射为自然变换.

若 A 和 B 均为 Abel 范畴, 记 Rex(A,B) 为右正合函子的范畴.

设 A为有限维代数, A-mod为有限生成左 A-模范畴.记 A-proj为由有限生成投射模组成的全子

范畴.设 M 为左 A-模,记 addM 为由 M 的有限直和的直和项组成的全子范畴.右 A-模视为左 Aop-

模, 其中 Aop 为 A 的反代数. 设 B 为代数, 则 A-B- 双模视为左 A⊗Bop- 模, 其中 ⊗ 表示关于 k- 模

的张量.

2.1 Morita 理论

经典 Morita 理论研究代数上模范畴之间的等价问题. 主要定理如下, 参见文献 [1, 第 3 节].

定理 1 [1] 设 A 和 B 为有限维代数, 则以下命题等价:

(1) 存在范畴等价 A-mod
∼−→ B-mod;

(2) 存在范畴等价 A-proj
∼−→ B-proj;

(3) 存在 B-mod 中的投射生成子 P , 使得有代数同构 EndB(P ) ≃ Aop.

若 A 和 B 满足上述条件之一, 则称代数 A 与 B 互为 Morita 等价, 而 (1) 中的等价函子称为它

们之间的 Morita等价. 通过上述代数同构, P 成为 B-A-双模, 记为 BPA. 事实上, 上述等价均为双模

的张量函子.

称 B-A-双模 BMA 为可逆的 [2], 若存在 A-B-双模 N 使得有双模同构 M ⊗A N ≃ B 和 N ⊗B M

≃ A. 此时, 张量函子 M ⊗A − : A-mod
∼−→ B-mod 成为范畴等价, 其拟逆由 N ⊗B − 给出. 作为单边

模, BM 和 MA 均为投射生成子. 将 B-A- 双模范畴记为 (B ⊗Aop)-mod. 记由可逆双模组成的全子范

畴为 (B,A)-inv.

注意到范畴等价

Eq(A-mod, B-mod)
∼−→ Eq(A-proj, B-proj), F 7→ F |A-proj, (2.1)

这里 F |A-proj 表示函子 F 在 A-proj 上的限制.

定理 2 设 A 和 B 为有限维代数, 则有范畴等价

(B ⊗Aop)-mod
∼−→ Rex(A-mod, B-mod), M 7→ M ⊗A −,

其限制为如下的范畴等价: (B,A)-inv
∼−→ Eq(A-mod, B-mod), M 7→ M ⊗A −.

2.2 导出 Morita 理论

设 T 和 T ′ 为三角范畴, 其平移函子分别记为 Σ 和 Σ′. 我们知道三角函子 (F, ω) : T → T ′ 由加

法函子 F 和自然同构 ω : FΣ → Σ′F 给出, 并将 T 中三角映为 T ′ 中三角. 为了方便起见, 简记三角

函子 (F, ω) 为 F .
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记 Ex(T , T ′) 为由从 T 到 T ′ 的三角函子组成的范畴. 我们强调: 三角函子之间的自然变换必须

与相应的自然同构是相容的. 记 Eq(T , T ′) 为三角等价组成的全子范畴.

设 A 为加法范畴. 记 Kb(A) 为其有界同伦范畴. 若 A 为 Abel 范畴, 记 Db(A) 为其有界导出范

畴. 它们的平移函子均记为 Σ. 对于整数 n, 记 Σn 为 Σ 的 n 次幂.

倾斜复形的概念是由 Rickard 提出的. 他受到经典倾斜理论 [3, 4] 的启发.

设 A 为有限维代数. 我们视 Kb(A-proj) 为 Db(A-mod) 的三角子范畴. 复形 P ∈ Db(A-mod) 称

为倾斜复形, 若对于任意非零整数 n, HomDb(A-mod)(P,Σ
n(P )) = 0 且 thick⟨P ⟩ = Kb(A-proj), 这里

thick⟨P ⟩ 表示包含 P 且对直和项封闭的最小三角子范畴.

下述定理是导出 Morita 理论中最重要的定理之一, 参见文献 [5].

定理 3 设 A 和 B 为有限维代数, 则以下命题等价:

(1) 存在三角范畴等价 Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod);

(2) 存在三角范畴等价 Kb(A-proj)
∼−→ Kb(B-proj);

(3) 存在 Db(B-mod) 中的倾斜复形 P , 使得有代数同构 EndDb(B-mod)(P ) ≃ Aop.

此时, 我们称代数 A 与 B 是导出等价的, 且 (1) 中的三角等价称为它们之间的导出等价.

这里有个值得注意的问题: 通过 (3) 中的代数同构, 倾斜复形 P 并不能成为 B-A- 双模复形. 事

实上, A 中元素仅能 “同伦” 地作用在复形 P 的每个分支上. 这就大大增加了 (1) 和 (2) 中三角函子

构造的难度. 通过引入双边倾斜复形, 文献 [6] 解决了该问题. 可以说, 双边倾斜复形是可逆双模的导

出版本.

称 B-A-双模复形 P 为双边倾斜复形,若存在 A-B-双模复形 Q使得分别在Db((B⊗Bop)-mod)和

Db((A⊗Aop)-mod)中有同构 P⊗L
AQ ≃ B和 Q⊗L

BP ≃ A. 此时,导出张量函子 P⊗L
A− : Db(A-mod)

∼−→
Db(B-mod) 为三角等价, 其拟逆由 Q⊗L

B − 给出. 作为单边模的复形, BP 和 PA 均为倾斜复形. 记

(B,A)-tilt ⊆ Db(B ⊗Aop)

为双边倾斜复形组成的全子范畴.

类似于 (2.1), 我们有限制函子

Eq(Db(A-mod),Db(B-mod)) −→ Eq(Kb(A-proj),Kb(B-proj)), F 7→ F |Kb(A-proj). (2.2)

与之前不同的是, 我们有如下的基本问题.

问题 1 限制函子 (2.2) 是稠密的么? 是忠实满的么?

若代数 A 和 B 均具有有限整体维数, 则该限制函子显然是范畴等价.

考虑三角子范畴

Db
−A((B ⊗Aop)-mod) = {X ∈ Db((B ⊗Aop)-mod) | XA ∈ Kb(Aop-proj)}.

如下命题对应于定理 2.

命题 1 设 A 和 B 为有限维代数, 则有加法函子

Db
−A((B ⊗Aop)-mod) −→ Ex(Db(A-mod),Db(B-mod)), X 7→ X ⊗L

A −, (2.3)

其限制函子为

(B,A)-tilt −→ Eq(Db(A-mod),Db(B-mod)), P 7→ P ⊗L
A −. (2.4)
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一般来讲, 函子 (2.3) 不是稠密的, 参见文献 [7]. 函子 (2.4) 一般不是满的 (考虑 A = B 和正则双

模, 注意到代数的中心可能真包含于代数的零次导出中心, 参见文献 [8]).

问题 2 函子 (2.4) 是稠密的么?

事实上, 文献 [6] 首次提出了上述稠密性问题. 下面的定义来自文献 [6, 定义 3.4].

定义 1 导出等价 F : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod) 称为标准的, 若存在双边倾斜复形 BXA 使得

有三角函子的同构 F ≃ X ⊗L
A −.

类似地, 称同伦等价 F ′ : Kb(A-proj)
∼−→ Kb(B-proj) 为标准的, 若存在标准导出等价 F 以及三角

函子的同构 F ′ ≃ F |Kb(A-proj).

于是, 问题 2 中的稠密性等价于下述猜想, 参见文献 [6, 第 43 页].

猜想 1 代数间的导出等价均为标准的.

根据 Orlov 的著名定理 [9], 光滑射影代数簇之间的导出等价均是 Fourier-Mukai 型的, 而 Fourier-

Mukai 型导出等价与标准导出等价很类似. 因此, Orlov 定理是 Rickard 猜想的有力佐证.

下面的结果是这个猜想的另一重要证据, 参见文献 [6, 推论 3.5].

命题 2 设 F : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod) 为代数 A 与 B 间的导出等价, 则存在标准导出等价

F ′ : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod) 使得对于任意 A- 模复形 M , 均有同构 F (M) ≃ F ′(M).

此时, 我们并不知道这个同构是否关于 M 是自然的. 该命题的简略证明如下.

命题 2 的证明 我们注意到 B- 模复形 F (A) 是倾斜复形. 根据文献 [6, 命题 3.1] 或 [10], 存在

双边倾斜复形 BXA 使得在 Db(B-mod)中有同构 BX ≃ F (A). 令 F ′ = X ⊗L
A −,则 F (A) ≃ F ′(A). 根

据文献 [11, 命题 3.7], 我们得出函子 F 与 F ′ 在对象上作用一致.

我们指出微分分次代数导出 Morita 理论的新发展 (参见文献 [12]), 其主要工具为同伦范畴和拓

扑方法; 比较文献 [13]. 但这些发展似乎与 Rickard 猜想并无直接关联.

3 D- 标准 Abel 范畴

对于 Abel 范畴的导出范畴, 我们引入伪单位和 D- 标准性等概念. 事实上, Rickard 猜想等价于

模范畴是 D- 标准的.

3.1 伪单位与 D- 标准 Abel 范畴

设 A为 Abel范畴, Db(A)为其有界导出范畴.将 A对象M 视为集中在零处的茎复形,仍记为M .

于是, A ⊆ Db(A) 为全子范畴. 更一般地, 对于任意整数 n, Σn(A) 表示形如 Σn(M), 即集中在 −n 处

的茎复形组成的全子范畴.

下述定义属于文献 [11, 第 5 节].

定义 2 三角自函子 F : Db(A) → Db(A) 称为伪单位, 若满足如下两个条件:

(1) 对于任意复形 M , 有 F (M) = M ;

(2) 对于任意整数 n, 其限制 F |Σn(A) : Σ
n(A) → Σn(A) 等于恒等函子.

注意到, 伪单位一定是三角自同构. 可以证明, 三角自函子 G 同构于伪单位当且仅当它是自等价

且满足 G(A) ⊆ A 以及限制函子 G |A : A → A 同构于恒等函子, 参见文献 [11, 推论 3.9].

我们可以加强命题 2, 参见文献 [11, 命题 5.8].
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命题 3 设 F : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod)为两代数 A与B之间的导出等价,则存在Db(A-mod)

上的伪单位 F1 : D
b(A-mod)

∼−→ Db(A-mod) 和标准导出等价 F2 : D
b(A-mod)

∼−→ Db(B-mod) 使得有

分解 F ≃ F2F1. 更进一步地, 函子 F 的这种分解是唯一的.

下述定义归功于文献 [11, 定义 5.1], 对于其等价定义的讨论参见文献 [11, 引理 5.2].

定义 3 称 Abel 范畴 A 为 D- 标准的, 若 Db(A) 上的任何伪单位均同构于恒等函子.

下述概念源于文献 [9]. Abel 范畴 A 中的对象序列 {Pi}i∈Z 称为丰富的 (ample), 若对于任意对

象 X, 存在整数 i(X) 使得对于任意 i 6 i(X), 下列条件成立:

(1) 存在满同态 Pn
i → X, 其中正整数 n = n(i) 取决于 i;

(2) 对任意 j > 1, 有 HomA(X,Pi) = 0 且 ExtjA(Pi, X) = 0.

下列结论属于文献 [9, 命题 2.16], 它是研究代数簇导出范畴的重要工具; 比较文献 [11, 命题 5.7].

定理 4 如果 Abel 范畴 A 具有丰富的序列, 则 A 是 D- 标准的. 特别地, 射影代数簇上的凝聚

层范畴是 D- 标准的.

3.2 模范畴的 D- 标准性

下述定理建立了 D-标准 Abel范畴与 Rickard猜想的联系,参见文献 [11,定理 5.10和引理 5.12].

定理 5 设 A 和 B 为有限维代数, 则以下断言成立:

(1) A-mod 是 D- 标准的当且仅当任何导出等价 F : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod) 均为标准的;

(2) 若代数 A 与 B 导出等价, 则 A-mod 是 D- 标准的当且仅当 B-mod 是 D- 标准的.

于是, 猜想 1 等价于如下猜想.

猜想 2 任何代数 A 的模范畴 A-mod 均为 D- 标准的.

事实上, 我们猜想任何 Abel 范畴均为 D- 标准的.

基于定理 5 中的第二个断言, 我们提出如下问题.

问题 3 设 Abel 范畴 A 与 B 导出等价. 以下断言是否成立: A 是 D- 标准的当且仅当 B 也
是 D- 标准的?

对于遗传代数, 下述命题正面回答了猜想 1; 它归功于文献 [14, 定理 1.8]; 比较文献 [11, 推论 5.6].

定理 6 设 A 为遗传 Abel 范畴, 则 A 为 D- 标准的. 特别地, 对于遗传代数 A, 其上的任何导

出等价 F : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod) 总是标准的.

4 K- 标准加法范畴

类似于 D- 标准 Abel 范畴, 我们引入 K- 标准加法范畴. 为此, 我们将研究有界同伦范畴上的伪

单位和标准等价.

4.1 伪单位与 K- 标准性

设 A 为加法范畴, Kb(A) 为其有界同伦范畴. 仍视 A 中对象 M 为集中在零次的茎复形. 于是,

对于任意整数 n, Σn(A) ⊆ Kb(A) 表示由形如 Σn(M) 的茎复形组成的全子范畴.

定义 4 三角自函子 F : Kb(A) → Kb(A) 称为伪单位, 若以下两条成立:

(1) 对于任意复形 M , 有 F (M) = M ;

(2) 对于任意整数 n, 其限制 F |Σn(A) : Σ
n(A) → Σn(A) 等于恒等函子.
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加法范畴 A 称为 K- 标准的, 若 Kb(A) 上的伪单位均同构于恒等函子.

下述结论类似于定理 5.

命题 4 设 A 和 B 为有限维代数, 则以下断言成立:

(1) 范畴 A-proj 是 K- 标准的当且仅当任何同伦等价 F : Kb(A-proj)
∼−→ Kb(B-proj) 为标准的.

(2) 若代数 A 与 B 导出等价, 则 A-proj 是 K- 标准的当且仅当 B-proj 是 K- 标准的.

证明 这个命题的证明类似于定理 5, 即我们将导出等价适当地换成同伦等价. 对于 (2), 我们只

需注意到: 导出等价的存在性蕴含了某个标准同伦等价 Kb(A-proj)
∼−→ Kb(B-proj).

猜想 3 对于任何有限维代数 A, 范畴 A-proj 总是 K- 标准的.

由于投射模范畴是有限范畴,故猜想 3似乎比猜想 2更好处理. 然而, 猜想 3却蕴含了猜想 2. 对

于整体维数有限的代数, 这两个猜想是等价的, 参见文献 [11, 第 6 节].

定理 7 设 A为具有充分多投射对象的 Abel范畴,记 P 为全体投射对象组成的全子范畴,则下

面断言成立:

(1) 若加法范畴 P 为 K- 标准的, 则 A 为 D- 标准的.

(2) 设 A 中对象均有有限投射维数. 若 Abel 范畴 A 为 D- 标准的, 则加法范畴 P 为 K- 标准的.

下述事实可由定理 7(1) 直接得出: 考虑函子 (2.4) 和 (2.2) 的复合

Eq(Db(A-mod),Db(B-mod))

(2.2)

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWW

(B,A)-tilt

(2.4)
55jjjjjjjjjjjjjjj

Φ // Eq(Kb(A-proj),Kb(B-proj)),

则函子 Φ 是稠密的当且仅当 (2.4) 和 (2.2) 同时稠密.

4.2 关于猜想 3 的进展

设 A 为 Krull-Schmidt 范畴. 记 indA 为其不可分解对象同构类的完全代表元系.

下述概念属于文献 [15, 第 4 节]. 称 A 为 Orlov 范畴, 若其不可分解对象的自同态代数均为可除

代数, 且存在次数函数 deg : indA → Z 使得 degS 6 degS′ 且 S ̸= S′ 蕴含着 HomA(S, S
′) = 0.

有限维代数 A 称为三角的, 若其 Gabriel 箭图不含定向圈. 此时, 范畴 A-proj 自然成为 Orlov 范

畴, 参见文献 [16, 引理 2.1].

下述结论属于文献 [15, 定理 4.7]; 比较文献 [11, 命题 4.6].

定理 8 Orlov 范畴总是 K- 标准的. 特别地, 猜想 3 对于三角代数 A 成立.

结合定理 7 和 8, 我们得出 Rickard 猜想对三角代数成立, 参见文献 [16]. 特别地, 这类代数包含

了 Ringel 意义下的典范代数; 比较文献 [17, 引理 6.6].

设 A 为有限维代数, 则 DA = Homk(A, k) 自然成为 A-A- 双模; 若 A 的整体维数有限, 则对于任

意整数 d, Σd(DA) 为双边倾斜复形.

下述概念源于文献 [18]. 设 d > 0. 称 A 为 d-Fano 代数, 若它的整体维数有限且 Σ−d(DA) 为反

丰富的双边倾斜复形; 称 A 为 d-anti-Fano 代数, 若它的整体维数有限且 Σd(DA) 为丰富的.

下述定理属于文献 [18, 定理 4.5], 其论证依赖于文献 [9].

定理 9 设 A 为 d-Fano 或者 d-anti-Fano 代数, 则范畴 A-proj 是 K- 标准的.
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设 1 6 r 6 N . 令 A(r,N) 为由以下箭图:

1
α1 // · · ·

αr−2 // r − 1
αr−1

!!DDDDDDDD

0

α0

<<yyyyyyyyy
r

αr
}}zzzzzzzz

N − 1

αN−1

bbEEEEEEEEE
· · ·

αN−2

oo r + 1αr+1

oo

以及关系 {α0αN−1, α1α0, . . . , αr−1αr−2} 给出的代数, 这里箭向的连接从右往左进行. 注意到, A(1, 1)

为对偶数代数.

下述定理属于文献 [19], 其证明需要对同伦范畴 Kb(A(r,N)-proj) 中不可分解对象之间的态射做

细致的分析.

定理 10 设 1 6 r 6 N , 则范畴 A(r,N)-proj 是 K- 标准的.

5 结论

本文引入了 D- 标准 Abel 范畴和 K- 标准加法范畴等概念. 相关的猜想 2 和 3 与 Rickard 猜想

紧密联系. 然而, 这些猜想对于大多数代数仍未知.

我们将已知结果概括如下.

定理 11 设 A 和 B 为有限维代数. 若 A 导出等价于以下任何一类代数:

(1) 三角代数;

(2) d-Fano 代数或 d-anti-Fano 代数, 其中 d > 0;

(3) A(r,N), 其中 1 6 r 6 N ,

则任何导出等价 F : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod) 均为标准的.

以下设域 k 为代数封闭的.

导出离散代数由文献 [20]提出,是代数表示论中重要的代数类. 称代数 A为导出离散的,若对于任

何给定的自然数向量 n = (ni)i∈Z, D
b(A-mod) 中仅有有限个不可分解对象满足其同调维数向量为 n,

这里对于复形 X, 其同调维数向量是指 (dimHi(X))i∈Z. 导出离散代数类对导出等价封闭.

根据如下推论, 文献 [21, 第 9 节] 和 [22, 第 5 节] 中计算的标准导出自等价群与整个导出自等价

群恰是一致的.

推论 1 设 A为整体维数有限的导出离散代数,则任何导出等价 F : Db(A-mod)
∼−→ Db(B-mod)

均为标准的.

证明 文献 [23] 给出了导出离散代数的导出等价分类. 根据文献 [23, 证明 2.4(h)], A 导出等价

于某个三角代数或者 A(r,N), 其中 1 6 r < N . 故推论由上述定理 11 得出.

最后,我们指出,文献 [24]引入了加强的三角范畴,用以研究 Rickard猜想;文献 [25,26]分别利用

双范畴和滤过三角范畴的观点研究了 Rickard猜想; (强) K- 标准加法范畴在群作用方面有应用, 参见

文献 [27, 附录 B].
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