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§7列紧和紧致（覆紧）

7.1 列紧和紧致（覆紧）

定义 7.1. 设 (X,T)为拓扑空间，如果 X 的每一无限子集至少有一个聚点（不必属于此

无限子集），则称 (X,T)（或拓扑空间 X）是列紧的 (Sequentially compact)。
拓扑空间 (X,T)的一个子集 Y 称为列紧的，如果 Y 作为子拓扑空间 (Y,TY )是列

紧的（即 Y 的每一无限子集有一聚点属于 Y）。

定义 7.2. 设 (X,T) 为拓扑空间，如果对于 X 的每一个开覆盖 η 必有一个有限的（开）

子覆盖 η′，则称 (X,T)（或拓扑空间 X）为紧致的 (Compact)或覆紧的。

定理 7.1. 拓扑空间 (X,T)是紧致的⇒ (X,T)是列紧的。反之不成立（见例 7.1）。

证明. 若 X 不列紧，即存在 X 的无限子集 A，使 A′ = ∅。于是 Ā = A ∪ A′ = A是闭

集，X − A是开集。此外，由于任何 a ∈ A, a /∈ A′ = ∅，故存在 a的邻域 U(a)，使得

U(a) ∩ (A− {a}) = ∅。于是 {X −A,U(a) | a ∈ A}是X 的一个开覆盖，但显然无有限

的自费该，这与 X 是紧致的矛盾。

例 7.1. 列紧 ̸⇒紧致。
设 X = {n | n = 1, 2, 3, · · · }, B = {Bn = {2n− 1, 2n} | n = 1, 2, 3, · · · }。容易验证

B是一个拓扑基，由 B诱导出拓扑空间 (X,T)。

X 是列紧的。事实上，对每个自然数 n，点 2n 是独点集 {2n − 1} 的聚点，而点
2n− 1是独点集 {2n}的聚点。因而 X 的每个非空子集至少有一个聚点。

但 X 不是紧致的。因为 B 是 X 的一个可数无限开覆盖，而它不包含有限的子覆

盖。

定理 7.2. 紧致（或列紧）拓扑空间 (X,T)的任一闭子集 Y 是紧致的（或列紧的）。
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证明. 设 ηY = {Ga ∩ Y ∈ TY | Ga ∈ T} 是 Y 的任一开覆盖。因为 Y 是 X 的闭子集，

X − Y 是开集，所以 η = {Ga, X − Y }是 X 的一个开覆盖。由于 X 紧致，必有一个有

限的子覆盖 η′ = {G1, · · · , Gk}。于是 η′Y = {Gi ∩ Y | Gi ∈ η′}是 ηY 的有限子覆盖。这

就证明了 Y 也是紧致的。

考虑任一无限子集 A ⊂ Y ⊂ X。由 X 列紧，存在 a ∈ A′ ⊂ X，则 a ∈ Ā ⊂ Ȳ = Y

（在 X 中的闭包，且 Y 是 X 的闭集）。这就证明了 Y 是列紧的。

评论. 拓扑空间 (X,T) 的子集 Y 称为紧致的，如果 Y 作为子拓扑空间 (Y,TY ) 是紧致

的。容易证明

Y 是紧致的⇔对于 Y 的在 X 中的每个开覆盖 η(⊂ T)必有一个有限的子覆

盖 η′。（留作习题）

用此结论重新证明定理 7.2的前半部分（留作习题）。

7.2 度量空间 (X, ρ)中的列紧和紧致

设 (X,T)为 (X, ρ)所诱导的拓扑空间。

定理 7.3. X（或 (X, ρ)）是列紧的⇔ X 中的每个点列必有收敛的子列。

证明. (⇒)：设 {xn}是 X 中的任一点列。如果它有一个子点列 xnk
= x (k = 1, 2, · · · )，

则显然 lim
k→+∞

xnk
= x。如果它无完全相同的点组成的子点列，则 {xn}有完全不同的点

所组成的一个子点列 {yn}。由于 X 列紧，无限子集
∞∪
n=1

{yn}有一个聚点 a，再从 Lec4

的定理 3.6，{yn}有一个子点列收敛于 a，当然，它也是 {xn}的收敛于 a的子点列。

(⇐)：设 A ⊂ X 是任一无限子集，作 A的由完全不同的点所组成的一个点列 {xn}。

由已知，{xn}有一个子点列 {yn}收敛于点 a ∈ X。根据定理 3.6，子集
∞∪
n=1

{yn}以 a为

聚点，于是 A也以 a为聚点。

定理 7.4. 设 (X, ρ) 是列紧度量空间，η = {Ga} 是 X 的一个开覆盖，则存在一个正数

λ = λ(η)（称为覆盖 η的 Lebesgue数）具有性质：如果 A ⊂ X，且当直径

d(A) =

0, A = ∅,

sup{ρ(x, y) | x, y ∈ A}, A ̸= ∅
< λ

时，至少有一个 Ga ⊃ A, Ga ∈ η。

证明. 假设具有上述性质的 λ不存在，则对任何自然数 n，存在An ⊂ X, d(An) <
1
n
，且

对任何 Ga ∈ η, An ̸⊂ Ga。任取 an ∈ An (n = 1, 2, · · · )，因为 X 列紧，从定理 7.3，点

列 {an}有一个子点列 {ank
}收敛于 a ∈ X。由于 η 是 X 的开覆盖，存在 G ∈ η，使得

a ∈ G。因为 G是开集，所以 d = ρ(a,X −G) > 0。
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我们取自然数m > 2
d
，且 am ∈ {ank

}, ρ(a, am) < d
2
。于是，对任何 x ∈ Am，有

ρ(a, x) ≤ ρ(a, am) + ρ(am, x) <
d

2
+

1

m
<

d

2
+

d

2
= d

所以 Am ⊂ G，这与 Am ̸⊂ Ga（对任何 Ga ∈ η）相矛盾。

引理 7.5. 设 (X, ρ)为列紧度量空间。对任何 ε > 0，X 必有 ε网 A（即 A是 X 的有限

集，并且对任何 x ∈ X，有 ρ(x,A) < ε）。

证明. 若存在某个 ε0 > 0，X无 ε0网。任取 a1 ∈ X。因为 {a1}不是X的 ε0网，则有 a2 ∈
X，使 ρ(a1, a2) ≥ ε0。设 {a1, · · · , an | n > 1}已取定，其中 ρ(ai, aj) ≥ ε0 (1 ≤ i < j ≤ n)。

因为 {a1, · · · , an}不是X的 ε0网，则有 an+1 ∈ X，使得 ρ(ai, aj) ≥ ε0 (1 ≤ i < j ≤ n+1)。

这样就得到了一个无限子集 {a1, a2, · · · , an, · · · }，其中 ρ(ai, aj) ≥ ε0 (1 ≤ i < j)。由例

3.6可知这无限子集无聚点，这与 X 列紧相矛盾。

定理 7.6. 设 (X, ρ)为度量空间，则

X是紧致的⇔ X是列紧的。

证明. (⇒)：由定理 7.1。
(⇐)：设 η 是 X 的任一开覆盖，λ = λ(η)是开覆盖 η 的 Lebesgue数。由引理 7.5，

X 有一个 λ
3
网 {a1, · · · , an}。于是，X =

n∪
k=1

U(ak,
λ

3
)。因为 d(U(ak,

λ

3
)) < λ，从定理

7.4，存在 Gk ∈ η，使得 U(ak,
λ

3
) ⊂ Gk (k = 1, 2, · · · , n)。于是 {G1, G2, · · · , Gn}就是所

求的 η的有限子覆盖。

定理 7.7. 设 (X, ρ)为度量空间。

A是X的列紧子集⇒ A是X的有界闭集。

反之不成立（参看例 7.2）。

证明. 先证 A有界。如果 A无界，则有 B ⊂ A，使得对任何 b1, b2 ∈ B，有 ρ(b1, b2) > 1。

由例 3.6，B′ = ∅，这与 A列紧相矛盾。

再证 A 是闭集。只需证 A′ ⊂ A。若 a ∈ A′（A′ = ∅ ⊂ A 显然），从定理 3.6，
A− {a}中存在一个由完全不同的点所组成的点列 {xn}， lim

n→+∞
xn = a。于是 A的无限

子集
∞∪
n=1

{xn}以 a为唯一的聚点。由 A列紧，a ∈ A。

例 7.2. R中子度量空间 A = (0, 1)，它作为一个度量空间，A自身是一个有界闭集，但

不列紧。

7.3 紧致拓扑空间的连续映射

定理 7.8. 设 (X,T1)为紧致拓扑空间，(Y,T2)为拓扑空间，f : X → Y 是连续映射。则

f(X)是 Y 的紧致子集（紧致性是连续映射下的不变性质，当然也是拓扑性质）。
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证明. f(X)视作 (Y,T2)的子拓扑空间，显然 f : X → f(X)也是连续映射。设 η = {Va}
是 f(X)的任一开覆盖。由定理 4.1，f−1(Va)是X 的开集。显然，{f−1(Va)}是X 的一

个开覆盖。因为 X 紧致，{f−1(Va)}有一个有限的子覆盖

{f−1(Vak) | k = 1, · · · , n}.

由于 ff−1(Va) = Va，所以

{Vak | k = 1, · · · , n}

是 f(X) 的一个有限开覆盖，它是 η 的有限子覆盖。这就证明了 f(X) 是 Y 的紧致子

集。

例 7.3. 容易证明列紧性是拓扑性质。但是，列紧性不是连续映射下的不变性质。举反例
如下：

设 (X,T1)为例 7.1中的列紧拓扑空间，(Y,T2)为 R的子拓扑空间，这里 Y = {n |
n = 1, 2, · · · }。令 f : X → Y, f(2n− 1) = f(2n) = n。则 f 是连续映射，但 f(X) = Y

不列紧。

引理 7.9. 1. 设 (X,T)为 T2空间。则

A是X的紧致子集⇒ A是X的闭集。

2. 设 (X,T)是紧致的 T2空间。则

A是X的紧致子集⇔ A是X的闭集。

证明. 1. 对任何 p ∈ X − A。因为 X 是 T2空间，所以对任何 x ∈ A，存在 p的邻域

U(p, x)和 x的邻域 V (x)，使得 U(p, x)∩V (x) = ∅。显然，{V (x) | x ∈ A}是A的

在X中的一个开覆盖。由A紧致，它有一个有限的子覆盖 {V (xk) | k = 1, · · · , n}。
令

U(p) =
n∩

k=1

U(p, xk)

易见，U(p)是 p的邻域，且 U(p) ∩ V (xk) = ∅，所以

U(p) ∩ A ⊂ U(p) ∩

(
n∪

k=1

V (xk)

)
=

n∪
k=1

(U(p) ∩ V (xk)) = ∅.

于是 p ∈ U(p) ⊂ X − A，即 X − A是开集，A是 X 的闭集。

2. (⇒)：由 1。
(⇐)：由定理 7.2，紧致拓扑空间 X 是闭子集 A是紧致的。

定理 7.10. 设 (X,T)为紧致拓扑空间，f : X → R是任一连续函数，则 f 有界。而且存

在 x1, x2 ∈ X，使得

f(x1) = inf{f(x) | x ∈ X} （因而达到最小值），

f(x2) = sup{f(x) | x ∈ X} （因而达到最大值）。
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证明. 由定理 7.8，f(X)是 R上的紧致子集，再由定理 7.6和 7.7，f(X)是 R上的有界
闭集，所以 f 有界。而且存在 x1, x2 ∈ X，使得

f(x1) = inf{f(x) | x ∈ X} = min{f(x) | x ∈ X},

f(x2) = sup{f(x) | x ∈ X} = max{f(x) | x ∈ X}.

定理 7.11. 设 (X,T1)为紧致拓扑空间，(Y,T2)是 T2 空间，f : X → Y 是连续映射，则

f 是闭映射 (Closed map)（即如果 A ⊂ X 是闭集，则 f(A) ⊂ Y 也是闭集）。

证明. 设 A ⊂ X 是任何闭集，由定理 7.2，A是X 的紧致子集。由定理 7.8，f(A)是 Y

的紧致子集。再根据引理 7.9，f(A)是 Y 的闭子集。

例 7.4. 定理 7.10和 7.11中的“紧致”改为“列紧”，结论不成立。
设 (X,T)为例 7.1中的列紧拓扑空间。

1. Y = R。令

f(2n− 1) = f(2n) =

n, 当n为偶数，

−n, 当n为奇数，

容易看出 f 连续。但无上界和下界，当然达不到最大值，也达不到最小值。

2. Y = [0, 1]。令

f(2n− 1) = f(2n) = 1− 1

n

显然，f 连续。但 f(X)不是 Y = [0, 1]的闭子集。

定理 7.12. 设 (X,T1) 为紧致拓扑空间，(Y,T2) 是 T2 空间，f : X → Y 是连续的双射，

则 f 是同胚映射。

证明. 由于 f 是双射，则 f(X) = Y，且有逆映射 f−1 : Y → X。设 A ⊂ X 为任一闭集，

由定理 7.11，(f−1)−1(A) = f(A) ⊂ Y 为闭集，所以 f−1是连续映射，从而 f 是同胚映

射。

定理 7.13. 设 (X, ρ1)为列紧（也是紧致）的度量空间，(Y, ρ2)为度量空间。f : X → Y

是连续映射，则 f 是一致连续映射 (Uniformly continuous map)（即对任何 ε > 0，存在

λ > 0，当 ρ1(x
′, x′′) < λ时，必有 ρ2(f(x

′), f(x′′)) < ε）。

证明. 证法 1：任何 ε > 0，因为 f 是连续映射，对任何 x ∈ X，存在 δ(x) > 0，当

x′ ∈ U(x, δ(x))时，ρ2(f(x
′), f(x)) < ε

2
。由定理 7.4，X 的开覆盖 {U(x, δ(x)) | x ∈ X}

有一个 Lebesgue数 λ。如果 ρ1(x
′, x′′) < λ，则存在 x ∈ X，使得 x′, x′′ ∈ U(x, δ(x))。于

是

ρ2(f(x
′), f(x′′)) ≤ ρ2(f(x

′), f(x)) + ρ2(f(x), f(x
′′)) <

ε

2
+

ε

2
= ε.
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证法 2：若 f 非一致连续，则有 ε0 > 0，相应的 λ不存在。特别当 λn = 1
n
时，必

有 x′
n, x

′′
n ∈ X, ρ1(x

′
n, x

′′
n) <

1

n
，但 ρ2(f(x

′
n), f(x

′′
n)) ≥ ε0。因为 (X, ρ1)列紧，由定理 7.3，

{x′
n}必有收敛于 x0的子点列，为方便起见，仍记为 {x′

n}。由

0 ≤ ρ1(x
′′
n, x0) ≤ ρ1(x

′′
n, x

′
n) + ρ1(x

′
n, x0) <

1

n
+ ρ1(x

′
n, x0) → 0 (n → +∞)

可知 x′′
n → x0。因为 f 在 x0 连续，所以 f(x′

n) → f(x0), f(x
′′
n) → f(x0)。于是存在 N，

n > N，有

ε0 ≤ ρ2(f(x
′
n), f(x

′′
n)) ≤ ρ2(f(x

′
n), f(x0)) + ρ(f(x′′

n), f(x0)) <
ε0
2
+

ε0
2

= ε0,

这就推出了矛盾。
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