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我们用我们最熟悉的例子来理解完备度量空间。

我们对数的认识大抵按如下顺序：

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ ∖

当然，一开始先有自然数。自然数集 N的构造基于 Peano公理，在其上定义有加法、乘
法运算和序关系。然后基于自然数，我们可以定义整数。在 N2上定义等价关系：

(m1, n1) ∼ (m2, n2) :⇔ m1 + n2 = n1 +m2

于是定义 Z := N2/ ∼，其上可以定义加法、乘法与减法和序。自然数的加法与序和整
数相容。接着可以定义有理数。在 Z2上定义等价关系：

(p1, q1) ∼ (p2, q2) :⇔ p1q2 = p2q1

于是定义 Q := (Z× Z \ {0})/ ∼，容易验证 Q是有序域。
当然这些只是大致的脉络和操作，有意地省略了细节。对这方面感兴趣的话可以阅

读我在个人主页放的那本高中数学知识讲义第六章第二节，也可以直接读陶哲轩实分

析。

当然，我们的重点在于 Q是如何到 R的。这是一个很好的完备化的例子。
很显然，Q 是度量空间，但不完备。关于一般度量空间完备化的操作我们在 Lec1

已经介绍过，这里展现完整的细节。

首先我们需要给出 R的定义。
我们用 R∗代表 Q中所有 Cauchy列组成的集合，并在 R∗上定义等价关系：

{pn} ∼ {qn} :⇔ lim
n→+∞

|pn − qn| = 0

然后我们定义 R := R∗/ ∼。这样就给出了 R的定义。在我们验证 R是完备度量空间之
前，假定我们已经定义好了 R上的运算与序，从而可以定义实数的绝对值。于是我们可
以定义实数的度量：

定义 0.1. 设 r, s ∈ R，r = {rn}, s = {sn}，我们定义 R上的度量为：

ρ(r, s) := |r − s| = {|rn − sn|}

很容易验证绝对值满足你印象中所有的性质，因此我们这里默认你对实数上的结

构的认知是正确的，可以不加证明地使用。于是我们先验证这个定义的合理性，也就是，

这个“度量”确实成为一个度量。
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• 它的确是一个从 R到 R的映射，因为 {|rn − sn|}的确是 Cauchy列，证明略。
• 正定性显然。
• 对称性显然。
• 对于 a, b, c ∈ R，要证 ρ(a, c) ≤ ρ(a, b) + ρ(b, c)，即

|a− c| ≤ |a− b|+ |b− c|

只需要随意假设 a, c的大小关系，然后把左边绝对值拆开即可。

于是我们定义的度量是合理的，(R, ρ)构成度量空间。
自然，我们也可以定义 R的收敛和极限的定义，这里不再赘述。
下面是我们的重点，我们要说明这个度量空间是完备的。也就是 R中的 Cauchy列

均收敛。

为此，我们假设 R中有一 Cauchy列 {rn}，根据有理数的稠密性，对任意 n都有 qn

使得 |rn − qn| <
1

n
，现在我们证明 {qn}是个 Cauchy列。

对于 ∀ ε > 0，存在 N1 ∈ N+使得只要 n,m > N1，就有：

|rn − rm| <
ε

2

于是令 N = max{N1, [
ε

4
] + 1}，则对任意 n,m > N，有

|qn − qm| ≤ |qn − rn|+ |rn − rm|+ |rm − qm| <
1

n
+

ε

2
+

1

m
<

2

N
+

ε

2
< ε

于是 {qn}为 Cauchy列。从而 {qn} ∈ R∗，进一步我们设其所在的等价类为 r，即所代表

的实数为 r。注意，根据 R上收敛的定义，我们可以验证一个有理数的 Cauchy列也在
R中收敛到它所代表的实数，即 {qn}也收敛到 r。现在我们证明 {rn}收敛到 r。

由定义，对任意 ε > 0，存在 N1 ∈ N+，只要 n > N1就有：

|qn − r| < ε

2

于是取 N = max{N1, [
2

ε
] + 1}，对 n > N 就有

|rn − r| ≤ |rn − qn|+ |qn − r| < ε

2
+

ε

2
= ε

即 lim
n→+∞

rn = r。

这样我们就证明了 R是完备度量空间。
最后我们要说明 Q 是如何嵌入 R 的，这十分容易，只需要把有理数 q 对应到

{q, q, · · · , q, · · · }所代表的实数即可。
我们再来对一般度量空间完备化。

设有一度量空间 (X, ρ)，X∗ 为 X 中所有 Cauchy列构成的集合，定义等价关系 ∼
为：

{x} ∼ {y} :⇔ lim
n→+∞

ρ(xn, yn) = 0

这里略去等价关系的验证。记 X̂ = X∗/ ∼，并定义其上度量为:

ρ̂(x, y) := lim
n→+∞

ρ(xn, yn)

2



这里 x, y ∈ X̂，{xn}和 {yn}为 x与 y所代表的 Cauchy列。如此定义的度量的合理性是
显然的，你可以自行验证。

现在我们要证明其完备。

类似于有理数的稠密性，我们也可以将任何一个度量空间等距嵌入到相应的“完

备”度量空间中，且和它的某个稠密子空间是等距同构的。这里我们不给出证明，因为

并不困难。

于是基于这一点，对于 X̂ 中任意一个 Cauchy列 {xn}，我们可以取 yn ∈ X 使得：

ρ(xn, yn) <
1

n
成立。那么，对 ∀ ε > 0, ∃ N1 ∈ N+，只要 n,m > N1就有

ρ(xn, xm) <
ε

2

那么取 N = max{N1, [
2

ε
] + 1}，对 n,m > N 就有

ρ(yn, ym) ≤ ρ(yn, xn) + ρ(xn, xm) + ρ(xm, ym) <
1

n
+

ε

2
+

1

m
<

2

N
+

ε

2
< ε

即 {yn}为 Cauchy列，因而 {yn} ∈ X∗，我们设其所代表的元素为 y，现在证明它正是

{xn}的极限。
对 ∀ ε > 0, ∃ N1 ∈ N+，只要 n > N1就有

ρ(yn, y) <
ε

2

于是取 N = max{N1, [
2

ε
] + 1}，则有

ρ(xn, y) ≤ ρ(xn, yn) + ρ(yn, y) <
1

n
+

ε

2
<

1

N
+

ε

2
< ε

即 lim
n→+∞

xn = y，从而其收敛。

故 (X̂, ρ̂)为完备度量空间。

当然，完备化是唯一的，但唯一性的证明我们在此不再叙述。

最后补充一些实数的知识。

实数有三种定义方式：利用 Cauchy列定义，Dedekind分割，十进制小数。刚才我
们介绍了第一种，现在我们补充一下后两种。

定义 0.2. 1（Dedekind分割）X ⊂ Q是有理数的子集，令 X ′ = Q \X。如果下面三条
性质都成立：

1. X ̸= ∅, X ′ ̸= ∅；
2. 对任意 x ∈ X, x′ ∈ X ′，都有 x < x′；

3. X 中没有最大元，

我们就称 X 或 X ∪ X ′ 是 Q 的一个戴德金分割 (Dedekind cut)。我们用 R 表示所有

Dedekind分割组成的集合。

1以下关于 Dedekind分割的内容引用自于品的数学分析
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评论. 我们可以重新解读后两条性质：
第二条等价于说，如果 x1 ∈ X，那么对任意的 x2 < x1，我们就有 x2 ∈ X。这也表

明，如果 x′
1 ∈ X ′，那么对任意的 x′

2 > x′
1，我们就有 x′

2 ∈ X ′。

第三条指的是对任意 x ∈ X，总存在 x′ ∈ X，使得 x′ > x。

例 0.1. 我们给出两个 Dedekind分割的例子：
1. 假设 p

q
是有理数，其中 p ∈ Z, q ∈ Z+并且 p和 q互素，我们定义

X p
q
= {x ∈ Q | x <

p

q
}

这个例子将给出所有的有理数。

2. 我们定义 X√
2如下：

X√
2 = {x ∈ Q+ | x2 < 2} ∪Q≤0

这个例子将给出我们所熟悉的
√
2。

更进一步的讨论这里则不再介绍，感兴趣可以自行阅读相关书籍。

十进制小数定义的细节不作展示，这里仅描述脉络。

定义 0.3. 2一个数码 (Digit)是 0, 1, 2, · · · , 9这十个符号之一。我们把这些数码与自然数
依下述公式等同起来：

0 ≡ 0, 1 ≡ 0 + +, 2 ≡ 1 + +, · · · , 9 ≡ 8 + +

3我们还定义数字十为：十 := 9 + +。（我们还不能使用十进制符号 10来表示十，因为

那要预先知道十进制，从而导致逻辑循环。）

定义 0.4. 一个十进制正整数是一个数码串 anan−1 · · · a0，其中 n ≥ 0是自然数，并且第

一个数码 an不是零。

于是，作为例子，3049是十进制正整数，而 0493不是，0也不是。我们用公式

anan−1 · · · a0 =
n∑

i=0

ai ×十i

使每个十进制正整数与正整数相等。这个公式也自然蕴含了 10 = 0×十0+1×十1 =十，

因此我们可以把十写为 10。

当然，我们要指出，这个十进制系统确实表示了正整数，但我们不加证明。

定理 0.1. （十进制表示的存在性与唯一性）每个正整数m都恰等于一个十进制正整数。

我们把由上述定理给出的十进制数叫作 m的十进制表示。一旦有了正整数的十进

制表示，我们自然就可以有负整数，从而所有整数的十进制表示，进而有理数的十进制

表示。但对于实数，我们需要一个新符号：小数点“.”。

2以下关于十进制的内容引用自陶哲轩实分析

3++是自然数上的增长运算。
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定义 0.5. 一个十进制实数是一个数码的序列连同一个小数点，书写成

±an · · · a0.a−1a−2 · · ·

其中，小数点左边是有限的（即 n是自然数），但小数点右边是无限的，其中 ±或取 +，

或取 −，而 an · · · a0是一个十进制自然数（即或为十进制正整数，或为 0）。这个十进制

数等于实数

±an · · · a0.a−1a−2 · · · ≡ (±1)×
n∑

i=−∞

ai × 10i

当然，等式右边的级数总是收敛的，虽然我们也不证明。自然，我们也要指出：

定理 0.2. （十进制表示的存在性）每个实数 x都至少有一个十进制表示

x = ±an · · · a0.a−1a−2 · · ·

当然，我们也不证明。颇为有趣的一件事情是，我们并没有说明这是唯一的，因为

这确实不唯一。比如下面一个经典例子：

1.000 · · · = 0.999 · · ·

事实上，所有的实数，当它是有限小数（即从小数点后某位开始往后全是零的数）时，

它有两个十进制表示，当它不能表示成有限小数时，它只有一种十进制表示。
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