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Part I

拓扑空间

§1度量空间

0.1 内积空间与赋范空间

首先我们先定义内积空间和赋范空间的概念。

定义 1.1. 设 X 为向量空间，若映射

g = 〈, 〉 :X ×X → R

(x, y) 7→ g(x, y) = 〈x, y〉

满足：

正定性 (Positivity) 〈x, x〉 ≥ 0，且 〈x, x〉 = 0当且仅当 x = 0；

对称性 (Symmetry) 〈x, y〉 = 〈y, x〉；

线性性 (Linearity)

 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉

〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉
对 ∀ x, x1, x2, y ∈ X, λ ∈ R成立。则称 (X, 〈, 〉)为内积空间 (Inner product space)，g = 〈, 〉
称为 X 上的一个内积 (Inner product)。

评论. 上面的线性性是表述为第一个分量的形式的，而基于对称性，对第二个分量显然

也成立:

 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉+ 〈x, y2〉

〈x, λy〉 = λ 〈x, y〉
对 ∀ x, y, y1, y2 ∈ X, λ ∈ R成立。因此 〈, 〉是

双线性 (Bilinear)的。
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定义 1.2. 设 X 是一个向量空间，如果映射

‖ · ‖ :X → R

x 7→ ‖x‖

满足：

• ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0；

• ‖λx‖ = |λ|‖x‖, x ∈ X, λ ∈ R；
• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ X，

则称 (X, ‖ · ‖)为模空间 (Moduli space)或赋范空间 (Normed space)，‖ · ‖为 X 上的一个

模 (Moduli)或范数 (Norm)。

最熟悉的例子自然是欧氏空间上的内积与范数，尤其是 R2 和 R3 上的，我们中学

时期天天与其打交道。我们来回顾一下：

例 1.1. 1. 在 R上定义范数 ‖x‖ := |x|, x ∈ R。显然如此定义的 (R, ‖ · ‖)构成赋范空
间。这个范数就是实数的绝对值。

2. 在 R2 上定义范数 ‖x‖ :=
√

x2
1 + x2

2, x ∈ R2，这里 xi 为 x 的第 i 个分量。则

(R2, ‖ · ‖)构成赋范空间。

3. 在 Rn上定义范数 ‖x‖ :=

√√√√ n∑
i=1

x2
i , x ∈ Rn。则 (Rn, ‖ · ‖)构成赋范空间。

4. 以及，在 Rn上定义内积 〈x, y〉 :=
n∑

i=1

xiyi, x, y ∈ Rn，则 (R, 〈, 〉)构成内积空间。

当然，验证定义即可，这并不困难。

不过还有一些比较新，但实用的例子：

例 1.2. 记 C[0, 1] = {f | f : [0, 1] → R为连续函数}，则 C[0, 1]为线性空间，在其上定义

p−范数为：

‖f‖Lp =

(∫ 1

0

|f |p(x) d x
) 1

p

并定义一致范数为：

‖f‖L∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|

当然，可以发现：

‖f‖L∞ = lim
p→∞

‖f‖Lp

以及我们可以定义内积为：

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(x)g(x) d x
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不过很巧合的一点是，我们接触到的一些范数，可以由内积诱导出来，例如刚才Rn

和 C[0, 1]上的范数与内积，注意到它们其实都满足 ‖x‖ = 〈x, x〉
1
2。1而这样关系蕴含了

一个重要的定理。

定理 1.1. (Cauchy-Schwarz不等式)设 (X, 〈, 〉)为内积空间，且满足 ‖x‖ = 〈x, x〉
1
2 , x ∈ X，

则有

| 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖ · ‖y‖

等号成立当且仅当存在 λ ∈ R满足 y = λx或 x = λy。

证明. 证明分为两部分，首先我们先证明不等式成立，再分析取等条件。
首先如果 x, y中有任意一者为零。不妨设 x = 0，则

LHS = | 〈0, y〉 | = 0

RHS = ‖0‖ · ‖y‖ = 0

故 LHS ≤ RHS，成立。这里 LHS = 0利用了 〈0, y〉 = 〈0 + 0, y〉 = 2 〈0, y〉。
若 x, y 6= 0，考虑

〈x, x〉 − 2λ 〈x, y〉+ λ2 〈y, y〉 = 〈x− λy, x− λy〉 ≥ 0

取 λ =
〈x, x〉

1
2

〈y, y〉
1
2

，于是

〈x, x〉 − 2
〈x, x〉

1
2

〈y, y〉
1
2

〈x, y〉+ 〈x, x〉 ≥ 0

〈x, y〉 ≤ 〈x, x〉
1
2 〈y, y〉

1
2

再利用 〈x, x〉 = ‖x‖2可得
〈x, y〉 ≤ ‖x‖ · ‖y‖

再将 y替换为 −y，则

−〈x, y〉 = 〈x,−y〉 ≤ ‖x‖ · ‖ − y‖ = ‖x‖ · ‖y‖

于是就有

| 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖ · ‖y‖

接着考虑取等条件。若 y = λx或 x = λy，则不等式显然成立。

反过来，若不等式取等，x, y有一者为零的情况显然满足题意。于是考虑 x, y 6= 0

注意到关于 λ的方程

〈y, y〉λ2 − 2 〈x, y〉λ+ 〈x, x〉 = 0

其判别式∆ = 4 〈x, y〉2 − 4 〈x, x〉 〈y, y〉 = 0，于是方程有唯一解 λ，也即存在 λ ∈ R使得

〈x− λy, x− λy〉 = 0

1对 C[0, 1]而言指的是 2−范数与内积。
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成立，而此等式等价于 x = λy。

这样我们就证明了一般意义的 Cauchy-Schwarz不等式。
另外，我们自然要问，对于任意的内积空间，是否均可诱导类似的范数？

定理 1.2. 设 (X, 〈, 〉)为内积空间，令

‖ · ‖ :X → R

x 7→ ‖x‖ := 〈x, x〉
1
2

则 (X, ‖ · ‖)构成赋范空间，称为由 (X, 〈, 〉)诱导的赋范空间。

证明. 读者自证不难，验证定义即可。

于是给出内积可以定义范数，反过来，对任意的范数，是否始终有相应的内积满足

此关系呢？结论是否定的，范数需要满足某些条件才能存在相应的内积。

定理 1.3. 设 (X, ‖ · ‖)为赋范空间，则存在 X 上的内积空间使得此赋范空间可以由其诱

导的充要条件是赋范空间满足平行四边形法则：

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

证明. (⇒)

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉

= (〈x, x〉+ 2 〈x, y〉+ 〈y, y〉) + (〈x, x〉 − 2 〈x, y〉+ 〈y, y〉)

= 2 〈x, x〉+ 2 〈y, y〉

= 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

(⇐)
定义内积 〈x, y〉 = 1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2)，验证其满足定义即可。

基于这些概念，我们可以自然给出度量空间的定义。

1.2 度量空间

定义 1.3. 设 X 是一个集合，如果映射

ρ :X ×X → R

(x, y) → ρ(x, y)

满足

正定性 ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y；

对称性 ρ(x, y) = ρ(y, x)；
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三角不等式 ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y)，

则称 (X, ρ)为度量空间 (Metric space)，ρ称为X 上的度量函数 (Metric function)。ρ(x, y)

称为 x和 y之间的距离 (Distance)。

而度量空间显然是可以通过范数来诱导的：

定理 1.4. 设 (X, ‖ · ‖)是赋范空间，令

ρ :X ×X → R

(x, y) 7→ ρ(x, y) = ‖x− y‖

则 (X, ρ)是一个度量空间，称为由 (X, ‖ · ‖)诱导的度量空间。

证明. Trivial.

评论. 我们前面提到，内积空间可以诱导赋范空间，因此结合起来，给出内积空间就可
诱导赋范空间与度量空间。

接着我们要介绍度量空间的相关定义。

定义 1.4. 设 (X, ρ)为度量空间，xn, x ∈ X，如果

lim
n→+∞

ρ(xn, x) = 0

就称点列 {xn}收敛 (Converge)于 x，记为

lim
n→+∞

xn = x

而 x称为 {xn}的极限点 (Limit point)。

这无非把 R 的极限推广到一般度量空间的极限。同理，我们也可以定义一般度量
空间的连续性。

定义 1.5. 设 (X, ρX), (Y, ρY )为度量空间，f : X → Y 为映射。

1. 若对于在 X 中收敛到 x0 的任何点列 {xn}，像点列 {f(xn)} 都收敛到 Y 中的点

f(x0)，则我们说映射 f 在 x0 ∈ X 处是连续的 (Continuous)。
2. 若映射 f 在每个 x0 ∈ X 均连续，则我们称 f 为连续映射 (Continuous mapping)。

定义 1.6. 设 (X, ρ) 为度量空间，xn ∈ X，如果对任何 ε > 0，存在 N ∈ N 使得对
∀ m > N，有

ρ(xn, xm) < ε

则称点列 {xn}为柯西列 (Cauchy sequence)或基本列 (Fundamental sequence)。
若X中所有 Cauchy列都收敛，则称 (X, ρ)为完备度量空间 (Complete metric space)。

显然不是什么度量空间都是完备的。但我们可以将其完备化。这是我们接下来要介

绍的定义。
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定义 1.7. 设 (X, ρX)和 (Y, ρY )为度量空间。如果存在双射 f : (X, ρX) → (Y, ρY )，使得

对于任意 x1, x2 ∈ X，都有

ρY (f(x1), f(x2)) = ρX(x1, x2)

则我们称 f 为一个等距同构 (Isometry)，并称度量空间 (X, ρX)和 (Y, ρY )是等距同构的

(Isometric)。

因为等距同构的度量空间具有完全相同的度量性质，我们将等距同构的度量空间

视为相同的度量空间。当然，绝大部分度量空间不是等距同构的。以下两个概念稍微放

宽了限制。

定义 1.8. 如果单射 f : (X, ρX) → (Y, ρY )满足：对于任意 x1, x2 ∈ X，均有

ρY (f(x1), f(x2)) = ρX(x1, x2)

则我们称 f 为一个 (度量)等距嵌入 (Isometric embedding)。

定义 1.9. 我们称映射 f : (X, ρX) → (Y, ρY )为一个 Lipschitz常数为 L的 Lipschitz映射
(Lipschitz mapping)，如果对于任意 x1, x2 ∈ X，均有

ρY (f(x1), f(x2)) ≤ LρX(x1, x2)

若 0 < L < 1，也称为压缩映射 (Contraction mapping)。

而所谓完备化，指的是

定义 1.10. 设 (X, ρ)是度量空间，(X̂, ρ̂)是完备度量空间。如果存在等距嵌入 f : X → X̂

使得 f(X) = X̂，则我们称 (X̂, ρ̂)是 (X, ρ)的一个完备化 (Completion)。

而我们要指出的是，在等距同构意义下，任意度量空间都有唯一的完备化。

定理 1.5. 任意度量空间 (X, ρ)都有完备化 (X̂, ρ̂)，且在等距同构的意义下完备化是唯一

的。

这里只提一下证明脉络。首先证明完备化存在，再证明其唯一。对于前者，考虑X

中所有 Cauchy列组成的集合 U，在其上定义等价关系 ∼为两个 Cauchy列之差极限为
零，于是取W = U/ ∼，并定义度量为原度量的极限。再验证这构成完备度量空间，最
后将 (X, ρ)嵌入此空间，将元素 x映到 {x, x, · · · , x, · · · }即可。

对于后者，假设有另外一个完备化，证明这两个完备化是等距同构的即可。

完整证明比较麻烦，现在也没必要，我就略了。

以及还有一些其它结论。

定理 1.6. 收敛列必为 Cauchy列，反之不然。

证明. Trivial.
反之容易发现由 (Q, | · |)诱导的度量空间不满足。
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定理 1.7. (压缩映像原理)设 (X, ρ)为完备度量空间，f : X → X 为压缩映射，则必存在

f 的唯一的不动点 (Fixed point)x ∈ X，即 f(x) = x。

证明. 显然，不动点当然是唯一的，我们只需要证明不动点的存在性。
我们任意取 x0 ∈ X，然后递归定义

xn = f(xn−1), n ∈ N

则存在 0 < L < 1，使得：

ρ(xn+1, xn) ≤ Lρ(xn, xn−1), ∀ n ∈ N+

进而

ρ(xn+1, xn) ≤ Lnρ(x1, x0), ∀ n ∈ N

于是对任意 n < m，有

ρ(xn, xm) ≤
m−1∑
i=n

ρ(xi+1xi) ≤
m−1∑
i=n

Liρ(x1, x0) ≤
Ln

1− L
ρ(x1, x0)

从而 {xn}为 Cauchy列，故收敛，设极限为 x。显然 f 是连续的，因此

f(x) = lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x

所以 x为 f 的不动点。

我们举一些常见的例子。

例 1.3. 1. 设 (X, ρ)为度量空间，A ⊂ X，如果令 ρA = ρ|A×A，即：

ρA :A× A → R

(x, y) 7→ ρA(x, y) = ρ(x, y)

显然，(A, ρA)也是度量空间，称为 (X, ρ)的子度量空间 (Submetric space)，有时仍
将 ρA记为 ρ。

2. 设 (X1, ρ1)和 (X2, ρ2)均为度量空间，X = X1 ×X2。令

ρ :X ×X → R

((x1, y1), (x2, y2)) 7→ ρ((x1, y1), (x2, y2)) := (ρ21(x1, y1) + ρ22(x2, y2))
1
2

容易验证 (X, ρ) 亦为度量空间，称为 (X1, ρ1) 和 (X2, ρ2) 的积度量空间 (Product
metric space)，记作 (X1×X2, ρ1×ρ2)，类似可以定义 (X1×· · ·×Xn, ρ1×· · ·× ρn)

当然，还有 n维 Euclid空间 Rn，你可以自行验证相关性质。
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