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设 R为含幺交换环，可以定义 R上的矩阵：

Rm×n =




a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 | aij ∈ R


其上可以定义加法，数乘，乘法，与域上矩阵定义基本一致，这里不再赘述。

可以证明，(Rn×n,+,×)形成一个含幺环。

在 Rn×n上也可以定义行列式：

det :Rn×n → R

(aij)n×n 7→ det(aij)n×n :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ1 · · · anσn

同样地，det为唯一一个 R1×n（或 Rn×1）上的反对称、规范、n重线性映射：

• det(α1, · · · , αi, · · · , αj, · · · , αn) = − det(α1, · · · , αj, · · · , αi, · · · , αn)；

• det(e1, e2, · · · , en) = 1；

• det(· · · , αi + α′
i, · · · ) = det(· · · , αi, · · · ) + det(· · · , α′

i, · · · )，
以及有 Laplace展开

detA =
∑

1≤j1<···<jr≤n

A

(
i1 · · · ir

j1 · · · jr

)
(−1)i1+···+jrA

(
î1 · · · îr

ĵ1 · · · ĵr

)
, 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n

(Am×nBn×p)

(
i1 · · · ir

k1 · · · kr

)
=

∑
1≤j1<···<jr≤n

A

(
i1 · · · ir

j1 · · · jr

)
B

(
k1 · · · kr

j1 · · · jr

)
特别地，有 (AB)ik =

∑
1≤j≤n

AijBjk, detAB = detA · detB。

还有逆矩阵：Am×nBn×m = Im, BA = In，定义也差不多，不解释了。

由 Cauchy-Binet公式，如果逆存在，m = n。

以及伴随阵 A∗ = (cij), cij = (−1)i+jMji，有 A · A∗ = detA · In = A∗ · A。

引理 0.1. A可逆⇔ detA ∈ R×（R中可逆元）

证明.“⇒”AB = In ⇒ det(AB) = detA · detB = 1。

“⇐”(detA)−1 · A∗ = A−1。

例 0.1. A ∈ Zn×n可逆⇔ detA = ±1。
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如果定义 rankA为 A的非零子式阶的最大值，则 A可逆⇒ rankA = n，反之不成

立。

以及我们可以定义初等方阵：

• Pij：变换 In的 i, j 两行（列）；

• Tij(a), a ∈ R：将 In的第 j 行（i列）乘以 a倍加至第 i行（j 列）；

• Di(a), a ∈ R×：将 In的第 i行乘以 a倍。

它们的效果是：

• PijA：交换 A的 i, j 两行。

• APij：交换 A的 i, j 两列。

• Tij(a)A：将 A的第 j 行乘以 a倍加至第 i行。

• ATij(a)：将 A的第 i列乘以 a倍加至第 j 列。

• Di(a)A：将 A的第 i行乘以 a倍。

• ADi(a)：将 A的第 i列乘以 a倍。

以及

detPij = −1, detTij(a) = 1, detDi(a) = a

现在来考虑 V/F, dimV = n < ∞，则 (L (V ),+, ◦)构成环。
取 A ∈ L (V )，则 F[A ] := {f(A ) | f(λ) ∈ F[λ]}为 A 生成的子环，为交换环。

于是取 V 的一组基 α1, · · · , αn，我们知道：

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A = (α1, · · · , αn)


a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


这里当然 A ∈ Fn×n，但我们也可以把 Fn×n ⊆ F[A ]n×n 视作 F[A ]n×n 的子环，从而

A ∈ F[A ]n×n。

当然，我们要定义 V 1×p × F[A ]p×q → V 1×q 这样的映射：

(β1, · · · , βp)


A11 · · · A1q

...
...

Ap1 · · · Apq

 := (· · · ,A1i(β1) + · · ·+ Api(βp), · · · ), βi ∈ V

当然，这是定义合理的。于是我们令

A = A In − A =


A − a111 −a121 · · · −a1n1

−a211 A − a221 · · · −a2n1
...

...
...

−an11 −an21 · · · A − ann1
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显然 A为环 F[A ]n×n上的矩阵，于是

A · A∗ =


detA · 1

. . .

detA · 1


而 A = λIn − A |λ=A，那么 detA = φA(λ) |λ=A = φA(A )。也就是说

A · A∗ =


φA(A )

. . .

φA(A )

 ∈ F[A ]n×n

而我们注意到

(α1, · · · , αn)A = (α1, ·, αn)


A − a111 −a121 · · · −a1n1

−a211 A − a221 · · · −a2n1
...

...
...

−an11 −an21 · · · A − ann1

 = (0, · · · , 0)

那么应有

(α1, · · · , αn)(AA∗) = (0, · · · , 0)A∗ = (0, · · · , 0)

即

(α1, · · · , αn)


φA(A )

. . .

φA(A )

 = (0, · · · , 0)

但是

(α1, · · · , αn)


φA(A )

. . .

φA(A )

 = (φA(A )(α1), · · · , φA(A )(αn))

因此 φA(A )(αi) = 0, ∀ i，进而 φA(A ) = 0，即 φA 是 A 的零化多项式。也就是

Caylay-Hamilton定理。
最后开个小头。

定义 0.1. A ∈ F[λ]n×n称为一个m× n阶的 λ−阵（或多项式矩阵）。

评论. A(λ)可逆⇔ detA(λ) ∈ F \ {0}。
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