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我们再来看个可分离变量的方程的例子。

例 2.1. 求解微分方程：(x2 + 1)(y2 − 1)dx+ xydy = 0。

解. 首先，y = ±1和 x = 0是特解。对 x ̸= 0, y ̸= ±1，有
x2 + 1

x
dx+

y

y2 − 1
dy = 0

⇒
∫
x2 + 1

x
d x+

∫
y

y2 − 1
d y = C

⇒1

2
x2 + ln |x|+ 1

2
ln(y2 − 1) = C

⇒ex
2

x2|y2 − 1| = eC

⇒y2 − 1 = ±eCx−2e−x
2

因此，通解为 y2 − 1 = Cx−2e−x
2，C 为任意常数，特解为 x = 0。

§2.3一阶线性方程

考虑一阶线性方程
dy

dx
+ p(x)y = q(x)，p(x), q(x)是 I = (a, b)上的连续函数。

先考虑齐次方程
dy

dx
+ p(x)y = 0 (1)

显然，y ≡ 0是一个解。

若 y ̸= 0，
1

y
dy + p(x)dx = 0

⇒ ln
|y|
|y0|

+

∫ x

x0

p(s) d s = C

⇒|y| = eCe
−

∫ x
x0
p(s) d s

⇒y = ±eCe−
∫ x
x0
p(s) d s

再结合前面的 y ≡ 0，可知 y = Ce
−

∫ x
x0
p(s) d s，C 是任意常数。

现在考虑非齐次方程。
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令它的解是 y = C(x)e
−

∫ x
x0
p(s) d s，则

C ′(x)e
−

∫ x
x0
p(s) d s

+ C(x)e
−

∫ x
x0
p(s) d s

(−p(x)) + p(x)C(x)e
−

∫ x
x0
p(s) d s

= q(x)

故 C ′(x) = q(x)e
∫ x
x0
p(s) d s，因此，C(x) = C +

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0
p(t) d t

d s。

从而原方程的解为

y = Ce
−

∫ x
x0
p(s) d s

+

∫ x

x0

q(s)e−
∫ x
s p(t) d t d s

若 y(x0) = y0。则

y(x) = y0e
−

∫ x
x0
p(s) d s

+

∫ x

x0

q(s)e−
∫ x
s p(t) d t d s

这个方法叫作常数变易法 (Variation of parameters)，它的动机在于，对于齐次方程
我们已经求得了它的解，而且意识到相应的通解之间无非是差了个倍数。只要你把一个

特解的每一处都同比例放缩，就可以得到另一个特解。

现在我们再考虑非齐次方程，假如 q(x) 特别小，那么可以预见的是，非齐次方程

的解应当十分接近齐次方程的解，而 q(x)无非影响了每一处的放缩比例，使得这不成

为一个常数，因此这个放缩比例依赖于 x，记作 C(x)，也就是把常数变成了函数。举

个例子，假如齐次方程有个特解，C = 2，那么非齐次方程的一个相应的解可能在某处

C = 1.99，在另外一处 C = 2.01，这和 x是相关的。

当然，C(x)的变化程度取决于 q(x)的大小，但不管怎么说，用 C(x)来替代 C 这

件事情当然是合理的。

评论. 对于方程
dy

dx
= f(x, y)，如果要考虑其含义的话，可以理解为，方程在 R2的每一

点处都指定了一个斜率值，由 f(x, y)给出，而方程求解无非就是找一个函数 y = φ(x)

使得函数在每一点处的切线斜率均与给定的斜率一致，φ(x)的图象又叫积分曲线。

例 2.2. 求微分方程
dy

dx
+

1

x
y = x3 (x ̸= 0)的解。

解. 当 x > 0时，齐次方程
dy

dx
+
y

x
= 0的解为

y = e
−

∫ x
x0

1
s
d s

=
1

x
(取x0 = 1)

令非齐次方程的解为 y = C(x)
1

x
，则

C ′(x)
1

x
− 1

x2
C(x) +

C(x)

x2
= x3

⇒C ′(x) = x4

⇒C(x) =
1

5
x5 + C

故通解为 y =
1

5
x4 +

C

x
。

当 x < 0时，同样计算可得 y = 1
5
x4 + C，C 为任意常数。

命题 2.1. 齐次方程 (1)的解或者恒为零，或者恒不为零。
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证明. 若 y(x0) = 0，且 y不恒为零，由 (1)
d

dx
(y(x)e

∫ x
x0
p(s) d s

) = (y′ + p(x)y)e
∫ x
x0
p(s) d s

= 0

故 y(x)e
∫ x
x0
p(s) d s

= y(x0) = 0, ∀ x ∈ (a, b)。

由 x0 ∈ (a, b)，p在 (a, b)上连续，
∣∣∣∣∫ x

x0

p(s) d s

∣∣∣∣ < +∞, ∀ x ∈ (a, b)。

故 y(x) ≡ 0, ∀ x ∈ (a, b)。

命题 2.2. 线性方程的初值问题 
dy
dx

+ p(x)y = q(x)

y(x0) = y0

(2)

的解存在且唯一。

证明. 存在性：如前文所述。
唯一性：设 (2)有两个解 y = φ1(x), y = φ2(x)。

考虑 ψ(x) = φ1(x)− φ2(x)。

ψ′(x) = φ′
1(x)− φ′

2(x) = (−pφ1 + q)− (−pφ2 + q) = −pψ

即 
dψ
dx

+ pψ = 0

ψ(x0) = 0

由性质 1，ψ(x) ≡ 0。

例 2.3. 设微分方程
dy

dx
+ ay = f(x)，其中 a > 0为常数，f(x)是周期为 2π的连续函数，

试求方程的 2π周期解。

解. 通解为 y(x) = Ce−ax +

∫ x

0

f(s)e−a(x−s) d s。

要找 y(x)使得 y(x) = y(x+ 2π), ∀ x。
令 u(x) = y(x)− y(x+ 2π)，则

du

dx
= y′(x)− y′(x+ 2π)

= (−ay(x) + f(x))− (−ay(x+ 2π) + f(x))

即
du

dx
+ au = 0，要使 u(x) ≡ 0，由性质 1，只要 u(0) = 0即可，即 y(0) = y(2π)。

于是

C = Ce−2πa +

∫ 2π

0

f(x)e−as d s · e−2πa

⇒C =
e−2πa

1− e−2πa

∫ 2π

0

f(s)eas d s

故

y(x) =
e−2πa

1− e−2πa

∫ 2π

0

f(s)e−a(x−s) d s+

∫ x

0

f(s)e−a(x−s) d s
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顺带一提，这里你设任意的 y(x0) = y(x0 + 2π)都会解出一致的 C 值。

§2.4几类重要的常微分方程（一阶）

1、齐次方程
P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0，P (x, y), Q(x, y) 是同次齐次函数，即 P (tx, ty) =

tmP (x, y), Q(tx, ty) = tmQ(x, y)。

解法如下。

令 y = ux，则 dy = xdu+ udx，原方程为

P (x, ux)dx+Q(x, ux)(xdu+ udx) = 0

⇒xm(P (1, u) + uQ(1, u))dx+ xm+1Q(1, u)du = 0

这是一个可分离变量的方程。

例 2.4.
dy

dx
=
x+ y

x− y

解. 令 y = ux，则原方程变为

u+ x
du

dx
=
x+ ux

x− ux
=

1 + u

1− u

⇒x
du

dx
=

1 + u2

1− u
显然 x = 0不是解，因此 x ̸= 0，于是

1− u

1 + u2
du =

1

x
dx

⇒ arctan u− 1

2
ln(1 + u2) = ln |x|+ C

⇒earctanu
1√

1 + u2
= |x|eC

⇒Cearctan
y
x =

√
x2 + y2

用极坐标则更为简便。令 x = r cos θ, y = r sin θ，则通解为

r = Ceθ
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