
MMVCLAB
2021/10/24 1

•第二章 LMS自适应滤波
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2.6  非平稳环境下的LMS算法
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一 梯度失调误差和跟踪误差

对非平稳信号，自适应滤波器期待尽可能地跟踪上信号特性
的变化，但是由于时间常数的关系，总存在延迟。因此超量
误差有失调和跟踪两个误差组成。自适应的有效性取决于信
号特性。显然最好情况下，信号是慢变化的,保证自适应过
程能够跟踪上信号的变化。引起非平稳性的情况有：

•参考信号是非平稳的

•AF输入信号是非平稳的

•参考信号和输入信号都是非平稳的

由于 是时变的，未知的，故系数误差矢量: )(nHopt

)()()( nHnHnC opt−= )}()]([{)]}([)({ nHnHEnHEnH opt−+−=
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其中

是梯度失调引起，相当于权系数矢量噪声

是跟踪误差，由于自适应过程的滞后引起，称
为权系数矢量滞后误差. 

若LMS算法被应用到平稳环境时,      是常数

)]([)()(1 nHEnHnC −=

)()]([)(2 nHnHEnC opt−=

)(nHopt optH

optHnHE =)]([ 0)(2 =nC

即无跟踪误差.
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二.举例 ―― 时变系统辨识

设：

1)未知系统的 是由一组零均值i.i.d（独立
同分布），方差为 的随机噪声 ，激励一个一
阶低通滤波器模型所产生，有：
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( 1) ( ) ( 1)opt opt nsn n n+ = + +H H e

这里

2)输入x(n)是平稳的，具有零均值，自相关矩阵R

3)未知系统输出受白噪声 污染（设为0均值，方差
），由于该噪声的存在和未知系统的时变性，使AF和未知
系统之间匹配存在差别。
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由于 是自适应滤波器跟踪的目标，当

时，则 而 是未知系统的输出，它是时变
的。

从

和原来相比多了一项 ，且 和其他变量
都不相关，因此 中多了一项

( )opt nH

( ) ( )optn n=H H

2

min vJ = )(ny
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{[ ( 1)][[ ( 1)] }TE n n+ +α α

2{[ ( 1)][ ( 1)] }T T

ns ns ns NE n n + + =Q e e Q I

( 1) ( ) ( 1)opt opt nsn n n+ = + +H H e

( 1) [ ( 1) ] [ ( ) ( 1) ( 1) ]

( ) ( 1) ( 1)

T T

opt opt

T

n n n e n n

n e n n





+ = + − = + + + −

= + + +

α Q H H Q H X H

α Q X



MMVCLAB
2021/10/24 8
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上式简洁地表示出参考信号非平稳时，失调误差和跟踪误差对总
误差的贡献。显然这二项误差都与 大小有关，但互相制约。
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2
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因为一项与 成正比，一项与 成反比， 的一种选
择是使误差平衡分布。即
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以上模型是相对粗糙的，但是它对更复杂情况下的滤波
器的行为给出了很多启示。
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三.归一化LMS方法（NLMS）

如果输入信号的一些重要的参数可以实时估计的话，自适
应滤波器的性能可以大大改善。

对LMS算法来讲，最重要的参数是输入信号的功率，因为
它影响 的大小。如果输入信号的功率可以实时估计的
话，则可以采用归一化的LMS算法
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此时相当于step size为 ,  是在浮动的。

优点是:

•原来递推式中 是固定值，要考虑到 的变化，即

最大时 要满足的收敛条件（ ），因此，
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的值不敢取得太大，而归一化后,等效 在浮动，故
可取较大值;实际中多数情况下， 小，等效 值也比
较大，故收敛快。

•残差：

时间常数：

这里 是常数，故归一化的结果，使残差 和
时间常数 近似不随信号的性质变化。
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x 的估计:
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2.7  级联型FIR梯度自适应滤波器
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在某些应用中，跟踪自适应滤波器的传输函数根的情况(
是不是在单位圆内）是很重要的。例如，逆系统要实现时
，为保证稳定性，根必须在单位园内。因此把滤波器设计
成一个二阶H(z)的级联会带来方便。

一个二阶FIR滤波器：

对实数 ,根 是复的情况,有：

不难证明:

若 满足， 则复根将在单位园内，即 ,     

若是实根， ,则要求 满足,则有 ,   
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⊕可编程数字滤波器

梯度计算和系数自适
应修正

)(nx

)(~ ny

)(ny

梯度自适应滤波原理框图
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整个滤波器的传递函数
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由于级联的关系，误差梯度矢量估计

需修正

级联滤波器的输出可以从逆z变换求得:

LMS算法系数修正中用到梯度矢量估计
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这样

即

变换微积分次序

为简洁表示，令

得到修正公式：

由前面公式可见， 看成一个滤波器的输出，它的传递
函数是两个函数的级联： 和 ,而它的输入是信
号矢量
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由于 ，即 是 输入到
整个滤波器的输出，然后将 输入到第二个滤波
器 。 是一个二阶IIR滤波器，它的传递函数
是第i节的倒数乘以 。
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注：这里的 均是n

时刻的 的分量
ikh ,
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讨论：

这种滤波器虽然要比一般横向滤波器要复杂，但是它提供了
一种简单发现和跟踪根的方法。由于有递归部分存在（指算

时），故根应该在Z平面的单位园内，以保证稳定。然
而也存在一些实现上的问题：每一节必须具有适当的特性，
以保证整个滤波器有效地工作。

ikg ,
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2.8 IIR梯度自适应滤波器
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一般来讲，IIR滤波器可以用少于FIR的阶数实现所需的性
能。所以IIR也是一种重要的滤波器

IIR滤波器输出：

传递函数

对误差梯度矢量的估计，可通过对滤波器输出求导来计算
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如前节采用的方法,因为

令

这样梯度矢量估计可以分别将

输入到 ，将输出适当延迟(l)得

输入到 ，将输出适当延迟(k)得
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( 1) ( ) ( 1) ( 1)n n e n n+ = + + +A A α
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为了实现简单，忽略 和 中求和项)(nl )(nk

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( )[ ] [ ] ( 1)n n n

n n n e n+ +

+
  = + + 

A A X

B B y

)(nx )(ny


)(ny
+-)(zN

( )D z

+

−

这称为并联IIR梯度自适应滤波器。要分析这样的滤波器
不是一件容易的事，因为系统出现了 ，即最近滤波器
输出矢量。
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另一种简单的方法，考虑到收敛后误差信号一般较小，
接近 ，因此系统方程中，滤波器输出矢量用参考矢量代
替：
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此种滤波器称为串并型:
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这种情况下，只有FIR结构出现，不存在滤波器的稳定性问题。
稳定性和性能分析可以类似以前那样进行。
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例：将 用 代替：
22
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可简单比较并联和串并型的性能，考虑收敛后的递推部分（
分母）系数均值:
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1[ ( ) ( )] { ( )[ ( 1) ( ) ( 1)]}T TE n n E n y n n n−

 = + − +B y y y A X

串并型产生类似结果，改成

如果输出误差用一个功率为 白噪声近似。
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•因此，串并型中，递归部分系数被引入一个偏量，所以
残差要大一些。

•但是并型中，使用 ， 可能是奇异阵，出
现稳定性问题。

•二者自适应速度差不多，特别是对小的step size，二者初
始时刻的误差序列几乎相同，都是

注意：还有其他各种结构形式，在应用中，IIR梯度自适
应滤波器是一种有吸引力的结构。
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