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•第二章 LMS自适应滤波
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2.3 LMS算法稳定性分析
(Stability of LMS filter)

一 复习自相关阵及相关特性

二 LMS算法稳定性分析

LMS filter 的特点:

•非线性;

•反馈(feedback)
理论分
析困难

近似
分析
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2.3 LMS算法稳定性分析

一 复习自相关阵及相关特性(x(n):

平稳信号）

1 自相关阵

( ) ( )

(0), (1), ..., ( 1)

(1), (0), ..., ( 2)

... ... ... ...

( 1), ..., ... (0)

T

xx E n n

r r r N

r r r N

r N r

    

 
 


 
 
 

 

R R X X

。

 )()()( pnxnxEpr 

自相关阵特点：
1） R是对称阵，即

（实数情况）或
（复数情况）
且具有Toplitz性质

2)R是非负的

3)含噪信号的R正定，

非奇异→ R非奇异，

可逆

T R R
H R R

2
[ ] [ ] 0

T T

T T T

xx

y

E y E

  

  

H X X H

H XX H H R H
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2.3 LMS算法稳定性分析

2 特征值和特征向量

定义：一个N×N阶方阵R，它的特征矢量vi（列矢
量）定义为

称vi为R的特征值（或特征根）λi所对应的特征矢量
;

0 1i i iv v i N   R

特征值λi是特征方程的解

det[ ] 0N R I

 

2 2 2 2( , ,..., ),diag

N

    



R

R

方差

有 个相同的特征值,任意N 1的

列矢量均是其特征矢量 随机性

White noise

Complex Sinusoidal

( ) ( )j n j pe r p e    
( 1)

( 2)

( 1) ( 2)

1 ...

1 ...

.... ... ... ...

... 1

j j N

j j N

j N j N

e e

e e

e e

 

 

 



 

   

 
 
 
 
 
  

R

( 1)[1, ,..., ]j j N Te e   R q的特征矢量:

j ne 

(特征值为N)

由信号 组成的矢量相差一个共扼
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2.3 LMS算法稳定性分析

3 矩阵的对角化

对于一个实对称阵（R阵），其不同特征值对应的特
征矢量是正交的（欧氏空间内积为零）。

'T Tor Q RQ Λ R QΛ'Q

0 1 1' ( ) ( , ,..., )i Ndiag diag     Λ

0 1 1[ , , ..., ]NQ q q q。

1, 0,1,2,..., 1i i N  q

1,

0,

T

i j

i j

i j


 


q q

1T T

i j i j

j
q q q Rq

i i iRq q

T Ti
i j i j

j




q q q q

j j jRq q

T T QQ Q Q I
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2.3 LMS算法稳定性分析

4 平稳随机过程自相关阵R的特征值和特征向量的性质

1

0

det( )
N

i

i






R

1
2

0

( ) (0)
N

i x

i

Tr Nr N 




  R

3)因为矩阵R是非负的，故有λi≥0，0≤i≤N-1

4)定义矩阵范数 || A || = (λmax of ATA )1/2

矩阵的条件数 Х(A) = || A || || A-1 || 

则有 || R ||＝λmax || R-1 ||＝1/λmin

Х(R) =λmax/λmin

2)

1) λi 不等于0 是R可逆
的充要条件
0≤i≤N-1

T

i i
i T

i i

 
q Rq

q q

特征值的分散程度(大:病态)
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5) KL变换（Karhunen-Loeve展开）
当N个正交矢量被获得后，N维信号矢量可以表示成这
些基矢量的线性组合，这就是KL展开. 

归一化正交
1

0

( ) ( )
N

i i

i

n c n




X q , 0,1,..., 1i i N q

( ) ( ), 0,1,..., 1T

i ic n n i N  q X

1 1

0 0

1 1
2

, 0 0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( ) ]

[ ( ) ( ) ] [ ( )]

N N
T T

i i j j

i j

N N
T T

i j i j i i i

i j i

E n n E c n c n

E c n c n E c n

 

 

 

 

  

 

 

 

R X X q q

q q q q

1

0

( )
N

T T

i i i i

i

diag  




 R Q Q q q

ii ncE )]([
2

特征值可以看成是信号矢量
在特征矢量上投影的功率
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二 LMS算法稳定性分析（x(n)平稳的情况下）

自适应步长δ,自相关矩阵R起着决定性作用 。

δ的选择满足下面两种收敛要求：
1）均值收敛：指系数H(n)的均值收敛到维纳最优解Hopt

2) 均方收敛：指均方误差J(n)收敛到一个最小值
定义：权系数误差矢量c(n) = H(n)-Hopt
E[c(n)]（一阶矩）帮助我们分析LMS算法在均值意义下的收敛条件

E[c(n)cT(n)]（二阶矩）帮助我们分析LMS算法在均方意义下收敛条

件
由
可得
其中

( 1) ( ) ( 1) ( 1)n n e n n    H H X

0( 1) [ ( 1) ( 1)] ( ) ( 1) ( 1)T

Nn I n n n n e n        c X X c X

0 ( 1) ( 1) ( 1)T

opte n y n n    X H

2 2( ) [ ( )] ( ) ( )J E e n J n e n  H

维纳滤波误差（最优线性滤波误差）
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( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( ) ( 1)[ ( 1) ( 1) ( )]

[ ( 1) ( 1)] ( ) ( 1) ( 1)

[ ( 1) ( 1)] ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

T

T

N

T

N opt

T

opt

n n e n n

n n y n n n

n n n y n n

n n n

n n y n n





 



 

    

     

      

    

     

H H X

H X X H

I X X H X

I X X c H

X X H X

0( 1) [ ( 1) ( 1)] ( ) ( 1) ( 1)T

Nn I n n n n e n        c X X c X

C(n) = H(n)-Hopt

H (n)=C(n)+Hopt

0 ( 1) ( 1) ( 1)T

opte n y n n    X H

,...2,1,0),1()1()()1(

)1()()1()1(





nnnenn

nnnyne T

XHH

XH


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(一) 均值收敛分析
假设H(n)统计独立于X(n+1), y(n+1)，而只与n+1时刻以
前的量有关(注意:在很多实际应用中,该假设不一定成立;
但实验表明,基于此假设的分析结果基本正确) 

0[ ( 1)] [( ( 1) ( 1)) ( )] [ ( 1) ( 1)]

( [ ( 1) ( 1)]) [ ( )]

[ ] [ ( )] [ ' ] [ ( )]

T

N

T

N

T

N N

E n E n n n E n e n

E n n E n

E n E n

 



 

       

   

   

c I X X c X

I X X c

I R c I QΛ Q c

N[ ( 1)] [ '] [ ( )]T TE n E n  Q c I Λ Q c

( ) ( ) [ ( ) ]T T

optn n n  α Q c Q H H

N[ ( 1)] [ ( )] [ ( )]iE n diag E n   α I α

[ (0)] [ (0) ]T T

opt optE E   α Q H H Q H初始值，设H(0)=0, 

=0(正交原理
)

0( 1) [ ( 1) ( 1)] ( ) ( 1) ( 1)T

Nn I n n n n e n        c X X c X

C(n) = H(n)-Hopt
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



































































 )]([

...

)]([

)]([

1...00

...

0...10

0...01

)]1([

...

)]1([

)]1([

1

1

0

1

1

0

1

1

0

nE

nE

nE

nE

nE

nE

NNN 

















1,...,1,0)],([)1()]1([  NknEnE kkk 

[ ( )] (1 ) [ (0)], 0,1,..., 1n

k k kE n E k N     

均值收敛条件

kallfork ,11 

max/20  
[ ( )] [ ( )]

[ ( ) ] 0

T

T

opt

E n E n

E n



  

α Q c

Q H H

均值收敛: E[H(n)] Hopt

注意:尽管收敛条件由最大特征值决定,但均值收敛的快慢,

受最小特征值 决定.

[ ( 1)] [ ( )] [ ( )]iE n diag E n   α I α

min
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(二)均方收敛分析

( 1) [ ( 1) ] [ ( ) ( 1) ( 1) ]

( ) ( 1) ( 1)

T T

opt opt

T

n n n e n n

n e n n





        

   

α Q H H Q H X H

α Q X

e0(n+1)是和X(n+1)不相关的，进一步假设假设H(n)统计独
立于X(n+1), y(n+1)，而只与n+1时刻以前的量有关,则
将e(n+1)代入α(n+1)可以得到 :

2 2

[[ ( 1)][ ( 1)] ]

{ [ ( )][ ( )] ( ) [ ( )][ ( )]

[ ( )][ ( )] ( )} [ ( 1)] ( )

T

T T

i

T

i i

E n n

E n n diag E n n

E n n diag E e n diag

 

   

  

 

  

α α

α α α α

α α

( ) [ ( ) ]T

optn n α Q H H
0

0

( 1) ( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( 1) [ ( ) ] ( 1)

( 1) [ ( )] ( 1)

T

T T T

opt opt

T

opt

T T

e n y n n n

y n n n n n

e n n n

e n n n

    

       

    

   

H X

H X H X H X

H H X

α Q X

均方收敛：指均方误差J(n)收敛到一个最小值
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2

[ ( 1)][ ( 1)] [ ( )][ ( )] [ ( )] ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)[ ( )]

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

T T T

T T

T T

n n n n n e n n

n e n n

e n n n e n







     

  

    

α α α α α X Q

Q X α

Q X X Q

( 1) ( ) ( 1) ( 1)Tn n e n n    α α Q X

[ ( 1)] [ ( )] ( 1) ( 1)T T Tn n n e n    α α X Q

0

0

( 1) ( 1) [ ( )] ( 1)

( 1) ( 1) [ ( )]

T T

T

e n e n n n

e n n n

    

   

α Q X

X Q α

2 2

[[ ( 1)][ ( 1)] ] { [ ( )][ ( )] [ ( )][ ( )] ( )

( ) [[ ( )][ ( )] }

[ ( 1)] ( )

T T T

i

T

i

i

E n n E n n E n n diag

diag E n n

E e n diag

 

 

 

   



  

α α α α α α

α α
e0(n+1)是和X(n+1)不相关的，进一步假设假设H(n)统计独
立于X(n+1), y(n+1)，而只与n+1时刻以前的量有关
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由于
2 2

0( ) [ ( 1)] [ ( 1)] [[ ( )] [ ( 1) ( 1)] [ ( )]]T T TJ n E e n E e n E n n n n      α Q X X Q α

min

2

0 )]1([ JneE 

1
2

0

[[ ( )] ( 1) ( 1) [ ( )]]

[ {[ ( )] [ ( )]}]( 1) ( 1)

[ { [ ( )][ ( )] }]( 1) ( 1)

{ [ [[ ( )][ ( )] ]}( 1) ( 1)]

{ ( ) [[ ( )][ ( )] ]}

[ ( )]

T T T

T T T

T TT

T TT

T

i

N

i i

i

E n n n n

E Tr n nn n

E Tr n nn n

Tr E E n nn n

Tr diag E n n

E a n








 

  

  

  





α Q X X Q α

α Q Q αX X

Q Q α αX X

Q Q α αX X

α α

标量

0

0

( 1) ( 1) [ ( )] ( 1)

( 1) ( 1) [ ( )]

T T

T

e n e n n n

e n n n

    

   

α Q X

X Q α

1
2

min

0

( ) [ ( )]
N

i i

i

J n J E n 




 
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0

1

1

...

N





 

 
 
 
 
 
  

Λ

2

0

2

2 1

2

1

( )

( )
( )

...

( )N

n

n
n

n





 

 
 
      
 
  

α

2

min( ) [ ( )]TJ n J E n Λ α

2 2 2 2

min[ ( 1)] [ 2 ( ) ] [ ( )]T

N iE n diag E n J       α I ΛΛ α Λ
2( ) [ ( )]n E nβ α

2

min( 1) ( )n n J  β Bβ Λ

2

2

(1 )i

ij

i j

i j
b

i j



  

  
 



令

为简化表达式,令

则上式写成

其中B是个方阵，全部元素为正的实数的对称阵

2 2

[[ ( 1)][ ( 1)] ]

{ [ ( )][ ( )] [ ( )][ ( )] ( )

( ) [ ( )][ ( )] ]} ( ) [ ( 1)]

T

T T

i

T

i i

E n n

E n n E n n diag

diag E n n diag E e n

 

   

  



  

α α

α α α α

α α

令对角线上的元素相等

1
2

min

0

( ) [ ( )]
N

i i

i

J n J E n 




  ( ) ( ) [ ( ) ]T T

optn n n  α Q c Q H H

2[e ( 1)] ( )E n J n 
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LMS算法均方收敛特性由β(n) =E[α2(n)]决定，而LMS算
法的均方收敛的过渡特性是由β(n) =E[α2(n)]的进化来分析
。定义超量误差Jex(n) 

)()( min nJJnJ ex

则
1

2

0

( ) ( ) [ ( )]
N

T

ex i i

i

J n n E n 




 Λ β

算法收敛时，Jex(n)达到一个稳定值，除非E[α2(n)]为零
矢量，否则J(n)≠Jmin

2

min( ) [ ( )]TJ n J E n Λ α

分析：

（1）
2

min( ) [ ( )]TJ n J E n Λ α
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例：从H(n)调整过程理解

2

2 2

0 1 0 1 0 1

( ) [ ( )] 2

9
0.55 2 cos 2 cos 2 cos

8 10 40

T T

yx xxJ n E y n

h h h h h h
  

  

     

r H H R H

-2 -1 0 1 2 3 4
-4

-3

-2

-1

0

1

2

h0

h1













4

3
)0(H

曲线1

曲线2
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2)均方收敛条件

从公式

得到收敛条件是B中行元素的绝对值之和必须小于1。

2

min( 1) ( )n n J  β Bβ Λ

2

2

(1 )i

ij

i j

i j
b

i j



  

  
 



其中B是个方阵，全部元素为正的实数的对称阵

故有:
1

2 2

0

0 (1 ) 1
N

i i j

j
j i

   





   
1

2

0

0 1 2 1
N

i i j

j

   




   或

1

0

0 1 [ 2] 1
N

i j

j

  




   






1

0

2
0

N

i

j


可得

始终成立
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





1

0

2
0

N

i

j



这时我们称LMS算法在均方意义下收敛;平稳输入下有
1

2

0

( ) (0)
N

i x

i

Tr Nr N 




  R

所以均方收敛条件:
2

2
0

xN
 

（3）收敛时， ，由n

2 2

[[ ( 1)][ ( 1)] ] { [ ( )][ ( )] [ ( )][ ( )] ( )

( ) [ ( )][ ( )] }

( ) [ ( 1)]

T T T

i

T

i

i

E n n E n n E n n diag

diag E n n

diag E e n

 

 

 

   



 

α α α α α α

α α

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

i i i NE diag diag E diag J            
   
α α α α I

可得:
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  )(
2

)()(2  JE ii




min min( ) ( ) ( )T

exJ n J J n J n   Λ β







1

0

min )(
2

)(
N

i

iJJJ 


)
2

1/()
2

1/()( 2

min

1

0

min x

N

i

i NJJJ 





 




可得

2 2

min

2 2

min

( ) [ /(1 )][ ]
2 2

/(1 )
2 2

ex x x

x x

J J N N

J N N

 
 

 
 

  

  

2

0

2

2 1

2

1

( )

( )
( ) ( )

...

( )N

n

n
n E n E

n





 

 
 
      
 
  

β α

0

1

1

...

N





 

 
 
 
 
 
  

Λ

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

i i i NE diag diag E diag J            
   
α α α α I
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2.4 LMS算法性能分析
(Performance Analysis of  LMS filter)
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2.4 LMS算法性能分析

若假设初始条件为 ，则可由递推式生成(0)β

1
2

min

0

( ) (0)
n

n i

i

n J




  β B β B Λ

可见是Bn控制着收敛，或者说是受输入信号的相关阵R的
特征值λi的控制。若忽略B中与δ2有关的量，则










ji

ji
b

i

ij
0

21 

(1 2 ) , 1n n

i idiag    B

随着n的增大，λi中最小的一项λmin控制着收敛过程，可见，
若条件数Х(R) =λmax/λmin大，即λi分布范围广，则收敛慢。收
敛速度的快慢，一般用时间常数的概念来表示:

2

min( 1) ( )n n J  β Bβ Λ

2

2

(1 )i

ij

i j

i j
b

i j



  

  
 



[ ( )] (1 ) [ (0)],

0,1,..., 1

n

k k kE n E

k N

   

 
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min min( ) [ (0) ]

n

J n J e J J




  

2( ) [ ( )]J n E e n n
2

min( ) [ ( )]TJ n J E n Λ α

学习曲线

Learning curve

n0
1

( )J n
(0)J

1

min min[ (0) ]J J e J 

a

minJ

b
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2.4 LMS算法性能分析

一 时间常数
在均值收敛中

可以用指数曲线来拟合

可以求得

时间常数是指衰减到初始值的 倍时所需的时间
当δ足够小，δ<<1，δλk<<1 ,则

E[H(n)]整体收敛时间常数τa，可看成介于

k[ ( )] (1 ) [ (0)]n

k kE n E   

k[ ( )] [ (0)]k

n

kE n e E
 





)1ln(

1

k

k








kk   )1ln(
k

k



1



)1ln(

1

)1ln(

1

minmax 


 







a

1e
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对于均方收敛，若忽略2次项

要求

可得

如果R的特征值不太分散的话，λi都用 代替
，可得

(1 2 )n n

kdiag  B

(1 2 ) k

n
n

k e




 

kk

k



2

1

)21ln(

1













1

0

1 N

i

i
N



22

1

2

1

x

e


 
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二、失调 Mis-adjustment

定义

由前面讨论可得，

若 ,

min

)(

J

J
M adj












1

02
1

1
N

i

i

adjM




1
2

0

1
2 2

N

i x

i

N
 

 




 
1

0

2

1
2

1
2

N

adj i

i

x

M

N











 

 



)
2

1/()
2

1/()( 2

min

1

0

min x

N

i

i NJJJ 





 



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三、讨论

1. 归纳LMS算法

参数 N 权系数个数，FIR滤波器的阶数

δ ,自适应步距

初始条件 H(0)=0

数据 X(n), N×1，输入数据矢量（n时刻）

y(n),参考信号，期望的响应（n时刻）

计算 for n=0,1,2,…

e(n+1)=y(n+1)-HT(n)X(n+1)

H(n+1)=H(n)+δe(n+1)X(n+1)
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2. 三个基本因素影响着LMS算法的性能

1) δ

采用小的δ值，自适应较慢，时间常数较大，相应收敛后的
均方误差要小，需要较大量的数据来完成自适应过程；

当δ值较大时，自适应相对较快，代价是增加了收敛后的
平均超量误差,需要较少量的数据来完成自适应过程;

因此δ的倒数可以被看成是LMS算法的Memory长度。

2) N

由于算法均方收敛的条件是

所以均方误差J(n)的收敛特性和阶次N有关。







1

0

2
0

N

i

j


2

2
0

xN
 

或

2

1

2
e

x






21
2

adj xM N


 



MMVCLAB
2021/10/17 29

而H(n)收敛到Hopt的条件是（均值收敛条件）：

max

2
0 


 

当H(n)均值收敛到Hopt还不够。希望H(n)的起伏即H(n)-

Hopt的方差要小，即Jex（n)要收敛，且要小。

2( ) [ ( )]n E nβ α

2

0

2

2 1

2

1

( )

( )
( )

...

( )N

n

n
n

n





 

 
 
      
 
  

α

( ) ( ) [ ( ) ]T T

optn n n  α Q c Q H H

min min( ) ( ) ( )T

exJ n J J n J n   Λ β







1

0

2
0

N

i

j



max

2
0 


 由于

所以考虑到实际应用中不但要求均值收敛而且一般会要求
均方收敛，所以关于叠代步长的选取一般按均方收敛要求
去取：

1 2

0

2 2
0

N

x
j

i

N









  


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3) λi

当输入的相关阵R的特征值比较分散时，LMS算法的超量
均方误差主要由最大特征值决定。而权系数矢量均值收敛
到Hopt所需的时间受最小特征值限制。在特征值很分散（
输入相关阵是病态的）时，LMS算法的收敛较慢。

3. 独立理论

上面的结论都是基于一个有关量的独立性假设，且是平稳的。

有关的独立假设等价于假定输入矢量序列是统计独立的，导致
H(n)和y(n+1)、X(n+1)是独立的，事实上这一假设是有问题的
，它忽略了在算法收敛过程中，从一次迭代到下一次迭代时，
梯度方向之间是统计相关的。但是，由独立假设预测的结果和
实验及计算机模拟结果多数符合得相当好。

1 1

min min min

0 0

( ) /(1 ) )
2 2

N N

i i

i i

J J J J
 

 
 

 

     
kk

k



2

1

)21ln(

1






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四、Computer experiment on adaptive equalization

2.4 LMS算法性能分析

( )y n
( )x n

( )s n

( )v n

1 2
1 cos ( 2) , 1,2,3

( ) 2

0,                                 

ch

n n
h n W

otherwise

   
         




( ) 1; 1s n   2s零均值,

0.001 2v零均值,

N=11

D=2+5

Bernoulli sequence
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2.4 LMS算法性能分析

N=11
( )opth n

( )chh n
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Correlation Matrix of the Equalizer Input
3

1

( ) ( ) ( ) ( )ch

k

x n h k s n k v n


  

(0) (1) (2) 0 ... 0

(1) (0) (1) (2) ... 0

(2) (1) (0) (1) ... 0

0 (2) (1) (0) ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... (0)
N N

r r r

r r r r

r r r r

r r r

r


 
 
 
 

  
 
 
 
  

R

2 2 2 2(0) (1) (2) (3) ,

(1) (1) (2) (2) (3),

(2) (1) (3)

ch ch ch v

ch ch ch ch

ch ch

r h h h

r h h h h

r h h

   

 





MMVCLAB
2021/10/17 34

W 2.9 3.1 3.3 3.5

r(0) 1.0963 1.1568 1.2264 1.3022

r(1) 0.4388 0.5596 0.6729 0.7774

r(2) 0.0481 0.0783 0.1132 0.1511

0.3339 0.2136 0.1256 0.0656

2.0295 2.3761 2.7263 3.0707

6.0782 11.1238 21.7132 46.8216

min

max

max min( )  R

Summary of parameters for the experiment on 

adaptive equalization
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Experiment 1: Effect of Eigenvalue Spread
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2.4 LMS算法性能分析

Learning curves of the LMS algorithm for an adaptive 

equalizer with number of taps N=11,step-size                 ,and 

varying eigenvalue spread 
0.075 

( ) R

( )J n
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2.4 LMS算法性能分析

Ensemble-average impulse response of the 

adaptive equalizer (after 1000 iterations) for each 

of four different eigenvalue spreads
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Experiment 2: Effect of Step-size Parameter
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2.4 LMS算法性能分析

Learning curves of the LMS algorithm for an adaptive 

equalizer with number of taps N=11,fixed eigenvalue 

spread ,and varying step-size 

0.025 

0.075 

0.0075 

( )J n


