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HW1
▶ 已知曲线过四个点（红色标记），确定中间两点 a,b 之间灰色区域面积。

过 (x1, y1) , (x2, y2) , . . . , (xN, yN)N 　 N 点多项式插值：

y =

N∑
i

li(x)yi, li(x) =
(x − x1) (x − x2) · · · (x − xi−1) (x − xi+1) · · · (x − xN)

(xi − x1) (xi − x2) · · · (xi − xi−1) (xi − xi+1) · · · (xi − xN)
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HW2
▶ 求解方程 AX2 + BX + C = 0 其中 A,B,C,X 均为矩阵。取 A,B,C 为任意
的 3× 3 矩阵，找到满足方程的解的 X。
迭代方程：Xn+1 = −B−1(C + AX2

n)

▶ Matlab 程序：

此参数无解
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1-范数：∥x∥1 =
∑N

i=1 |xi|

2-范数：∥x∥2 =
√∑N

i=1 x2i
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▶ 质量分别为 m 和 M 的两球通过劲度系数为 k 的弹簧连接，弹簧自然状态
长为 d0，初始时刻系统位置、弹簧长度任意选取，若沿 x 轴水平抛出，求
解之后系统的运动情况，如下图示意。

▶ 系统拉格朗日量

L =
1

2
m

(
ẋ12

+ ż12
)
+

1

2
M

(
ẋ22

+ ż22
)
−mgz1−Mgz2−

1

2
k
(√

(x1 − x2)2 + (z1 − z2)2 − d0
)2

d
dt

(
∂L
∂q̇

) −
∂L
∂q

= 0
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▶ RK45 算法精度分析
常微分方程:

{
y′(x) = f(x, y)
y (x0) = y0 a ⩽ x ⩽ b

Taylor 展开至四阶
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▶ Runge-Kutta45 形式
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▶ 与 Taylor 展开系数对比
yn+1 = yn +

h
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = f (xn, yn)
k2 = f

(
xn +

1
2
h, yn +

1
2
hk1

)
k3 = f

(
xn +

1
2
h, yn +

1
2
hk2

)
k4 = f (xn + h, yn + hk3)

▶ RK45 的精度为 O(h4), 误差为 O(h5)



HW5
▶ Baker’s map, 产生随机序列，画出点图。

S(x, y) =
{

(2x, y/2), 0 ≤ x < 1/2
(2− 2x, 1− y/2), 1/2 ≤ x < 1
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HW6
▶ Lorenz Attractor 自选参数，画出系统运动轨迹。

x′ = −σ(x − y)
y′ = x(ρ− z)− y

z′ = xy − βz
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▶ 计算 GOE(β = 1),GUE(β = 2),GSE(β = 4)
(1). 能级间距比分布 P(r)，(2). 半圆率，(3). 换不同随机数计算，如均匀、
正态分布等。矩阵大小可以选择 100*100, 平均 1000 次。

▶ 能级间距：Sn = En+1 − En，能级间距比：

rn =
min (Sn,Sn+1)

max (Sn,Sn+1)

P(r) 函数：

P(r) = 1

Zβ

(
r + r2

)β
(1 + r + r2)1+3β/2

▶ 半圆率
N → ∞ ⇒ Semicircle Rule: p(x) = 1

2π

√
4− x2
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▶ 能级间距比分布 P(r)
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▶ 半圆率
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▶ GSE: [
a b
c d

]
= 1

2
(a + d)I − i

2
(a − d)e1 − 1

2
(b − c)e2 + i

2
(b + c)e3

I =
[

1 0
0 1

]
, e1 =

[
i 0
0 −i

]
, e2 =

[
0 −1
1 0

]
, e3 =

[
0 −i
−i 0

]
能级两两简并，所以在计算时要注意，只需取能级的一半：
E = E(1:2:end) or E = E(2:2:end)
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▶ 计算四个粒子 ⟨x1x2x3x4 |∂x1| x1x2x3x4⟩
▶ |x1x2x3x4⟩ = a†

1a†
2a†

3a†
4|0⟩

⟨x1x2x3x4 |∂x1| x1x2x4x4⟩ =
⟨
0
∣∣∣a1a2a3a4∂x1a†

1a†
2a†

3a†
4

∣∣∣ 0⟩
=

⟨
0
∣∣∣a1a2a3∂x1a†

1a†
2a†

3a4a†
4

∣∣∣ 0⟩
=

⟨
0
∣∣∣a1a2a3∂x1a†

1a†
2a†

3

(
1 + a†

4a4

)∣∣∣ 0⟩
=

⟨
0
∣∣∣a1a2a3∂x1a†

1a†
2a†

3

∣∣∣ 0⟩
=

⟨
0
∣∣∣a1∂x1a†

1

∣∣∣ 0⟩
= ⟨x1 |∂x1| x1⟩
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▶ 相互作用项
∫

dxdyΨ†(x)Ψ†(y)gδ(x − y)Ψ(y)Ψ(x) =
g
∑

n1n2n3n4 C†
n1C†

n2Cn3Cn4
∫

W∗
n1W∗

n2Wn3Wn4dx, 若 Cn 为费米子，做最低

阶近似。 ∑
n1n2n3n4

C†
n1C†

n2Cn3Cn4

∫
W∗

n1W∗
n2Wn3Wn4dx

=
∑

i
C†

i C†
i+1CiCi+1

∫
W∗

i W∗
i+1WiWi+1dx

⇒ Unini+1

ni = C†
i Ci
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▶ Mathematica 里 Mathieu 函数．(1) 画能带 (变化 q 的大小)，(2) 画出
Bloch 波函数，(3) 计算 Wannier 函数 (Mathematica 编程计算)

▶ (1).
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From 曾俊杰
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▶ (2)
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▶ (3)

ψnk(r) = N−1/2
∑

l
eik·Rwn(r − R)

wn(r − R) = N−1/2
∑
k∈BZ

e−ik·Rψnk(r)
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▶ (1)
H = Σi

[
−t1

(
c†i ci+1 + hc.

)
− t2

(
c†i ci+2 + hc.

)
− µc†i ci

]
FT :cn = 1√

N
∑

k ckeikn

⇒ Hk = −
∑

k[2t1 cos k + 2t2 cos 2k + µ]c†kck
有效质量

1

m∗ =
∂2Ek
∂k2

k → 0, If t1 + 4t2 > 0, then m∗ > 0; If t1 + 4t2 < 0, then m∗ < 0
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▶ (2)
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▶ (2)
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▶ (2)
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▶ (3) Graphene model

a1 =
a
2
(3,

√
3), a2 =

a
2
(3,−

√
3)

δ1 =
a
2
(1,

√
3) δ2 =

a
2
(1,−

√
3) δ3 = −a(1, 0)

Tight-binding Hamiltonian

H = −t
∑∑

⟨i,j⟩

(
a†

i bj + h.c.
)

− t′
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

(
a†

i aj + b†
i bj + h.c.

)
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▶ (3) FT
a⃗n =

1√
N

∑
a⃗kei⃗k·⃗n

b⃗n =
1√
N

∑
b⃗kei⃗k·⃗n

▶ 对角化
E±(k) = ±t

√
3 + f(k)− t′f(k)

f(k) = 2 cos
(√

3kya
)
+ 4 cos

(√
3

2
kya

)
cos

(
3

2
kxa

)
▶ Dirac points:

K =

(
2π

3a ,
2π

3
√
3a

)
, K′ =

(
2π

3a ,−
2π

3
√
3a

)
Ref: Neto, AH Castro, et al. ”The electronic properties of graphene.” Reviews
of modern physics 81.1 (2009): 109.
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▶
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▶ (4) 利用变换:

∑
n

(
λc†n↑cn+1↓ + λc†n↓cn+1↑ + h.c.

)
If λ = 1 ⇒

∑
k

(
2 cos kc†k↑ck↓ + h.c.

)
If λ = i ⇒

∑
k

(
−2 sin kc†k↑ck↓ + h.c.

)
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▶ (4)
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▶ (5)
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▶ 利用差分方法求解下列哈密顿量

H = − ℏ2

2m
d2

dx2 +
1

2
mω2x2

H = − ℏ2

2m
d2

dx2 +
1

2
mω2x2 + αx4

差分：

− ℏ2

2m
d2

dx2 = − ℏ2

2m
1

(δx)2


−2 1 0

. . .

1
. . . . . . 0

0
. . . . . . 1

. . . 0 1 −2
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▶

1

2
mω2x2 =

1

2
mω2


x21 · · ·

. . .
...

. . .
...

. . . · · · x2N



αx4 = α


x41 . . .

. . .
...

. . .
...

. . . · · · x4N


例如：x ∈ [−1, 1], δx = 0.002, N = 1001
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▶ 三体系统在平衡位置附近的震动问题：

▶ (2) {
q̇i =

∂H
∂Pi

ṗi = − ∂H
∂qi

⇒ X =

(
q
p

)
⇒ Ẋ = DX ⇒

解为：
⇒ X ∼

∑
i

Xieiωit ⇒ iωX = DX

▶ (2)  pi = −i
(
ai − a+

i
)√ω

2

xi =
(
ai + a+

i
)
/
√
2ω
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▶ 多体系统求解：(1). 3 个格点，2 个粒子的 Bose-Hubbard model 计算能谱

H = −t
∑

ij
(b†

i bj + h.c.) + U
2

∑
i

ni(ni − 1)

(2). 4 个格点，2 个粒子的 Fermi-Hubbard model 计算能谱

H = −t
∑

ij
(c†i cj + h.c.) + U

∑
i

nini+1
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▶ 根据以前步骤 (1) 计算 [− ℏ2
2m

∂2

∂x2 + A cos(x)]ψ(x) = λψ(x) 本征值，(2).
检查 Nc 多少时结果收敛，(3). 画出能带和 Mathieus 和 Mathieuc 比较。
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▶ MATLAB 程序
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▶ MATLAB 程序

[
d2

dx2 + (a − 2q cos(2x))]y = 0

[− ℏ2

2m
∂2

∂x2 + A cos(x)− λ]ψ(x) = 0
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▶ 找几个任意 2 维图形（矩形，圆，椭圆，操场，心形等），计算本征值以及
波函数的空间分布。参考之前 PPT

▶ MATLAB 程序
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