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The nonlinear equations

iċn =
n2k2

c
2m cn +

U0|α|2

4
(2cn + cn−2 + cn+2) +

η(α+ α∗)

2
(cn−1 + cn+1)

iα̇(t) = −(δc + iκ)α(t) + U0

4

∑
n

(2c∗ncn + c∗n−2cn)α(t) +
η

2

∑
n

c∗n−1cn

▶ n 取截断 [−nc, nc]，共有 2nc + 1 个模式 + 一个腔场
▶ 考虑实部和虚部，共有 2(2nc + 2) 个方程
▶ 但是，实部和虚部是没有具体物理意义的

cj =
√njeiθj

▶ 方程有一个守恒量
∑

j nj = 1

▶ 整体相位也可以去掉一个自由度
▶ 独立的方程个数:4nc + 2
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The problem

ṅj
2
√nj

=
U0

4
na [

√nj−2 sin(θj−2 − θj) +
√nj+2 sin(θj+2 − θj)]

+η cos θa
√na [

√nj−1 sin(θj−1 − θj) +
√nj+1 sin(θj+1 − θj)]

−√njθ̇j =
U0

4
na [2

√nj +
√nj−2 cos(θj−2 − θj) +

√nj+2 cos(θj+2 − θj)]

+η cos θa
√na [

√nj−1 cos(θj−1 − θj) +
√nj+1 cos(θj+1 − θj)]

我们的问题是：求这个系统的不动点
▶ 可以验证 ∂t(

∑
j nj) = 0 ∑

j
nj − 1 = 0

▶ θj 和 nj 都是实数
▶ 如果求上面系统的不动点，用一般的方法 (比如 Broyden)，给定一个初值，
它极有可能在某一步演化到 nj < 0
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Nonlinear equations

cj = xj + iyj

nj = x2j + y2j , θj = arctan yj
xj

ṅj = 2xjẋj + 2yjẏj, θ̇j =
xjẏj − ẋjyj
x2j + y2j
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高斯牛顿法

求 f(x) 的最小值问题，牛顿法化为

f′(x) = 0 → xn+1 = xn −
f′(xn)

f′′(xn)

一般认为牛顿法可以利用到曲线本身的
信息，比梯度下降法更容易收敛（迭代
更少次数）

红色是牛顿法，绿色是梯度下降法

对于高维问题

Xn+1 = Xn − Hf(Xn)
−1∇f(xn)

海赛矩阵 Hf =


∂2f
∂x21

∂2f
∂x1∂x2 . . . ∂2f

∂x1∂xn
∂2f

∂x2∂x1
∂2f
∂x22

. . . ∂2f
∂x2∂xn

...
...

...
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2 . . . ∂2f

∂x2n
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高斯牛顿法

目标函数 s(x) =
n∑

i=1

f2i (x)

▶ 梯度

gj =

n∑
i=1

fi
∂fi
∂xj

= 2

n∑
i=1

fiJij → g = 2JT
f f

▶ 海赛矩阵

Hjk = 2
n∑

i=1

(
∂fi
∂xj

∂fi
∂xk

+ fi
∂2fi

∂xj∂xk

)
≈ 2

∑
i

JijJik → H ≈ 2JT
f Jf

得到高斯牛顿法的迭代公式

xs+1 = xs +∆, ∆ = −
(

JT
f Jf

)−1

JT
f f
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莱文贝格－马夸特方法（Levenberg–Marquardt algorithm）

xs+1 = xs +∆, ∆ = −
(

JT
f Jf + λI

)−1

JT
f f

相对于高斯牛顿法
▶ 通过 λ 控制步长
▶ 海赛矩阵没有逆时，高斯牛顿法无法进行
▶ 初值离极小值较远时
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总结

▶ 高维非线性方程的求解
▶ 要满足一定的限制条件
▶ 求根和极小值
▶ 高斯牛顿法，莱文贝格-马夸特方法
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