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序 言

本书初稿完成于 1983年．当时中国科学技术大学数学系领导冯克
勤教授委托编著者编写一本供数学系用的线性代数讲义．接受这项任

务后，我们专程到北京，拜访了中国科学院系统科学研究所万哲先研究

员、中国科学院数学研究所许以超研究员、北京大学数学系聂灵沼教授

和中国科学院研究生院曾肯成教授，请教他们对数学系线性代数教学

的设想．他们都热情地给予指导，从而为编写讲义提供了坚实的基础．

1984年春天，讲义便开始在数学系 83级使用，并作为数学系线性代数
教材一直使用到现在．1985年，讲义曾获得中国科学技术大学首次颁
发的优秀教材一等奖．此后，在使用过程中对讲义又作了进一步的修改．

出版前编著者又作了全面的加工和充实．

线性代数研究的是线性空间以及线性空间的线性变换．在线性空

间取定一组基下，线性变换便和矩阵建立了一一对应关系．这样，线性

变换就和矩阵紧密联系起来．于是，研究线性空间以及线性空间关于线

性变换的分解即构成了线性代数的几何理论，而研究矩阵在各种关系下

的分类问题则是线性代数的代数理论．本书编写的一个着眼点是，着力

于建立线性代数的这两大理论之间的联系，并从这种联系去阐述线性代

数的理论．

当然，线性代数内容非常丰富，本书尽可能地按照 1980年教育部
颁发的综合性大学理科数学专业高等代数教学大纲进行选择，并在体系

安排与叙述方式上尽量吸收中国科学技术大学数学系长期从事线性代

数教学的老师与同事们，特别是曾肯成教授、许以超研究员的教学经验．

在处理行列式理论时，采用了曾肯成教授 1965年首先在中国科学技术
大学数学系使用的将 n阶行列式视为数域 F上的 n维向量空间的规范
反对称 n重线性函数的讲法；在处理线性方程组理论时，利用了矩阵在
相抵下的标准形理论；在处理 Jordan标准形时，先考虑了线性空间关
于线性变换的分解，然后再用纯矩阵方法处理了 Jordan标准形．同时
也着重于阐述已故著名数学家华罗庚教授的独具特色的矩阵方法．



⋅ II ⋅ 序 言 ¹

为了便于读者掌握解题技巧，提高分析问题、解决问题的能力，本书

几乎每一章都专门用一节讲述各种典型例题．这部分内容是为习题课

安排的．每一节后面都附有大量习题，教师与读者可以根据具体情况选

择使用．这些习题除了在众多的线性代数、矩阵论教材以及习题集中选

取之外，有一些是取自我国历届研究生试题，还有一些是自己编撰的．在

教学过程中，有些同学对线性代数的某些课题产生了兴趣，进行了一些

研究．有些结果即成为本书的习题．这里应该提到的有中国科学技术大

学数学系 81级同学陈贵忠、黄瑜、窦昌柱，82级同学陈秀雄等．

冯克勤教授对本书的编写自始至终都给予了热情的关心与帮助．

在编写过程中，得到万哲先、许以超、聂灵沼、曾肯成等研究员和教授的

热心指导，编者谨致衷心感谢．中国科学技术大学数学系陆洪文教授，

杜锡录、李尚志副教授曾经使用本书的前身——《线性代数讲义》——

作为教材，他们对讲义的修改提出许多有益的意见．中国科学技术大学

数学系讲师屈善坤、徐俊明协助编者仔细地审核了原稿，安徽大学数学

系夏恩虎同志、中国科学技术大学 86级硕士研究生黄道德审核了习题，
在此一并致谢．

由于编著者水平所限，错误与缺点在所难免．热忱欢迎同行们和广

大读者批评指正．

李炯生 查建国
一九八八年元月于合肥
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第一章

多 项 式

b 本章将介绍数域上的多项式理论．读者如

果有机会学习抽象代数中的环论的话，将

会对本章的内容有更深刻的理解．

b §1.1从代数的观点定义了数环与数域，即具
有加法与乘法两种运算且满足一定的运算

规则的数的集合．

b §1.2给出了一元多项式环的定义，以及多项
式的加法与乘法的基本性质．读者将会看

到，多项式有许多性质与整数相类似．

b §1.3讨论了多项式的整除性以及一组多项
式的最大公因式，这里的关键是两个多项

式的辗转相除法．

b §1.4给出了本章的第一个主要定理——唯
一析因定理，即每一个多项式都可以唯一

地写成不可约多项式的乘积．读者把它同

整数中的算术基本定理进行比较，就可知

道这一定理的重要意义．

b 根据唯一析因定理，不可约多项式的地位

相当于整数中素数的地位．因此，自然需要

一些方法来判定多项式的不可约性．§1.5
说明了复系数不可约多项式只能是一次多

项式，而实系数不可约多项式只能是一次

或二次多项式．

b §1.6给出了最有应用价值的判断整系数多
项式不可约性的 Eisenstein准则．

b §1.7把一元多项式推广为多元多项式．
b §1.8含本章的第二个主要定理——对称多
项式基本定理，即每一个对称多项式都是

基本对称多项式的多项式．

§1.1 整数环与数域

迄今为止，我们已经接触到的数系有自然数系，整数系，有理数系，实数系与复

数系．在这些数系中，都可以进行加法运算与乘法运算．譬如，自然数系中的加法

运算是指一个对应关系，即对于任意一对自然数m与 n，按照加法，可以确定唯一
一个自然数与它们对应，这个自然数就是m与 n的和m + n；而自然数系中的乘法
运算也是一个对应关系，即对于任意一对自然数m与 n，按照乘法，可以确定唯一
一个自然数与它们对应，这个自然数就是m与 n的积mn．
抽象地说，所谓集合 S中的代数运算是指一个对应关系，即对于集合 S中任意

一对元素 a与 b，按照这一对应关系，可以确定集合 S中的唯一一个元素 c与它们
对应．例如，复数的加，减，乘，除四则运算都是复数系中的代数运算．

一个集合引进了代数运算，这些代数运算往往具有某些性质．例如，整数系的

加法运算与乘法运算具有以下的性质：

(A1) 加法结合律
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(a + b) + c = a + (b + c)�

(A2) 加法交换律
a + b = b + a�

(A3) 有整数 ，它具有性质：

a +  =  + a = a�

(A4) 对每个整数 a，总有负数 −a，使得

a + (−a) = (−a) + a = �

(M1) 乘法结合律
(ab)c = a(bc)�

(M2) 乘法交换律
ab = ba�

(M3) 有整数 ，它具有性质，

a = a = a�

(D) 加乘分配律
a(b + c) = ab + ac�

其中 a� b和 c是任意整数．
集合 S的每一种代数运算所适合的一些最基本的性质，以及不同代数运算之

间最基本的联系便构成了界定这些代数运算的公理．例如，上面提到的整数的加

法与乘法就适合结合律，交换律以及加乘分配律等．

把整数系连同加法与乘法运算的特性抽象化，便引出以下的定义．

定义 1.1.1 在集合 R中规定两种代数运算，一种称为加法运算，即对于集合
R中任意一对元素 a与 b，按照加法运算，集合 R中有唯一一个元素 a + b与它们对
应，元素 a + b称为 a与 b的和．另一种称为乘法运算，即对于集合 R中任意一对元
素 a与 b，按照乘法运算，集合 R中有唯一一个元素 ab与它们对应，元素 ab称为 a
与 b的积．
并且，加法运算与乘法运算适合下列公理：对于 R中任意元素 a� b与 c，有
(A1)加法结合律

(a + b) + c = a + (b + c)�

(A2)加法交换律
a + b = b + a�

(A3)存在零元素 R中存在一个元素，它称为 R的零元素，记作 ，使得

a +  =  + a = a�

(A4)存在负元素 对于 R中每个元素 a，存在元素 b，使得

a + b = b + a = �

元素 b称为元素 a的负元素，记为 −a；
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(M1)乘法结合律
a(bc) = (ab)c�

(M2)乘法交换律
ab = ba�

(M3)存在单位元素 R中存在一个元素，它称为单位元素，记为 ，使得

a = a = a�

(D)加乘分配律
a(b + c) = ab + ac�

则集合 R称为交换环．

容易验证，整数系是一个交换环，它称为整数环，记为Z．另外，有理数系，实数
系与复数系也都是交换环，它们都是复数系的子集合．

凡复数系的子集合，如果对复数的加法与乘法成为交换环，则称为数环．

应当指出，有理数系，实数系和复数系的乘法运算所具有的性质有些是和整数

环的乘法性质不同的．例如，在整数环中，对于非零整数 a ≠ ±，不存在整数 b，使得
ab = ba = ；但在实数环中，对于非零实数 a，一定存在实数 b，使得 ab = ba = ．为
区别起见，引进以下的定义．

定义 1.1.2 设 F是至少有两个元素的交换环．如果对于 F中每个非零元素
a，存在元素 b ∈ F，使得 ab = ba = ，则 b称为 a的逆元素，记作 a−．这时交换环 F
称为域．

例如，有理数系，实数系与复数系都是域，它们依次称为有理数域，实数域与复

数域，并依次记为Q，R和C．
如果复数域C的子集合 F对复数的加法与乘法成为一个域，则 F称为数域．
可以验证，复数域的子集合

Q[
√
 ] = {a + b

√
 ∣ a� b ∈ Q}

对复数的加法与乘法成为一个域，所以，Q[
√
 ]是一个数域．

习 题 1.1

1. 记Q[
√
 ] = {a + b

√
 ∣ a� b ∈ Q}．验证Q[

√
 ]是数域．

2. 记Z[
√
 ] = {a + b

√
 ∣ a� b ∈ Z}．验证 Z[

√
 ]是数环．Z[

√
 ]是数域吗？

3. 设 F是数域，a� b和 c是 F中的任意三个元素，证明下列性质成立．
(1) 如果 a + b = a + c，则 b = c； (2) 定义 a − b = a + (−b)，则 a + (b − a) = b�
(3) a = a = ； (4) (−)a = −a；
(5) 如果 ab = ，则 a = ，或 b = ．
4. 设 F是所有有序实数对 (a� b)的集合，其中 a� b ∈ R．
(1) 如果集合 F的加法与乘法分别定义为

(a� b) + (c� d) = (a + c� b + d)� (a� b)(c� d) = (ac� bd)�

那么 F是否成为域？
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(2) 如果 F的加法与乘法分别定义为

(a� b) + (c� d) = (a + c� b + d)� (a� b)(c� d) = (ac − bd� ad + bc)�

那么 F是否成为域？
(3) 如果 F表示所有有序复数对的集合；加法与乘法仍如 (1)与 (2)那样规定，结论又怎样？
5. 证明，在交换环的定义中，如果除加法交换律外，其它公理都假定成立，则可以推出加法

交换律也成立．换句话说，在交换环的定义中，加法交换律这一公理可以去掉．

§1.2 一元多项式环

在中学里，我们遇到过一次方程与二次方程，它们可以从两方面推广．一方面

从次数推广，即推广为 次，次以至 n次的方程；另一方面从系数所属的范围推
广．由 §1.1可以看到，系数所属的实数域可以推广为其它的数域．这就引出以下
的定义．

定义 1.2.1 设 F是数域，x是未定元，a� a� . . . � an ∈ F，an ≠ ，n是非负整数．
则

f (x) = anxn + an−xn− +⋯ + ax + a

称为数域 F上的一元多项式，数域 F上的一元多项式 f (x)的全体所成的集合记为
F[x]．其中 a ix i称为多项式 f (x)的 i次项，数 a i称为 f (x)的 i次项系数．
特别地，a称为 f (x)的常数项，anxn称为 f (x)的首项（或最高次项），an称为

f (x)的首项系数．如果 an = ，则 f (x)称为首一多项式．
非负整数 n称为 f (x)的次数，记为 deg f (x)．
如果多项式 f (x)的系数全为零，则 f (x)称为零多项式，这时仍记为 ．约定

零多项式的次数为 −∞．注意，零次多项式不是零多项式．有时也称零次多项式为
纯量多项式．

如果上述定义中，把数域 F改成数环，则 f (x)称为数环 F上的一元多项式，其
它的规定是相同的．

设
f (x) = anxn + an−xn− +⋯ + ax + a� an ≠ �
g(x) = bmxm + bm−xn− +⋯ + bx + b� bm ≠ 

是数域 F上的两个多项式．如果 f (x)与 g(x)适合 a i = b i，i = � � � . . .，则 f (x)与
g(x)称为相等，记为 f (x) = g(x)．
多项式 f (x)与 g(x)的和 f (x) + g(x)定义为多项式

(a + b) + (a + b)x + (a + b)x +⋯�

即多项式 f (x)+ g(x)的 i次项系数为 a i+b i，i = � � . . .．其中当 n ⩾m时，约定 g(x)
的系数 bm+� bm+� . . . � bn都为零，而当 n <m时，约定 f (x)的系数 an+� an+� . . . � am
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都为零．于是便定义了多项式的加法．容易看出，

deg( f (x) + g(x)) ⩽ max{deg f (x)� deg g(x)}．

容易验证，多项式的加法满足以下公理．设多项式 f (x)� g(x)� h(x) ∈ F[x]，则
(A1)加法结合律

( f (x) + g(x)) + h(x) = f (x) + (g(x) + h(x))�

(A2)加法交换律

f (x) + g(x) = g(x) + f (x)�

(A3)存在零元素 即存在零多项式  ∈ F[x]，使得

f (x) +  =  + f (x) = f (x)�

(A4)存在负元素 对每个多项式

f (x) = anxn + an−xn− +⋯ + ax + a�

都存在多项式
− f (x) = −anxn − an−xn− −⋯ − ax − a�

它称为多项式 f (x)的负多项式，使得

f (x) + (− f (x)) = (− f (x)) + f (x) = ．

对于 F[x]中两个多项式 f (x)和 g(x)，其乘积 f (x)g(x)定义为

f (x)g(x) = cn+mxn+m + cn+m−xn+m− +⋯ + cx + c�

其中 cn+m = anbm�
cn+m− = anbm− + an−bm�

⋯⋯
c i = ∑

j+k=i
a jbk�

⋯⋯
c = ab．

于是规定了多项式的乘法．因为 an ≠ ，bm ≠ ，故 anbm ≠ ．所以，

deg( f (x)g(x)) = deg f (x) + deg g(x)．

容易验证，多项式的乘法适合以下的公理．设 f (x)� g(x)� h(x) ∈ F[x]，则
(M1)乘法结合律

f (x)(g(x)h(x)) = ( f (x)g(x))h(x)�

(M2)乘法交换律
f (x)g(x) = g(x) f (x)�

(M3)存在单位元素 即存在纯量多项式 e(x) = ，使得
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f (x)e(x) = e(x) f (x) = f (x)�

(D)加乘分配律

f (x)(g(x) + h(x)) = f (x)g(x) + f (x)h(x)．

于是根据定义，F[x]是交换环，它称为数域 F上的一元多项式环．

习 题 1.2

1. 设 f (x)� g(x) ∈ F[x]．证明，当且仅当 f (x) = ，或 g(x) = 时，f (x)g(x) = ．
2. 设 f (x)� g(x)� h(x) ∈ F[x]，且 f (x) ≠ ．证明，若 f (x)g(x) = f (x)h(x)，则 g(x) = h(x)．
3. 设非零的实系数多项式 f (x)（即系数都是实数的多项式）满足 f ( f (x)) = f k(x)，其中 k

是给定的正整数．求多项式 f (x)．
4. 设非零的实系数多项式 f (x)满足 f (x) = f (x)．求多项式 f (x)．
5. 设实系数多项式 f (x) = ax + bx + c，a ≠ ．证明，对任意给定的正整数 n，不存在 n次实

系数多项式 g(x)，使得 f (g(x)) = g( f (x))． (本题似有误)
6. 设实系数多项式 P(x) = a + ax +⋯ + anxn满足

 ⩽ a = an ⩽ a = an− ⩽ ⋯ ⩽ a[ n ] = a[ n+ ]�

所有这样的多项式 P(x)的集合记作 A(n)．证明，如果 P(x) ∈ A(n)，Q(x) ∈ A(m)，则乘积

P(x)Q(x) ∈ A(n +m)．

§1.3 整除性与最大公因式

数域 F上的一元多项式环 F[x]是我们遇到的第一个不是由数构成的交换环．
它的性质是否与数环，特别是与整数环 Z相同？譬如，在整数环Z中，对于任意整
数 a� b ∈ Z，b ≠ ，总存在唯一一对整数 q和 r， ⩽ r < ∣b∣，使得 a = qb + r．整数环 Z
的这一性质，多项式环 F[x]是否也具有？对此，有

定理 1.3.1（带余除法）设多项式 f (x)� g(x) ∈ F[x]，g(x) ≠ ．则存在唯一一对
多项式 q(x)� r(x) ∈ F[x]，deg r(x) < deg g(x)，使得

f (x) = q(x)g(x) + r(x)． (1.3.1)

证明 存在性 设

f (x) = anxn + an−xn− +⋯ + ax + a� an ≠ �
g(x) = bmxm + bm−xm− +⋯ + bx + b� bm ≠ ．

显然，当 n < m时，取 q(x) = ，r(x) = f (x)，则式 (1.3.1)成立．当 n ⩾ m时，记

f (x) − an
bm

xn−m g(x) = f(x)�

显然，deg f(x) < deg f (x)．
于是对 deg f (x) = n用归纳法，则存在多项式 q(x)� r(x) ∈ F[x]，deg r(x) <
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deg g(x)，使得

f (x) − an
bm

xn−m g(x) = f(x) = q(x)g(x) + r(x)．

因此，
f (x) = ( an

bm
xn−m + q(x))g(x) + r(x)．

这表明，如果记 q(x) = anb−m xn−m + q(x)，则式 (1.3.1)成立．
唯一性 设 q(x)� r(x) ∈ F[x]，deg r(x) < deg g(x)，使得式 (1.3.1)成立．则

(q(x) − q(x))g(x) = r(x) − r(x)．

因此，如果 q(x) ≠ q(x)，则由上式，

deg g(x) < deg(q(x) − q(x)) + deg g(x) = deg(r(x) − r(x))．

但因 deg r(x) < deg g(x)，deg r(x) < deg g(x)，因此，

deg(r(x) − r(x)) < deg g(x)

不可能．所以，q(x) = q(x)，从而 r(x) = r(x)． ∎
和整数环 Z相仿，定理 1.3.1中多项式 q(x)与 r(x)分别称为多项式 f (x)除以

g(x)的商式与余式．
应当指出，定理 1.3.1关于商式 q(x)与余式 r(x)的存在性证明是构造性的．换

句话说，给定多项式 f (x)与 g(x)，g(x) ≠ ，可以按照定理 1.3.1的证明方法求出商
式 g(x)与余式 r(x)，其过程如下：
当 deg f (x) < deg g(x)时，q(x) = ，r(x) = f (x)．
当 deg f (x) ⩾ deg g(x)时，记

f (x) − an
bm

xn−m g(x) = f(x)．

如果 deg f(x) < deg g(x)，则

f (x) = an
bm

xn−m g(x) + f(x)�

此时 q(x) = anb−m xn−m，r(x) = f(x)．
如果 deg f(x) ⩾ deg g(x)，且 f(x)的首项系数为 ct ≠ ，t < deg f (x)，则记

f(x) −
ct
bm

x t−m g(x) = f(x)．

如果 deg f(x) < deg g(x)，则

f (x) = ( an
bm

xn−m + ct
bm

x t−m)g(x) + f(x)�

此时 q(x) = anb−m xn−m + ctb−m x t−m，r(x) = f(x)．
如果 deg f(x) ⩾ deg g(x)，则重复上述过程．于是得到多项式序列 f (x)� f(x)�

. . . � fk(x)� . . .，它们适合

deg f (x) > deg f(x) > deg f(x) > ⋯ > deg fk(x) > ⋯ ⩾ deg g(x)．

由于 deg f (x) − deg g(x)是有限的，因此，经有限步后，必有 ℓ，使得
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fℓ−(x) =
ds

bm
x s−m g(x) + fℓ(x)� fℓ(x) =

eh
bm

xh−m g(x) + fℓ+(x)�

其中 ds与 eh分别是多项式 fℓ−(x)与 fℓ(x)的首项系数，s > h ⩾ m，并且

deg fℓ+(x) < deg g(x)．

于是

f (x) = ( an
bm

xn−m + ct
bm

x t−m +⋯ + ds

bm
x s−m + eh

bm
xh−m)g(x) + fℓ+(x)．

因此，

q(x) = an
bm

xn−m + ct
bm

x t−m +⋯ + ds

bm
x s−m + eh

bm
xh−m�

r(x) = fℓ+(x)．

上述过程可写成表 1.3.1的形式，这种算法称为 Euclid长除法．

g(x)=bmxm+bm−xm−+⋯+bx+x
⎞ ⎠b−


m
a n
xn
−
m
+
b−


m
c t
xt
−
m
+
⋯
+
b−


m
d s
xs
−
m
+
b−


m
e h
xh
−
m

a n
xn
+

a n
−
xn
−
+
⋯
+

a n
−
m
xn
−
m
+
⋯
+
a 
x
+
a 

−)
a n
xn
+
b−


m
a n
b m
−
xn
−
+
⋯
+
b−


m
a n
b 
xn
−
m

c t
xt
+

c t
−
xt
−
+
⋯
+

c t
−
m
tt−

m
+
⋯
+
c 

−)
c t
xt
+
b−


m
c t
b m
−
xt
−
+
⋯
+
b−


m
c t
b 
xt
−
m

⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅
⋅

d s
xs
+
⋯
⋯
+

d s
−
m
xs
−
m
+
⋯
+
d 

−)
d s
xs
+
⋯
⋯
+
b−


m
d s
b 
xs
−
m

e h
xh
+
⋯
+

e h
−
m
xh
−
m
+
⋯
+
e 

−)
e h
xh
+
⋯
+
b−


m
e h
b 
xh
−
m

p q
xq
+
⋯
+
p 
x
+
p 
(q
<
m
)

f(
x)

b−


m
a n
xn
−
m
g(
x)

f (
x)

b−


m
c t
xt
−
m
g(
x) ⋮ ⋮

f ℓ−
(
x)

b−


m
d s
xs
−
m
g(
x)

f ℓ
(x
)

b−


m
e h
xh
−
m
g(
x)

r(
x)
=
f ℓ+

(
x)

表
1.
3.
1

Eu
cl
id
长
除
法

 
x
−

 

x

+

x
+
x
−
)

x
+
x


−
x
−
x
−


−
x
−

 
x
−

 
x

+
x

−
 
x
−

 
x
−
x
−


 
x
+

 
x
+

 
x
−

 

−
 
x
−

 
x
−

 

表
1.
3.
2

Eu
cl
id
长
除
法
（
例

1.
3.
1）

设多项式 f (x) = anxn + an−xn− +⋯ + ax + a ∈ F[x]，a ∈ F．记

f (a) = anan + an−an− +⋯ + aa + a．
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f (a)称为多项式 f (x)在 x = a处的值．若 f (a) = ，则 a称为多项式 f (x)的根．
定理 1.3.1的一个重要特例是：

推论 1.3.1（剩余定理）设 f (x) ∈ F[x]，a ∈ F，则存在唯一 q(x) ∈ F[x]，使得

f (x) = (x − a)q(x) + f (a)． (1.3.2)

证明 由定理 1.3.1，存在唯一一对多项式 q(x)� r(x) ∈ F[x]，使得

f (x) = (x − a)q(x) + r(x)�

其中 deg r(x) < ．将 x = a代入，得到 f (a) = r(x)． ∎

例 1.3.1 设 f (x) = x + x − x − x − ，g(x) = x + x + x − ，求 f (x)除
以 g(x)的商式 q(x)和余式 r(x)．

解 如表 1.3.2作 Euclid长除法．由此得到

q(x) = 

x − 


� r(x) = −


x − 


x − 


． ∎

定义 1.3.1 设非零多项式 g(x) ∈ F[x]．如果存在 q(x) ∈ F[x]，使得多项式

f (x) = g(x)q(x)�

则多项式 g(x)称为多项式 f (x)的一个因式，而多项式 f (x)称为多项式 g(x)的一
个倍式．这时说多项式 g(x)整除多项式 f (x)，记为 g(x) ∣ f (x)．否则就说多项式
g(x)不能整除多项式 f (x)，记作 g(x) ∤ f (x)．

关于多项式的整除性，有以下性质．

性质 1.3.1 如果 g(x) ∣ f (x)，h(x) ∣ g(x)，则 h(x) ∣ f (x)．

性质 1.3.2 如果 g(x) ∣ f(x)，g(x) ∣ f(x)，则对任意 h(x)� h(x) ∈ F[x]，

g(x) ∣ (h(x) f(x) + h(x) f(x))．

性质 1.3.3 如果 g(x) ∣ f (x)，f (x) ∣ g(x)，则存在非零的数 λ ∈ F，使得

f (x) = λg(x)．

上述性质请读者自证之．

推论 1.3.2（因式定理）设 f (x) ∈ F[x]，a ∈ F．则当且仅当 f (a) = 时，

(x − a) ∣ f (x)．

定义 1.3.2 设多项式 f(x)� f(x)� h(x) ∈ F[x]．如果 h(x)是 f(x)与 f(x)的
因式，则 h(x)称为 f(x)与 f(x)的一个公因式．设 f(x)与 f(x)不全为零．如果
首一多项式 d(x)是 f(x)与 f(x)的公因式，而且 f(x)与 f(x)的每个公因式都是
d(x)的一个因式，则 d(x)称为 f(x)与 f(x)的最大公因式，记为

d(x) = ( f(x)� f(x))．

关于两个不全为零的多项式 f(x)与 f(x)的最大公因式，有
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定理 1.3.2 任意两个不全为零的多项式 f(x)与 f(x)的最大公因式 d(x)存
在而且唯一．

证明 唯一性 设 d(x)与 d(x)都是 f(x)与 f(x)的最大公因式．由最大
公因式的定义，d(x)是 f(x)与 f(x)的一个公因式，而 d(x)是 f(x)与 f(x)的
最大公因式，因此，d(x) ∣ d(x)．
反之，同样有 d(x)∣d(x)．由性质 1.3.3，存在非零的数 λ ∈ F，使 d(x) = λd(x)．

由于 d(x)与 d(x)都是首一多项式，比较上式两边的首项系数，得到 λ = ，即
d(x) = d(x)．
存在性 不妨设 f(x) ≠ ．由定理 1.3.1，存在多项式 q(x)与 r(x)，使得

f(x) = q(x) f(x) + r(x)�

其中 deg r(x) < deg f(x)．
如果 deg r(x) = −∞为零多项式，则停止．如果 r(x)是非零多项式，则由定理

1.3.1，存在多项式 q(x)与 r(x)，使得

f(x) = q(x)r(x) + r(x)�

其中 deg r(x) < deg r(x)．
如果 r(x)是零多项式，则停止．如果 r(x)是非零多项式，则重复上述过程．

于是得一连串的等式：

f(x) = q(x) f(x) + r(x)� ()
f(x) = q(x)r(x) + r(x)� ()
r(x) = q(x)r(x) + r(x)� ()

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
rk−(x) = qk(x)rk−(x) + rk(x)� (k)

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
其中

deg f(x) > deg r(x) > deg r(x) > ⋯ > deg rk(x) > ⋯．

由于 deg f(x)是一个给定的非负整数，因此，存在某个正整数 ℓ，使得 rℓ(x) ≠ ，而
rℓ+(x) = ，即最后必有

rℓ−(x) = qℓ(x)rℓ−(x) + rℓ(x)� (ℓ)
rℓ−(x) = qℓ+(x)rℓ(x)． (ℓ + )

(ℓ + )式表明，rℓ(x) ∣ rℓ−(x)．
因此，由 (ℓ)式，rℓ(x) ∣ rℓ−(x)；再由 (ℓ − )式，rℓ(x) ∣ rℓ−(x)，等等．于是 rℓ(x)

整除
rℓ−(x)� rℓ−(x)� . . . � r(x)� r(x)．

因此，由 ()，rℓ(x) ∣ f(x)．最后，由 ()式 rℓ(x) ∣ f(x)．所以 rℓ(x)是 f(x)与 f(x)
的一个公因式．
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反之，设 h(x)是 f(x)与 f(x)的一个公因式．由 ()式，h(x)是 r(x)的因式．
再由 ()式，h(x)是 r(x)的因式，等等．于是 h(x)是 rℓ−(x)及 rℓ−(x)的因式．由
(ℓ)式，h(x)是 rℓ(x)的一个因式．
因此，如果 rℓ(x)的首项系数为 a，则由最大公因式的定义，d(x) = a−rℓ(x)是

f(x)与 f(x)的最大公因式． ∎
定理 1.3.2关于多项式 f(x)与 f(x)的最大公因式的存在性证明给出了求最

大公因式的一个方法，即所谓辗转相除法．

其过程如下：设 f(x)� f(x) ∈ F[x]，deg f(x) ⩾ deg f(x)．先对 f(x)与 f(x)
用 Euclid长除法，得到商式 q(x)与余式 r(x)，deg r(x) < deg f(x)；在进行长除法
时，将商式 q(x)记入表 1.3.3的右边．

f(x) f(x) q(x)
−) q(x) f(x)

r(x)

表 1.3.3

q(x) f(x) f(x) q(x)
−) q(x)r(x) −) q(x) f(x)

r(x) r(x)

表 1.3.4

如果 r(x)是零多项式，则停止．如果 r(x)是非零多项式，则对 f(x)和 r(x)
用长除法，得到商式 q(x)与余式 r(x)，deg r(x) < deg r(x)，在进行长除法时，将
商式 q(x)记入表 1.3.4的左边．

q(x) f(x) f(x) q(x)
−) q(x)r(x) −) q(x) f(x)

q(x) r(x) r(x) q(x)
−) q(x)r(x) −) q(x)r(x)

q(x) r(x) r(x) q(x)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

表 1.3.5

如果 r(x)是零多项式，则停止．如果 r(x)是非零多项式，则对 r(x)和 r(x)
用长除法，得到商式 q(x)和余式 r(x)，并把商式 q(x)记入表 1.3.5的右边．
如此继续，即可求得 f(x)与 f(x)的最大公因式．

例 1.3.2 求多项式 f(x) = x + x − x −x − 与 f(x) = x + x + x − 的
最大公因式．

解 如表 1.3.6所示，对多项式 f(x)和 f(x)作辗转相除法．
因此，r(x) = x + ，r(x) = ．于是，( f(x)� f(x)) = x + ． ∎

定理 1.3.3 设不全为零的多项式 f (x)� g(x) ∈ F[x]，d(x)是 f (x)与 g(x)的最
大公因式．则存在多项式 u(x)� v(x) ∈ F[x]，使得
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x + x + x −  = f(x) x + x − x − x −  = f(x)


x

−) x + 
 x

 + 
 x

 − x

−

x x + x + x −  = f(x) − 

 x
 − 

 x
 − x −  − 


−) x + x + x −) − 

 x
 − 

 x
 − 

 x +



 −x − x −  − 
 x

 − 
 x −


 = r(x)

−) −x − x − 

x +  = r(x) − 
 x

 − 
 x −


 = r(x) − 


x

−) − 
 x

 − 
 x

x +  = r(x) − 
 x −


 − 


−) − 

 x −



 = r(x)

表 1.3.6 辗转相除法（例 1.3.2）

f (x)u(x) + g(x)v(x) = d(x)． (1.3.3)

证明 记 f (x) = f(x)，g(x) = f(x)．由定理 1.3.2的证明，存在多项式 q(x)�
q(x)� . . . � qk+(x)和 r(x)� r(x)� . . . � rk(x)，使得

f(x) = q(x) f(x) + r(x)� ()
f(x) = q(x)r(x) + r(x)� ()
r(x) = q(x)r(x) + r(x)�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
rk−(x) = qk−(x)rk−(x) + rk−(x)� (k − )
rk−(x) = qk(x)rk−(x) + rk(x)� (k)
rk−(x) = qk+(x)rk(x)� (k + )

其中
deg f(x) > deg r(x) > deg r(x) > ⋯ > deg rk(x) ⩾ �

而且 rk(x) = λd(x)，λ为 rk(x)的首项系数．由式 (k)得到，

λd(x) = rk−(x) − rk−(x)qk(x)．

设 u(x) = ，v(x) = −qk(x)，上式为

λd(x) = rk−u(x) + rk−(x)v(x)．

把式 (k − )代入上式，得到

λd(x) = rk−(x)v(x) + rk−(x)(u(x) − qk−(x)v(x))．

记 u(x) = v(x)，v(x) = u(x) − qk−(x)v(x)，上式即为

λd(x) = rk−(x)u(x) + rk−(x)v(x)．
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逐个地把以上等式代入．假设进行了 k − 次，得到

λd(x) = f(x)uk−(x) + r(x)vk−(x)．

最后把式 ()代人上式，得到

λd(x) = f(x)vk−(x) + f(x)(uk−(x) − q(x)vk−(x))．

取 u(x) = λ−vk−(x)� v(x) = λ−(uk−(x) − q(x)vk−(x))�

即得定理 1.3.3． ∎
容易看出，对两个不全为零的多项式 f (x)与 g(x)，所有零次多项式都是它们

的公因式．如果 f (x)与 g(x)除零次多项式外不含其它的公因式，则 f (x)与 g(x)
称为互素．

根据最大公因式的定义可以看出，两个多项式互素的充分必要条件是它们的

最大公因式为 ．因此，由定理 1.3.3直接得到

推论 1.3.3 多项式 f (x)与 g(x)互素当且仅当存在 u(x)与 v(x)，使得

f (x)u(x) + g(x)v(x) = ． (1.3.4)

关于两个多项式的互素，有以下性质．

性质 1.3.4 设 f (x)� g(x)� h(x)是多项式，( f (x)� g(x)) = ，( f (x)� h(x)) = ，
则

( f (x)� g(x)h(x)) = ．

证明 因为 ( f (x)� g(x)) = ，故存在多项式 u(x)和 v(x)，使得

f (x)u(x) + g(x)v(x) = ．

上式两端同乘以 h(x)，得到

f (x)(u(x)h(x)) + (g(x)h(x))v(x) = h(x)．

由此可知，如果多项式w(x)是 f (x)与 g(x)h(x)的公因式，则w(x)也是 f (x)
与 h(x)的公因式．由于 ( f (x)� h(x)) = ，因此w(x)是零次多项式．这表明 f (x)
与 g(x)h(x)除零次多项式外不含其它公因式，即 f (x)与 g(x)h(x)互素． ∎

性质 1.3.5 设 f (x)� g(x)与 h(x)是多项式，其中 (g(x)� h(x)) = ，并且 h(x) ∣
f (x)g(x)，则

h(x) ∣ f (x)．

证明 因为 (g(x)� h(x)) = ，故存在多项式 u(x)与 v(x)，使得

h(x)u(x) + g(x)v(x) = ．

上式两端同乘以 f (x)，得到

h(x)(u(x) f (x)) + (g(x) f (x))v(x) = f (x)．

由此可知，h(x) ∣ f (x)． ∎
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性质 1.3.6 设 f (x)� g(x)与 h(x)是多项式，f (x) ∣ h(x)，g(x) ∣ h(x)，且

( f (x)� g(x)) = �

则 f (x)g(x) ∣ h(x)．

例 1.3.3 求多项式 u(x)和 v(x)，使得

xmu(x) + ( − x)nv(x) = ． (1.3.5)

解 显然，多项式 xm与 ( − x)n互素．所以由定理 1.3.3，适合式 (1.3.5)的多项
式 u(x)与 v(x)是存在的．
如果 degu(x) ⩾ n，deg v(x) ⩾m，则由定理 1.3.1，存在多项式 q(x)�u(x)� q(x)

与 v(x)，degu(x) < n，deg v(x) < m，使得

u(x) = ( − x)nq(x) + u(x)� v(x) = xmq(x) + v(x)．

代入式 (1.3.5)得到

xm( − x)n(q(x) + q(x)) =  − xmu(x) − ( − x)nv(x)．

比较两端多项式的次数，得到

xmu(x) + ( − x)nv(x) = ．

因此可设 degu(x) < n，deg v(x) < m．
设

u(x) =
n−
∑
i=

a i( − x)i � v(x) =
m−
∑
j=

b jx j．

显然，
a i =
(−)i

i!
u(i)()� b j =


j!
v( j)()．

将 u(x)与 v(x)代入式 (1.3.5)．令 x = ，则得到 b = v() = ．令 x = ，则得到
a = u() = ．对式 (1.3.5)求 k阶微商，得到

k

∑
i=

Ci
k

m!
(m − k + i)!

xm−k+iu(i)(x)

+
k

∑
i=
(−)k−iCi

k
n!

(n − k + i)!
( − x)n−k+iv(i)(x) = ．(1.3.6)

设  ⩽ k ⩽ m− ，则m− k + i ⩾ ，其中 i = � � . . . � k．在式 (1.3.6)中令 x = ，得到
k

∑
i=
(−)k−iCi

k
n!

(n − k + i)!
v(i)() = ．

由此知 k

∑
i=
(−)iCk−i

n b i = ．

进而解得 b j = C j
n+ j−．于是，

v(x) =
m−
∑
i=

C j
n+ j−x

j．
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同样，设  ⩽ k ⩽ n − ，则 n − k + i ⩾ ，其中 i = � � . . . � k．在式 (1.3.6)中令 x = ，
得到 k

∑
i=

Ci
k

m!
(m − k + i)!

u(i)() = ．

由此知 k

∑
i=
(−)iCk−i

m a i = ．

解得 a i = Ci
m+i−．因此，

u(x) =
n−
∑
i=

Ci
m+i−( − x)i． ∎

注 对于给定多项式 f (x)与 g(x)，求多项式 u(x)与 v(x)，使得

f (x)u(x) + g(x)v(x) = d(x)�

这里 d(x)是 f (x)与 g(x)的最大公因式，其方法很多的．
方法之一是，用辗转相除法，求出定理 1.3.3的证明中的等式 ()，()，. . .，(k)；

然后，如同定理 1.3.3的证明，把这里些等式逐个地由后往前代入，即可求出 u(x)与
v(x)．

方法之二是，由于定理 1.3.3保证了 u(x)与 v(x)的存在性，因此可以用待定系
数法．例 1.3.3采用的就是待定系数法．
最大公因式的概念可以推广到有限多个不全为零的多项式的情形．

定义 1.3.3 设不全为零的多项式 f(x)� f(x)� . . . � fs(x) ∈ F[x]，h(x) ∈ F[x]．
如果对任意 i = � � . . . � s，都有

h(x) ∣ f i(x)�

则 h(x)称为 f(x)� f(x)� . . . � fs(x)的公因式．如果首一多项式 d(x) ∈F[x]是 f(x)�
f(x)� . . . � fs(x)的公因式，而 f(x)� f(x)� . . . � fs(x)的每个公因式都是 d(x)的因
式，则 d(x)称为 f(x)� f(x)� . . . � fs(x)的最大公因式，记为

d(x) = ( f(x)� f(x)� . . . � fs(x))．

定理 1.3.4 不全为零的多项式 f(x)� f(x)� . . . � fs(x)的最大公因式存在且唯
一，而且

d(x) = ( f(x)� f(x)� . . . � fs(x)) = (( f(x)� f(x)� . . . � fs−(x))� fs(x))． (1.3.7)

证明 先证明最大公因式的存在性与式 (1.3.7)成立．对多项式的个数 s用归
纳法．当 s = 时，显然最大公因式存在且式 (1.3.7)成立．
假设当 s = k − 时最大公因式存在且式 (1.3.7)成立．记 k − 个不全为零的多

项式 f(x)� f(x)� . . . � fk−(x)的最大公因式为 d̃(x)．由定理 1.3.2，多项式 d̃(x)与
fk(x)的最大公因式存在，记为 d(x)．
显然，d(x)是 d̃(x)与 fk(x)的公因式．由于 d̃(x)是 f(x)� f(x)� . . . � fk−(x)的

公因式，因此，d(x)是 f(x)� f(x)� . . . � fk(x)的公因式．
另一方面，设 h(x)是 f(x)� f(x)� . . . � fk(x)的公因式，则 h(x)是 f(x)� f(x)�
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. . . � fk−(x)的公因式，从而 h(x)是 d̃(x)的因式．即 h(x)是 d̃(x)和 fk(x)的公因
式．因此，h(x)也是 d(x)的因式．
这表明，d(x)是 f(x)� f(x)� . . . � fk(x)的最大公因式．即

d(x) = (d̃(x)� fk(x))．

这就证明了 f(x)� f(x)� . . . � fk(x)的最大公因式存在而且式 (1.3.7)成立．
至于唯一性的证明和 s = 的情形是类似的．从略． ∎
由式 (1.3.7)与定理 1.3.3直接得到，

推论 1.3.4 设 d(x)是多项式 f(x)� f(x)� . . . � fs(x) ∈ F[x]的最大公因式，则
存在多项式 u(x)�u(x)� . . . �us(x) ∈ F[x]，使得

f(x)u(x) + f(x)u(x) +⋯ + fs(x)us(x) = ． (1.3.8)

如果多项式 f(x)� f(x)� . . . � fs(x)的公因式只能是零次多项式，则称 f(x)�
f(x)� . . . � fs(x)是互素的．
容易看出，多项式 f(x)� f(x)� . . . � fs(x)互素的充分必要条件是它们的最大公

因式为 ．注意，当 s > 时，如果 f(x)� f(x)� . . . � fs(x)互素，这些多项式并不一定
两两互素．

习 题 1.3

1. 设多项式 g(x) = x − ax + 整除多项式 f (x) = x + x + ax + b，求 a和 b．这里 a� b ∈ R．
2. 设m� n和 p为正整数．证明，多项式 g(x) = x+x+整除多项式 f (x) = xm+xn++xp+．

3. 证明，当 n = m + 时，多项式 x + xy + y整除多项式 (x + y)n − xn − yn；当 n = m + 
时，多项式 (x + xy + y)整除多项式 (x + y)n − xn − yn．这里m是使 n > 的整数，而 x与 y是
实数．

4. 求多项式 f (x)与 g(x)的最大公因式．
(1) f (x) = x + x − x − x − ，g(x) = x + x − x − ；
(2) f (x) = x + x − x − x + x − ，g(x) = x + x − x + ；
(3) f (x) = x − x − x − x − x − x − ，g(x) = x + x + x + x + x + ．
5. 确定多项式 u(x)与 v(x)，使得 f (x)u(x)+ g(x)v(x) = d(x)，其中 d(x)是 f (x)与 g(x)的

最大公因式．

(1) f (x) = x + x − x − x − ，g(x) = x + x − x − x − ；
(2) f (x) = x + x − x − x − x − ，g(x) = x − x − x − x − ；
(3) f (x) = x − x + x + ，g(x) = x − x + ；
(4) f (x) = x − x − x + x + ，g(x) = x − x − ．
6. 用待定系数法确定多项式 u(x)与 v(x)，使得 f (x)u(x)+ g(x)v(x) = ，其中 f (x)与 g(x)

如下：

(1) f (x) = x，g(x) = ( − x)； (2) f (x) = x，g(x) = ( − x)；
(3) f (x) = x − x + ，g(x) = x − x + ．
7. 求次数最低的多项式 u(x)与 v(x)，使得
(1) (x − x − x + x + )u(x) + (x − x − )v(x) = x；
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(2) (x + x + x + )u(x) + (x + x − x + x − )v(x) = x − x．
8. 求次数最低的多项式 f (x)，使得 f (x)被多项式 (x − )除时余式为 x，被多项式 (x − )

除时余式为 x．
9. 求次数最低的多项式 f (x)，使得 f (x)被多项式 x−x−x+x−除时余式为 x+x+，

被多项式 x − x − x + x − 除时余式为 x − ．
10. 设 f (x)是 n + 次多项式，n为正整数，f (x) + 被 (x − )n整除，而 f (x) − 被 (x + )n

整除．求 f (x)．

§1.4 唯一析因定理

大家知道，在整数环Z中素数起着重要的作用．所谓素数是指，除 ±和自身
外不含其它因子的整数．整数环 Z中每个非零整数都可以分解为若干个素数的乘
积，而且不计素因子的正负号和顺序，这种分解是唯一的．

对数域 F上的一元多项式环 F[x]，也有类似的结论．为了介绍多项式环的唯
一析因定理，先引述以下的定义．

定义 1.4.1 设 f (x)是数域 F上的 n次多项式，n ⩾ ．如果存在次数小于 n的
多项式 g(x)� h(x) ∈ F[x]，使得 f (x) = g(x)h(x)，则多项式 f (x)称为在 F上可约．
如果多项式 f (x)不是在 F上可约，则 f (x)称为在 F上不可约．

应当注意，一个多项式在数域 F上不可约，在包含数域 F的数域K上这个
多项式有可能是可约的．例如，多项式 x + 在实数域R上不可约，但是，由于
x +  = (x − i)(x + i)，这里 i = −．因此多项式 x + 在复数域上是可约的．所以，
多项式的不可约性是相对给定的数域而言的．

关于不可约多项式，有以下简单性质．

性质 1.4.1 设多项式 p(x)在 F上不可约，且 a是 F中非零的数，则多项式
ap(x)在 F上不可约．

性质 1.4.2 设多项式 f (x) ∈ F[x]，且 p(x)是 F上的不可约多项式，则 p(x) ∣
f (x)，或者 p(x)与 f (x)互素．

证明 设 f (x)与 p(x)不互素，则它们的最大公因式 d(x) ≠ ，即 d(x)是 p(x)
的因式．因为 p(x)在 F上不可约，所以 p(x) = ad(x)，a ∈ F．而 d(x)是 f (x)的因
式，故 p(x)也是 f (x)的因式，即 p(x) ∣ f (x)． ∎

性质 1.4.3 设多项式 f (x)� g(x) ∈ F[x]，p(x)是数域F上的不可约多项式．如
果 p(x) ∣ f (x)g(x)，则 p(x) ∣ f (x)，或者 p(x) ∣ g(x)．

证明 如果 p(x) ∤ f (x)，则 (p(x)� f (x)) = ．因此，存在多项式 u(x)� v(x) ∈
F[x]，使得

p(x)u(x) + f (x)v(x) = ．
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因此，
p(x)(u(x)g(x)) + ( f (x)g(x))v(x) = g(x)．

由此即知，p(x) ∣ g(x)． ∎
下面是本节的主要定理．

定理 1.4.1（唯一析因定理）设 n次多项式 f (x) ∈ F[x]，则存在数域 F上的不
可约多项式 p(x)� p(x)� . . . � ps(x) ∈ F[x]，使得

f (x) = p(x)p(x)⋯ps(x)．

如果另有不可约多项式 q(x)� q(x)� . . . � qt(x) ∈ F[x]，使得

f (x) = q(x)q(x)⋯qt(x)�

则 s = t，并且可以适当调动因式的次序，使得

q i(x) = a i p i(x)�

其中 a i ∈ F，i = � � . . . � s．

如果不可约多项式 p(x)整除多项式 f (x)，则 p(x)称为 f (x)的不可约因式．
把多项式 f (x)分解为若干个不可约因式的乘积，称为对 f (x)施行不可约分解．于
是，定理 1.4.1可以简单叙述为：
每个多项式都可以分解为不可约因式的乘积，而且如果不计不可约因式的次

序和零次因式，这种不可约分解是唯一的．

证明 存在性 对多项式的次数 n用归纳法．
显然，一次多项式在数域 F上都是不可约的，因此结论对 n = 成立．假设结论

对次数小于 n的多项式都成立，下面证明结论对 n次多项式 f (x)成立．
如果 f (x)本身在 F上不可约，则 f (x)的不可约分解由自身组成；如果 f (x)

在 F上可约，则存在次数小于 n的多项式 g(x)� h(x) ∈ F[x]，使得

f (x) = g(x)h(x)．

由于 g(x)和 h(x)的次数都小于 n，故由归纳假设，存在不可约多项式 p(x)�
p(x)� . . . � pk(x)和 pk+(x)� . . . � ps(x) ∈ F[x]，使得

g(x) = p(x)p(x)⋯pk(x)� h(x) = pk+(x)pk+(x)⋯ps(x)．

于是，
f (x) = p(x)p(x)⋯pk(x)pk+(x)⋯ps(x)．

唯一性 现在设多项式 f (x)具有两个不可约分解，即设

f (x) = p(x)p(x)⋯ps(x) = q(x)q(x)⋯qt(x)． (1.4.1)

因为 q(x)在 F上不可约，并且 q(x) ∣ p(x)p(x)⋯ps(x)，因此，由性质 1.4.3，
存在某  ⩽ i ⩽ s使得 q(x) ∣ p i(x)．适当地调整不可约因式 p(x)� p(x)� . . . � ps(x)
的次序，可设 q(x) ∣ p(x)．由于 p(x)在 F上不可约，因此，存在 a ∈ F使得 p(x) =
aq(x)．于是由式 (1.4.1)得到：
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(ap(x))p(x)⋯ps(x) = q(x)q(x)⋯qt(x) = g(x)． (1.4.2)

由性质 1.4.1，ap(x)在 F上不可约．因此式 (1.4.2)是次数小于 n的多项式
g(x)的两个不可约分解，根据归纳假设得到，s −  = t − ，即 s = t．并且可适当调整
不可约因式 ap(x)� p(x)� . . . � ps(x)的次序，使得

q(x) = a′ap(x)� q(x) = ap(x)� . . . � qs(x) = as ps(x)�

其中 a′� a� . . . � as ∈ F．记 a′a = a，则得到 q i(x) = a i p i(x)，i = � � . . . � s． ∎
应当指出，如果要求数域 F上的不可约多项式是首一的，则由定理 1.4.1直接

得到，存在首一不可约多项式 p(x)� p(x)� . . . � ps(x) ∈ F[x]，使得多项式 f (x)可以
表为

f (x) = ap(x)p(x)⋯ps(x)�

其中 a为 f (x)的首项系数．对于多项式 f (x)的这种不可约分解，除了不可约因
式的次序外是唯一的．

一般地说，出现在多项式 f (x)的一个不可约分解中的不可约因式不一定都不
相同．如果不可约因式 p(x)不只出现一次，则 p(x)称为 f (x)的重因式，否则称为
单因式．如果 p(x)恰好出现 k次，则 p(x)称为 f (x)的 k重因式．
设多项式 f (x)具有不可约分解

f (x) = ap(x)p(x)⋯ps(x)� (1.4.3)

其中 p(x)� p(x)� . . . � ps(x)是不可约的首一多项式，a是 f (x)的首项系数．又
设分解式 (1.4.3)中所有不同的不可约因式为 p(x)� p(x)� . . . � pℓ(x)，它们分别是
f (x)的 k� k� . . . � kℓ重因式，则式 (1.4.3)可以写成

f (x) = apk (x)p
k
 (x)⋯p

kℓ
ℓ (x)． (1.4.4)

设多项式 f (x)和 g(x)的所有不同的首一不可约因式分别为 h(x)� h(x)� . . . �
hs(x)和 q(x)� q(x)� . . . � qs(x)．它们的并集记为{p(x)� p(x)� . . . � pℓ(x)}．则 f (x)
与 g(x)的不可约分解可以表为

f (x) = apk (x)p
k
 (x)⋯p

kℓ
ℓ (x)�

g(x) = bpe (x)p
e
 (x)⋯p

eℓ
ℓ (x)�

其中 a与 b分别是 f (x)和 g(x)的首项系数，而 k i与 e i是非负整数，i = � � . . . � ℓ．
于是，f (x)与 g(x)的最大公因式为

( f (x)� g(x)) = pm
 (x)p

m
 (x)⋯p

mℓ
ℓ (x)�

其中m i = min{k i � e i}，i = � � . . . � ℓ．
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§1.5 实系数与复系数多项式

系数都是实数或者都是复数的多项式分别称为实系数或复系数多项式．这节

讨论实系数多项式与复系数多项式的唯一析因理论．先证明以下的定理．

定理 1.5.1 数域 F上的 n次多项式 f (x)在 F上至多有 n个不同的根，其中
n > ．

证明 设 a� a� . . . � ar是 f (x)的不同的根，a� a� . . . � ar ∈ F．下面对 r用归纳
法证明

(x − a)(x − a)⋯(x − ar) ∣ f (x)．

事实上，当 r = 时．因为 a是 f (x)的根，故由因式定理，(x − a) ∣ f (x)．
假设结论对 r − 成立，现在证明结论对 r成立．因为 a� a� . . . � ar−是 f (x)的

根，故由归纳假设，(x − a)(x − a)⋯(x − ar−) ∣ f (x)，

f (x) = (x − a)(x − a)⋯(x − ar−)h(x)．

其中 h(x) ∈ F[x]．由于 ar为 f (x)的根，故

f (ar) = (ar − a)(ar − a)⋯(ar − ar−)h(ar) = ．

因为 a� a� . . . � ar是 f (x)的不同的根，因此 ar−a i ≠ ，i = � � . . . � r−．所以 h(ar) =
．由因式定理，h(x) = (x − ar)g(x)，于是，

f (x) = (x − a)(x − a)⋯(x − ar−)(x − ar)g(x)． ∎

定理 1.5.1并没有告诉我们，n次多项式 f (x) ∈ F[x]一定在数域 F上有根．例
如，多项式 x + 在实数域R上就没有根．但是，当数域 F为复数域C时，有

定理 1.5.2（代数基本定理）任意一个 n次复系数多项式一定有复数根，其中
n ⩾ ．

这个定理是人们早就知道的．直到 1797年，二十岁的德国大数学家Gauss才
第一个给出证明．后来Gauss又给出三个证明．由于十九世纪以前的代数是以研
究代数方程为中心的，而这个定理对代数方程论又具有基本重要性，所以人们称它

为代数基本定理．这个定理的证明有的涉及复变函数论知识，而初等证明的篇幅

又嫌太长，这里就不给出了．

利用代数基本定理容易证明，

定理 1.5.3 设 f (x)是任意一个 n次复系数多项式，n > ，则 f (x)恰有 n个复
数根 c� c� . . . � cn，而且

f (x) = a(x − c)(x − c)⋯(x − cn)� (1.5.1)

其中 a是 f (x)的首项系数．
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证明 对多项式 f (x)的次数 n用归纳法．当 n = 时定理显然成立．
假设定理对次数为 n − 的多项式成立，f (x)是 n次复系数多项式．由代数基

本定理，f (x)具有复数根 c，由因式定理，f (x) = (x − c)g(x)，其中 g(x)为 n − 次
复系数多项式．

由归纳假设，g(x)恰有 n − 个复数根 c� c� . . . � cn，并且

g(x) = a(x − c)(x − c)⋯(x − cn)．

于是，f (x) = a(x − c)(x − c)⋯(x − cn)．显然，c� c� . . . � cn是 f (x)的 n个复数根，
而且 a是 f (x)的首项系数． ∎
应当说明，n次多项式 f (x)的 n个根 c� c� . . . � cn不一定都不相同．如果 f (x)

的根 c在 c� c� . . . � cn中出现 k次，则 c称为 f (x)的 k重根．重根称为单根．
设 n次多项式 f (x)的所有不同的根为 c� c� . . . � cs，它们的重数分别为 k� k�

. . . � ks，则 f (x)的分解式 (1.5.1)可以写为

f (x) = a(x − c)k(x − c)k⋯(x − cs)ks �

其中正整数 k� k� . . . � ks适合 k + k +⋯ + ks = n．
我们知道，复系数一次多项式一定是不可约的．定理 1.5.2表明，任何 n次复系

数多项式 f (x)在复数域上都是可约的，其中 n ⩾ ．因此，复系数多项式 p(x)在复
数域C上不可约的充分必要条件是 deg p(x) = ．利用这一事实和 §1.4证明的唯一
析因定理，也可以直接得到定理 1.5.3．所以，定理 1.5.3是复系数多项式的唯一析因
定理．

下面讨论实系数多项式的不可约分解．

定理 1.5.4 实系数多项式 f (x)的复数根共轭成对出现．

证明 设 f (x) = anxn + an−xn− +⋯+ ax + a，其中 a� a� . . . � an ∈R，且设 c是
f (x)的复数根，则

f (c) = ancn + an−cn− +⋯ + ac + a = ．

上式两端取共轭，并注意 a i是实数，i = � � . . . � n，则得到，

ancn + an−cn− +⋯ + ac + a = ．

其中 c是 c的共轭复数，即 f (c) = ．因此，c也是 f (x)的根． ∎
对复系数多项式，定理 1.5.4并不成立．例如，复系数多项式 x − ix = x(x − i)

的根为 和 i，它们并不共轭．
由定理 1.5.4可以知道，奇次实系数多项式一定有实数根．

定理 1.5.5 实系数多项式 p(x)在实数域上不可约，则 p(x)的次数为 或 ．

证明 反证法．设 deg p(x) = n ⩾ ．根据定理 1.5.2，作为复系数多项式，p(x)
具有复数根．如果 p(x)具有实数根 a，则由因式定理，

p(x) = (x − a) f (x)�
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其中 f (x)是实系数多项式．这表明，p(x)在实数域上可约，与假设矛盾．
如果 p(x)的根都是复数（不能是实数），则由定理 1.5.4，n为偶数．设 n = k，

k ⩾ ，且设 c� c� c� c� . . . � ck� ck是 p(x)的根．因此，

p(x) = a(x − c)(x − c)⋯(x − ck)(x − ck)．

记
p i(x) = (x − c i)(x − c i) = x − (c i + c i)x + c ic i �

其中 i = � � . . . � k．显然，p i(x)是实系数的．因此，p(x)在实数域上可约，与假设
矛盾．这就证明， ⩽ deg(x) ⩽ ． ∎
利用二次方程的判别式，容易知道，实二次多项式 x + px + q在实数域上不可

约的充分必要条件是，它的判别式 p − q < ．

定理 1.5.6 n次实系数多项式 f (x)可分解为一次因式和二次不可约因式的
乘积，即

f (x) = a(x − c)k(x − c)k⋯(x − cs)ks

× (x + px + q)e(x + px + q)e⋯(x + ptx + qt)e t � (1.5.2)

其中 k i和 e j是正整数， ⩽ i ⩽ s， ⩽ j ⩽ t，且

k + k +⋯ + ks + (e + e +⋯ + et) = n�

而 a是 f (x)的首项系数，c� c� . . . � cs，p� p� . . . � pt和 q� q� . . . � qt都是实数，并且

pj − q j < ．

当然，如果 f (x)没有实根，则式 (1.5.2)中的一次因式不出现；如果 f (x)的根
都是实数，则二次因式不出现．

证明 这是 §1.4中唯一析因定理和定理 1.5.5的直接推论． ∎

习 题 1.5

1. 把下列复系数多项式分解为一次因式的乘积．

(1) (x + cos θ + i sin θ)n + (x + cos θ − i sin θ)n；
(2) (x + )n − (x − )n； (3) xn − C

nxn− + C
nxn− +⋯ + (−)nCn

n；

(4) xn + C
nxn−(x − ) + C

nxn−(x − ) +⋯ + (x − )n；
(5) xn+ + C

n+xn−(x − ) + C
n+xn−(x − ) +⋯ + x(x − )n．

2. 把下列实系数多项式分解为实的不可约因式的乘积．

(1) x + ； (2) x + ；
(3) x + x + x + ； (4) xn − xn + ；
(5) x − ax + ，− < a < ； (6) xn + xn + ．
3. 证明，复系数多项式 f (x)对所有实数 x恒取正值的充分必要条件是，存在没有实数根的

复系数多项式 ϕ(x)，使得 f (x) = ∣ϕ(x)∣．
4. 证明，实系数多项式 f (x)对所有实数 x恒取非负实数值的充分必要条件是，存在实系数

多项式 ϕ(x)和 ψ(x)，使得 f (x) = ϕ(x) + ψ(x)．
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§1.6 整系数与有理系数多项式

系数都是整数或者都是有理数的多项式称为整系数多项式或有理系数多项

式．根据定理 1.4.1，有理系数多项式可以分解为有理系数不可约多项式的乘积，而
且不计不可约因式的次序与零次因式，不可约分解是唯一的．问题是，如何判定一

个有理系数多项式是否在有理数域Q上不可约？另外，定理 1.4.1（即多项式的唯
一析因定理）是对数域 F而言的，对整数环 Z，唯一析因定理是否仍成立，这是本节
所要讨论的．

和数域 F上不可约多项式的定义相仿，可以给出不可约整系数多项式的定义．
设 n是正整数，如果 n次整系数多项式 f (x)可以表为两个次数小于 n的整系

数多项式的乘积，则 f (x)称为在整数环 Z上不可约．否则，f (x)称为在整数环 Z
上可约．

容易看出，如果整系数多项式 f (x)在Z上可约，则作为有理系数多项式，f (x)
在有理数域Q上也可约．反之，如果整系数多项式 f (x)在Q上可约，f (x)是否在
Z上也可约？
为了回答这个问题，先引进以下的概念．

定义 1.6.1 如果整系数多项式 f (x) = a + ax +⋯+ anxn的系数 a� a� . . . � an
的最大公因子为 ，则 f (x)称为本原多项式．

设整系数多项式 f (x) = a + ax +⋯ + anxn的系数的最大公因子为

d = (a� a� . . . � an)�

则 a i = da′i，其中 a′i ∈ Z，i = � � . . . � n，并且 (a′� a′� . . . � a′n) = ．因此，

f (x) = d(a′ + a′x +⋯ + a′nxn)．

记 f(x) = a′ + a′x +⋯ + a′nxn．显然，f(x)是本原多项式，并且

f (x) = d f(x)．

这说明，每个整系数多项式都可以表成系数的最大公因子和本原多项式的乘积．

Gauss引理 任意两个本原多项式的乘积是本原多项式．

证明 设 f (x) = a + ax +⋯+ anxn与 g(x) = b + bx +⋯+ bmxm是本原多项

式．设 f (x)g(x) = c + cx +⋯ + cn+mxn+m，其中对于 k = � � . . . � n +m，

ck = abk + abk− +⋯ + ak−b + akb�

这里约定，当 i > m时，b i = ，而当 j > n时，a j = ．
如果 f (x)g(x)不是本原的，则 (c� c� . . . � cn+m) ≠ ．设素数 p是 c� c� . . . � cn+m

的公因子．由于 f (x)是本原的，故 p不是 a� a� . . . � an的公因子．因此，可设 a i是
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a� a� . . . � an中第一个不被 p整除的系数．同理可设 b j是 b� b� . . . � bm第一个不
被 p整除的系数．
现在考察 f (x)g(x)的系数

c i+ j = ab i+ j +⋯ + a i−b j+ + a ib j + a i+b j− +⋯ + a i+ jb．

由于素数 p整除 a� a� . . . � a i−，b� b� . . . � b j−和 c i+ j，因此，p整除 a ib j．因为 p是
素数，故 p整除 a i，或者整除 b j，不可能．因此，

(c� c� . . . � cn+m) = ． ∎

定理 1.6.1 设 n次整系数多项式 f (x)在Z上不可约，则 f (x)在Q不可约．

证明 设 f (x)在Q上可约，则存在次数小于 n的 g(x)� h(x) ∈ Q[x]，使得

f (x) = g(x)h(x)．

将多项式 g(x)的系数通分，得到 g(x) = bg(x)，b ∈ Q，g(x) ∈ Z[x]．而 g(x)
可以表为系数最大公因子 d和本原多项式 g̃(x)的乘积．因此，g(x) = bg̃(x)，其中
b = bd ∈ Q．
同理，h(x) = ch̃(x)，c ∈ Q，̃h(x)为本原多项式．于是，

f (x) = bc g̃(x)h̃(x)．

由Gauss引理，̃g(x)h̃(x)是本原多项式，记 bc = uv−，u� v ∈ Z．由于 f (x)是整
系数多项式，且 g̃(x)h̃(x)是本原的，因此，v ∣ u．所以，bc ∈ Z．这就说明，f (x)在Z
上可约，但这是一个矛盾． ∎
定理 1.6.1说，如果整系数多项式 f (x)在Q上可约，则 f (x)在Z上可约；反

之，如果整系数多项式 f (x)在Z上可约，f (x)当然在Q上可约．因此，整系数多项
式 f (x)相对于整数环Z和有理数域Q的不可约性是相同的．

定理 1.6.2 n次整系数多项式 f (x)可以分解为一个整数和若干个本原不可
约多项式的乘积，而且不计因式的次序和符号，这种分解是唯一的．

证明 根据数域 F上的多项式的唯一析因定理，作为有理系数多项式，f (x)
可以表为

f (x) = ap(x)⋯ps(x)�

其中 a ∈ Q是 f (x)的首项系数，诸 p i(x)是首一有理系数多项式，并且都在Q上
不可约．

如同定理 1.6.1的证明，p i(x) = b iq i(x)，其中 b i ∈ Q，而 q i(x)是本原多项式．
如果 q i(x)在Z上可约，则 q i(x)在Q上可约，从而 p i(x)在Q可约，不可能．

因此，q i(x)在Z上不可约，i = � � . . . � s．于是，

f (x) = ab⋯bsq(x)q(x)⋯qs(x)．

和定理 1.6.1的证明相同，可以证明，ab⋯bs ∈ Z．因此，f (x)可以表示为一个
整数和若干个本原多项式的乘积．



´ §1.6 整系数与有理系数多项式 ⋅ 25 ⋅

现在设

f (x) = ap(x)p(x)⋯ps(x) = bq(x)q(x)⋯qs(x)�

其中 a� b ∈ Z，p(x)� p(x)� . . . � ps(x)和 q(x)� q(x)� . . . � qs(x)是本原不可约多
项式．根据定理 1.6.1，p(x)� . . . � ps(x)和 q(x)� . . . � qs(x)在Q上不可约．显然，
ap(x)� bq(x)在Q上也不可约．把 f (x)视为有理系数多项式，根据有理数域Q
上的多项式的唯一析因定理，s = t，并且可以适当地调整不可约因式的次序，使得
相应的有理系数不可约因式只相差一个有理数因子．为简单计，设

ap(x) = cbq(x)� p(x) = cq(x)� . . . � ps(x) = csqs(x)�

其中 c� c� . . . � cs ∈ Q．
当  ⩽ i ⩽ s时，由于 p i(x)与 q i(x)是本原的，因此，c i = ±，即 p i(x) = ±q i(x)．由

于 p(x) = a− cbq(x)，且 p(x)与 q(x)是本原的，因此，a− cb = ±，即 a = ±cb，
所以，p(x) = ±q(x)．从而 a = ±b． ∎

定理 1.6.3（Eisenstein判别准则）设 f (x) = a + ax +⋯+ anxn ∈ Z[x]．如果存
在素数 p，使得 p ∣ a i，i = � . . . � n − ，但 p ∤ an且 p ∤ a，则 f (x)在Z上不可约．

证明 反证法．设 f (x)在Z可约，则

f (x) = (b + bx +⋯ + bkxk)(c + cx +⋯ + c l x ℓ)�

其中 b i � c j ∈ Z，并且 k < n，ℓ < n，k + ℓ = n．于是得到，

ar = bcr + bcr− +⋯ + br−c + brc�

其中 r = � � . . . � n；并且当 i ⩾ k + 时，约定 bk = ；当 j ⩾ ℓ + 时，约定 c j = ．
由于 p ∣ a，a = bc，故 p ∣ b，或者 p ∣ c．由于 p ∤ a，故 p不同时整除 b与

c．因此可设 p ∣ b，但 p ∤ c．
又因为 p∤ an，故 p∤ bk．所以必有某个  ⩽ i ⩽ k，使得 p ∣ b i，i = � � . . . � i − ，

但 p ∤ b i．由于 p ∤ a i，p ∣ b i，i = � � . . . � i − ，并且

a i = bc i + bc i− +⋯ + b i−c + bc�

故 p ∣ b i c．因为 p ∤ b i，故 p ∣ c．与 p ∤ c的假设相矛盾． ∎
利用 Eisenstein判别准则容易看出，对每个整数 n ⩾ ，都存在 n次多项式

f (x) ∈Q[x]，使得，f (x)在Q不可约．例如，多项式 f (x) = xn +  ∈ Z[x]，取 p = ，则
f (x)适合 Eisenstein判别准则的条件，因此，f (x)在Z上不可约．根据定理 1.6.1，作
为有理系数多项式，f (x)在Q上不可约．

例 1.6.1 设 p是素数．多项式

Φp(x) = x p− + x p− +⋯ + x + 

称为分圆多项式．证明，分圆多项式 Φp(x)在Z上（当然也在Q上）不可约．

证明 令 x = y + ．则
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f (y) = Φp(y + ) =
(y + )p − 
(y + ) − 

= yp− + pyp− +⋯ +Ck−
p yp−k +⋯ +Cp−

p y + p．

显然，p不能整除 f (y)的首项系数，p不能整除 f (y)的常数项，但 p整除 f (y)
中首项系数外的其它各项．根据 Eisenstein判别准则，f (y)在Z上不可约．
如果 Φp(x)在Z上可约，则

Φp(x) = g(x)h(x)�

其中 g(x)� h(x) ∈ Z[x]，且 deg g(x) < p − ，deg h(x) < p − ．于是，

f (y) = g(y + )h(y + )．

显然，g(y + )� h(y + ) ∈ Z[y]．从而 f (y)在Z上可约，矛盾． ∎

例 1.6.2 设 a� a� . . . � an是 n个不同的整数．证明，多项式

f (x) = (x − a)(x − a)⋯(x − an) − 

在Q上不可约．

证明 设 f (x)在Q上可约，则 f (x)在Z上可约，因此，

f (x) = g(x)h(x)�

其中 g(x)� h(x) ∈ Z[x]，且 deg g(x) < deg f (x)，deg h(x) < deg f (x)．
由于 f (a i) = g(a i)h(a i) = −，故 ∣g(a i)∣ = ∣h(a i)∣ = ，且 g(a i)+ h(a i) = ．这表

明，多项式 g(x) + h(x)至少有 n个不同的根．
由于 deg g(x) < n，deg h(x) < n，因此，deg(g(x)+h(x)) < n．因此若 g(x)+h(x)

是非零多项式，则 g(x) + h(x)的根的个数小于 n，不可能．因此，g(x) + h(x)是零
多项式，从而 f (x) = −g(x)．这和 f (x)的首项系数为 相矛盾． ∎

习 题 1.6

1. 利用 Eisenstein判别准则判定下述整系数多项式的不可约性．
(1) x − x + x − x + ； (2) x − x + x + ；
(3) x + ； (4) x + x + ；

(5)
p−

∑
i=
(x + )i，其中 p是素数．

2. 设 f (x) = axn + axn− +⋯ + an−x + an是整系数多项式，且素数 p适合：p ∤ a，p ∤ a，
. . .，p ∤ ak，p ∣ a i，i = k + � k + � . . . � n，而 p ∤ an．证明，f (x)具有次数不低于 n − k的整系数不
可约因式．

3. 设
f (x) = axn+ +⋯ + anxn+ + an+xn +⋯ + anx + an+

是整系数多项式，且素数 p适合：p∤ a，p ∣ a i，i = � . . . � n，p ∣ a i，i = n+ � . . . � n+ ，但 p ∤ an+．
证明 f (x)在Q上不可约．
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4. 设 a� a� . . . � an是 n个不同的整数．证明，多项式

f (x) = (x − a)(x − a)⋯(x − an) + 

在Q上不可约．
5. 试给出有理系数多项式 f (x) = x + px + q在Q上不可约的充分必要条件．
6. 设整系数多项式 f (x)在 x的 个不同整数值上都取值为 ，则 f (x)在 x的其它整数值上

的值不可能是 −．
7. 证明，设正整数 n ⩾ ，并且 n次整系数多项式 f (x)在 x的 [ n ] + 个以上的整数值上取

值为 ±，则 f (x)在Q不可约．次数 n的下界 是否还可缩小？
8. 设整系数多项式 ax + bx + 在有理数域Q上不可约，并且设

ϕ(x) = (x − a)(x − a)⋯(x − an)�

其中 a� a� . . . � an是 n个不同的整数，n ⩾ ．证明，多项式

f (x) = aϕ(x) + bϕ(x) + 

在Q上不可约．并问次数 n的下界 是否还可缩小？

§1.7 多元多项式环

设 F是数域，x� x� . . . � xn是 n个未定元．设N是所有非负整数的集合．记

Nn = {(k� k� . . . � kn) ∣ k� k� . . . � kn ∈ N}．

设 (k� k� . . . � kn) ∈ N，akk⋯kn ∈ F，则

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n

称为数域 F上的 n元单项式，k + k +⋯+ kn称为它的次数，akk⋯kn 称为它的系数．

设M是集合Nn的有限子集合，则

f (x� x� . . . � xn) = ∑
(k�k�. . .�kn)∈M

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n

称为数域 F上的 n元多项式，其中 akk⋯kn ∈ F．n元多项式 f (x� x� . . . � xn)的所有
单项式的最高次数称为 f (x� x�⋯ � xn)的次数，记为 deg f (x� x� . . . � xn)，或简记
为 deg f；akk⋯kn 称为项 akk⋯knx

k
 x

k
 ⋯xkn

n 的系数．

例如，
f (x� x� x) = xxx +

√
 x

x + πx
 x




是实数域R上的 次 元多项式．
所有数域 F上的 n元多项式的集合记为 F[x� x� . . . � xn]．
给定数域 F上的 n元多项式 f (x� x� . . . � xn)，可以接照字典排列法把它所有

的项逐一写出来．设

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n 和 aℓ ℓ⋯ℓnx

ℓ
 x

ℓ
 ⋯x

ℓn
n

是 f (x� x� . . . � xn)的两个项．如果存在正整数 i， ⩽ i ⩽ n，使得 k = ℓ，k = ℓ，. . .，
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k i− = ℓ i−，而 k i > ℓ i，则将项 akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯xkn

n 写在项 aℓ ℓ⋯ℓnx
ℓ
 x

ℓ
 ⋯x ℓn

n 之前．

例如，元多项式

f (x� x� x) = xx
x


 + x

 x + xx
 + x

 xx



可以按照字典排列写成

f (x� x� x) = x
 x + x

 xx

 + xx

x

 + xx

．

按照字典排列法写在多项式 f (x� x� . . . � xn)的和式中最前面的项称为 f (x�
x� . . . � xn)的首项，相应的系数称为 f (x� x� . . . � xn)的首项系数．
注意，f (x� x� . . . � xn)的首项不一定是最高次项．
设 f (x� x� . . . � xn)与 g(x� x� . . . � xn)是数域 F上的 n元多项式．如果它们的

相应项的系数都相等．则 f (x� x� . . . � xn)与 g(x� x� . . . � xn)称为相等．两个 n元
多项式的和是以它们相应项的系数之和作为相应项的系数的多项式，记为

f (x� x� . . . � xn) + g(x� x� . . . � xn)．

具体地说，设

f (x� x� . . . � xn) = ∑
(k�k�. . .�kn)∈M

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n �

g(x� x� . . . � xn) = ∑
(k�k�. . .�kn)∈M

bkk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n �

其中M�M ⊆Nn．记M =M∪M，当 (k� k� . . . � kn) ∈M但 (k� k� . . . � kn) ∉M时，

约定 bkk⋯kn = ；而当 (k� k� . . . � kn) ∉M，(k� k� . . . � kn) ∈M时，约定 akk⋯kn = ．
则 f (x� . . . � xn)与 g(x� . . . � xn)的和为

f (x� x� . . . � xn) + g(x� x� . . . � xn) = ∑
(k�k�. . .�kn)∈M

(akk⋯kn + bkk⋯kn)xk
 x

k
 ⋯x

kn
n ．

容易看出，

deg( f (x� . . . � xn) + g(x� . . . � xn)) ⩽ max{deg f (x� . . . � xn)� deg g(x� . . . � xn)}．

对 n元多项式的加法，容易验证下述公理成立：
(A1)结合律 对任意 f (x� x� . . . � xn)� g(x� x� . . . � xn)和 h(x� x� . . . � xn) ∈F[x�

x� . . . � xn]，

( f (x� x� . . . � xn) + g(x� x� . . . � xn)) + h(x� x� . . . � xn)
= f (x� x� . . . � xn) + (g(x� x� . . . � xn) + h(x� x� . . . � xn))�

(A2)交换律 对任意 f (x� x� . . . � xn)� g(x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]，

f (x� x� . . . � xn) + g(x� x� . . . � xn) = g(x� x� . . . � xn) + f (x� x� . . . � xn)�

(A3)存在零多项式 每个系数都为零的 n元多项式称为零多项式，记为 ，同
时零多项式的次数约定为 −∞．显然， ∈ F[x� x� . . . � xn]，并且对任意 f (x� x� . . . �
xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]，
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f (x� x� . . . � xn) +  =  + f (x� x� . . . � xn) = f (x� x� . . . � xn)�

(A4)存在负多项式 设

f (x� x� . . . � xn) = ∑
(k�k�. . .�kn)∈M

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n ∈ F[x� x� . . . � xn]．

多项式
∑

(k�k�. . .�kn)∈M
(−akk⋯kn)xk

 x
k
 ⋯x

kn
n ∈ F[x� x� . . . � xn]

称为 f (x� x� . . . � xn)的负多项式．记为 − f (x� x� . . . � xn)．显然，

f (x� x� . . . � xn) + (− f (x� x� . . . � xn)) =  = (− f (x� x� . . . � xn)) + f (x� x� . . . � xn)．

设

f (x� x� . . . � xn) = ∑
(k�k�. . .�kn)∈M

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n �

g(x� x� . . . � xn) = ∑
(ℓ�ℓ�. . .�ℓn)∈M

bℓ ℓ⋯ℓnx
ℓ
 x

ℓ
 ⋯x

ℓn
n �

是数域 F上的 n元多项式．又令m i = k i + ℓ i，i = � � . . . � n，且记

M = {(m�m� . . . �mn) ∣ (k� k� . . . � kn) ∈ M� (ℓ� ℓ� . . . � ℓm) ∈ M}．

则 f (x� x� . . . � xn)与 g(x� x� . . . � xn)的乘积 f (x� x� . . . � xn)g(x� x� . . . � xn)规定
为

f (x� x� . . . � xn)g(x� x� . . . � xn) = ∑
(m�m�. . .�mn)∈M

cmm⋯mnx
m
 xm

 ⋯x
mn
n �

其中 cmm⋯mn = ∑
⩽ j⩽n

k j+ℓ j=m j

akk⋯knbℓ ℓ⋯ℓn．

显然，f (x� x� . . . � xn)g(x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]，并且其首项系数等于
f (x� x� . . . � xn)与 g(x� x� . . . � xn)的首项系数的乘积，即

deg( f (x� x� . . . � xn)g(x� x� . . . � xn)) = deg f (x� x� . . . � xn) + deg g(x� x� . . . � xn)．

此外，对 n元多项式的乘法，乘法结合律、乘法交换律以及乘法对加法的分配
律成立．同时，对任意 f (x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]，均有

 ⋅ f (x� x� . . . � xn) = f (x� x� . . . � xn) = f (x� x� . . . � xn) ⋅ �

其中 是数域 F上的零次多项式．
于是，F[x� x� . . . � xn]在上述多项式的加法与乘法下构成一个交换环．它称

为数域 F上的 n元多项式环．

习 题 1.7

1. 设 f (x� x� . . . � xn)� g(x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]．证明，如果

f (x� x� . . . � xn)g(x� x� . . . � xn)

为零多项式，则 f (x� x� . . . � xn)与 g(x� x� . . . � xn)至少有一个是零多项式．
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2. 设 f (x� x� . . . � xn)� g(x� x� . . . � xn)� h(x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]．证明，如果

f (x� x� . . . � xn)g(x� x� . . . � xn) = f (x� x� . . . � xn)h(x� x� . . . � xn)�

则 g(x� x� . . . � xn) = h(x� x� . . . � xn)．
3. 验证 F[x� x� . . . � xn]在 n元多项式的加法与乘法下成为一个交换环．

§1.8 对称多项式

设 F[x� x� . . . � xn]是数域 F上的 n元多项式环．在 n元多项式中，经常遇到
的是所谓对称多项式．其定义如下：

定义 1.8.1 设 f (x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]．如果对自然数 � � . . . � n的
任意一个排列 i i⋯in，都有

f (x i � x i � . . . � x in) = f (x� x� . . . � xn)�

则 f (x� x� . . . � xn)称为 n元对称多项式．

例如，容易看出，

σ = x + x +⋯ + xn = ∑
⩽i⩽n

x i �

σ = xx +⋯ + xxn + xx +⋯ + xxn +⋯ + xn−xn = ∑
⩽i<i⩽n

x ix i �

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σk = ∑
⩽i<i<⋯<ik⩽n

x ix i⋯x ik �

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σn = xx⋯xn�

都是 n元对称多项式．它们称为 n元基本对称多项式．
可验证，两个 n元对称多项式之和、差与积仍是 n元对称多项式．
此外，对任意多项式 f (x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]，如果用基本对称多项

式 σ� σ� . . . � σn分别替换 f (x� x� . . . � xn)中的未定元 x� x� . . . � xn，得到 f (σ� σ�
. . . � σn)，则 f (σ� σ� . . . � σn)是一个关于未定元 x� x� . . . � xn的对称多项式．例如取
n = ，f (x� x� x) = xx+x ∈R[x� x� x]．用 σ = x+x+x，σ = xx+xx+xx
与 σ = xxx分别替换 f (x� x� x)的未定元 x� x� x，得到

f (σ� σ� σ) = σσ + σ = x
 x + x

 x + xx
 + xx

 + x
x + xx

 + xxx�

显然，它是一个三元对称多项式．反之，有

定理 1.8.1（对称多项式基本定理）设 f (x� x� . . . � xn)是数域 F上的 n元对称
多项式．则存在唯一的多项式 g(x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]，使得

f (x� x� . . . � xn) = g(σ� σ� . . . � σn)�
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其中 σ� σ� . . . � σn是数域 F上的 n元基本对称多项式．

证明 存在性 设对称多项式 f (x� x� . . . � xn)的首项为

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n �

则一定有 k ⩾ k ⩾ ⋯ ⩾ kn．否则，将有某个 j，使得 k j < k j+．由于 f (x� x� . . . � xn)
是对称的，则通过对换未定元 x j和 x j+便可着出，f (x� x� . . . � xn)含有项

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

k j−
j− x

k j+
j xk j

j+x
k j+
j+ ⋯x

kn
n ．

显然，按字典排列法它应排在项 akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯xkn

n 之前，这和 akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯xkn

n 为

f (x� x� . . . � xn)的首项的假设相矛盾．
取 n元对称多项式 ϕ(x� x� . . . � xn)为

ϕ(x� x� . . . � xn) = akk⋯knσ
k−k
 σ k−k

 ⋯σ kn−−kn
n− σ kn

n ．

容易看出，σ，σ，. . .，σn的首项依次是 x，xx，. . .，xx⋯xn．因此，ϕ(x� x� . . . � xn)
的首项为 akk⋯knx

k
 x

k
 ⋯xkn

n ．于是，

f(x� x� . . . � xn) = f (x� x� . . . � xn) − ϕ(x� x� . . . � xn)

是数域 F上的 n元对称多项式．
如果 f(x� x� . . . � xn)是零多项式，则 f (x� x� . . . � xn) = ϕ(x� x� . . . � xn)是关

于 σ� σ� . . . � σn的多项式．
如果 f(x� x� . . . � xn)是非零多项式，则 f (x� x� . . . � xn)的首项 akk⋯knx

k
 x

k
 ⋯

xkn
n 应在 f(x� x� . . . � xn)的首项 bℓ ℓ⋯ℓnx

ℓ
 x

ℓ
 ⋯x ℓn

n 之前，其中 ℓ ⩾ ℓ ⩾ ⋯ ⩾ ℓn．记

ϕ(x� x� . . . � xn) = bℓ ℓ⋯ℓnσ
ℓ−ℓ
 σ ℓ−ℓ

 ⋯σ ℓn−−ℓn
n− σ ℓn

n ．

则数域 F上的 n元对称多项式

f(x� x� . . . � xn) = f(x� x� . . . � xn) − ϕ(x� x� . . . � xn)

为零多项式，或为非零多项式，并且 f(x� x� . . . � xn)的首项在 f(x� x� . . . � xn)的
首项之前．

设 f(x� x� . . . � xn)为非零多项式．重复上述过程，得到对称多项式序列：

f(x� x� . . . � xn) = f (x� x� . . . � xn)�
f(x� x� . . . � xn) = f(x� x� . . . � xn) − ϕ(x� x� . . . � xn)�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
f i+(x� x� . . . � xn) = f i(x� x� . . . � xn) − ϕ i+(x� x� . . . � xn)�

其中 ϕ i+(x� x� . . . � xn)是关于 σ� σ� . . . � σn的多项式，而且 f i(x� x� . . . � xn)的首
项在 f i+(x� x� . . . � xn)的首项之前，i = � � . . .．
设 f i(x� x� . . . � xn)的首项为 cmm⋯mnx

m
 xm

 ⋯xmn
n ，则m ⩾ m ⩾ ⋯ ⩾ mn，并且

由于 f (x� x� . . . � xn)的首项在 f i(x� x� . . . � xn)的首项之前，故 k ⩾ m．

因为适合 k ⩾ m的非负整数m只有有限多个，而且对每个适合 k ⩾ m的非
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负整数m，适合m ⩾ m ⩾⋯ ⩾ mn的 n元非负整数组 (m�m� . . . �mn)也只有有限
多个，因此存在某个 j，使得 f j(x� x� . . . � xn) = ．于是，

f (x� . . . � xn) = ϕ(x� . . . � xn) + ϕ(x� . . . � xn) +⋯ + ϕ j(x� . . . � xn)．

这就证明，f (x� x� . . . � xn)可以表为系数在 F中的关于 σ� σ� . . . � σn的多项式．
唯一性 设存在 g(x� x� . . . � xn)� h(x� x� . . . � xn) ∈ F[x� x� . . . � xn]，使得

f (x� x� . . . � xn) = g(σ� σ� . . . � σn) = h(σ� σ� . . . � σn)． (1.8.1)

设 g(x� x� . . . � xn)与 h(x� x� . . . � xn)的首项分别为

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n 与 bℓ ℓ⋯ℓnx

ℓ
 x

ℓ
 ⋯x

ℓn
n ．

于是，
g(σ(x� x� . . . � xn)� σ(x� x� . . . � xn)� . . . � σn(x� x� . . . � xn))

的首项为

akk⋯knx
k
 (xx)

k⋯(xx⋯xn)kn = akk⋯knx
k+k+⋯+kn
 xk+⋯+kn

 ⋯xkn
n �

而
h(σ(x� x� . . . � xn)� σ(x� x� . . . � xn)� . . . � σn(x� x� . . . � xn))

的首项为
bℓ ℓ⋯ℓnx

ℓ+ℓ+⋯+ℓn
 x ℓ+⋯+ℓn

 ⋯x ℓn
n ．

由式 (1.8.1)，akk⋯kn = bℓ ℓ⋯ℓn，并且

k + k +⋯ + kn = ℓ + ℓ +⋯ + ℓn�
k + k +⋯ + kn− = ℓ + ℓ +⋯ + ℓn−�

⋯⋯⋯⋯⋯⋯
kn− + kn = ℓn− + ℓn�

kn = ℓn．

由此得到 k = ℓ，k = ℓ，. . .，kn = ℓn．即 g(x� x� . . . � xn)与 h(x� x� . . . � xn)具有相
同的首项．从 g(x� x� . . . � xn)与 h(x� x� . . . � xn)中各减去首项，分别记为 g(x�
x� . . . � xn)与 h(x� x� . . . � xn)．显然，

g(σ(x� x� . . . � xn)� σ(x� x� . . . � xn)� . . . � σn(x� x� . . . � xn))
= h(σ(x� x� . . . � xn)� σ(x� x� . . . � xn)� . . . � σn(x� x� . . . � xn))�

上式是关于 x� x� . . . � xn的对称多项式，记为 f(x� x� . . . � xn)．
再对 f(x� x� . . . � xn)，g(x� x� . . . � xn)与 h(x� x� . . . � xn)用上述证明，如此

继续，即可证明
g(x� x� . . . � xn) = h(x� x� . . . � xn) ∎

定理 1.8.1中关于存在性部分的证明是构造性的，它给出了对称多项式表为关
于基本对称多项式 σ� σ� . . . � σn的多项式的具体方法．
各个项次数相等的多项式称为齐次多项式，否则称为非齐次多项式．
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例如，多项式
g(x� x� . . . � xn) = ∑

⩽i< j⩽n
x
i x j

是一个三次齐次多项式．

对于给定的m次齐次多项式 f (x� x� . . . � xn)，可以把它的同次项归并在一起，
得到

f (x� x� . . . � xn) =
m

∑
j=

f j(x� x� . . . � xn)�

其中 f j(x� x� . . . � xn)是 j次齐次多项式，即 f (x� x� . . . � xn)可以表为若干个齐次
多项式之和．

把对称多项式 f (x� x� . . . � xn)表为关于基本对称多项式 σ� σ� . . . � σn的多项
式，除了定理 1.8.1所给出的方法外，还可以采用待定系数法，其步骤如下：

(1) 把多项式 f (x� x� . . . � xn)分解为齐次多项式之和．容易看出，由于 f (x�
x� . . . � xn)是对称的，因此，这些齐次多项式也是对称的；

(2) 设m次齐次对称多项式 fm(x� x� . . . � xn)的首项是

akk⋯knx
k
 x

k
 ⋯x

kn
n �

其中 k ⩾ k ⩾⋯ ⩾ kn，并且 k+ k+⋯+ kn =m．写出所有可能排在 fm(x� x� . . . � xn)
的首项之后的项 aℓ ℓ⋯ℓnx

ℓ
 x

ℓ
 ⋯x ℓn

n ，其中 ℓ ⩾ ℓ ⩾⋯ ⩾ ℓn，ℓ + ℓ +⋯+ ℓn = m，并且存
在某个 j，使得 k = ℓ，. . .，k j− = ℓ j−，k j > ℓ j， ⩽ j ⩽ n，这里 j与项 aℓ ℓ⋯ℓnx

ℓ
 x

ℓ
 ⋯x ℓn

n

有关．所有适合这些条件的 (ℓ� ℓ� . . . � ℓn) ∈ Nn的集合记为M；
(3) 对每个可能出现的项 aℓ ℓ⋯ℓnx

ℓ
 x

ℓ
 ⋯x ℓn

n 构作一个项

Aℓ ℓ⋯ℓnσ
ℓ−ℓ
 σ ℓ−ℓ

 ⋯σ ℓn−−ℓn
n− σ ℓn

n �

并令
f (x� x� . . . � xn) = ∑

(ℓ�ℓ�. . .�ℓn)∈M
Aℓ ℓ⋯ℓnσ

ℓ−ℓ
 σ ℓ−ℓ

 ⋯σ ℓn−−ℓn
n− σ ℓn

n �

其中 Aℓ ℓ⋯ℓn 为待定常数；

(4) 取 x� x� . . . � xn的一些特殊值，代人上式，便得到一组关于 Aℓ ℓ⋯ℓn 的方

程，解之即得 Aℓ ℓ⋯ℓn．通常特殊值可以取为 x = x = ⋯ = xk = ，xk+ = ⋯ = xn = ．
把它们代入 σ j(x� x� . . . � xn)，得到

σ j(� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k个

� � . . . � ) = {
C j

k�  ⩽ j ⩽ k�
� k < j ⩽ n．

例 1.8.1 把 n元对称多项式

f (x� x� . . . � xn) = ∑
⩽ j< j< j⩽n

(x
jx


jx j + x

jx jx

j + x jx


jx


j)

表为关于基本对称多项式的多项式，其中 n ⩾ ．

解 f (x� x� . . . � xn)本身是 次齐次对称多项式，它的首项是 x
 x

x．可能出
现在它后面的项有 x

 xxx，xxxxx．令
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f (x� x� . . . � xn) = σ −
 σ −

 σ 
 + Aσ −

 σ −
 σ −

 σ + Bσ −
 σ −

 σ −
 σ −

 σ 


= σσ + Aσσ + Bσ．

取 x = x = x = x = ，x = ．则 σ = C
 = ，σ = C

 = ，σ = C
 = ，σ = C

 = ，
σ = ，并且 f (� � � � � . . . � ) = ．因此， =  + A．所以，A = −．
再取 x = x =⋯= x = ，x = x =⋯= xn = ．则 σ =C

 = ，σ =C
 = ，σ =C

 = ，
σ = C

 = ，σ = ，并且 f (� � � � � � . . . � ) = C
 = ．因此， =  −  ×  + B．

所以，B = ．
由此得到，

f (x� x� . . . � xn) = σσ − σσ + σ． ∎

利用基本对称多项式，可以得到关于一元多项式的根与系数的定理．

定理 1.8.2（Vièta定理）设数域 F上的 n次多项式

f (x) = a + ax +⋯ + an−xn− + anxn

的根为 c� c� . . . � cn，则对于 k = � � . . . � n，

ak = (−)n−kσn−k(c� c� . . . � cn)�

其中 an = ，且 σ(c� c� . . . � cn) = ．

证明 因为 c� c� . . . � cn是首一多项式 f (x)的根，所以

f (x) = a + ax +⋯ + an−xn− + anxn = (x − c)(x − c)⋯(x − cn)．

上式右端乘开，并比较上式两端同次项系数，得到

an− = −(c + c +⋯ + cn)
= −σ(c� c� . . . � cn)�

an− = cc + cc +⋯ + ccn + cc +⋯ + ccn +⋯ + cn−cn
= σ(c� c� . . . � cn)�
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

ak = (−)n−k(c⋯cn−k−cn−k + c⋯cn−k−cn−k+ +⋯ + c⋯cn−k−cn
+ c⋯cn−k−cn−kcn−k+ +⋯ + c⋯cn−k−cn−kcn +⋯ + ck+ck+⋯cn)

= (−)n−kσn−k(c� c� . . . � cn)�
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

a = (−)n−(cc⋯cn− + cc⋯cn−cn + cc⋯cn−cn−cn +⋯ + cc⋯cn)
= (−)n−σn−(c� c� . . . � cn)�

a = (−)n(cc⋯cn)
= (−)nσn(c� c� . . . � cn)． ∎

例 1.8.2 证明多项式 f (x) = x + x + x + x + x − 的根的平方和为 −．

证明 设 c� c� . . . � cn是 f (x)的根．把 f (x)的根的平方和表为基本对称多项
式的多项式，得到
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∑
j=

cj = σ 
 (c� c� . . . � cn) − σ(c� c� . . . � cn)．

由定理 1.8.2，σ(c� c� . . . � cn) = ，σ(c� c� . . . � cn) = ，于是，


∑
j=

cj = −． ∎

在对称多项式中，除基本对称多项式外，还有一组重要的对称多项式，即等幂

和，其定义为，对于 k = � � � . . .，

sk(x� x� . . . � xn) = xk
 + xk

 +⋯ + xk
n．

关于基本对称多项式与等幂和，有

定理 1.8.3（Newton恒等式）当 k ⩾ n时，

sk − σsk− + σsk− +⋯ + (−)n−σn−sk−n+ + (−)nσnsk−n = �

当 k < n时，

sk − σsk− + σsk− +⋯ + (−)k−σk−s + (−)kkσk = ．

证明 将 x� x� . . . � xn视为常数，考虑多项式

f (x) = (x − x)(x − x)⋯(x − xn)．

由Vièta定理，

f (x) =
n

∑
j=
(−)n− jσn− j(x� x� . . . � xn)x j． (1.8.2)

因为 f (x) = (x − x)(x − x)⋯(x − xn)，所以

f ′(x) = f (x)
n

∑
i=


x − x i

．

记
g(x) = f (x)

n

∑
i=

xk+
i

x − x i
�

显然，deg g(x) < n．于是，对任意正整数 k，

xk+ f ′(x) − g(x) = f (x)
n

∑
i=

xk+ − xk+
i

x − x i

= f (x)
n

∑
i=
(xk + xk−x i +⋯ + xk

i )

= f (x)
n

∑
i=
(nx k + sxk− +⋯ + sk−x + sk)．

即
xk+ f ′(x) = f (x)

n

∑
i=
(nx k + sxk− +⋯ + sk−x + sk) + g(x)�

其中 deg g(x) < n．将 (1.8.2)代入上式，得到
n

∑
i=
(−)n−i iσn−ixk+i = (

n

∑
j=
(−)n− jσn− jx j)(

k

∑
i=

s ixk−i) + g(x)． (1.8.3)
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当 k < n时，比较上式两端 n次项系数，得到

(−)k(n − k)σk = sk − σsk− +⋯ + (−)k−σk−s + (−)knσk．

因此，当 k < n时，

sk − σsk− +⋯ + (−)k−σn−s + (−)kkσk = ．

当 k ⩾ n时，比较式 (1.8.3)两端 n次项系数，得到

sk − σsk− +⋯ + (−)n−σn−sk−n+ + (−)nσnsk−n = ． ∎

利用Newton恒等式，可以把基本对称多项式表为等幂和的多项式．例如，

σ = s� σ =
s − s


� σ =

s − ss + s


�

等等．于是再利用定理 1.8.1，即可得到

推论 1.8.1 数域 F上的 n元对称多项式 f (x� x� . . . � xn)可以唯一地表为关
于等幂和 s� s� . . . � sn的多项式，即存在唯一的 g(x� x� . . . � xn) ∈ F[x]，使得

f (x� x� . . . � xn) = g(s(x� x� . . . � xn)� s(x� x� . . . � xn)� . . . � sn(x� x� . . . � xn))．

习 题 1.8

1. 把下列对称多项式表为关于基本对称多项式的多项式．

(1) (x
 + x

)(x
 + x

)(x
 + x

 )；
(2) (x − x − x)(x − x − x)(x − x − x)；
(3) (−x + x +⋯ + xn)(x − x +⋯ + xn)⋯(x + x +⋯ + xn− − xn)；
(4) ∑

⩽i< j⩽n
(x i − x j)� (5) ∑

⩽i< j⩽n
k≠i� j

(x i + x j − xk)�

(6) ∑
(   ⋯ n
i i ⋯ in )

(ax i + ax i +⋯ + anx in)

，

这里的求和号表示对遍历自然数 � � . . . � n的所有排列 i� i� . . . � in求和．
2. 证明，三次实系数方程 x + ax + bx + c = 的每个根的实部都是负数的充分必要条件为

a > � ab − c > � c > ．

3. 设三次方程 x + ax + bx + c = 的三个根是某个三角形的内角的正弦．证明，

a(ab − a − c) = c．

4. 设 x� x� . . . � xn是多项式 f (x)= a+ax+⋯+an−xn−+xn的 n个根．证明，关于 x� x� . . . � xn
的对称多项式可以表为关于 x的多项式．

5. 求 n

∑
i=

∂σk
∂x i

�

其中求和号后的偏导数表示 σk(x� x� . . . � xn)关于 x i 的偏导数．
6. 设对称多项式 f (x� x� . . . � xn)满足

f (x + a� x + a� . . . � xn + a) = f (x� x� . . . � xn)�

其中 a是任意常数．设 f (x� x� . . . � xn) = g(σ� σ� . . . � σn)．证明

n
∂g
∂σ
+ (n − )σ

∂g
∂σ
+⋯ + σn−

∂g
∂σn
= ．
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7. 把 n元等幂和 s� s� . . . � s表为关于 n元基本对称多项式的多项式，其中 n ⩾ ．
8. 把 n元基本对称多项式 σ� σ� σ表为 n元等幂和 s� s� . . . 的多项式．
9. 把下列 n元对称多项式表为 n元等幂和的多项式，其中 k是正整数．
(1) ∑

⩽i< j⩽n
xk
i x

k
j � (2) ∑

⩽i< j⩽n
(x i + x j)k� (3) ∑

⩽i< j⩽n
(x i − x j)k．

10. 求多项式

f (x) = xn + (a + b)xn− + (a + b)xn− +⋯ + (an− + bn−)x + (an + bn)

的根的等幂和 s� s� . . . � sn．
11. 自然数 � � . . . � n的循环排列是指排列 ⋯n与 j( j + )⋯n⋯( j − )，j = � � . . . � n．如

果对于 � � . . . � n的每个循环排列 j( j + )⋯n⋯( j − )，多项式 f (x� . . . � xn)适合

f (x j� x j+� . . . � xn� x� x� . . . � x j−) = f (x� x� . . . � xn)�

其中 j = � � . . . � n，则 f (x� x� . . . � xn)称为在未定元 x� x� . . . � xn的循环变换下不变．证明，循
环变换下不变的多项式 f (x� x� . . . � xn)可表为多项式

g j(x� x� . . . � xn) = xω j + xω j +⋯ + xnωn j

的多项式，其中 j = � � . . . � n − ，ω�ω� . . . �ωn分别是方程 xn = 的 n个相异复数根．



第二章

行 列 式

b 尽管行列式理论并不是线性代数的主体，

但它无疑是处理各类线性代数问题的不可

缺少的工具．

b 作为三维向量空间的直接推广，§2.1定义了
数域上的 n元数组的空间，即数域上的 n维
向量空间，并把行列式定义为 n元数组空间
上的规范反对称 n重线性函数．

b 在 §2.2中证明了行列式的存在性和唯一性
以及行列式的基本性质．这一节的内容是

行列式理论的最基本部分．

b 如何具体计算行列式，是行列式理论中的一

个重要问题．§2.3给出了行列式的 Laplace
展开定理．它说明，一个高阶行列式可以归

结为一些低阶行列式的和．

b 作为行列式理论的一个应用，§2.4导出了解
线性方程组的Cramer法则．

b 最后，在 §2.5中用一些典型例子阐明计算
行列式的各种常用方法，以帮助读者提高

计算行列式的能力．

§2.1 数域 F上的 n维向量空间

通过解析几何的学习，我们知道，在通常空间中建立坐标系（例如直角坐标系）

之后，空间中给定的向量 α便唯一地确定一个坐标，即有序三元实数组 (a� a� a)．
反之，给定有序三元实数组，利用所建立的坐标系，便可在空间中唯一地确定一个

向量．换句话说，如果记所有的有序三元实数组 (a� a� a)的集合为R，即

R = {(a� a� a) ∣ a i ∈ R� i = � � }．

则空间中所有向量的集合与R之间存在一一对应．而且如果空间中向量 α与 β
分别对应于有序三元实数组 (a� a� a)与 (b� b� b)，则向量 α与 β的和 α + β便
对应于有序三元实数组

(a + b� a + b� a + b)�

而纯量 λ与向量 α的乘积 λα便对应于有序三元实数组

(λα� λα� λα)．

因此，可以把通常空间与R等同起来．所以R称为三维实向量空间；而R

中的元素，即有序三元实数组称为三维实向量．根据这一点，可以把通常空间的概

念加以推广．

设 n是正整数，由 n个实数 a� a� . . . � an组成的有序 n元数组
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α = (a� a� . . . � an)

称为 n维实向量（简称为向量），实数 a i称为 n维实向量 α的第 i个坐标， ⩽ i ⩽ n．
所有 n维实向量的集合记为Rn，即

Rn = {(a� a� . . . � an) ∣ a i ∈ R�  ⩽ i ⩽ n}．

设 α = (a� a� . . . � an)和 β = (b� b� . . . � bn) ∈ Rn．如果 a i = b i，i = � � . . . � n，则
称 n维实向量 α与 β相等，记为 α = β．
定义

α + β = (a + b� a + b� . . . � an + bn)�

它称为向量 α与 β的和．
显然，α + β ∈ Rn．这样便规定了Rn中向量的加法运算．容易验证，Rn中向量

的加法满足以下的公理．

(A1)加法结合律 设 α� β� γ ∈ Rn，则

(α + β) + γ = α + (β + γ)�

(A2)加法交换律 设 α� β ∈ Rn，则

α + β = β + α�

(A3)存在零向量 即Rn中坐标全为零的向量  = (� � . . . � )，使得对每个
α ∈ Rn，均有

α +  = α =  + α�

(A4) 设 α ∈ Rn，则存在 β ∈ Rn，使得

α + β =  = β + α．

向量 β称为向量 α的负向量，记为 −α．容易看出，对于 (a� a� . . . � an) = α，

−α = (−a� a� . . . �−an)．

利用负向量的概念，可以在Rn中引进减法运算：设 α� β ∈ Rn，则规定向量 α与
β之差为 α+ (−β)，并记为 α− β．显然，如果 α = (a� a� . . . � an)，β = (b� b� . . . � bn)，
则

α − β = (a − b� a − b� . . . � an − bn)．

纯量与Rn中向量的乘法规定如下：设 λ ∈ R，α = (a� a� . . . � an) ∈ Rn，则

λα = (λa� λa� . . . � λan)

称为纯量 λ与向量 α的乘积．
显然，λα ∈ Rn．并且容易验证，纯量与向量的乘法满足以下公理．

(M1) 设 λ� µ ∈ R，α ∈ Rn，则

(λµ)α = λ(µα)�

(M2) 对任意 α ∈ Rn，均有
 ⋅ α = α．
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向量的加法和纯量与向量的乘法之间有以下关系：

(D1) 设 λ ∈ R，α� β ∈ Rn，则

λ(α + β) = λα + λβ�

(D2) 设 λ� µ ∈ R，α ∈ Rn，则

(λ + µ)α = λα + µα．

Rn连同向量的加法以及纯量与向量的乘法一起称为 n维实向量空间．有时
也径称Rn为 n维实向量空间．同样可以定义数域 F上的 n维向量空间：设 a� a�
. . . � an ∈ F，则有序 n元数组 (a� a� . . . � an)称为数域 F上的 n维向量．
数域 F上的所有 n维向量的集合记为 Fn．数域 F上的 n维向量的相等，加法

以及纯量（即 F的元素）与数域 F上的 n维向量的乘法的定义如同Rn．

数域 F上的 n维向量的加法，纯量与数域 F上的 n维向量的乘法以及这两种
代数运算之间的关系所满足的公理也都与Rn相同．

Fn连同向量的加法以及纯量与向量的乘法一起称为数域 F上的 n维向量空
间．特别，复数域C上的 n维向量空间Cn称为 n维复向量空间，Cn中的向量称为

n维复向量．
与通常空间一样，可以引进数域 F上的 n维向量空间 Fn的函数概念．

所谓定义在 n维向量空间 Fn上而取值在数域 F上的一元函数是指 Fn到 F的
一种对应规律 f，使得对 Fn中每个向量 ξ，依照对应规律 f，可以唯一地确定 F中一
个元素 f (ξ)与之对应．例如，设 ξ = (x� x� . . . � xn) ∈ Fn，则

f (ξ) = x + x +⋯ + xn
就是一个定义在 Fn上而取值在 F上的一元函数．
同样，所谓 n维向量空间上的 k元函数是指一种对应规律 f，使得对每一个由

k个向量 ξ� ξ� . . . � ξk组成的有序 k元向量组 (ξ� ξ� . . . � ξk)，依照对应规律，可以
唯一地确定 Fn中一个元素与之对应．例如，设 ξ i = (x i� x i� . . . � x in) ∈ Fn，则

f (ξ� ξ� . . . � ξk) = xx⋯xkk (∗)

就是 Fn上的一个 k元函数．
设 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是 Fn上的一个 k元函数．如果对每个 i， ⩽ i ⩽ k，均有

f (ξ� . . . � ξ i−� λη + µζ� ξ i+� . . . � ξk)
= λ f (ξ� . . . � ξ i−� η� ξ i+� . . . � ξk) + µ f (ξ� . . . � ξ i−� ζ� ξ i+� . . . � ξk)�

其中 λ� µ� η� ζ ∈ F，则 f (ξ� ξ� . . . � ξk)称为 k重线性函数．重线性函数常简称为线
性函数．例如，上述定义的 k元函数 (∗)就是一个 k重线性函数．

例 2.1.1 确定 F上的所有二重线性函数．

解 设向量 ξ = (a� a)，ξ = (a� a) ∈ F，且设 ε = (� )，ε = (� )．则 ξ =
aε + aε，ξ = aε + aε．
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设 f (ξ� ξ)是一个二重线性函数．则由定义

f (ξ� ξ) = f (aε + aε� aε + aε)
= a f (ε� aε + aε) + a f (ε� aε + aε)
= aa f (ε� ε) + aa f (ε� ε) + aa f (ε� ε) + aa f (ε� ε)．

这表明，f (ξ� ξ)完全由 个值 f (ε� ε)� f (ε� ε)� f (ε� ε)� f (ε� ε)所确定．现
在设 a� b� c� d是 F中任意四个数，记

f (ξ� ξ) = aaa + aab + aac + aad．

容易验证，f (ξ� ξ)是 F上的二重线性函数． ∎
设 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是 Fn上的 k重线性函数．如果对任意 i� j， ⩽ i ≠ j ⩽ k，当向

量 ξ i与 ξ j相同时，f (ξ� ξ� . . . � ξk)的值为 ，则 f (ξ� ξ� . . . � ξk)称为反对称的．
例如，设 ξ = (a� a)，ξ = (a� a) ∈ F，则

f (ξ� ξ) = ∣
a a
a a

∣ = aa − aa

是 F上的反对称二重线性函数．

关于 Fn上的反对称 k重线性函数，有

定理2.1.1 设 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是Fn上的 k重线性函数．则 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是
反对称的充分必要条件为，对任意 i� j， ⩽ i ≠ j ⩽ k，均有

f (ξ� . . . � ξ j� . . . � ξ i � . . . � ξk) = − f (ξ� . . . � ξ i � . . . � ξ j� . . . � ξk)� (2.1.1)

即任意对调 f (ξ� ξ� . . . � ξk)中两个向量元的位置，f (ξ� ξ� . . . � ξk)的值变号．

证明 设 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是反对称的，则对任意 i� j， ⩽ i ≠ j ⩽ k，

f (ξ� . . . � ξ i + ξ j� . . . � ξ i + ξ j� . . . � ξk) = ．

因为 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是 k重线性的，所以，

f (ξ� . . . � ξ i + ξ j� . . . � ξ i + ξ j� . . . � ξk)
= f (ξ� . . . � ξ i � . . . � ξ i � . . . � ξk) + f (ξ� . . . � ξ i � . . . � ξ j� . . . � ξk)
+ f (ξ� . . . � ξ j� . . . � ξ i � . . . � ξk) + f (ξ� . . . � ξ j� . . . � ξ j� . . . � ξk)
= ．

再用一次 f (ξ� ξ� . . . � ξk)的反对称性，便得到式 (2.1.1)．
反之，设式 (2.1.1)成立．则对任意 i� j， ⩽ i ≠ j ⩽ k，

f (ξ� . . . � ξ� . . . � ξ� . . . � ξk) = − f (ξ� . . . � ξ� . . . � ξ� . . . � ξk)．

因此 f (ξ� . . . � ξ� . . . � ξ� . . . � ξk) = ．所以 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是反对称的． ∎
设 f (ξ� ξ� . . . � ξn)是 F上的 n元函数，且设 ε i是 Fn中第 i个分量为 其它分

量为 的向量．如果 f (ε� ε� . . . � εn) = ，则 f (ξ� ξ� . . . � ξk)称为规范的．
例如，设 ξ i = (a i� a i� a i) ∈ F，i = � � ．且设
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f (ξ� ξ� ξ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRR

a a a
a a a
a a a

RRRRRRRRRRRRRRRRR

�

其中右端为三阶行列式．则 f (ξ� ξ� ξ)是 F上的一个规范反对称三重线性函数．

反之，有

定理 2.1.2 设 f (ξ� ξ� ξ)是三维向量空间 F上的规范反对称三重线性函

数，且 ξ i = (a i� a i� a i)，i = � � ．则

f (ξ� ξ� ξ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRR

a a a
a a a
a a a

RRRRRRRRRRRRRRRRR

． (2.1.2)

证明 记 ε = (� � )，ε = (� � )，ε = (� � )．则对于 i = � � ，

ξ i = (a i� a i� a i) =


∑
j=

a i jε j．

因为 f (ξ� ξ� ξ)是三重线性的，所以

f (ξ� ξ� ξ) = ∑
⩽r�s�t⩽

arasat f (εr� εs� εt)． (2.1.3)

因为 f (ξ� ξ� ξ)是反对称的，所以当 f (ε� ε� ε)的下标 r� s� t中有两个相同
时，

f (εr� εs� εt) = ．

于是式 (2.1.3)化为

f (ξ� ξ� ξ) = ∑
⩽r�s�t⩽

r� s� t两两不等

arasat f (εr� εs� εt)． (2.1.4)

由于 f (ξ� ξ� ξ)是规范的，因此 f (ε� ε� ε) = ．
由定理 2.1.1得到，

f (ε� ε� ε) = f (ε� ε� ε) = f (ε� ε� ε) = − f (ε� ε� ε) = −�
f (ε� ε� ε) = f (ε� ε� ε) = f (ε� ε� ε) = ．

由式 (2.1.4)得到，

f (ξ� ξ� ξ) = aaa + aaa + aaa − aaa − aaa − aaa．∎

习 题 2.1

1. 设 ξ = (x� x)与 ξ = (y� y)是二维实向量．指出下列二维实向量空间R上的二元实

函数中哪些是二重线性函数？

(1) f (ξ� ξ) = ； (2) f (ξ� ξ) = (x − y) + x y；
(3) f (ξ� ξ) = (x + y) − (x − y)； (4) f (ξ� ξ) = (xx) − x y；
(5) f (ξ� ξ) = x y + x y．
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2. 设 ξ = (x� x� x)与 ξ = (y� y� y)是三维实向量，而 ε = (� � )，ε = (� � )，ε = (� � )．
证明，三维实向量空间R上的每个反对称二重线性函数都可以表为

f (ξ� ξ) = (x y − x y) f (ε� ε) + (x y − x y) f (ε� ε) + (x y − x y) f (ε� ε)．

3. 设 ξ = (x� x� . . . � xn)与 ξ = (y� y� . . . � y)是 n维实向量．定义

f (ξ� ξ) = x y + x y +⋯ + xn yn．

验证 f (ξ� ξ)是 n维实向量空间上的二重线性函数．

§2.2 n阶行列式的定义与性质

定理 2.1.2揭示了三阶行列式的本质．它说明，如果将三阶行列式
RRRRRRRRRRRRRRRRR

a a a
a a a
a a a

RRRRRRRRRRRRRRRRR
中每个元素 a i j视为变量，而将每个行 ξ i = (a i� a i� a i)视为三维向量，则三阶行列
式即等价于三维向量空同上的规范反对称三重线性函数．这就为推广三阶行列式

为 n阶行列式提供了根据．

定义 2.2.1 n维向量空间 Fn上的规范反对称 n重线性函数称为数域 F上的
n阶行列式函数，简称为 n阶行列式，并记为

det(ξ� ξ� . . . � ξn)．

对于给定的 ξi = (a i� a i� . . . � a in) ∈ Fn，可以将 n个数 a i j ∈ F， ⩽ i� j ⩽ n，排成
如下的正方形表：

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中第 i行由向量 ξ i的 n个分量组成．A称为数域 F上的 n阶方阵．Fn上的 n阶
行列式函数 det(ξ� ξ� . . . � ξn)在 ξ i = ξi (i = � � . . . � n)的取值 det(ξ � ξ� . . . � ξn)记
作

detA =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

． (2.2.1)

根据定义，可以得出如下定理．

定理 2.2.1 (1) 对换 n阶行列式的某两行，其值变号；
(2) n阶行列式的某一行遍乘以某个数，加到另一行，其值不变；
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(3) n阶行列式的某一行遍乘以数 λ，其值为原行列式的 λ倍．
具体地说，设 n阶行列式为 (2.2.1)，则

(1) RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮
a j a j ⋯ a jn

⋮ ⋮ ⋮
a i a i ⋯ a in

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮
a i a i ⋯ a in

⋮ ⋮ ⋮
a j a j ⋯ a jn

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(2)
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

a i + λa j a i + λa j ⋯ a in + λa jn

⋮ ⋮ ⋮
a j a j ⋯ a jn

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮
a i a i ⋯ a in

⋮ ⋮ ⋮
a j a j ⋯ a jn

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(3) RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

λa i λa i ⋯ λa in

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮
a i a i ⋯ a in

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

证明 记 ξ i = (a i� a i� . . . � a in)，i = � � . . . � n．由定理 2.1.1，

det(ξ� . . . � ξ j� . . . � ξ i � . . . � ξn) = −det(ξ� . . . � ξ i � . . . � ξ j� . . . � ξn)．

此即为 (1)．由于 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是 n重线性的，所以，

det(ξ� . . . � ξ i + λξ j
i

� . . . � ξ j
j
� . . . � ξn)

= det(ξ� . . . � ξ i
i
� . . . � ξ j

j
� . . . � ξn) + λ det(ξ� . . . � ξ j

i
� . . . � ξ j

j
� . . . � ξn)．

因为 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是反对称的，故得 (2)．因为 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是 n重线性
的，所以，

det(ξ� . . . � λξ i
i
� . . . � ξn) = λ det(ξ� . . . � ξ i

i
� . . . � ξn)．

此即为 (3)． ∎

推论 2.2.1 (1) n阶行列式的某一行的元素全为零，其值为 ；
(2) n阶行列式的某两行的相应元素相同，其值为 ；
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(3) n阶行列式的某两行的相应元素成比例，其值为 ．

证明 由定理 2.2.1的性质 (3)即得 (1)．
由定理 2.2.1的性质 (1)或者 n阶行列式的反对称性定义即得 (2)．
由定理 2.2.1的性质 (3)与本推论之 (2)即得 (3)． ∎

定理 2.2.2 如果 n阶行列式的某一行是两组数的和，则其值等于两个 n阶行
列式的值之和，这两个行列式除这一行外其它各行与原行列式相应的行相同．具

体地说，有
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

a i + b i a i + b i ⋯ a in + b in

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮
a i a i ⋯ a in

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮
b i b i ⋯ b in

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

证明 记 ξk = (ak� ak� . . . � akn)，k = � � . . . � n，η i = (b i� b i� . . . � b in)．由于行
列式函数 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是 n重线性的，所以，

det(ξ� . . . � ξ i + η i
i

� . . . � ξn) = det(ξ� . . . � ξ i
i
� . . . � ξn) + det(ξ� . . . � η i

i
� . . . � ξn)． ∎

问题是，n阶行列式是否存在？如果存在，是否唯一？
为了讨论这一问题，先引进如下记号．对于 ξ i = (a i� a i� . . . � a in) ∈ Fn，i = � �

. . . � n，可以确定 n阶方阵 A = (a i j)．划掉 A的第 i行与第 列，得到 n − 阶方阵为

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a ⋯ an
⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�n

a i+� ⋯ a i+�n

⋮ ⋮
an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

记 η i k = (ak� ak� . . . � akn)， ⩽ k ⩽ i−，η i k = (ak+�� ak+�� . . . � ak+�n)，i ⩽ k ⩽ n−，
则 η i k ∈ Fn−．设 det(η� η� . . . � ηn−)为 n − 阶行列式函数，记

A i = (−)i+ det(η i� η i� . . . � η i�n−) = (−)i+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ an
⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�n

a i+� ⋯ a i+�n

⋮ ⋮
an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

定理 2.2.3 设 n > ，且设 det(η� η� . . . � ηn−)是 n − 阶行列式函数，则

f (ξ� ξ� . . . � ξn) =
n

∑
i=

a iA i
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是 n阶行列式函数．

证明 设 λ� µ ∈ F，αk = (ã i� ã i� . . . � ã i)，βk = (b̃ i� b̃ i� . . . � b̃ i)，且设 ξk = λαk +
µβk，ξ i = (a i� a i� . . . � a in)，i ≠ k．记

Ã =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a ⋯ an
⋮ ⋮

λãk + µb̃k ⋯ λãkn + µb̃kn
⋮ ⋮
an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� B̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a ⋯ an
⋮ ⋮
ãk ⋯ ãkn

⋮ ⋮
an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� C̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a ⋯ an
⋮ ⋮
b̃k ⋯ b̃kn
⋮ ⋮
an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

则当 i ≠ k时，

Ã i = (−)i+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ an
⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�n

a i+� ⋯ a i+�n

⋮ ⋮
λãk + µb̃k ⋯ λãkn + µb̃kn

⋮ ⋮
an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
由于 n − 阶行列式函数是 n − 重线性的，因此对于 i ≠ k

Ã i = λB̃ i + µC̃ i．

而

Ãk = (−)k+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ an
⋮ ⋮

ak−� ⋯ ak−�n

ak+� ⋯ ak+�n

⋮ ⋮
an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= B̃k = C̃k�

因此

f (ξ� . . . � λαk + µβk� . . . � ξn) = (λãk + µb̃k)Ãk +∑
i≠k

a iÃ i

= λãkB̃k + µb̃kC̃k +∑
i≠k

a i(λB̃ i + µC̃ i)

= (λãkB̃k +∑
i≠k

λa iB̃ i) + (µb̃kC̃k +∑
i≠k

µa iC̃ i)

= λ f (ξ� . . . � αk� . . . � ξn) + µ f (ξ� . . . � βk� . . . � ξn)．

即 f (ξ� ξ� . . . � ξn)是 n重线性的．
设 ξ i = ξ j = (b� . . . � bn) = α，i ≠ j，ξk = (ak� . . . � akn)，k ≠ i� j．记
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a ⋯ an
⋮ ⋮
b ⋯ bn
⋮ ⋮
b ⋯ bn
⋮ ⋮
an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

第 i行

第 j行

则当 k ≠ i� j时，Ak = (−)k+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ an
⋮ ⋮
b ⋯ bn
⋮ ⋮
b ⋯ bn
⋮ ⋮

an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= �

而

A i = (−)i+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ an
⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�n

a i+� ⋯ a i+�n

⋮ ⋮
b ⋯ bn
⋮ ⋮

an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� A j = (−) j+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ an
⋮ ⋮
b ⋯ bn
⋮ ⋮

a j−� ⋯ a j−�n

a j+� ⋯ a j+�n

⋮ ⋮
an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

由定理 2.2.1，A j = −A i．因此，

f (ξ� . . . � α� . . . � α� . . . � ξn) = ∑
k≠i� j

akAk + bA i + bA j = ．

即 f (ξ� ξ� . . . � ξn)是反对称的．
设 ξ i = ε i，i = � � . . . � n．记 n阶方阵 E为

E =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 
  ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

则

E =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ 
  ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋯  

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= � E i = � i ≠ ．

因此
f (ε� ε� . . . � εn) =  ⋅ E = ．

所以 f (ξ� ξ� . . . � ξn)是规范的．于是，f (ξ� ξ� . . . � ξn)是 n阶行列式函数． ∎

定理 2.2.4 n阶行列式函数确实存在．

证明 对 n用归纳法．
当 n = 时，ξ = (a) ∈ F，其中 a ∈ F．则 det(ξ) = a显然是 阶行列式函数．
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假设 n− 阶行列式函数 det(η� η� . . . � ηn−)存在，则由定理 2.2.3，定理 2.2.3中
定义的函数 f (ξ� ξ� . . . � ξn)是 n阶行列式函数． ∎
为了证明 n阶行列式函数的唯一性，需要一些有关自然数 � � . . . � n的排列的

基本性质．设 i i⋯in是自然数 � � . . . � n的一个排列．如果当 p < q时，ip > iq，则
ip� iq称为排列 i i⋯in的一个逆序．排列 i i⋯in中逆序的总数称为 i i⋯in的逆序
数．逆序数为偶数的排列称为偶排列，否则称为奇排列．排列 i i⋯in的奇偶性符
号 sgn(   ⋯ n

i i ⋯ in )规定如下：

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in ) = {

� 当 i i⋯in为偶排列时；
−� 当 i i⋯in为奇排列时．

对调排列 i i⋯in中两个数 ip与 iq，其它的数保持不动，得到一个新排列
j j⋯ jn．由 i i⋯in得到 j j⋯ jn的过程称为对 i i⋯in实施一次对换．如果对换
的是 i i⋯in中两个相邻的数 ip和 ip+，则这样的对换称为相邻对换．

命题 2.2.1 一次对换必改变排列的奇偶性．

证明 分两种情形．

(1) 排列 i i⋯ip ip+⋯in经过一次相邻对换变为 i i⋯ip+ ip⋯in．
此时，当 ip < ip+时，排列 i i⋯ip+ ip⋯in的逆序数比 i i⋯ip ip+⋯in的增加 ；

当 ip > ip+时，排列 i i⋯ip+ ip⋯in的逆序数比 i i⋯ip ip+⋯in的减少 ．因此一次相
邻对换改变排列的奇偶性．

(2) 排列 i⋯ip⋯iq⋯in经过一次对换改变为 i⋯iq⋯ip⋯in．
此时，这种对换可以通过有限次相邻对换实现．

例如，先对换 ip和 ip+，再对换 ip和 ip+，等等，最后再对换 ip和 iq，共 q − p次
相邻对换，得到排列 i⋯ip+⋯iq ip⋯in．然后对换 iq−和 iq，再对换 iq−和 iq，等等，
最后再对换 ip+和 iq，共 q − (p + )次相邻对换，得到 i⋯iq ip+⋯iq− ip⋯in．
因此 i⋯ip⋯iq⋯in可以通过 (q − p)− 次相邻对换变为 i⋯iq⋯ip⋯in．由于一

次相邻对换改变排列的奇偶性，而 (q − p) − 是一个奇数，因此排列 i⋯ip⋯iq⋯in
与 i⋯iq⋯ip⋯in必是一奇一偶的． ∎

命题 2.2.2 任意排列 i i⋯in都可经过有限次对换变为标准排列 ⋯n，并且
对换方式不唯一．

证明 对 n用归纳法．当 n = 时结论显然成立．
假设结论对 n− 成立．因为 i i⋯in是自然数 � � . . . � n的一个排列，所以必有

某个 ip = n．对换 ip� in，得到排列 i⋯ip− in ip+⋯in−n．显然，i⋯ip− in ip+⋯in−是自
然数 � � . . . � n − 的一个排列．由归纳假设，可经有限次对换，将 i⋯ip− in ip+⋯in−
变为标准排列 ⋯(n − )．从而 i i⋯in可经有限次对换变为标准排列．
在上面证明中，将 i i⋯in变为 i⋯ip− in ip+⋯in−n时，既可直接对换 ip� in，也

可通过相邻对换实现．因此对换方式不唯一． ∎
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命题 2.2.3 设排列 i i⋯in经过 s次对换变为标准排列，则 s的奇偶性与
i i⋯in的奇偶性相同，并且

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in ) = (−)

s．

证明 由于标准排列 ⋯n的逆序数为 ，所以 ⋯n是偶排列．
由命题 2.2.1，排列 i i⋯in经一次对换改变奇偶性，而排列 i i⋯in经 s次对换

变为偶排列 ⋯n，因此，当 i i⋯in为奇排列时，s为奇数；当 i i⋯in为偶排列时，s
为偶数．即 s的奇偶性与 i i⋯in的相同．
由 sgn(   ⋯ n

i i ⋯ in )的定义，即得 sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in ) = (−)

s． ∎
现在来证明 n阶行列式函数的唯一性．

定理 2.2.5 n阶行列式函数 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是唯一的．且当 ξ i = (a i� a i�

. . . � a in)时，
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ∑
(   ⋯ n
i i ⋯ in )

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in )aiai⋯anin �

其中 i i⋯in是自然数 � � . . . � n的排列，上述和号表示对 i i⋯in遍历 � � . . . � n的
所有排列求和．

证明 设 ε j = (� . . . � � 
j
�� . . . � )，记

ξ i = (a i� a i� . . . � a in) =
n

∑
j=

a i jε j�

由于 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是 n重线性的，因此，

det(ξ� ξ� . . . � ξn) = det(aε + aε +⋯ + anεn� ξ� . . . � ξn)

=
n

∑
i=

ai det(ε i � ξ� . . . � ξn)�

对 ξ� . . . � ξn分别作同样考察，得到

det(ξ� ξ� . . . � ξn) = ∑
⩽i�i�. . .�in⩽n

aiai⋯anin ⋅ det(ε i � ε i � . . . � ε in)． (2.2.2)

因为 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是反对称的，所以当 ε ip = ε iq 时，

det(ε i � . . . � ε ip � . . . � ε iq � . . . � εn) = ．

因此，
det(ξ� ξ� . . . � ξn) = ∑

⩽i�i�. . .�in⩽n
iℓ≠im �ℓ≠m

aiai⋯anin ⋅ det(ε i � ε i � . . . � ε in)．

当 i� i� . . . � in两两不等时，i i⋯in是自然数 � � . . . � n的排列．因此，

det(ξ� ξ� . . . � ξn) = ∑
(   ⋯ n
i i ⋯ in )

aiai⋯anin ⋅ det(ε i � ε i � . . . � ε in)． (2.2.3)
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因为 det(ξ� ξ� . . . � ξn)是规范的，所以 det(ε� ε� . . . � εn) = ．
现在计算 det(ε i � ε i � . . . � ε in)的值，其中 i i⋯in是 � � . . . � n的排列．
由命题 2.2.2，排列 i i⋯in可经有限次（设为 s次）对换变为标准排列 ⋯n．因

此，det(ε i � ε i � . . . � ε in)也可经 s次向量的对换变为 det(ε� ε� . . . � εn)．
由定理 2.2.1，det(ε i � ε i � . . . � ε in)中向量 ε i � ε i � . . . � ε in 每对换一次，向量 ε ip 与

ε iq 的位置，其值改变一次符号，因此，由命题 2.2.3，

det(ε i � ε i � . . . � ε in) = (−)s det(ε� ε� . . . � εn) = sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in )．

将它代入式 (2.2.3)，即得定理 2.2.5. ∎
定理 2.2.5给出了 n阶行列式函数的明显表达式．
给定 n个向量 ξ i = (a i� a i� . . . � a in)，i = � � . . . � n．由 ξ� ξ� . . . � ξn可以确定一

个 n阶方阵 A：

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

方阵 A简记为 A = (a i j)，其中 a i j表示 A的第 i行第 i列上的元素， ⩽ i� j ⩽ n．n阶
行列式函数 det(ξ� ξ� . . . � ξn)在 ξ i = (a i� a i� . . . � a in)，i = � � . . . � n处的取值也称
为 n阶方阵 A的行列式，记为 detA，即

detA =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

定理 2.2.5说明，detA是 n!个形如

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in )aiai⋯anin

的项之和，每一项是方阵 A中 n个元素 ai � ai � . . . � anin 以及奇偶性符号的连乘
积．这 n个元素 ai � ai � . . . � anin 是依次从方阵 A的第 � � . . . � n行各取一个元素
构成的．因为 i i⋯in是 � � . . . � n的一个排列，所以这 n个元素也是依次从 A的第
i� i� . . . � in列各取一个元素构成的．
由定理 2.2.3，定理 2.2.4与定理 2.2.5立即得，

推论 2.2.2
detA =

n

∑
i=

a iA i．

例 2.2.1 证明下面的等式成立：
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RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a  ⋯ 
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= a

RRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRR

． (2.2.4)

证明 仿照定理 2.2.3中关于 n阶行列式的存在性的证明．记

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a  ⋯ 
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

对每个 i，划掉 A的第 i行与第 列，得到一个 n − 阶行列式．记这个 n − 阶
行列式与 (−)i+之乘积为 A i，i = � � . . . � n．则由定理 2.2.3的证明得到

detA = aA． ∎

给定 n阶方阵 A = (a i j)．将方阵 A的行排成列，将列排成行，得到的方阵称为
方阵 A的转置方阵，记为 AT，即

AT =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

记 η j = (a j� a j� . . . � an j)，j = � � . . . � n．则 det(η� η� . . . � ηn) = detAT．

定理 2.2.6 行列式经转置后其值不变，即 detAT = detA．

证明 记 AT = (b i j)，其中 b i j = a ji �  ⩽ i� j ⩽ n．由定理 2.2.5，

detAT = ∑
(   ⋯ n
i i ⋯ in )

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in )bibi⋯bnin

= ∑
(   ⋯ n
i i ⋯ in )

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in )a i a i⋯a inn．

对于上式右端的项 sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in )a i a i⋯a inn，由于 i i⋯in是 � � . . . � n的排

列，所以在 i i⋯in中必有 i j = ，i j = ，. . .，i jn = n，其中 j j⋯ jn是 � � . . . � n的排
列．于是

a i a i⋯a inn = a i j ja i j j⋯a i jn jn = a ja j⋯an jn． (2.2.5)

另一方面，由于 i j i j⋯i jn = ⋯n，因此当 i i⋯in经 s次对换便成为标准排列
⋯n时，排列 ⋯n也经相同的对换方式变为 j j⋯ jn．所以

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in ) = sgn(

  ⋯ n
j j ⋯ jn )．

于是，
sgn(   ⋯ n

i i ⋯ in )bibi⋯bnin = sgn(
  ⋯ n
j j ⋯ jn )a ja jan jn．

最后记 � � . . . � n的所有排列的集合为 Pn．利用等式 (2.2.5)可以建立 Pn到自
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身的一个映射 ϕ：
ϕ(i i⋯in) = j j⋯ jn．

显然映射 ϕ是双射．因此当 i i⋯in遍历 Pn中所有排列时，j j⋯ jn也遍历 Pn
中所有排列．这就证明了

detAT = ∑
(   ⋯ n
j j ⋯ jn )

sgn(   ⋯ n
j j ⋯ jn )a ja j⋯an jn．

由定理 2.2.5即得，detAT = detA． ∎
定理 2.2.6说明，在 n阶行列式中，行与列的地位是平等的．也就是说，n阶行列

式的每一个关于行的性质对列也必定成立．反之亦然．因此定理 2.2.1、推论 2.2.1
以及定理 2.2.2中的行换成列，结论仍成立．
最后对阶行列式的定义作一点说明．设 A = (a i j)是 n阶方阵，则 detA = det(ξ�

ξ� . . . � ξn)，其中 ξ i = (a i� a i� . . . � a in) ∈ Fn．由于 Fn中的向量是写成行的形式的，

因此 Fn也称为 n维行向量空间．Fn中的向量也称为 n维行向量．
自然想到的是，数域 F上的 n元数组 η = (a� a� . . . � an)T即是 F上的 n维列向

量．F上的所有 n维列向量的集合仍记为 Fn．n维列向量加法规定为

(a� a� . . . � an)T + (b� b� . . . � bn)T = (a + b� a + b� . . . � an + bn)T�

纯量 λ ∈ F与 n维列向量的乘法规定为

λ(a� a� . . . � an)T = (λa� λa� . . . � λan)．

容易验证，列向量空间中向量的加法以及纯量与向量的乘法满足 n维行向量
空间所具有的性质 (A1)— (A4)，(M1)，(M2)与 (D1)，(D2)．因此 Fn也称为 F上的 n
维列向量空间．同样可以定义 Fn上的函数、线性函数、反对称函数以及规范函数

等概念．记
η j = (a j� a j� . . . � an j)T ∈ Fn．

则列向量空间 Fn上的规范反对称 n重线性函数即称为 n阶行列式函数，也将之记
为 det(η� η� . . . � ηn)．将 η� η� . . . � ηn排成一个 n阶方阵 A，

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 η j排在 A的第 j列，记 ξ i = (a i� a i� . . . � a in)．
不难证明，列向量空间 F上的 n阶行列式函数 det(η� η� . . . � ηn)在 η j时的取

值等于行向量空间 F上的 n阶行列式函数 det(ξ� ξ� . . . � ξn)在 ξ i时的取值，即

det(η� η� . . . � ηn) = detA = det(ξ� ξ� . . . � ξn)．

因此方阵 A的行列式 detA既可以看成 A的行向量的规范反对称 n重线性函数，也
可以看成 A的列向量的规范反对称 n重线性函数．
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习 题 2.2

1. 在自然数 � � . . . � n的所有排列中哪个排列的逆序数最大？
2. 自然数 � � . . . � n的任意一个排列 i i⋯in的逆序数与正序数之和等于多少？
3. 证明，自然数 � � . . . � n的任意一个排列都可以经过至多 n− 次对换变为标准排列 ⋯n．
4. 证明，在自然数 � � . . . � n的所有排列中，一定存在这样的排列，它不能经过小于 n − 次

对换变为标准排列 ⋯n．
5. 确定以下的奇偶性符号．

(1) sgn(   ⋯ (n−) n
n (n−) ⋯   )� (2) sgn(    ⋯ (n−) n

 n (n−) ⋯   )�
(3) sgn(   ⋯ (n−) n (n+) (n+) ⋯ (n−) n

  ⋯ (n−) n   ⋯ (n−) (n−) )�
(4) sgn(   ⋯ (n−) n (n+) (n+) ⋯ (n−) n

  ⋯ (n−) (n−)   ⋯ (n−) n )．
6. 确定正整数 i和 j的值，使得 阶行列式含有以下的项．
(1) −aa iaa jaaa； (2) aiaaaaaa j．
7. 写出 阶行列式 RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

x   
x x  
  x 
x   x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
中含 x与 x的项．

8. 求下列 n阶行列式的和：

∑
j=
∑
j=
⋯∑

jn=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a j a j ⋯ a jn
a j a j ⋯ a jn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an j an j ⋯ an jn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

9. 计算以下的行列式．

(1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

   
   
   
   

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (2)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR



− 








 − 






−








− 




− 





RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(3)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 a b c
−a  d e
−b −d  f
−c −e − f 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (4)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

10. 证明以下等式．

(1) RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b c d
a a + b a + b + c a + b + c + d
a a + b a + b + c a + b + c + d
a a + b a + b + c a + b + c + d

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= a�

(2) 设 a i j = a i� j− + a i−� j，i� j = � � . . . � n，则
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RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 a a ⋯ an
 a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ．

11. 设 f (ξ� ξ� . . . � ξk)是 Fn上的 k元函数．如果对任意整数 i� j�  ⩽ i� j ⩽ n均有

f (ξ� . . . � ξ i � . . . � ξ j� . . . � ξk) = f (ξ� . . . � ξ j� . . . � ξ i � . . . � ξk)�

则 f (ξ� ξ� . . . � ξk)称为对称的．数域 Fn上的规范对称 n重线性函数称为 n阶积和式 (Perma-
nent)，记为 Per(ξ� ξ� . . . � ξn)．记 ξ i = (a i� a i� . . . � a in)� i = � � . . . � n，并记 n阶方阵 A为

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

则 n阶积和式 Per(ξ� ξ� . . . � ξn)也记为 PerA．证明，

PerA = ∑
(   ⋯ n
i i ⋯ in )

ai ai⋯anin．

§2.3 Laplace展开定理

给定 n阶方阵A = (a i j)n×n，从它的行列式 detA中取出第 i� i� . . . � ip行与第
j� j� . . . � jp列的交叉位置上的元素， ⩽ i < i < ⋯ < ip ⩽ n， ⩽ j < j < ⋯ < jp ⩽ n，
并按这些元素在原来行列式 detA中的次序排成一个 p阶行列式，它称为行列式
detA的 p阶子式，记为

A( i i ⋯ ip
j j ⋯ jp )�

上指标 i� i� . . . � ip是行列式 detA的行指标，下指标 j� j� . . . � jp是列指标．即

A( i i ⋯ ip
j j ⋯ jp ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a i j a i j ⋯ a i jp

a i j a i j ⋯ a i jp

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
a ip j a ip j ⋯ a ip jp

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

从行列式 detA中删去第 i� i� . . . � ip行和第 j� j� . . . � jp列上的所有元素，把
余下的元素按它们在原来行列式中的次序排成一个 n − p阶子式，它称为 p阶子式
A( i i ⋯ ip

j j ⋯ jp )的余子式．
设从行列式 detA的 n个行中删去第 i� i� . . . � ip行后余下的行是第 ip+� . . . � in

行，其中  ⩽ ip+ < ⋯ < in ⩽ n，从行列式 detA的 n个列中删去第 j� j� . . . � jp列后余
下的列是第 jp+� . . . � jn列，其中  ⩽ jp+ < ⋯ < jn ⩽ n，则 p阶子式 A( i i ⋯ ip

j j ⋯ jp )的余
子式就是 n − p阶子式 A( ip+ ⋯ in

jp+ ⋯ jn )．
特别地，一阶子式 A( ij )是由行列式 detA的第 i行和第 j列的交叉元素 a i j构
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成的一阶行列式，即元素 a i j自身，即 A( ij ) = a i j，而它的余子式为

A(   ⋯ (i−) (i+) ⋯ n
  ⋯ ( j−) ( j+) ⋯ n ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ a� j− a� j+ ⋯ an
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−� j− a i−� j+ ⋯ a i−�n

a i+� ⋯ a i+� j− a i+� j+ ⋯ a i+�n

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an ⋯ an� j− an� j+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

子式 A( ij )的余子式有时也称为元素 a i j的余子式．

子式 A( i i ⋯ ip
j j ⋯ jp )的余子式 A( ip+ ⋯ in

jp+ ⋯ jn )与符号 (−)
i+i+⋯+ip+ j+ j+⋯+ jp 的乘积

(−)i+i+⋯+ip+ j+ j+⋯+ jpA( ip+ ⋯ in
jp+ ⋯ jn )

称为子式 A( i i ⋯ ip
j j ⋯ jp )的代数余子式．

特别地，元素 a i j的代数余子式记为 A i j，即

A i j = (−)i+ jA(   ⋯ (i−) (i+) ⋯ n
  ⋯ ( j−) ( j+) ⋯ n )．

为了下面推导的需要，先证明一个简单事实．

命题 2.3.1 下述行列式等式成立：
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
ap ⋯ app  ⋯ 
ap+� ⋯ ap+�p ap+�p+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an ⋯ anp an�p+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap
⋮ ⋱ ⋮
ap ⋯ app

RRRRRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

ap+�p+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋱ ⋮
an�p+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRR

．(2.3.1)

证明 对 p用归纳法．当 p = 时，式 (2.3.1)即化为例 2.2.1．因此式 (2.3.1)对
p = 成立．假设式 (2.3.1)对 p − 成立，下面证明式 (2.3.1)对 p成立．记

A =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
ap ⋯ app  ⋯ 
ap+� ⋯ ap+�p ap+�p+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an ⋯ anp an�p+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

由推论 2.2.2，

detA = aA +⋯ + apAp + ap+�Ap+� +⋯ + anAn．
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由归纳假设，当  ⩽ i ⩽ p时，

a iA i = (−)i+a i

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�p  ⋯ 
a i+� ⋯ a i+�p  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

ap ⋯ app  ⋯ 
ap+� ⋯ ap+�p ap+�p+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an ⋯ anp an�p+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= (−)i+a i

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap
⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�p

a i+� ⋯ a i+�p

⋮ ⋮
ap ⋯ app

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

ap+�p+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋱ ⋮
an�p+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRR

．

而当 p +  ⩽ i ⩽ n时，

a iA i = (−)i+a i

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

ap−� ⋯ ap−�p  ⋯ 
ap ⋯ app  ⋯ 
ap+� ⋯ ap+�p ap+�p+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
a i−� ⋯ a i−�p a i−�p+ ⋯ a i−�n

a i+� ⋯ a i+�p a i+�p+ ⋯ a i+�n

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an ⋯ anp an�p+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= (−)i+a i

RRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap
⋮ ⋱ ⋮

ap−� ⋯ ap−�p

RRRRRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 ⋯ 
ap+� ⋯ ap+�n

⋮ ⋮
a i−� ⋯ a i−�n

a i+� ⋯ a i+�n

⋮ ⋮
an� ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ．

因此，
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detA = aA + aA +⋯ + apAp

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

p

∑
i=
(−)i+a i

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap
⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�p

a i+� ⋯ a i+�p

⋮ ⋮
ap ⋯ app

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

RRRRRRRRRRRRRRRRR

ap+�p+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋱ ⋮
an�p+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRR

．

再由推论 2.2.2，

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ ap
a a ⋯ ap
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ap ap ⋯ app

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=
p

∑
i=
(−)i+a i

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ ap
⋮ ⋮

a i−� ⋯ a i−�p

a i+� ⋯ a i+�p

⋮ ⋮
ap ⋯ app

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

由此即得式 (2.3.1)． ∎

命题 2.3.2 给定 n阶方阵 A = (a i j)．设 ε j = (� . . . � � 
j
� � . . . � )，

ξ i =
n

∑
j=

a i jε j�

且  ⩽ k < k < ⋯ < kp ⩽ n，则

∑
( k k ⋯ kp

j j ⋯ jp
)

a ja j⋯ap jp det(ε j � ε j � . . . � ε jp � ξp+� . . . � ξn)

= A(   ⋯ p
k k ⋯ kp

)(−)+⋯+p+k+⋯+kpA( p+ ⋯ n
kp+ ⋯ kn )�

其中 kk⋯kp⋯kn是 � � . . . � n的排列，且  ⩽ kp+ < ⋯ < kn ⩽ n，而上述求和号表示
对 j j⋯ jp遍历 k� k� . . . � kp的所有排列求和．

证明 先证明

∑
( k k ⋯ kp

j j ⋯ jp
)

a ja j⋯ap jp det(ε j � ε j � . . . � ε jp � ξp+� . . . � ξn)

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 ⋯  ak  ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 ⋯  apk  ⋯

ap+� ⋯ ap+�k− ap+�k ap+�k+ ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an ⋯ an�k− an�k an�k+ ⋯
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⋯  akp  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯  apkp  ⋯ 
⋯ ap+�kp− ap+�kp ap+�kp+ ⋯ ap+�n

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋯ an�kp− an�kp an�kp+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．(2.3.2)

事实上，记上式右端为 ∆，并且对任意  ⩽ i ⩽ p，

ξ̃ i = ∑
∗

j i
a i j i ε j i �

其中上述求和号表示对 j i遍历 k� k� . . . � kp求和．

于是 ∆ = det(ξ̃� ξ̃� . . . � ξ̃p� ξp+ . . . � ξn)．因为行列式是 n重线性函数，所以

∆ = ∑
∗

j� j�. . .� jp
a ja j⋯ap jp det(ε j � ε j � . . . � ε jp � ξp+ . . . � εn)�

其中上述求和号表示对 j� j� . . . � jp分别遍历 k� k� . . . � kp求和．

因为行列式是反对称函数．所以，当 ε j � ε j � . . . � ε jp 的某两个下指标相同时，

det(ε j � ε j � . . . � ε jp � ξp+� . . . � εn) = ．

因此，j j⋯ jp应是 k� k� . . . � kp的排列．于是得到

∆ = ∑
( k k ⋯ kp

j j ⋯ jp
)

a ja j⋯ap jp det(ε j� ε j� . . . � ε j p� ξp+� . . . � ξn)．

把式 (2.3.2)右端行列式 ∆中第 k列依次和第 k − 列，第 k − 列，. . .，第 列
对换，于是 ∆的第 k列经过 k − 次对换调到第 列，再把第 k列依次和第 k − 
列，第 k − 列，. . .，第 列对换，于是 ∆的第 k列经过 k − 次对换调到第 列，等
等．最后 ∆的第 kp列经过 kp − p次对换调到第 p列．由定理 2.2.1之 (1)，

∆ = (−)+⋯+p+k+⋯+kp ⋅

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ak ⋯ akp  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

apk ⋯ apkp  ⋯ 
ap+�k ⋯ ap+�kp ap+�kp+ ⋯ ap+�kn

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an�k ⋯ an�kp an�kp+ ⋯ ankn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

于是由命题 2.3.1即得命题 2.3.2． ∎
现在证明本节的主要定理．

定理 2.3.1（Laplace展开定理）取定行指标 i� i� . . . � ip， ⩽ i < i <⋯ < ip ⩽ n．
遍取行列式 detA中第 i� i� . . . � ip行上的 p阶子式，并分别乘以相应的代数余子
式，其和即为 detA．具体地说，有

detA = ∑
⩽ j< j<⋯< jp⩽n

A( i i ⋯ ip
j j ⋯ jp ) ((−)

i+i+⋯+ip+ j+ j+⋯+ jpA( ip+ ⋯ in
jp+ ⋯ jn )) �
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其中 i i⋯ip ip+⋯in和 j j⋯ jp jp+⋯ jn都是 � � . . . � n的排列，并且  ⩽ ip+ <⋯ < in ⩽
n， ⩽ jp+ < ⋯ < jn ⩽ n．

证明 采用命题 2.3.1和命题 2.3.1的记号．先证明特殊情形：i = ，i = ，. . .，
ip = p．此时 ip+ = p + ，. . .，in = n．因为 n阶行列式是 n重线性函数，因此，

detA = det(ξ� . . . � ξn) = ∑
⩽k�k�. . .�kp⩽n

akak⋯apkp det(εk � . . . � εkp � ξp+� ξp+� . . . � ξn)�

因为 n阶行列式是反对称函数，所以，当下指标 k� k� . . . � kp有两个相同时，

det(εk � εk � . . . � εkp � ξp+� ξp+� . . . � ξn) = ．

因此
detA = ∑

⩽k�k�. . .�kp⩽n
k�k�. . .�kp 两两不等

akak⋯apkp det(εk � εk � . . . � εkp � ξp+� ξp+� . . . � ξn)．

不难证明（这里留给读者作为练习）

∑
⩽k�k�. . .�kp⩽n

k�k�. . .�kp 两两不等

bkk⋯kp = ∑∑
⩽ j< j<⋯< jp⩽n

( j j ⋯ jp
k k ⋯ kp

)

bkk⋯kp �

因此得到

detA = ∑∑
⩽ j< j<⋯< jp⩽n

( j j ⋯ jp
k k ⋯ kp

)

akak⋯apkp det(εk � εk � . . . � εkp � ξkp+ � ξp+� . . . � ξn)．

由命题 2.3.2，上式即为

detA = ∑
⩽ j< j<⋯< jp⩽n

A(   ⋯ p
j j ⋯ jp )(−)

++⋯+p+ j+ j+⋯+ jpA( p+ ⋯ n
jp+ ⋯ jn )．

这就证明了当 i = ，i = ，. . .，ip = p时，定理 2.3.1成立．
现在转到一般情形．由于对换行列式的某两行，行列式的值变号，而行列式

detA的第 i行可以经过 i − 次相邻两行的对换调到第 行，第 i行可以经过 i−2
次相邻两行的对换调到第 行，等等，最后，第 ip行经过 ip − p次相邻两行的对换调
到第 p行．因此得到，

detA = (−)i+i+⋯+ip+++⋯+p

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a i  a i ⋯ a in

⋮ ⋮ ⋮
a ip  a ip ⋯ a ipn

a ip+� a ip+� ⋯ a ip+�n

⋮ ⋮ ⋮
a in  a in ⋯ a inn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

记 a iℓ k = bℓk，B = (bℓk)，并且由上一段结论
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detA = (−)i+i+⋯+ip+++⋯+p

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

b b ⋯ bn
⋮ ⋮ ⋮
bp bp ⋯ bpn

bp+� bp+� ⋯ bp+�n

⋮ ⋮ ⋮
bn bn ⋯ bnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= (−)i+i+⋯+ip+++⋯+p

× ∑
⩽ j< j<⋯< jp⩽n

B(   ⋯ p
j j ⋯ jp ) ((−)

++⋯+p+ j+ j+⋯+ jpB( p+ ⋯ n
jp+ ⋯ jn ))．

由于 a iℓ k = bℓk，所以

B(   ⋯ p
j j ⋯ jp ) = A(

i i ⋯ ip
j j ⋯ jp )� B( p+ ⋯ n

jp+ ⋯ jn ) = A(
ip+ ⋯ in
jp+ ⋯ jn )．

代入上式即得定理 2.3.1． ∎
应当说明的是，在定理 2.3.1的等式右端和式中共有 Cp

n个项．其次，定理 2.3.1
是对行列式 detA给定的行 i� i� . . . � ip讲的，所以，它也称为对行列式 detA按照
第 i� i� . . . � ip行作 Laplalce展开．由于 detA = detAT，所以，对行列式 detAT按第

j� j� . . . � jp行作 Laplace展开，便得到 detA按第 j� j� . . . � jp列的 Laplace展开式：

detA = ∑
⩽i<i<⋯<ip⩽n

A( i i ⋯ ip
j j ⋯ jp )(−)

i+i+⋯+ip+ j+ j+⋯+ jpA( ip+ ⋯ in
jp+ ⋯ jn )．

定理 2.3.1的特殊情形是 p = ，即行列式 detA按第 i行（或第 j列）作 Laplace展
开：

detA =
n

∑
j=

a i jA i j� 或者 detA =
n

∑
i=

a i jA i j�

其中 A i j是一阶子式 A( ij ) = a i j的代数余子式．

定理 2.3.2 任给 n阶行列式 detA = det(a i j)，则对任意  ⩽ i� k ⩽ n，
n

∑
j=

a i jAk j = δ i k detA� 且
n

∑
j=

a jiA jk = δ i k detA�

其中 δ i k是 Kronecker符号，即当 i = k时，δ i k = ，否则 δ i k = ， ⩽ i� k ⩽ n．

证明 当 i = k时，前一个等式即是行列式 detA按第 i行作 Laplace展式，等式
成立．而当 i ≠ k时，考虑行列式

∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ an
⋮ ⋮

ak−� ⋯ ak−�n

a i ⋯ a in 第 k行．

ak+� ⋯ ak+�n

⋮ ⋮
an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
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由于行列式 ∆的第 i行和第 k行都是 a i� a i� . . . � a in，并且 i ≠ k，因此，∆ = ；另一
方面，对行列式 ∆按第 k行作 Laplace展开，得到

∆ =
n

∑
j=

a i jAk j = ．

这就证明了前一个等式对 i ≠ k也成立．
由于行列式的行和列的地位是平等的，故第二个等式也成立 ∎
对行列式的行或列作 Laplace展开，提供了一种可以将高阶行列式化为低阶行

列式的计算方法．

例 2.3.1 计算 阶行列式

∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−   − 
    −
 −  − 
− −  − 
    

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

解 由于行列式 ∆的第 列和第 列上零的个数最多，所以将行列式 ∆按第 
列、第 列作 Laplace展开，得到

∆ = ∑
⩽i<i⩽

A( i i
  )((−)

i+i++A( i i i
   ))

= (−)+++
RRRRRRRRRRRR

− 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

− − 
− − 
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

− 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

  −
− − 
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

− 
− 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

  
− − 
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

− 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

  
− − 
− − 

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

 − 
− − 
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

 
− 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

 − 
− − 
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

 − 
− − 
− − 

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

 
− 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

 − 
  −
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

 − 
  −
− − 

RRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (−)+++
RRRRRRRRRRRR

− 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

 − 
  −
− − 

RRRRRRRRRRRRRRRRR
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=
RRRRRRRRRRRR

− 
 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

  −
− − 
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

−
RRRRRRRRRRRR

− 
− 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

  
− − 
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR

−
RRRRRRRRRRRR

 
− 

RRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRR

 − 
  −
  

RRRRRRRRRRRRRRRRR
= (−)(−) − (−)(−) −  ⋅  = −． ∎

注意，在把 ∆按第 和第 列作 Laplace展开时共有 C
 = 个项．在展开时务

必不要漏掉一些项．

习 题 2.3

1. 利用 Laplace展开定理计算下列行列式．

(1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

   
   
   
   

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (2)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

   
   
   
   

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(3)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

     
x x    x
a b    c
a b x x x c
a b x

 x
 x

 c
x
 x

    x


RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (4)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

λ   ⋯  a
x c b ⋯ b y
x b c ⋯ b y
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
xn b b ⋯ c yn
a   ⋯  λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

2. 设 A�B�C和 D依次是由下表
⎛
⎜⎜⎜
⎝

a b c d

a b c d

a b c d

⎞
⎟⎟⎟
⎠

中删去第 � � 和第 列而得到的三阶行列式．证明，
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b c d  
a b c d  
a b c d  
  a b c d

  a b c d

  a b c d

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= AD − BC．

3. 证明 D = δ∆，其中

D =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ax bx ax bx ax bx
ax bx ax bx ax bx
a y b y a y b y a y b y
a y b y a y b y a y b y
az bz az bz az bz
az bz az bz az bz

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� δ =
RRRRRRRRRRRR

a b
a b

RRRRRRRRRRRR
� ∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRR

x y z
x y z
x y z

RRRRRRRRRRRRRRRRR

．

4. 设 n阶方阵 A = (a i j)的元素 a i j都是变量 x的可微函数， ⩽ i� j ⩽ n．证明，
d(detA)

dx
= ∑

⩽i� j⩽n

da i j

dx
A i j�
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其中 A i j是元素 a i j的代数余子式， ⩽ i� j ⩽ n．
5. 给定 n阶方阵 A = (a i j)．证明，

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ 
a − a a − a ⋯ an − an
a − a a − a ⋯ an − an
⋮ ⋮ ⋮

an − a an − a ⋯ ann − an

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ∑
⩽i� j⩽n

A i j�

其中 A i j是行列式 detA中元素 a i j的代数余子式， ⩽ i� j ⩽ n．
6. 证明，如果 n阶行列式 ∆的某一行（列）的所有元素都是等于 ，则 ∆的所有元素的代数余

子式之和等于 ∆．
7. 用 x� x� . . . � xn−� 替换 n阶行列式

∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a ⋯ a�n− 
a ⋯ a�n− 
⋮ ⋮ ⋮
an ⋯ an�n− 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
的第 i行，得到的行列式记为 ∆ i，i = � � . . . � n．证明

∆ = ∆ + ∆ +⋯ + ∆n．

8. 给定 n阶方阵 A = (a i j)．证明
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an x
a a ⋯ an x
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
an an ⋯ ann xn
y y ⋯ yn z

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= z detA− ∑
⩽i� j⩽n

A i jx i y j�

其中 A i j是行列式 detA的元素 a i j的代数余子式， ⩽ i� j ⩽ n．
9. 设 b i j = (a i + a i +⋯ + a in) − a i j�  ⩽ i� j ⩽ n．证明

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

b b ⋯ bn
b b ⋯ bn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
bn bn ⋯ bnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= (−)n−(n − )

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

如果 b i j = (a i + a i +⋯ + a in) − ka i j，其中  ⩽ k ⩽ n， ⩽ i� j ⩽ n，结论又怎样？
10. 计算 n阶行列式 ∆n，其中未写出的元素都是零：

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a bn
a bn−

⋱ ⋰
an bn+
bn an+

⋰ ⋱
b an−

b an

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．
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§2.4 Cramer法则

作为 Laplace展开定理的应用，本节介绍关于线性方程组解的Cramer法则．
设 x� x� . . . � xn是 n个未知量，它们满足以下 n个线性方程构成的线性方程

组： ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ax + ax +⋯ + anxn = b�
ax + ax +⋯ + anxn = b�

⋯⋯⋯⋯
anx + anx +⋯ + annxn = bn�

(2.4.1)

其中系数 a i j和常数项 bk都属于数域 F，并且都是已知的， ⩽ i� j� k ⩽ n．n个系数

a i j构成的 n阶方阵

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

称为线性方程组 (2.4.1)的系数矩阵．方阵 A的行列式 detA称为线性方程组 (2.4.1)
的系数行列式．

如果数域 F上有序 n元数组 (x
 � x

 � . . . � x
n)满足线性方程组 (2.4.1)中所有的

方程，即 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ax
 + ax

 +⋯ + anx
n = b�

ax
 + ax

 +⋯ + anx
n = b�

⋯⋯⋯⋯
anx

 + anx
 +⋯ + annx

n = bn�

则有序 n元数组 (x
 � x

 � . . . � x
n)称为线性方程组 (2.4.1)的解．

记线性方程组 (2.4.1)的系数行列式 detA为 ∆．依次用线性方程组 (2.4.1)的常
数项 b� b� . . . � bn替换行列式 ∆的第 j列上的元素，得到的行列式记为 ∆ j，即

∆ j =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ a� j− b a� j+ ⋯ an
a a ⋯ a� j− b a� j+ ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ an� j− bn an� j+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

于是，有

定理 2.4.1（Cramer法则）设线性方程组 (2.4.1)的系数行列式 ∆ ≠ ，则线性方
程组 (2.4.1)具有唯一解

(∆

∆
�
∆

∆
� . . . �

∆n

∆
)．

证明 记
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β = (b� b� . . . � bn)
T
� η j = (a j� a j� . . . � an j)

T
�

则线性方程组 (2.4.1)可以改写为 n维列向量之和的形式：
n

∑
j=

x jη j = β．

而系数行列式 ∆为 ∆ = det(η� η� . . . � ηn)，并且

∆ j = det(η� . . . � η j−� β� η j+� . . . � ηn)．

首先证明线性方程组 (2.4.1)的解的存在性．取

x
j =

∆ j

∆
�

并把它们代入方程组 (2.4.1)的第 i个方程的左端，得到
n

∑
j=

a i jx
j =


∆

n

∑
j=

a i j∆ j =

∆

n

∑
j=

a i j det(η� . . . � η j−� β� η j+� . . . � ηn)．

记
β =

n

∑
k=

bkεk� εk = (� . . . � � 
k
� � . . . � )T�

则由于行列式是线性函数，故
n

∑
j=

a i jx
j =


∆

n

∑
j=

a i j

n

∑
k=

bk det(η� . . . � η j−� εk� η j+� . . . � ηn)．

显然由例 2.2.1，

det(η� . . . � η j−� εk� η j+� . . . � ηn) = (−)k+ jA(  ⋯ (k−) (k+) ⋯ n
 ⋯ ( j−) ( j+) ⋯ n ) = Ak j．

因此， n

∑
j=

a i jx
j =


∆

n

∑
k=

bk(
n

∑
j=

a i jAk j)．

由定理 2.3.2， n

∑
j=

a i jx
j =


∆

n

∑
k=

bkδ i k detA = b i �

其中 i = � � . . . � n．这就证明了

(∆

∆
�
∆

∆
� . . . �

∆n

∆
)．

是方程组 (2.4.1)的解．
其次证明线性方程组 (2.4.1)的解的唯一性．设方程组 (2.4.1)另有解 (x

 � x
 �

. . . � x
n)，则 n

∑
ℓ=

x
ℓ ηℓ = β．

于是，
∆ j = det(η� . . . � η j−�

n

∑
ℓ=

x
ℓ ηℓ� η j+� . . . � ηn)．

由于 n阶行列式是它的列向量的 n重线性函数，所以，

∆ j =
n

∑
ℓ=

x
ℓ det(η� . . . � η j−� ηℓ� η j+� . . . � ηn)．
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由于行列式是列向量的反对称函数，所以，当 ℓ ≠ j时，

det(η� . . . � η j−� ηℓ� η j+� . . . � ηn) = ．

因此，
∆ j = x

j det(η� . . . � η j−� η j� η j+� . . . � ηn) = x
j ∆．

因为 ∆ ≠ ，故
x
j =

∆ j

∆
�

其中 j = � � . . . � n．这就证明了解的唯一性． ∎
对于线性方程组 (2.4.1)，如果它的常数项 b� b� . . . � bn都是零，则方程组 (2.4.1)

称为齐次线性方程组，否则称为非齐次线性方程组．

显然，齐次线性方程组恒有解

(� � � . . . � � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n

)�

它称为零解．

如果齐次方程组具有解 (x
 � x

 � . . . � x
n)，其中 x

 � x
 � . . . � x

n不全为零，则它称

为非零解．

由 Cramer法则直接得到，

推论 2.4.1 如果齐次方程组具有非零解，则它的系数行列式为零．

上述推论的逆命题也是成立的，即如果齐次方程组的系数行列式为零，则它具

有非零解．这一事实留待下一章证明．

Cramer法则是Cramer于 1750年发现的．实际上，最早发现的是 Leibnitz，他比
Cramer要早 50年．
应当指出，Cramer法则并没有完全解决线性方程组求解问题．例如，当线性方

程组的系数行列式为零时，线性方程组是否恒有解？假定有解，又如何求解，等等．

这些问题是 Cramer法则无法解决的．即便在线性方程组的系数行列式不为零时，
利用 Cramer法则求解也是不方便的．因为这时需要计算 n + 个 n阶行列式．而
当 n很大时，计算 n阶行列式的工作量是相当大的．因此，必需寻求实际可行的求
解方法．所有这些，将在下一章中深入讨论．

习 题 2.4

1. 解下列线性方程组．

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x + x + x = �
x − x − x − x = −�
x + x − x − x = −�
x + x + x − x = −�

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − x + x + x = �
x + x + x + x = �
x − x − x + x = �
x − x + x − x = ．

2. 设 a� b� c和 d是不全为零的实数．证明，线性方程组
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ax + by + cz + dw = �
bx − ay + dz − cw = �
cx − dy − az + bw = �
dx + cy − bz − aw = �

具有唯一解，其中 x� y� z和w是未知数．
3. 求下列线性方程组的解．

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C
 x + C

 x + C
 x +⋯ + C

n− xn = C
n�

C
 x + C

 x + C
 x +⋯ + C

n xn = C
n+�

C
 x + C

 x + C
 x +⋯ + C

n+ xn = C
n+�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
Cn−

n−x + Cn−
n x + Cn−

n+x +⋯ + Cn−
n−xn = Cn

n−．

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x + x +⋯ + xn− + xn = �
x +  + x +⋯ + xn− + xn = �
x + x +  +⋯ + xn− + xn = �
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

x + x + x +⋯ + xn− +  = n．
4. 设三次多项式 f (x) = a + ax + ax + ax满足 f (−) = ，f () = ，f () = ，f () = ．

求多项式 f (x)．
5. 设 y� y� y� . . . � yn是数域 F中 n + 个数，x� x� x� . . . � xn是数域 F中两两不同的 n + 

个数．证明，存在唯一一个多项式 f (x)，deg f (x) ⩽ n，使得 f (x i) = y i，i = � � . . . � n．
6. 设线性方程组 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ax + ax +⋯ + anxn = b�
ax + ax +⋯ + anxn = b�

⋯⋯⋯⋯
anx + anx +⋯ + annxn = bn

(2.4.2)

的系数行列式 ∆ ≠ ．利用 n + 阶行列式 (i = � � . . . � n)
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

b i a i a i ⋯ a in

b a a ⋯ an
b a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
bn an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= �

证明
(∆

∆
�
∆

∆
� . . . �

∆n

∆
)

是方程组 (2.4.2)的解．
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§2.5 行列式的计算

给定 n阶行列式 detA，要计算出它的值，如果采用定理 2.2.5所给的行列式表
达式，就必须先计算它的 n!个项

sgn(   ⋯ n
i i ⋯ in )aiai⋯anin．

然后相加，才能得到行列式的值．由数学分析中著名的 Stirling公式¬，随着行列式

阶数 n的增加，行列式表达式中项数 n!将以指数形式增加．因此，当阶数 n很大
时，计算量相当大．所以，在计算行列式的值时，往往不用行列式的表达式．而是针

对所给的具体行列式的特点，利用行列式的基本性质，将行列式的值求出来．

在计算行列式时，把高阶行列式化为低阶行列式，是经常采用的途径．把高阶

行列式化为低阶行列式的一个基本方法是对行列式实施行或列的初等变换．

所谓对行列式实施行（列）的初等变换是指

(1) 对换行列式的某两行（列），其它的行（列）保持不动；
(2) 行列式的某一行（列）的元素遍乘以某个非零的数再加到另一行（列）；
(3) 行列式的某一行（列）的元素遍乘以某个非零的数．
对行列式实施行或列的初等变换的目的是把行列式化成特殊形式的行列式，

使之便于计算．下面通过一些例子来说明计算行列式的基本方法．

一、化为三角形

行列式 detA中从西北角到东南角的对角线叫做主对角线．方阵 A = (a i j)的
元素 a i i位于主对角线上；而当 i < j时，元素 a i j位于主对角线的上侧；当 i > j时，
元素 a i j位于主对角线的下侧．主对角线的一侧的元素全为零的行列式称为三角

形的．对于给定的行列式，可以通过行或列的初等变换化为三角形，然后根据例

2.2.1，三角形的行列式等于主对角元素的乘积．这样便可以求出原行列式的值．

例 2.5.1 求五阶行列式 ∆的值，其中

∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

    
    
    
 −   
    

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
解 ∆的第 列分别乘以 −�−�−�−，然后分别加到第 � �� 列，得到

¬ Stirling公式 n! ∼
√
nπ (

n
e
)
n
(n →∞)．
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∆ÔÔÔÔÔÔÔÔÔÔ
−()+()� −()+()�
−()+()� −()+()

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

    
 −   
 −   
 −  − −
   − −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

其中为了便于验算，标明了所作的初等变换，行（列）的初等变换记在等号上（下）

方．右端的行列式记为 ∆̃．对调行列式 ∆̃的第 � 列，得到，

∆ = ∆̃ÔÔÔ
(� )

−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

    
  −  
  −  
  − − −
   − −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ÔÔÔÔÔ
()+()�
−()+()�
−()+()

−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

    
    
    
  − − −
   − −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−()+()
ÔÔÔÔÔ −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

    
    
    
− − −  
   − −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ． ∎

行列式 detA的第 i行（列）上所有元素之和称为 detA的第 i个行（列）和．有
些行列式的 n个行（列）和都相等．这时就可把行列式的各个行（列）都加到第 行，
然后再三角化．

例 2.5.2 计算 n阶行列式 ∆，其中

∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a + d ⋯ ⋯ a + (n − )d a + (n − )d
a + d a + d ⋯ ⋯ a + (n − )d a
⋮ ⋮ ⋰ a a + d
⋮ ⋮ ⋰ ⋰ ⋰ ⋮

a + (n − )d a + (n − )d a a + d ⋯ a + (n − )d
a + (n − )d a a + d a + d ⋯ a + (n − )d

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

解

∆
⩽ j⩽n
ÔÔÔÔ
( j)+()

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

na + n(n − )


d a + d ⋯ ⋯ a + (n − )d a + (n − )d

na + n(n − )


d a + d ⋯ ⋯ a + (n − )d a

⋮ ⋮ ⋰ a a + d
⋮ ⋮ ⋰ ⋰ ⋰ ⋮

na + n(n − )


d a + (n − )d a a + d ⋯ a + (n − )d

na + n(n − )


d a a + d a + d ⋯ a + (n − )d

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
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= (na + n(n − )


d)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 a + d ⋯ ⋯ a + (n − )d a + (n − )d
 a + d ⋯ ⋯ a + (n − )d a
⋮ ⋮ ⋰ a a + d
⋮ ⋮ ⋰ ⋰ ⋰ ⋮
 a + (n − )d a a + d ⋯ a + (n − )d
 a a + d a + d ⋯ a + (n − )d

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−(i)+(i+)
ÔÔÔÔÔ

⩽i⩽n−
n(a + n − 


d)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 a + d ⋯ a + (n − )d a + (n − )d
 d ⋯ d −(n − )d
⋮ ⋮ ⋰ ⋰ d
 d ⋰ ⋰ ⋮
 −(n − )d d ⋯ d

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ndn−(a + n − 


d)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯  −(n − )
⋮ ⋮ ⋰ −(n − ) 
⋮  ⋰ ⋰ ⋮
 −(n − )  ⋯ 

−(n − )   ⋯ 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

⩽ j⩽n−
ÔÔÔÔ
( j)+(

ndn−(a + n − 


d)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−  ⋯  −(n − )
− ⋮ ⋰ −(n − ) 
⋮  ⋰ ⋰ ⋮
− −(n − )  ⋯ 
−   ⋯ 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−(i)+(i+)
ÔÔÔÔÔ

⩽i⩽n−
ndn−(a + n − 


d)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−  ⋯   −(n − )
  ⋯  −n n
⋮ ⋮ ⋰ ⋰ ⋰ 
  ⋰ ⋰ ⋰ ⋮
 −n ⋰ ⋰ ⋮
 n  ⋯ ⋯ 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −ndn−(a + n − 


d)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 ⋯  −n n
⋮ ⋰ ⋰ n 
 ⋰ ⋰ ⋰ ⋮
−n ⋰ ⋰ ⋮
n  ⋯ ⋯ 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

最后这个 n − 阶行列式的第 n − 行经过 n − 次相邻行的对换调到第一行，第
n − 行经过 n − 次相邻行的对换调至到第二行，等等，得到，
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∆ = −(−)++⋯+(n−)+(n−)ndn−(a + n − 


d)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

n  ⋯ ⋯ 
−n n ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 
 ⋯  −n n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= (−)

n(n−)
 (nd)n−(a + n − 


d)． ∎

在例 2.5.2中，除第一步使用将行列式的各个列都加到第 列的技巧外，还采用
了下一行减去前一行、逐行相减的技巧．这也是常用技巧之一，应予重视．

二、建立递推公式

把 n阶行列式通过行或列的初等变换或其它方法化为同种形式的 n − 阶行
列式，或者阶数更低的行列式，从而建立递推公式．再利用递推公式求出原来行列

式的值．

例 2.5.3 求 n阶 Vandermonde行列式 ∆n(x� x� . . . � xn)，

∆n(x� x� . . . � xn) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ 
x x ⋯ xn
x
 x

 ⋯ x
n

⋮ ⋮ ⋮
xn−
 xn−

 ⋯ xn−
n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

解

∆n(x� x� . . . � xn)
−x(i)+(i+)ÔÔÔÔÔÔ

⩽i⩽n−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ 
 x − x ⋯ xn − x
 (x − x)x ⋯ (xn − x)xn
⋮ ⋮ ⋮
 (x − x)xn−

 ⋯ (xn − x)xn−
n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= (x − x)(x − x)⋯(xn − x)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ 
x x ⋯ xn
x
 x

 ⋯ x
n

⋮ ⋮ ⋮
xn−
 xn−

 ⋯ xn−
n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

由此得到递推公式，

∆n(x� x� . . . � xn) = (
n

∏
i=
(x i − x))∆n−(x� x� . . . � xn)．

因此得到，
∆n(x� x� . . . � xn) = ∏

⩽i< j⩽n
(x j − x i)． ∎
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例 2.5.4 求 n阶三对角行列式 ∆n，其中未写出的元素都是零，bc ≠ ：

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b
c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRn

�

解 将行列式 ∆n按第一行作 Laplace展开，得到

∆n = a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b
c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRn − 

− b

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

c b
 a b

c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRn − 

= a∆n− − bc∆n−．

由此得到递推方程
∆n − a∆n− + bc∆n− = � (2.5.1)

其初始条件为 ∆ = ，∆ = a．递推方程 (2.5.1)的特征方程为 x − ax + bc = ，它的
根记为 α� β，于是，α + β = a，αβ = bc．
由 (2.5.1)得到，∆n − (α + β)∆n− + αβ∆n− = ．因此，

∆n − α∆n− = β(∆n− − α∆n−) = ⋯ = βn−(∆ − α∆) = βn�

∆n − β∆n− = α(∆n− − β∆n−) = ⋯ = αn−(∆ − β∆) = αn�
} (2.5.2)

当 α ≠ β时，由式 (2.5.2)得到

∆n− =
βn − αn

β − α
Ô⇒ ∆n =

βn+ − αn+

β − α
．

当 α = β时，由 α = a，α = bc ≠ 可知 α = a

≠ ．再由 (2.5.2)可得

∆n

αn −
∆n−

αn− =  Ô⇒
∆n

αn = n + ∆�

因此
∆n = (n + )αn = (n + )(a


)
n
． ∎

关于递推方程求解理论，由于不属于本书范围，这里不拟介招．有兴趣的读者

可参阅黄国勋和李炯生著《计数》（上海教育出版社，1983年出版）．

三、Laplace展开

Laplace展开是把高阶行列式化为低阶行列式的一种常见方法．

例 2.5.5 求 n阶行列式 ∆，其中未写出的元素都为零，并且 k + ℓ = n，bc ≠ ：
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∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b
c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a b

⋱ ⋱ ⋱
c a b

c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

k行

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

ℓ行

解 按前 k行作 Laplace展开，得到

∆ = (−)++⋯+k+++⋯+k

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b
c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRk

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b
c a b

⋱ ⋱ ⋱
c a b

c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRℓ

+ (−)+⋯+k++⋯+(k−)+(k+)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b
c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a 

c b

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRk

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

c b
 a b

c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRℓ

．

记 k阶行列式

∆k =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b
c a b
⋱ ⋱ ⋱

c a b
c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

将 ∆的展开式的第二项中的第一个因子按第 k列作 Laplace展开，第二个因子按第
一列作 Laplace展开，得到

∆ = ℓ∆k∆ℓ − ℓbc∆k−∆ℓ− = ℓ(∆k∆ℓ − bc∆k−∆ℓ−)．

由例 2.5.4得到，

∆ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

an

k
(n + )� 当 a = bc时；

ℓ((βk+ − αk+)(βℓ+ − αℓ+) − bc(βk − αk)(βℓ − αℓ))
(β − α)

� 其它情形，

其中 α� β是方程 x − ax + bc = 的根． ∎
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上面介绍的计算行列式的方法，其实质是把高阶行列式化为低阶行列式．尽

管是可行的，但不一定最有效．有时，把低阶行列式化为高阶行列式来计算反而更

为简便．其方法有

四、加边

由于
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 b b ⋯ bn
 a a ⋯ an
 a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

所以可以针对 n阶行列式 det(a i j)的特点，添加上 行（列）和 列（行），得到一个与
原行列式值相等的 n + 阶行列式．然后对新的 n + 阶行列式进行计算，以求得原
行列式的值．

例 2.5.6 求 n阶行列式

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

c a a ⋯ an
a c a ⋯ an
a a c ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ an
a a ⋯ an− cn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

解 添加一行一列到行列式 ∆n：

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 −a −a −a ⋯ −an
 c a a ⋯ an
 a c a ⋯ an
 a a c ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ an
 a a ⋯ an− cn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

再将第 行加到其它各行，得到，

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 −a −a −a ⋯ −an
 c − a   ⋯ 
  c − a  ⋯ 
   c − a ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 
   ⋯  cn − an

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

． (2.5.3)

如果存在某 c i = a i，则对行列式 (2.5.3)的第 i + 列作 Laplace展开，得到



´ §2.5 行列式的计算 ⋅ 75 ⋅

∆n = (−)+i(−a i)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 c − a  ⋯   ⋯ 
  ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱   ⋯ 
  ⋯  c i− − a i−  ⋯ 
  ⋯    ⋯ 
  ⋯   c i+ − a i+ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 
  ⋯   ⋯  cn − an

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
再对上一行列式按第 i行作 Laplace展开，得到

∆n = (−)+i+i+(−a i)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

c − a  ⋯ ⋯ ⋯ 
 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ c i− − a i− ⋱ ⋮
⋮ ⋱ c i+ − a i+ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋯ ⋯ ⋯  cn − an

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= (c − a)(c − a)⋯(c i− − a i−)a i(c i+ − a i+)⋯(cn − an)．

当 c i ≠ a i，i = � � . . . � n时，由 (2.5.3)得到

∆n
⩽ j⩽n

ÔÔÔÔÔÔÔ
(c j−a j)−∗( j+)

n

∏
i=
(c i − a i)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 − a
c − a

− a
c − a

⋯ − an
cn − an

   ⋯ 
   ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 
  ⋯  

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

⩽ j⩽n+
ÔÔÔÔÔ
−( j)+()

n

∏
i=
(c i − a i)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 +
n

∑
i=

a i

c i − a i
− a
c − a

− a
c − a

⋯ − an
cn − an

   ⋯ 
   ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 
  ⋯  

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
=

n

∏
i=
(c i − a i)( +

n

∑
i=

a i

c i − a i
)

=
n

∏
i=
(c i − a i) +

n

∑
j=
(c − a)⋯(c j− − a j−)a j(c j+ − a j+)⋯(cn − an)． ∎

注 在上式中，如果令 c i = a i，所得到的值与前面 c i = a i的情形所算得的相同．

因此上式包含 c i = a i，i = � � . . . � n的情形．
有时行列式的阶数不用升高或降低，也可以计算出行列式．下面就是其中一

种方法．
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五、拆行（列）

所谓拆行（列）是指，按照行列式的某一行（列）将行列式拆成两个行列式之和．

其根据是定理 2.2.2．

例 2.5.7 计算 n阶行列式，其中 x ≠ y：

∆n(x� y� a� a� . . . � an) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a x ⋯ x
y a ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ x
y ⋯ y an

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

解 由定理 2.2.2，

∆n(x� y� a� a� . . . � an) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a x ⋯ x x + 
y a ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ x x + 
y ⋯ y an− x + 
y ⋯ y y x + (an − x)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a x ⋯ x x
y a ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ x x
y ⋯ y an− x
y ⋯ y y x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a x ⋯ x 
y a ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ x 
y ⋯ y an− 
y ⋯ y y (an − x)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

对上式右端第一个行列式，用 −乘以它的第 n行，然后加到其它各行，对第二个行
列式的第 n列作 Laplace展开，得到

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a − y x − y ⋯ x − y 
 a − y ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ x − y 
 ⋯  an− − y 
y ⋯ y y x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

+ (an − x)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a x ⋯ x
y a ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ x
y ⋯ y an−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= x(a − y)(a − y)⋯(an− − y) + (an − x)∆n−(x� y� a� a� . . . � an−)．

考虑 ∆n的转置行列式，得到，

∆n = y(a − x)(a − x)⋯(an− − x) + (an − y)∆n−(x� y� a� a� . . . � an−)．

于是得到，

∆n−(x� y� a� a� . . . � an−) =
y(a − x)⋯(an− − x) − x(a − y)⋯(an− − y)

y − x
．

因此，

∆n(x� y� a� a� . . . � an) =
y(a − x)⋯(an − x) − x(a − y)⋯(an − y)

y − x
． ∎
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六、视行列式为某些元素的多项式

把行列式 detA中某个元素 x看成未定元，其它元素看成常数．由理定理 2.2.1，
行列式 detA是 n!个项之和，而每个项是 detA的某些元素之积，因此是关于 x的多
项式．从而 detA也是关于 x的多项式，记为 f (x)．于是计算行列式 detA就转化为
确定多项式 f (x)．由多项式理论可知，为了确定多项式 f (x)，可以先确定它的次
数 s，再求出它的 s个根 a� a� . . . � as，于是，

f (x) = c(x − a)(x − a)⋯(x − as)�

其中 c是多项式 f (x)的首项系数．最后求出 c，多项式 f (x)也就定出来了．

例 2.5.8 求 n阶行列式

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

x a a ⋯ an−
a x a ⋯ an−
a a x ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ an−
a a ⋯ an− x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

解 把 ∆n中元素 x看成未定元，元素 a� a� . . . � an−看成常数，则 ∆n是关于 x
的多项式 f (x)．利用定理 2.2.1，容易看出，多项式 f (x)的次数为 n，首项系数为 ．
把其它各列加到第一列，得到，

∆n = f (x) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

x + a + a +⋯ + an− a a ⋯ an−
x + a + a +⋯ + an− x a ⋯ an−

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
x + a + a +⋯ + an− a a ⋯ x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

由此看出，多项式 f (x)有一根为 −(a + a +⋯ + an−)．
把 x = a i代入 f (x)，得到

f (a i) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a i a a ⋯ a i− a i− a i a i+ ⋯ an−
a a i a ⋯ a i− a i− a i a i+ ⋯ an−
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
a a a ⋯ a i− a i a i a i+ ⋯ an−
a a a ⋯ a i− a i a i a i+ ⋯ an−
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
a a a ⋯ a i− a i a i+ a i+ ⋯ a i

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

其中第 i行和第 i + 行相同，所以 f (a i) = ，即 a i是 f (x)的根．因此，

∆n = f (x) = c(x + a + a +⋯ + an−)(x − a)(x − a)⋯(x − an−)．

其中 c是待定常数．因为多项式 f (x)的首项系数为 ，所以 c = ．于是，

∆n = (x + a + a +⋯ + an−)(x − a)(x − a)⋯(x − an−)． ∎
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例 2.5.9 求 n阶行列式 ∆n：

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ 
x x ⋯ xn
x
 x

 ⋯ x
n

⋮ ⋮ ⋮
xk−
 xk−

 ⋯ xk−
k

xk+
 xk+

 ⋯ xk+
n

⋮ ⋮ ⋮
xn
 xn

 ⋯ xn
n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

． ∆ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯  
x x ⋯ xn x
x
 x

 ⋯ x
n x

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
xk−
 xk−

 ⋯ xk−
k xk−

xk
 xk

 ⋯ xk
k xk

xk+
 xk+

 ⋯ xk+
n xk+

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
xn
 xn

 ⋯ xn
n xn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

解 在 ∆n中添加一行一列成为上述右边的行列式 ∆．此时 ∆是一个 n + 阶
Vandermonde行列式．由例 2.5.3，

∆ = (x − x)(x − x)⋯(x − xn) ∏
⩽i< j⩽n

(x j − x i)． (2.5.4)

把 x看成未定元，则 ∆是关于 x的多项式．比较 ∆n和 ∆，对 ∆的第 n + 行作
Laplace展开，可以看出，∆n是多项式 ∆的 k次项系数，只是相差符号

(−)k++n+．

由 (2.5.4)，∆的 k次项系数为

∏
⩽i< j⩽n

(x j − x i)((−)n−k ∑
⩽i<i<⋯<in−k⩽n

x ix i⋯x in−k)．

因此，
∆n = ∏

⩽i< j⩽n
(x j − x i) ∑

⩽i<i<⋯<in−k⩽n
x ix i⋯x in−k． ∎

最后，应当指出，这里所给的方法只是基本的．如何巧妙而迅速地求出行列式

的值，还要靠自己通过做题悉心领会．另外还有一些重要的计算方法，如利用行列

式的乘法公式，只好留待以后介绍了．

习 题 2.5

1. 计算下列 n阶行列式．

(1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

   ⋯ n −  n
   ⋯ n −  n
   ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ n −  n
  ⋯ n −  n −  n
  ⋯ ⋯ n −  n − 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (2)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

   ⋯ n −  n
   ⋯ n n + 
   ⋯ n +  n + 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
n n +  n +  ⋯ n n − 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�
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(3)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a −   ⋯ 
a x −  ⋯ 
a  x ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 

an−  ⋯  x −
an−  ⋯   x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (4)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

x a a a ⋯ a
−a x a a ⋯ a
−a −a x ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ a
−a −a ⋯ −a x a
−a −a ⋯ −a −a x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(5)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a −a   ⋯ 
 a −a  ⋯ 
  a ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 
  ⋯  an− −an
  ⋯    + an

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

； (6)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

x y  ⋯ ⋯ 
 x y ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 
 ⋱ x y
y  ⋯ ⋯  x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(7)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

   ⋯  
  x ⋯ x x
 x  ⋱ x
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
 x ⋱  x
 x x ⋯ x 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (8)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 a a ⋯ an−

x  a ⋯ an−

x x  ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ a

xn−� xn−� ⋯ xn−�n− 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(9)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a + h a + h ⋯ a + (n − )h a + (n − )h
−a a   ⋯ 
 −a a  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
 ⋯  −a a 
 ⋯   −a a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(10)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 + a + x a + x ⋯ a + xn
a + x  + a + x ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ an− + xn

an + x ⋯ an + xn−  + an + xn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(11)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 cos θ 
  cos θ 

⋱ ⋱ ⋱
  cos θ 

  cos θ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRn

；(12)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 C
m ⋯ Cn−

m

 C
m ⋯ Cn−

m

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 C

mn ⋯ Cn−
mn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

；

(13)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

Ck
m Ck+

m ⋯ Ck+n−
m

Ck
m+ Ck+

m+ ⋯ Ck+n−
m+

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Ck

m+n− Ck+
m+n− ⋯ Ck+n−

m+n−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

； (14)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

   ⋯  
 C

  ⋯  x
 C

 C
 ⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱  xn−

 C
n− C

n− ⋯ Cn−
n− xn−

 C
n− C

n− ⋯ Cn−
n− xn−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

；
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(15)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR


a + b


a + b

⋯ 
a + bn


a + b


a + b

⋯ 
a + bn

⋮ ⋮ ⋱ ⋮


an + b


an + b
⋯ 

an + bn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (16)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 cos θ cos θ ⋯ cos(n − )θ
 cos θ cos θ ⋯ cos(n − )θ
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 cos θn cos θn ⋯ cos(n − )θn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(17)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

sin θ sin θ ⋯ sin nθ
sin θ sin θ ⋯ sin nθ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

sin θn sin θn ⋯ sin nθn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (18)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 + x  + x
 ⋯  + xn



 + x  + x
 ⋯  + xn



⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 + xn  + x

n ⋯  + xn


RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(19)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

x 
−n x −  

−(n − ) x −  
⋱ ⋱ ⋱

− x − n +  n
− x − n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

(20) 计算 n阶行列式
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an b ⋯ b�n− bn
a ⋯ an b ⋯ b�n− bn

⋱ ⋮ ⋮ ⋰
ann bn
cn d

⋰ ⋮ ⋮ ⋱
cn−� ⋯ cn−�n dn− ⋯ dn−�n−

cn cn ⋯ cnn dn ⋯ dn�n− dnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

其中未写出的元素都是零．

2. 设 a� a� . . . � an是正整数．证明，n阶行列式
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 a a ⋯ an−


 a a ⋯ an−


⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 an an ⋯ an−

n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
能被

n−n−⋯(n − )(n − )

整除．

3. (Minkowski)设 n阶方阵 A = (a i j)的元素都是实的，并且

a i i > � a i j < � i ≠ j�
n

∑
j=

a i j > ．

证明方阵 A的行列式 detA > ．
4. (Lovy-Desplanques)设 n阶方阵 A = (a i j)的元素都是复数，并且对任意 i = � . . . � n，

a i i >
n

∑
j=
j≠i

∣a i j ∣�

则方阵 A称为主对角占优矩阵．证明主对角占优矩阵的行列式不为零．
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5. (Burnside)设 n阶方阵 A = (a i j)满足 a ji = −a i j， ⩽ i� j ⩽ n，则方阵 A称为斜对称方阵．证
明，奇数阶斜对称方阵的行列式恒为零，而偶数阶斜对称方阵的行列式是一个完全平方．

6. 把 n阶行列式 RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

λ − a −a ⋯ −an
−a λ − a ⋯ −an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
−an −an ⋯ λ − ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
展成 λ的多项式，并用行列式 detA的子式表示它的关于 λ的各次幂的系数，其中 A = (a i j)．



第三章

矩 阵

b 矩阵是线性代数研究的基本代数对象．按

照矩阵的观点，线性代数就是研究矩阵在

各种意义下的分类问题及其标准形理论．

b §3.1引进了矩阵的定义及矩阵的代数运算
——矩阵的加法、数与矩阵的乘法、矩阵之

间的乘法．读者或许在这里第一次遇到不

是数的一些数学对象可以象数那样进行运

算，而且这些运算满足大部分数的运算所

满足的运算法则．

b §3.2考察矩阵乘积的行列式，得到 Binet-
Cauchy公式，它为行列式的计算又提供了
一种有力的方法．

b 在适当的意义下，矩阵的乘法运算应当有

逆运算，§3.3处理了矩阵的求逆问题．
b 矩阵按照相抵关系进行分类，是最简单的

一种矩阵分类，§3.4利用初等变换的方法，
彻底解决了矩阵在相抵下的分类问题．读

者通过这一章应当了解到，什么是矩阵的

分类问题，研究矩阵分类问题时应该注意

哪些问题．

b 利用初等变换，§3.4顺便给出了求矩阵的逆
的一种极其有效的方法．

b §3.5通过例子进一步说明如何使用矩阵在
相抵下的标准形来解决一些矩阵问题．

b 在 §3.6中，利用矩阵在相抵下的标准形，解
决了解线性方程组的问题，给出了线性方

程组有解的判别准则以及线性方程组的解

的结构．

b 矩阵的逆可以在各种意义下推广，得出各

种广义逆的概念，§3.7介绍了两种广义逆，
并说明了它们的一些应用．这一节是专门

为关心计算数学、概率统计以及其它应用

数学的读者而设置的．读者完全可以跳过

这一节，而不会影响对以后各章内容的理

解．

§3.1 矩阵的代数运算

在介绍行列式理论和关于线性方程组的 Cramer法则时，已经遇到 n阶方阵的
概念．本节将给出m × n矩阵的定义及其代数运算规则．

定义 3.1.1 设 F是数域，且 a i j ∈ F， ⩽ i ⩽ m， ⩽ j ⩽ n．把m × n个数 a i j排成

一个m行 n列的长方形表：
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

am am ⋯ amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

它称为数域 F上的m × n矩阵，简称为矩阵，记为 A，或者 (a i j)m×n，简记为 (a i j)．
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矩阵 A中位于第 i行，第 j列位置上的数 a i j称为矩阵 A的 (i� j)元素，或 (i� j)
系数．如果m = n，则 A称为 n阶方阵．

如果数域 F取成实数域，则 F上的m × n矩阵称为m × n实矩阵；如果数域 F
取成复数域，则 F上的m× n矩阵称为m× n复矩阵．如无特别说明，本节所说的矩
阵都指数域 F上的矩阵．数域 F上的所有m × n矩阵的集合记为 Fm×n．

设 A = (a i j)，B = (b i j)，A�B ∈ Fm×n．如果 a i j = b i j，则称矩阵 A和 B相等，记为
A = B．

定义 3.1.2 设 A�B ∈ Fm×n，且

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

am am ⋯ amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b b ⋯ bn
b b ⋯ bn
⋮ ⋮ ⋮

bm bm ⋯ bmn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

则矩阵
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a + b a + b ⋯ an + bn
a + b a + b ⋯ an + bn
⋮ ⋮ ⋮

am + bm am + bm ⋯ amn + bmn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

称为矩阵 A与 B之和，记为 A+ B．

这就定义了矩阵的加法运算．由定义可知，如果 A�B ∈ Fm×n，则 A+ B ∈ Fm×n，

即 Fm×n对矩阵的加法是封闭的．

容易验证，矩阵的加法运算满足下列公理．

(A1)加法结合律 对任意 A�B�C ∈ Fm×n，均有

(A+ B) + C = A+ (B + C)�

(A2)加法交换律 对任意 A�B ∈ Fm×n，均有

A+ B = B + A�

(A3)零矩阵 所有系数都是零的m× n矩阵称为零矩阵．记为 ()m×n，简记为
．对任意 A ∈ Fm×n，均有

A+  = A =  + A�

(A4)负矩阵 对任意 A = (a i j) ∈ Fm×n，存在唯一的 B = (b i j) ∈ Fm×n，使得

A+ B =  = B + A．

容易看出，B = (b i j)满足 b i j = −a i j．矩阵 B称为矩阵 A的负矩阵，记为 −A．
利用负矩阵概念，可以引进矩阵的减法运算．

定义 3.1.3 设 A = (a i j)，B = (b i j) ∈ Fm×n．则矩阵 A+ (−B)称为矩阵 A与 B之
差，记为 A− B．
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显然，

A− B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a − b a − b ⋯ an − bn
a − b a − b ⋯ an − bn
⋮ ⋮ ⋮

am − bm am − bm ⋯ amn − bmn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

矩阵的减法运算和通常数的减法运算具有相同的性质．

定义 3.1.4 设 λ ∈ F�A = (a i j) ∈ Fm×n．则矩阵

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λa λa ⋯ λan
λa λa ⋯ λan
⋮ ⋮ ⋮

λam λam ⋯ λamn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

称为纯量 λ与矩阵 A的乘积，记为 λA．

由定义可以看出，如果 λ ∈ F，A ∈ Fm×n，则 λA ∈ Fm×n，即 Fm×n对纯量与矩阵的

乘法运算是封闭的．

容易验证，纯量与矩阵的乘法满足以下的公理．

(M1) 对任意 λ� µ ∈ F，A ∈ Fm×n，均有

(λµ)A = λ(µA)�

(M2) 对任意 A ∈ Fm×n，均有

 ⋅ A = A�

(D1) 对任意 λ� µ ∈ F，A ∈ Fm×n，均有

(λ + µ)A = λA+ µA�

(D2) 对任意 λ ∈ F，A�B ∈ Fm×n，均有

λ(A+ B) = λA+ λB．

除此之外，还具有性质：

设 λ ∈ F，A ∈ Fm×n，则当且仅当 λ = 或 A = 时，λA = ．
和数域 F上的 n维行向量空间 F相比较，可以看出，F中矩阵的加法运算以及

纯量与矩阵的乘法运算所满足的公理和 F中向量的加法以及纯量与向量的乘法所
满足的公理完全相同，因此有理由把 F称为数域 F上的m × n维向量空间．
其次，如果m = ，A ∈ F×n，则 A为 行 n列的矩阵，即是数域 F上的 n维向量．

而  × n矩阵的加法即是 n维向量的加法，纯量与  × n矩阵的乘法即是纯量与 n维
向量的乘法．因此，Fm×n是 Fn的自然推广．

和向量的不同点是，矩阵之间可以引进乘法．

定义 3.1.5 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，并且
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

am am ⋯ amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b b ⋯ bp
b b ⋯ bp
⋮ ⋮ ⋮
bn bn ⋯ bnp

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

则m × p矩阵
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

n

∑
k=

akbk
n

∑
k=

akbk ⋯
n

∑
k=

akbkp
n

∑
k=

akbk
n

∑
k=

akbk ⋯
n

∑
k=

akbkp

⋮ ⋮ ⋮
n

∑
k=

amkbk
n

∑
k=

amkbk ⋯
n

∑
k=

amkbkp

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

称为矩阵 A与 B的乘积，记为 AB．

由矩阵乘积的定义，如果记 AB = C = (c i j)，则

c i j =
n

∑
k=

a i kbk j．

应当指出，绐定矩阵 A与 B，只有当矩阵 A的列数等于矩阵 B的行数，矩阵 A
与 B的乘积 AB才有意义．矩阵的乘法具有以下性质．

(1)乘法结合律 对任意的 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，C ∈ Fp×q，均有

(AB)C = A(BC)．

证明 记 A = (a i j)，B = (b i j)，C = (c i j)，AB = D = (d i j)，BC = E = (e i j)．容易看
出，AB和 BC都有意义，而且 DC和 AE也都有意义，并且后二者都是m × q矩阵．
由矩阵乘法定义，

d i j =
n

∑
k=

a i kbk j．

记 (AB)C = H = (h i j)，则

h i j =
p

∑
ℓ=

d iℓcℓ j =
p

∑
ℓ=
(

n

∑
k=

a i kbkℓ)cℓ j =
n

∑
k=

p

∑
ℓ=

a i kbkℓcℓ j．

另一方面，由矩阵乘法定义，

e i j =
p

∑
ℓ=

b iℓcℓ j

因此，若记 A(BC) = AE = G = (g i j)，则

g i j =
n

∑
k=

a i kek j =
n

∑
k=

a i k(
p

∑
ℓ=

bkℓeℓ j) =
n

∑
k=

p

∑
ℓ=

a i kbkℓcℓ j．

所以
h i j = g i j．

由矩阵相等的定义，H = G，即 (AB)C = A(BC)． ∎
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利用矩阵乘法的上述性质，可以定义 k ⩾ 个矩阵的乘积．
设 A�A� . . . �Ak依次是m × p� p × p� . . . � pk− × n矩阵，定义

AAA = (AA)A．

设 AA⋯Ak−已有定义，则定义

AA⋯Ak = (AA⋯Ak−)Ak．

利用上述性质和归纳法可以证明，对于给定的 k个矩阵 A�A� . . . �Ak，它们的

大小分别为m × p� p × p� . . . � pk− × n，则只要保持这 k个矩阵的顺序，而不论其
间如何添加括号，其乘积恒为 AA⋯Ak．例如，当 k = 时，恒有

AAAA = (AAA)A = (AA)(AA)
= A(AA)A = A(AAA) = AA(AA)�

等等．特别，如果 A�A� . . . �Ak是同一个 n阶方阵 A，则

AAA⋯AA
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n个

有意义，并记为 Ak，它称为方阵的 k次幂．
(2)单位方阵 主对角元素都是 而其它元素都是零的 n阶方阵称为 n阶单位

方阵，记为 I(n)，即

I(n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 
  ⋱ 
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
n × n

．

在不引起混淆时可简记为 I．容易看出，对任意 A ∈ Fm×n，均有

I(m)A = A = AI(n)．

(3)纯量乘法 设 λ ∈ F，A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，则

(λA)B = A(λB) = λ(AB)．

(4)加乘分配律 设 A�B ∈ Fm×n，C ∈ Fn×p，D ∈ Fq×m，则

(A+ B)C = AC + BC� D(A+ B) = DA+ DB．

应当指出，矩阵的乘法与通常数的乘法存在着重大区别．对于数的乘法，交

换律是成立的，即对任意 a� b ∈ F，均有 ab = ba．但是，对于矩阵的乘法，交换律一
般并不成立．事实上，设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，且m ≠ p．则虽然 AB有意义，但 BA却
无定义，因此谈不上 AB和 BA是否相等．即使m = p，即 AB和 BA都有意义，但 AB
为m阶方阵，BA为 n阶方阵，当m ≠ n时，显然，AB ≠ BA；而当m = n时，仍有可能
AB ≠ BA．例如，

A = (
 
 
)� B = (

 
 
)�
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则

AB = (
 
 
)� BA = (

 
 
)．

这个例子还表明，两个非零矩阵的乘积可以是零矩阵．这和两个非零的数的

乘积一定不等于零也不相同．由此还可以看出，如果 A，B和 C分别是m × n，m × n
和m × p矩阵，且 AC = BC，C ≠ ，也不一定有 A = B．也就是说，对矩阵的乘法，消
去律并不成立．这些运算规则的不同点在进行矩阵乘法运算时是必须注意的．

设 A是数域 F上的 n阶方阵，

f (λ) = a + aλ +⋯ + anλn

是数域 F上的关于 λ的多项式．记

f (A) =
n

∑
i=

a iAi �

其中约定 A = I(n)，则 f (A)称为方阵 A的多项式．
容易验证，如果 f (λ)，g(λ)，p(λ)与 q(λ)是数域 F上的关于 λ的多项式，且

f (λ) + g(λ) = p(λ)，f (λ)g(λ) = q(λ)，则

f (A) + g(A) = p(A)� f (A)g(A) = g(A) f (A) = q(A)．

定义 3.1.6 设 A = (a i j)是m × n矩阵，把 A的行变成列，列变成行，得到的
n ×m矩阵称为矩阵 A的转置矩阵，记为 AT，即

AT =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ am

a a ⋯ am

⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

容易验证，矩阵的转置具有以下性质．

(1) 对任意 A�B ∈ Fm×n，均有

(A+ B)T = AT + BT�

(2) 对任意 λ ∈ F，A ∈ Fm×n，均有

(λA)T = λAT�

(3) 对任意 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，均有

(AB)T = BTAT�

一般地说，设 A i ∈ Fm i×m i+，i = � � . . . � k，则

(AA⋯Ak)T = AT
k⋯AT

A
T
 �

(4) 设 A ∈ Fm×n，则
(AT)T = A．

对于复矩阵 A = (a i j) ∈ Cm×n，可以定义矩阵 A的共轭矩阵 A如下：
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

am am ⋯ amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

或简记为 A = (a i j)，其中 (a i j)是复数 a i j的共轭复数．

关于矩阵的共轭，以下性质成立．

(1) 设 A�B ∈ Cm×n，则 (A+ B) = A+ B；
(2) 设 λ ∈ C，A ∈ Cm×n，则 (λA) = λA；
(3) 设 A ∈ Cm×n，B ∈ Cm×n，则 AB = AB；
(4) 设 A ∈ Cm×n，则 AT = (A)T，并记为 AT．

最后介绍进行矩阵代数运算的一个重要方法，即把矩阵分块．

给定矩阵 A = (a i j) ∈ Fm×n．所谓对矩阵 A进行分块是指，设想用一些水平
线和竖直线把矩阵 A的元素分隔成若干个长方形小块．例如，设想在矩阵 A的第
m+⋯+m i行与第m+⋯+m i+行之间有一条水平线，i = � � . . . � p，m+m+⋯+mp =
m，在 A的第 n +⋯ + n j列与第 n +⋯ + n j + 列之间有一条竖直线，j = � � . . . � q，
n + n +⋯ + nq = n．于是，矩阵 A便分成 p × q个块，

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A A ⋯ Aq

A A ⋯ Aq

⋮ ⋮ ⋮
Ap Ap ⋯ Apq

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

其中

A i j =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

as i−+�t j−+ as i−+�t j−+ ⋯ as i−+�t j
as i−+�t j−+ as i−+�t j−+ ⋯ as i−+�t j

⋮ ⋮ ⋮
as i �t j−+ as i �t j−+ ⋯ as i �t j

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

这里 s i = m +m +⋯ +m i，t j = n + n +⋯ + n j．

m i × n j矩阵 A i j称为矩阵 A的子矩阵，而矩阵 A简记为 A = (A i j)．
在进行矩阵代数运算时，可以把分块矩阵中的子矩阵当成矩阵的元素，然后进

行运算．设 A�B ∈ Fm×n，并且 A�B的分块方式相同，即设

A = (A i j)� B = (B i j)�

其中 A i j和 B i j都是m i × n j矩阵， ⩽ i ⩽ p， ⩽ j ⩽ q．则显然

A+ B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A + B A + B ⋯ Aq + Bq

A + B A + B ⋯ Aq + Bq

⋮ ⋮ ⋮
Ap + Bp Ap + Bp ⋯ Apq + Bpq

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．
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设 λ ∈ F，A = (A i j) ∈ Fm×n，其中 A i j是m i × n j子矩阵．容易验证

λA = (λA i j)．

设 A = (A i j) ∈ Fm×n，B = (B i j) ∈ Fn×p，其中 A i j是 A的m i × n j子矩阵， ⩽ i ⩽ r，
 ⩽ j ⩽ s，Bkℓ是 B的 nk × pℓ子矩阵， ⩽ k ⩽ s， ⩽ ℓ ⩽ t，即 A的子矩阵 A i j的列数等于

B的子矩阵 B i j的行数．记
C iℓ =

s

∑
k=

A i kBkℓ．

则 AB = (C iℓ)．换句话说，在计算矩阵 A和 B的乘积 AB时，可以把矩阵 A和 B分
块，使得矩阵 A的列的分法与矩阵 B的行的分法相同，那么，把子矩阵 A i k和 Bkℓ当

成通常的系数，然后按照矩阵乘法运算相乘，其结果便是矩阵 A与 B的乘积．
现在来证明这一事实．记 C = (C iℓ)，显然 C是m × p矩阵，并且具有 r × t个块

（子矩阵），矩阵 C的 (i� j)系数 c i j一定在某个块 Ckℓ中．于是，

m +⋯ +mk− < i ⩽ m +⋯ +mk− +mk�

p +⋯ + pℓ− < j ⩽ p +⋯ + pℓ− + pℓ．

因此，必有 i′和 j′， ⩽ i′ ⩽ mk， ⩽ j′ ⩽ pℓ，使得

i = m +⋯ +mk− + i′� j = p +⋯ + pℓ− + j′．

这表明，c i j是子矩阵 Ckℓ的 (i′� j′)系数．由于

Ckℓ =
s

∑
µ=

AkµBµℓ�

因此，它的 (i′� j′)系数应是 AkµBµℓ，µ = � � . . . � s的 (i′� j′)系数的和．但是，

Akµ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

auk−+�vµ−+ auk−+�vµ−+ ⋯ auk−+�vµ

auk−+�vµ−+ auk−+�vµ−+ ⋯ auk−+�vµ

⋮ ⋮ ⋮
auk �vµ−+ auk �vµ−+ ⋯ auk �vµ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

Bµℓ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

bvµ−+�wℓ−+ bvµ−+�wℓ−+ ⋯ bvµ−+�wℓ

bvµ−+�wℓ−+ bvµ−+�wℓ−+ ⋯ bvµ−+�wℓ

⋮ ⋮ ⋮
bvµ �wℓ−+ bvµ �wℓ−+ ⋯ bvµ �wℓ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 uk =m+⋯+mk，vµ = n+⋯+nµ，wℓ = p+⋯+pℓ．所以AkµBµℓ，µ = � � . . . � s
的 (i′� j′)系数是 nµ

∑
λ=

auk−+i′�vµ−+λbvµ−+λ�wℓ−+ j′．

于是

c i j =
s

∑
µ=

nµ

∑
λ=

auk−+i′�vµ−+λbvµ−+λ�wℓ−+ j′

=
n

∑
λ=

am+⋯+mk−+i′�λbλ�p+⋯+pℓ−+ j′ =
n

∑
λ=

a iλbλ j．
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这就证明了 C = AB．
对矩阵的转置和共轭，容易验证，如果m × n矩阵 A = (a i j)，其中 A i j为m i × n j

子矩阵， ⩽ i ⩽ p， ⩽ j ⩽ q，则

AT = (AT
ji)

T
� A = (Ai j)．

最后给出若干特殊类型的矩阵．如果矩阵分块后具有以下形式，

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A A ⋯ Aq

 A ⋯ Aq

⋮ ⋱ ⋱ ⋮
 ⋯  Aqq

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

即A的主对角线以下的块都是零子矩阵，则A称为准上三角的．当A�A� . . . �Aqq

为一阶子方阵时，A称为上三角的．
显然，当 A�A� . . . �Aqq都是方阵时，A也是方阵，并且由 Laplace展开定理，

detA = detA detA⋯detAqq．

如果矩阵 A具有如下分块形式：

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A  ⋯ 
A A ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 

Ap Ap ⋯ App

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

即主对角线以上的块都是零子矩阵，则 A称为准下三角的．若 A�A� . . . �App都

是一阶子方阵，则 A称为下三角的．
同样，当 A�A� . . . �App为子方阵时，

detA = detA detA⋯detAApp．

如果矩阵 A既是准上三角的，又是准下三角的，则 A称为准对角的，此时记

A = diag(A�A� . . . �App)．

特别，当 A�A� . . . �App为一阶子方阵，即 A的非主对角元都是零时，A称为
对角的，记为

A = diag(a� a� . . . � ann)．

习 题 3.1

1. 求下列矩阵的乘积．

(1)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

a b c
c b a
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

 a c
 b b
 c a

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
−  
  −

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�
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(3)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠



� (4)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
   
   
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

n

�

(5) (
 λ
 

)
n

� (6)
⎛
⎜⎜
⎝


λ
n

− λ
n



⎞
⎟⎟
⎠

n

�

(7)
⎛
⎝
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

⎞
⎠

n

� (8)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 
 
⋱ ⋱
⋱ 



⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

n

n × n

�

(9)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ 
λ 
⋱ ⋱
⋱ 

λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

n

n × n

�

(10)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an−
an− a ⋯ an−
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
a a ⋯ a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 
 ω ⋯ ωn−

 ω ⋯ ω(n−)

⋮ ⋮ ⋮
 ωn− ⋯ ω(n−)



⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

，其中 ωn = ．

2. 计算 AB − BA．

(1) A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� B =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
−  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

(2) A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
−  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� B =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  −
 − 
−  −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

3. 求出所有和方阵 A可交换的方阵．

(1) A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2) A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
   
   
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

4. 证明，如果方阵 A和 B可交换，即 AB = BA，则
(1) (A+ B) = A + AB + B； (2) A − B = (A+ B)(A− B)；
(3) (A+ B)n = An + C

nAn−B +⋯ + Cn−
n ABn− + Bn．

5. 设 n阶对角方阵 A的对角元两两不等．证明，n阶方阵 B与 A可变换的充分必要条件是，
B为对角方阵．能否推广到准对角情形，即

A = diag(λI(k)� λI(k)� . . . � λℓ I(kℓ))�

其中 λ� λ� . . . � λℓ两两不等，k + k +⋯ + kℓ = n．
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6. 证明下述结论：

(1) 上三角方阵的乘积仍是上三角的；
(2) 如果 A�A� . . . �An是 n个 n阶上三角方阵，且方阵 A i 的 (i� i)系数为零，则

AA⋯An = ．

7. 设 k是正整数．适合 Ak = 的方阵 A称为幂零的．使 Ak = 成立的最小正整数 k称为方
阵 A的幂零指数．证明，上三角方阵 A为幂零的充分必要条件是，A的对角元素全为零，并且 A
的幂零指数不超过它的阶数．

8. 求出所有 阶幂零方阵．
9. 如果方阵 A适合 A = I，则 A称为对合的．求出所有 阶对合方阵．
10. 如果方阵 A适合 A = A，则 A称为幂等的．求出所有 阶幂等方阵．
11. 证明，如果 A是 n阶对合方阵，则 B = 


(A+ I(n))是幂等的．反之，如果 B是 n阶幂等方

阵，则 A = B − I(n)是对合的．
12. 适合 AT = A的方阵 A称为对称的．证明，
(1) 设 B ∈ Fm×n，则 BBT是对称的；

(2) n阶对称方阵 A和 B的乘积 AB为对称方阵的充分必要条件是，方阵 A和 B可交换．
13. 适合 AT = −A的方阵 A称为斜对称的．证明，
(1) 斜对称方阵 A和 B的乘积 AB为斜对称的充分必要条件是 AB = −BA；
(2) 斜对称方阵 A和 B的乘积 AB为对称的充分必要条件是方阵 A和 B可交换．
14. 证明，任意二个方阵 A都可以唯一地分解为对称方阵 S和斜对称方阵 K之和．
15. 适合 AT = A的复方阵称为Hermite方阵．证明，对任意 A ∈ Cm×n，AAT是Hermite方阵．
16. 证明，对角块都是方的准上三角方阵为幂零的充分必要条件是，它的每一个对角块都是

幂零的．

17. 对角元素都相等的对角方阵称为纯量方阵．证明，和所有 n阶方阵都可交换的方阵一
定是纯量方阵．

18. 设 n阶方阵 A的每一行都恰有 个元素为 ，而其它元素为零，J是元素全为 的 n阶方
阵．求出所有适合 A + A = J的 n阶方阵 A．

§3.2 Binet-Cauchy公式

本节考虑定义在 Fn×n上而取值在 F的两个重要函数．

定义 3.2.1 n阶方阵 A = (a i j)对角线上的的所有元素之和称为方阵 A的迹
(trace)，记为 TrA，即

TrA = a + a +⋯ + ann．

容易验证，函数 TrA具有以下性质．
(1) Tr(A)是方阵 A的线性函数．即，设 λ ∈ F，A�B ∈ Fn×n，则

Tr(A+ B) = TrA+ TrB� Tr(λA) = λTrA�

(2) 设 A�B ∈ Fn×n，则
Tr(AB) = Tr(BA)�
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(3) 设 A ∈ Fn×n，则
TrAT = TrA�

(4) 设 A ∈ Cn×n．如果 Tr(AAT) = ，则 A = ．
定义在 Fn×n上而取值在 F的另一重要函数就是方阵的行列式 detA．和方阵

A的迹 Tr(A)不同，方阵 A的行列式 detA不是方阵 A的线性函数．即一般地说，对
λ ∈ F，A�B ∈ Fn×n，等式 det(A+ B) = detA+ detB和 det(λA) = λ detA并不成立．但
是，方阵的行列式却是方阵的可乘函数．

具体地说，有以下的定理．

定理 3.2.1 设 A�B ∈ Fn×n，则

det(AB) = detAdetB．

证明 记 A = (a i j)，B = (b i j)．则

det(AB) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

n

∑
j=

a jb j 

n

∑
j=

a jb j ⋯
n

∑
jn=

a jnb jnn

n

∑
j=

a jb j 

n

∑
j=

a jb j ⋯
n

∑
jn=

a jnb jnn

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
n

∑
j=

an jb j 

n

∑
j=

an jb j ⋯
n

∑
jn=

an jnb jnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

依次将 det(AB)按第 � � . . . � n列拆开，得到

det(AB) = ∑
⩽ j� j�. . .� jn⩽n

b j b j⋯b jnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a j a j ⋯ a jn
a j a j ⋯ a jn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an j an j ⋯ an jn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

当上式右端被加项的行列式的列指标 j� j� . . . � jn有两个相等时，该行列式应为零．
去掉右端和式中行列式为零的那些项，则和式中余下的项所相应的指标 j j⋯ jn应
是 � � . . . � n的一个排列．因此，

det(AB) = ∑
(   ⋯ n
j j ⋯ jn )

b j b j⋯b jnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a j a j ⋯ a jn
a j a j ⋯ a jn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an j an j ⋯ an jn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

由于对换行列式的两列，行列式的值变号．而排列 j j⋯ jn可以经过若干次对换
变为标准排列 ⋯n，其对换次数和排列 j j⋯ jn的逆序数奇偶性相同．按照排列
j j⋯ jn变为标准排列 ⋯n的对换方式对换行列式
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RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a j a j ⋯ a jn
a j a j ⋯ a jn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an j an j ⋯ an jn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

(3.2.1)

的列，则行列式 (3.2.1)变为
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

因此 RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a j a j ⋯ a jn
a j a j ⋯ a jn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an j an j ⋯ an jn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= sgn(   ⋯ n
j j ⋯ jn )

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

于是

det(AB) = ∑
(   ⋯ n
j j ⋯ jn )

sgn(   ⋯ n
j j ⋯ jn )b j b j⋯b jnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

上式右端中的因子
∑

(   ⋯ n
j j ⋯ jn )

sgn(   ⋯ n
j j ⋯ jn )b j b j⋯b jnn

即为行列式 detBT = detB． ∎
定理 3.2.1可以推广到 A和 B为非方矩阵的情形．

定理 3.2.2（Binet-Cauchy）设 A ∈ Fp×q，B ∈ Fq×p，则

det(AB) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� 当 q < p�

detAdetB� 当 q = p�

∑
⩽ j<⋯< jp⩽q

A(   ⋯ p
j j ⋯ jp )B(

j j ⋯ jp
  ⋯ p )� 当 q > p．

Binet-Cauchy公式的证明和定理 3.2.1基本相同，请读者自已完成．
利用 Binet-Cauchy公式，可以证明．

定理 3.2.3 设 A ∈ Fp×q，B ∈ Fq×s，并且记 C = AB．则矩阵 C的 r阶子式

C( i i ⋯ ir
j j ⋯ jr ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� 当 r > q�

∑
⩽k<⋯<kr⩽q

A( i i ⋯ ir
k k ⋯ kr )B(

k k ⋯ kr
j j ⋯ jr )� 当 r ⩽ q．

证明 设 A = (a i j)，B = (b i j)，C = AB = (c i j)，其中对于  ⩽ i ⩽ p， ⩽ j ⩽ s，
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c i j =
q

∑
k=

a i kbk j．

则

C( i i ⋯ ir
j j ⋯ jr ) = det(AB) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

q

∑
k=

a ikbk j
q

∑
k=

a ikbk j ⋯
q

∑
kr=

a ikrbk jr

q

∑
k=

a ikbk j
q

∑
k=

a ikbk j ⋯
q

∑
kr=

a ikrbk jr

⋮ ⋮ ⋮
q

∑
k=

a ir kbk j
q

∑
k=

a ir kbk j ⋯
q

∑
kr=

a ir krbk jr

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

对矩阵 A的子矩阵

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a i  a i ⋯ a iq

a i  a i ⋯ a iq

⋮ ⋮ ⋮
a ir  a ir ⋯ a ir q

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

和矩阵 B的子矩阵

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b j b j ⋯ b jr
b j b j ⋯ b jr
⋮ ⋮ ⋮

bq j bq j ⋯ bq jr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

应用 Binet-Cauchy公式即得定理 3.2.3． ∎
现在举例说明上述定理的应用．

例 3.2.1 n阶方阵

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an−
an− a ⋯ an−
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
a a ⋯ a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

称为循环矩阵，求 n阶循环矩阵 A的行列式．

解 设 ω是 n次本原单位根，即 ω i ≠ ， ⩽ i ⩽ n − ，但 ωn = ．令

f (x) = a + ax +⋯ + anxn．

取 n阶矩阵 B为

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
 ω ω ⋯ ωn−

 ω ω ⋯ ω(n−)

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ωn− ω(n−) ⋯ ω(n−)



⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

容易验证，
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AB = B diag( f ()� f (ω)� f (ω)� . . . � f (ωn−))．

上式两端各取行列式，则由定理 3.2.1，

detAdetB = (
n−
∏
i=

f (ω i))detB．

显然，Vandermonde行列式

detB = ∏
⩽i< j⩽n−

(ω j − ω i) ≠ ．

因此，
detA =

n−
∏
i=

f (ω i)． ∎

例 3.2.2 设 A = (a i j)为 n阶方阵，其中 a i j是整数 i和 j的最大公因数 (i� j)．
证明，

detA = ϕ()ϕ()⋯ϕ(n)�

其中 ϕ(n)是自然数 n的 Euler函数．

证明 取 n阶方阵 B = (b i j)，其中

b i j = {
� 当 j ∣ i；
� 当 j ∤ i．

容易看出，方阵 B是对角元素全为 的下三角方阵，因此，detB = ．
再取 n阶方阵 C = (c i j)，其中

c i j = ϕ(i)b ji．

显然，方阵 C是对角元索依次为 ϕ()�ϕ()� . . . �ϕ(n)的上三角方阵，因此，

detC = ϕ()ϕ()⋯ϕ(n)．

记 BC = D = (d i j)．则
d i j =

n

∑
k=

b i kck j =
n

∑
k=

ϕ(k)b i kb jk

因为当 k ∤ i或 k ∤ j时，b i kb jk = ，所以，

d i j = ∑
k ∣ i� k ∣ j

ϕ(k) = ∑
k ∣ (i� j)

ϕ(k)．

由 Euler函数 ϕ(n)的性质可知，d i j = (i� j)．因此，BC = D = A．由定理 3.2.1，

detA = detB detC = ϕ()ϕ()⋯ϕ(n)． ∎

例 3.2.3 利用行列式证明Cauchy-Буняковский不等式，即当 a i和 b i为实数

时，
(ab + ab +⋯ + anbn)

 ⩽ (a + a +⋯ + an)
(b + b +⋯ + bn)


�

其中当且仅当 a
b
= a
b
= ⋯ = an

bn
时等式成立．
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证明 取  × n实矩阵

A = (
a a ⋯ an
b b ⋯ bn

)� 则 AAT =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

n

∑
i=

ai
n

∑
i=

a ib i

n

∑
i=

a ib i

n

∑
i=

bi

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

因此
detAAT = (

n

∑
i=

ai )(
n

∑
i=

bi ) − (
n

∑
i=

a ib i)

．

另一方面，由 Binet-Cauchy公式，

detAAT = ∑
⩽i< j⩽n

A(  
i j )AT( i j

  ) = ∑
⩽i< j⩽n

(A(  
i j ))

 ⩾ �

所以
(

n

∑
i=

ai )(
n

∑
i=

bi ) − (
n

∑
i=

a ib i)

⩾ ．

因此即得 Cauchy-Буняковский不等式．而且当且仅当对每一对 i� j，

A(  
i j ) = a ib j − a jb i = 

时等式成立，即当且仅当 a
b
= a
b
= ⋯ = an

bn
时，等式成立． ∎

习 题 3.2

1. 利用矩阵乘法，直接求出下列行列式 detAB，并用 Binet-Cauchy公式加以验证．

(1) A = (
  
  

)� B =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 
 
 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2) A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 
 
 
 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� B = (
   
   

)．

2. 利用等式
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an   ⋯ 
a a ⋯ an   ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮   ⋱ 
an an ⋯ ann   ⋯ 
−  ⋯  b b ⋯ bn
 − ⋱ ⋮ b b ⋯ bn
⋮ ⋱ ⋱  ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  − bn bn ⋯ bnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

b b ⋯ bn
b b ⋯ bn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
bn bn ⋯ bnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

证明定理 3.2.1．
3. 计算下列行列式．

(1) 设等幂和 sk = xk
 + xk

 +⋯ + xk
n，k = � � . . .，计算



⋅ 98 ⋅ 第三章 矩 阵 ¹

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

s s ⋯ sn− 
s s ⋯ sn x
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

sn− sn ⋯ sn− xn−

sn sn+ ⋯ sn− xn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(2) 记 ϕ i(x) = ai + aix +⋯ + an−�ixn−，且

D =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ a�n−
a a ⋯ a�n−
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an−� an−� ⋯ an−�n−

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

计算 RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

ϕ(x) ϕ(x) ⋯ ϕ(xn)
ϕ(x) ϕ(x) ⋯ ϕ(xn)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ϕn−(x) ϕn−(x) ⋯ ϕn−(xn)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(3)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ n

n  ⋯ (n − )

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

� (4)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ an
−an a ⋯ an−
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
−a −a ⋯ a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

．

4. 求矩阵 AB = C的子式 C(   
   )，其中 A为主对角元素全为 而其它元素为 的 阶方阵，

而

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

     
     
     
     
     
     

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

5. 设 A ∈ F×，证明
A − (TrA)A+ (detA)I() = ．

6. 证明不存在 A�B ∈ Fn×n，使得 AB − BA = I(n)．
7. 适合 AAT = I(n) = ATA的 n阶方阵 A称为正交的．证明，
(1) 正交方阵的行列式等于 ±；
(2) 位于正交方阵的 k个行上的所有 k阶子式的平方和等于 ，k = � � . . . � n．
8. 适合 AAT = I(n) = ATA的 n阶复方阵 A称为酉方阵．证明，
(1) 酉方阵的行列式的模为 ；
(2) 位于酉方阵的 k个行上的所有 k阶子式的模的平方和为 ．
9. 当 j = i，j = i，. . .，jk = ik时，矩阵 A的子式 A( i i ⋯ ik

j j ⋯ jk
)称为矩阵 A的一个 k阶主子

式，其中  ⩽ i < i < ⋯ < ik ⩽ n．设 A ∈ Cm×n．证明，矩阵 AAT的每一个主子式都是非负实数．

10. 设 A�B ∈ Fn×n．证明，方阵 AB和 BA的所有 k阶主子式之和相等．由此证明，

det(λI(n) − AB) = det(λI(n) − BA)．

11. 设 A = (B�C) ∈ Cn×n，其中 B是矩阵 A的前 k列构成的子矩阵．证明

∣detA∣ ⩽ ∣BTB∣ ⋅ ∣CTC∣．
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§3.3 可逆矩阵

在通常数的乘法中，对非零的数 a，总存在数 b，使得 ab =  = ba，数 b即是数 a
的倒数，记为 a−．利用倒数概念，数的除法就可以归结为数的乘法，即 a ÷ b = ab−，
其中 b ≠ ．在考察 n阶方阵中是否可以引进除法时，自然应当把倒数概念推广．

定义 3.3.1 给定矩阵 A，如果存在矩阵 B，使得

AB = I = BA�

其中 I是单位方阵．则矩阵 A称为可逆的，而 B称为矩阵 A的逆矩阵，记为 A−．

由定义容易看出，可逆矩阵一定是方阵．长方矩阵一定不可逆．但是，并不是

所有方阵都可逆．

定理 3.3.1 n阶方阵 A ∈ Fn×n可逆的充分必要条件是它的行列式不为零．

证明 必要性 设 n阶方阵 A可逆，则存在 n阶方阵 B，使得 AB = BA = I(n)，
两端取行列式，得到 detAdetB = ，因此 detA ≠ ．
充分性 设 A = (a i j)，且 detA ≠ ．记行列式 detA的元素 a i j的代数余子式为

A i j．取 n阶方阵 A∗为

A∗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A A ⋯ An

A A ⋯ An

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
An An ⋯ Ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

由定理 2.3.2， n

∑
j=

a i jAk j = δ i k detA．

因此，
AA∗ = diag(detA�detA� . . . �detA

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n个

) = (detA)I(n)．

因为 detA ≠ ，所以
A( 

detA
A∗) = I(n)．

同理可证
( 
detA

A∗)A = I(n)．

根据可逆方阵的定义，矩阵 A可逆，并且

A− = 
detA

A∗． (3.3.1)
∎

定理 3.3.1的证明中出现的 n阶方阵 A∗称为方阵 A的伴随方阵 (adjoint ma-
trix)．由此不难看出，如果 A ∈ Fn×n，则 A∗ ∈ Fn×n，从而 A− ∈ Fn×n．容易证明，对任

意 n阶方阵 A和 B，均有



⋅ 100 ⋅ 第三章 矩 阵 ¹

(AB)∗ = B∗A∗．

另外，在一些教科书上，行列式不为零的方阵称为非异方阵，或非退化方阵，否

则称为奇异方阵，或退化方阵．因此，定理 3.3.1也可以叙述为：方阵 A可逆的充分
必要条件是 A非异，或非退化．自然应考虑的问题是，可逆方阵是否唯一？
设 B和 C是可逆方阵 A的逆方阵，则 AB = BA = I，AC = CA = I．因此，

C = CI = C(AB) = (CA)B = IB = B．

这表明，可逆方阵 A的逆矩阵是唯一的．关于逆矩阵，以下性质成立．
(1) 设 n阶方阵 A可逆，则它的逆矩阵 A−也可逆，并且

(A−)− = A�

(2) 穿脱原理 设 n阶方阵 A与 B均可逆，则它们的乘积 AB也可逆，并且

(AB)− = B−A−．

利用归纳法容易证明，若 n阶方阵 A�A� . . . �Ak可逆，则它们的乘积 AA

⋯Ak也可逆，并且
(AA⋯Ak)

− = A−k ⋯A− A− �

(3) 设 λ ∈ F，λ ≠ ，则
(λA)− = λ−A−�

(4) 设 n阶方阵 A可逆，则它的转置矩阵 AT也可逆，并且

(AT)− = (A−)T�

(5) 设 n阶方阵 A可逆，则它的逆矩阵的行列式为 A的行列式的倒数，即

detA− = (detA)−�

(6) 设m阶方阵 A和 n阶方阵 B可逆，则m + n阶方阵 diag(A� B)也可逆，并
且

(diag(A� B))− = diag(A−� B−)．

给定可逆方阵 A，如何求它的逆矩阵 A−？当然可以先求出方阵 A的伴随方阵
A∗，然后按公式 (3.3.1)求出逆矩阵 A−．不过这种方法很麻烦，因为在求 A−时必
须计算 n个 n− 阶行列式，又必须计算 n阶行列式 detA，当 n很大时，计算量相当
大．所以通常不采用这种方法．下面的例 3.3.1给出利用解线性方程组来求逆矩阵
的方法．

例 3.3.1 确定以下 n阶方阵 A的逆矩阵，其中 aa⋯an ≠ ：

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 a  ⋯ 
  a ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋱ an−
an  ⋯ ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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解 设 A− = X = (x i j)，则由 AX = I(n)，得到，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ax ax ⋯ axn
ax ax ⋯ axn
⋮ ⋮ ⋮

an−xn an−xn ⋯ an−xnn
anx anx ⋯ anxn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
   ⋯ 
  ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋯ ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

由此得到，
x =


a
� x =


a

� . . . � xn�n− =


an−
� xn =


an

�

而其它的 x i j = ．因此，

A− =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 

an


a

 

 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

 ⋯ 


an−


⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

． ∎

求逆矩阵的方法还有很多，以后遇到时再随时介绍．

利用逆矩阵，可以将关于线性方程组的 Cramer法则简洁清晰地表述出来．设
给定 n个未知量 x� x� . . . � xn的线性方程组

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ax + ax +⋯ + anxn = b�
ax + ax +⋯ + anxn = b�

⋯⋯⋯⋯
anx + anx +⋯ + annxn = bn．

(3.3.2)

它的系数矩阵为

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

并且 detA ≠ ．记 x = (x� x� . . . � xn)
T
，β = (b� b� . . . � bn)

T
．于是利用矩阵乘法，方

程组 (3.3.2)可以记为
Ax = β． (3.3.3)

现在证明Cramer法则．先证明方程组 (3.3.3)的解存在．事实上，因为detA≠ ，
所以 A−存在．取 x = A−β，代入 (3.3.3)，得到

A(A−β) = (AA−)β = I(n)β = β．

因此，x = A−β是方程组 (3.3.3)的解．
再证明方程组 (3.3.3)的解的唯一性．事实上，设另有解 x̃，将其代入 (3.3.3)，则
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Ax̃ = β．两端同乘 A−，得到 A−(Ax̃) = A−β，即 (A−A)x̃ = A−β，因此，

I(n)x̃ = x̃ = A−β．

这就证明，方程组 (3.3.3)的解是唯一的．
由于

x = A−β = ( 
detA

A∗)β = 
detA

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A A ⋯ An

A A ⋯ An

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
An An ⋯ Ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b
b
⋮
bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= (


detA

n

∑
j=

b jA j�


detA

n

∑
j=

b jA j� . . . . . . �


detA

n

∑
j=

b jA jn)
T

�

即对于 k = � � . . . � n，
xk =


detA

n

∑
j=

b jA jk．

注意到

n

∑
j=

b jA jk =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a a ⋯ a�k− b a�k+ ⋯ an
a a ⋯ a�k− b a�k+ ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an an ⋯ an�k− bn an�k+ ⋯ ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ∆k�

因此对于 k = � � . . . � n，
xk =

∆k

∆
．

这样就重新给出了Cramer法则的矩阵证明．
有了逆矩阵概念，矩阵分块运算就成为矩阵论中一种重要的技巧，即矩阵打

洞．所谓矩阵打洞是指，把矩阵分块，然后经过适当的变换，使所得到的矩阵在某

些指定的块为零子矩阵．矩阵打洞所根据的主要是以下的 Schur公式．

Schur公式 设 A ∈ Fr×r，B ∈ Fr×(n−r)，C ∈ F(n−r)×r，而 D ∈ F(n−r)×(n−r)，并且方阵
A可逆．则

(1)
(

I(r) 
−CA− I(n−r)

)(
A B
C D

) = (
A B
 D − CA−B

)� (3.3.4)

(2)
(
A B
C D

)(
I(r) −A−B
 I(n−r)

) = (
A 
C D − CA−B

)� (3.3.5)

(3)

(
I(r) 
−CA− I(n−r)

)(
A B
C D

)(
I(r) −A−B
 I(n−r)

) = (
A 
 D − CA−B

)． (3.3.6)

Schur公式的正确性是不难验证的（留给读者作练习）．至于 Schur公式的由
来，则可溯源于矩阵的初等变换．这点将在以后加以说明．下面举例说明 Schur公
式的一些应用．
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例 3.3.2 设 A�B�C�D ∈ Cn×n，并且 AC = CA．证明

det(
A B
C D

) = det(AD − CB)．

证明 先证明方阵 A可逆的情形．此时由 Schur公式 (3.3.4)，

(
I(n) 
−CA− I(n)

)(
A B
C D

) = (
A B
 D − CA−B

)．

显然，

det(
I(n) 
−CA− I(n)

) = ．

因此，上式两端取行列式，得到

det(
A B
C D

) = det(
A B
 D − CA−B

)

= detAdet(D − CA−B) = det(A(D − CA−B))．

由于 AC = CA，所以

A(D − CA−B) = AD − (AC)A−B = AD − CAA−B = AD − CB．

于是，

det(
A B
C D

) = det(AD − CB)．

再证明方阵 A不可逆的情形．记

Aλ = A+ λI(n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a + λ a ⋯ an
a a + λ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ an−�n
an ⋯ an�n− ann + λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 A = (a i j)．
容易看出，行列式 detAλ是关于 λ的 n次多项式．因此，它具有 n个根 λ� λ�

. . . � λn．如果它们不全为零，则记

λ = min{∣λ i ∣ ∣ λ i ≠ �  ⩽ i ⩽ n}．

取正数 ε，使得  < ε < λ．于是对任意 λ， < λ < ε，detAλ ≠ ，即 Aλ可逆．由于

AC = CA，故
AλC = CAλ．

如果 λ� λ� . . . � λn全为零，则同样存在正数 ε，使得对任意 λ， < λ < ε，Aλ可逆，

并且 AλC = CAλ．于是，利用上段证明的结论，

det(
Aλ B
C D

) = det(AλD − CB)．

上式两端都是关于 λ的多项式，从而是 λ的连续函数．因此当 λ趋于零时，上式就
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化为

det(
A B
C D

) = det(AD − CB)． ∎

应当指出，例 3.3.2中关于方阵 A不可逆情形的证明所使用的方法称为微小摄
动法．这是矩阵论中一种值得重视的方法．

例 3.3.3 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×m．证明，

det(I(m) − AB) = det(I(n) − BA)．

证明 取m + n阶方阵
(
I(m) A
B I(n)

)．

由 Schur公式 (3.3.4)得到

(
I(m) 
−B I(n)

)(
I(m) A
B I(n)

) = (
I(m) A
 I(n) − BA

)．

仿照 Schur公式 (3.3.4)，

(
I(m) −A
 I(n)

)(
I(m) A
B I(n)

) = (
I(m) − AB 

B I(n)
)．

取上述两式的行列式，得到

det(
I(m) A
B I(n)

) = det(I(n) − BA) = det(I(m) − AB)． ∎

顺便指出，例 3.3.3给出一种计算行列式的方法．例如
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

 + xy xy ⋯ xyn
xy  + xy ⋯ xyn
⋮ ⋮ ⋮

xn y xn y ⋯  + xn yn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

I(n) −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x
x
⋮
xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(−y�−y� . . . �−yn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 − (−y�−y� . . . �−yn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x
x
⋮
xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=  + xy + xy +⋯ + xn yn．

例 3.3.4 n阶方阵 A的 n个子式

A(   ⋯ k
  ⋯ k )�

其中 k = � � . . . � n，称为方阵 A的顺序主子式．
设方阵 A ∈ Rn×n的顺序主子式都是正的，而非对角元都是负的．证明，逆矩阵

A−的每个元素都是正的．

证明 对阶数 n用归纳法．当 n = 时，结论显然成立．设结论对 n − 阶方阵
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成立，并设 A是 n阶方阵．把方阵 A分块为

A = (
A α
βT ann

)�

其中 α与 β是 (n − ) × 矩阵，A是 A的 n − 阶子矩阵．
由假设，

detA = A(   ⋯ (n−)
  ⋯ (n−) ) > �

因此，A可逆．由 Schur公式，

(
I(n−) 
−βTA 

)(
A α
βT ann

)(
I(n−) −A− α
 

) = (
A 
 ann − βTA− α

)．

两端取行列式，得到
detA = (ann − βTA− α)detA．

因为 detA > ，detA > ，故
ann − βTA− α > ．

容易验证，

(
I(n−) 
−βTA 

)
−

= (
I(n−) 
βTA 

)�

(
I(n−) −A− α
 

)
−

= (
I(n−) A− α
 

)．

因此

(
A α
βT ann

) = (
I(n−) 
βTA 

)(
A 
 ann − βTA− α

)(
I(n−) A− α
 

)．

于是由穿脱原理

A− = (
A α
βT ann

)
−

= (
I(n−) −A− α
 

)(
A− 
 (ann − βTA− α)

−)(
I(n−) 
−βTA 

)

=
⎛
⎜
⎝

A− + (ann − βTA− α)
−
A− αβTA− −(ann − βTA− α)

−
A− α

−(ann − βTA− α)
−
βTA− (ann − βTA− α)

−

⎞
⎟
⎠
．

由于 (ann − βTA− α) > ，故方阵 A−的 (n� n)系数是正的．由归纳假设，A− 的
每个元素都是正的，而 α与 βT的每个元素都是负的，从而

−(ann − βTA− α)
−
βTA− 与 − (ann − βTA− α)

−
A− α

的每个元素都是正的．

最后，由于 α与 βT的每个元素都是负的，因此，αβT的每个元素都是正的．又

A− 的每个元素都是正的，所以

A− + (ann − βTA− α)
−
A− αβ

TA−

的每个元素都是正的． ∎
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习 题 3.3

1. 求下列方阵的逆矩阵，其中 ω是 n次本原单位根．

(1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
  − −
 −  −
 − − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (2)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 
  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
 ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

�

(3)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
 ω ω ⋯ ωn−

 ω ω ⋯ ω(n−)

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ωn− ωn− ⋯ ω(n−)



⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (4)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −
−  −

−  −
⋱ ⋱ ⋱
−  −

− 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

．

2. 设 A是 n阶幂零方阵．证明方阵 I(n) − A可逆．并且如果 A的幂零指数为 k，则

(I(n) − A)
− = I(n) + A+⋯ + Ak−．

3. 证明：设 n阶方阵 A不可逆，则存在 n阶非零的方阵 B，使得 AB = ．
4. 证明，当且仅当对角元素全不为零时，上三角方阵可逆，并且它的逆仍是上三角的．

5. 证明：

(1) 正交方阵一定可逆，并且它的逆仍是正交方阵；
(2) 酉方阵一定可逆，并且它的逆仍是酉方阵，
(3) 可逆对称方阵的逆仍是对称方阵； (4) 可逆斜对称方阵的逆仍是斜对称方阵．
6. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×m，并且 I(m) − AB可逆．证明，I(n) − BA也可逆，并且

(I(n) − BA)
− = I(n) + B(I(m) − AB)

−A．

7. 设 n阶方阵 A适合

aAm + aAm− +⋯ + am−A+ am I(n) = �

其中m ⩾ ，aam ≠ ．证明方阵 A可逆，并求 A−．
8. 系数都是整数的矩阵称为整系数矩阵．行列式等于 ±的整系数矩阵称为幺模矩阵．证

明，整系数矩阵 A的逆矩阵仍是整系数矩阵的充分必要条件是 A为幺模矩阵．
9. 设 A∗表示 n阶方阵 A的伴随方阵．证明，
(1) (λA)∗ = λn−A∗，其中 λ是纯量； (2) (AB)∗ = B∗A∗，其中 B也是 n阶方阵．
10. 设 A i j是 n阶方阵 A = (a i j)的行列式 detA的元素 a i j的代数余子式．证明，

RRRRRRRRRRRR

A i k A jk

A iℓ A jℓ

RRRRRRRRRRRR
= (−)i+ j+k+ℓA(  ⋯ (i−) (i+) ⋯ ( j−) ( j+) ⋯ n

 ⋯ (k−) (k+) ⋯ (ℓ−) (ℓ+) ⋯ n )detA�

其中  ⩽ i < j ⩽ n， ⩽ k < ℓ ⩽ n．
11. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×m，λ ∈ F．证明

λn det(λI(m) − AB) = λm det(λI(n) − BA)．

12. 设 A�B ∈ Cn×n，而复数 i适合 i = −．证明

det(
A −B
B A

) = det(A+ iB)det(A− iB)．

13. 求 n阶方阵 A = (a i j)的行列式，其中 a i i = x + a i，i = � � . . . � n，而 a i j = a j， ⩽ i ≠ j ⩽ n．
14. 设 A ∈ Rn×n，且
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A(
 I(n)
−I(n) 

)AT = (
 I(n)
−I(n) 

)．

证明 detA = ．

§3.4 矩阵的秩与相抵

矩阵的秩是一个基本概念，它在线性空间理论和矩阵论中占有基本的重要性．

它具有多种形式的等价定义．下面的定义是 Sylvester在 1851年给出的．
定义m × n矩阵 A的所有非零子式的最高阶数称为矩阵 A的秩，记为 rankA．
由定义可以看出：

(1) 对任意m × n矩阵 A，

rankA ⩽ min{m� n}� rankA = rankAT�

(2) rankA = 的充分必要条件是 A为零矩阵；
(3) 如果矩阵 A具有非零的 r阶子式，则 rankA ⩾ r；
(4) 如果矩阵 A的每一个 ℓ阶子式全为零，则由 Laplace展开定理，矩阵 A的所

有 t阶子式全为零，这里 t > ℓ，从而 rankA ⩽ ℓ − ．因此，如果矩阵 A具有非零的 r
阶子式，并且所有 r + 阶子式全为零，则 rankA = r．
这为求矩阵的秩提供一种方法．例如，设

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−   
   −
  − −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

它的二阶子式

A(  
  ) = ∣

− 
 
∣ ≠ �

而它的所有三阶子式都为零，因此 rankA = ．
对于 n阶方阵，它的秩至多为 n．秩为 n的 n阶方阵称为满秩的，否则称为降

秩的．显然，满秩的 n阶方阵 A的行列式不为零，因此，方阵 A可逆，反之亦然．因
此，“满秩”和“可逆”是等价的概念．对于m × n矩阵，秩为m的m × n矩阵称为行
满秩的，秩为 n的m × n矩阵称为列满秩的．
关于矩阵乘积的秩，有

定理 3.4.1 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，则

rankAB ⩽ min{rankA� rank B}．

证明 设 rankA = r，rank B = s，AB = C．任取矩阵 C的 r + 阶子式

C( i i ⋯ ir+
j j ⋯ jr+ )�
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由 Binet-Cauchy公式，

C( i i ⋯ ir+
j j ⋯ jr+ ) = ∑

⩽k<⋯<kr+⩽n
A( i i ⋯ ir+

k k ⋯ kr+ )B(
k k ⋯ kr+
j j ⋯ jr+ )．

因为 rankA = r，所以 A的每一个 r + 阶子式都为零．因此

C( i i ⋯ ir+
j j ⋯ jr+ ) = ．

这表明，矩阵 C = AB的所有 r + 阶子式全为零．因此，rankAB ⩽ r．
同理可证，rankAB ⩽ s． ∎
由定理 3.4.1直接得到，

定理 3.4.2 设 A ∈ Fm×n，P ∈ Fm×m，Q ∈ Fn×n，并且 P和 Q可逆，则

rank PAQ = rank PA = rankAQ = rankA．

证明 由定理 3.4.1，rank PA⩽ rankA．另一方面，因为 P可逆，所以A= P−(PA)．
由定理 3.4.1，rankA ⩽ rank PA．因此，

rank PA = rankA．

同理可证，rankAQ = rankA．于是，rank PAQ = rank PA． ∎
给定一个m × n矩阵 A，尽管可以根据秩的定义确定矩阵 A的秩，但毕竟太麻

烦．下面介绍求矩阵的秩的一般方法．

定义 3.4.1 给定m × n矩阵 A，对矩阵 A实施如下的行（或列）变换：
(1) 对换矩阵 A的某两行（或列）；
(2) 矩阵 A的某一行（或列）遍乘以某个非零的数 a，然后加到另一行（或列）；
(3) 矩阵 A的某一行（或列）遍乘以某个非零的数 b；

分别称为对矩阵 A实施第一、二、三种行（或列）的初等变换，统称为初等行（或
列）变换．矩阵 A的行或列的初等变换，简称为初等变换．

矩阵的初等变换可以通过矩阵乘法来表示．记 n阶方阵

Pi j = I(n) − E i i − E j j + E i j + E ji �  ⩽ i ≠ j ⩽ n�
Q i j(a) = I(n) + aE i j�  ⩽ i� j ⩽ n� a ∈ F�
Pi(b) = I(n) + (b − )E i i �  ⩽ i ⩽ n� b ∈ F�

其中 E i j是 (i� j)系数为 而其它系数为零的 n阶方阵， ⩽ i� j ⩽ n．
容易看出，方阵 Pi j�Q i j(a)� Pi(b)都是可逆的，并且它们的逆矩阵分别是

P−i j = Pi j� (Q i j(a))
− = Q i j(−a)� (Pi(b))

− = Pi(b−)．

也即与原方阵是同一类型的矩阵．

n阶方阵 Pi j，Q i j(a)和 Pi(b)称为初等方阵．其中 Pi j特别称为初等置换方阵，

而初等置换方阵的乘积称为置换方阵．

可以验证，对矩阵 A实施初等变换可以用左乘或右乘初等方阵来实现：
(1) 对换矩阵 A的第 i行和第 j行，相当于用初等置换方阵 Pi j左乘矩阵 A；而
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对换矩阵 A的第 j列和第 i列，相当于用初等置换矩阵 Pi j右乘矩阵 A；
(2) 矩阵 A的第 j行遍乘非零的数 a，然后加到第 i行，相当于用m阶初等方阵

Q i j(a)左乘矩阵 A；同样用 n阶初等方阵Q i j(a)右乘矩阵 A，便得到矩阵 A的相应
列变换；

(3) 矩阵 A的第 i行遍乘以非零的数 b，相当于用m阶方阵 Pi(b)左乘矩阵 A；
矩阵 A的第 i列遍乘以数 b，相当于用 n阶方阵 p i(b)右乘矩阵 A．

定理 3.4.3 矩阵的初等变换不改变矩阵的秩．

证明 对m × n矩阵 A实施初等变换，相当于用m阶初等方阵 P左乘矩阵 A，
或者用 n阶初等方阵 Q右乘矩阵 A．而初等方阵都是可逆的，由此由定理 3.4.2，

rank PA = rankAQ = rankA． ∎

定理 3.4.4 设m× n矩阵 A的秩为 r，则矩阵 A可以经过有限次初等变换化为
如下形式：

(
I(r) 
 

)．

证明 如果 A = ，则 A本身具有上述形式．因此设 A ≠ ．
那么 A必有某个系数 a i j ≠ ．对换 A的第 行和第 i行，第 列和第 j列，所得

到的矩阵的 (� )系数就是 a i j ≠ ．用数 a−i j 乘以第 行，矩阵就化为

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 a′ a′ ⋯ a′n
a′ a′ a′ ⋯ a′n
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

a′m a′m a′m ⋯ a′mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

再用 −a i乘以上述矩阵的第 行，并加到第 i行，i = � � . . . �m，得到矩阵
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 a′ a′ ⋯ a′n
 a′′ a′′ ⋯ a′′n
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 a′′m a′′m ⋯ a′′mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 a′′i j = a′i j − a′ia′ j， ⩽ i ⩽ m， ⩽ j ⩽ n．
再用 −a′i乘以上述矩阵的第 列，并加到第 j列，得到矩阵 B为

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
 b b ⋯ bn
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 bm bm ⋯ bmn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=∶ (
 
 B

)�

其中 b i j = a′′i j， ⩽ i ⩽ m， ⩽ j ⩽ n，B = (b i j)．
如果 B为零矩阵，则停止．如果 B ≠ ，则重复上述过程，即 B可以化为如下

形式：
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B = (
 
 C

)．

于是矩阵 B化为
C = (

I() 
 C

)．

再对矩阵 C重复上述过程，等等．因此矩阵 A可以经过有限次初等变换化为

D = (
I(s) 
 

)．

根据定理 3.4.3，
s = rankD = rankA = r． ∎

定理 3.4.4有两个重要的推论．

推论 3.4.1 设 A ∈ Fn×n，rankA = r．则存在可逆的 P ∈ Fm×m和 Q ∈ Fn×n，使得

PAQ = (
I(r) 
 

)．

证明 由于对矩阵 A实施初等变换相当于用初等方阵左乘或右乘于 A，因此
由定理 3.4.4，存在m阶初等方阵 P� P� . . . � Ps和 n阶初等方阵 Q�Q� . . . �Qt，使得

PP⋯PsAQQ⋯Qt = (
I(r) 
 

)．

记
P = PP⋯Ps� Q = QQ⋯Qt．

由于可逆方阵的乘积仍是可逆的，因此，P与 Q均是可逆的，并且

PAQ = (
I(r) 
 

)． ∎

推论 3.4.2 n阶方阵 A可逆当且仅当 A可以表为有限个初等方阵的乘积．

证明 充分性是显然的，仅证必要性．因为方阵 A可逆，故 rankA = n．由定理
3.4.4，存在 n阶初等方阵 P� P� . . . � Ps和 Q�Q� . . . �Qt，使得

PP⋯PsAQQ⋯Qt = I(n)．

因此，
A = P−s ⋯P− P− Q−t ⋯Q− Q− ．

由于初等方阵的逆方阵仍是初等方阵，因此上式表明，可逆方阵 A可以表为有
限个初等方阵的乘积． ∎

推论 3.4.3 n阶可逆方阵 A可以经过有限次的初等变换变为 n阶单位方阵．

证明 由推论 3.4.2，存在 n阶初等方阵 P� P� . . . � Pk，使得 A = PP⋯Pk．因此

P−k ⋯P− P− A = I(n)．

由于初等方阵 Pi的逆矩阵 P−i 仍是初等方阵，因此上式表明，方阵 A可以经过
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有限次行的初等变换变为单位方阵． ∎
推论 3.4.3对列的初等变换也成立．
应当指出，推论 3.4.3给出求逆矩阵的一个重要方法．给定 n阶可逆方阵 A，

由推论 3.4.3，存在 n阶初等方阵 P� P� . . . � Pk，使得

PkPk−⋯PA = I(n)．

因此，A− = PkPk−⋯P．取 n × n矩阵 B = (A� I(n))，则

PkPk−⋯PB = (PkPk−⋯PA� PkPk−⋯P)
= (I(n)� PkPk−⋯P) = (I(n)�A−)．

由于初等方阵左乘矩阵 B相当于对矩阵 B实施行的初等变换，因此上式表明，
对矩阵 B实施行的初等变换，使得它的左半部分 A化为单位方阵，则矩阵 B的后半
部分就变成 A−．于是就求出了方阵 A的逆矩阵．

例 3.4.1 求 n阶方阵 A = (a i j)的逆矩阵，其中 a i i = ，a i j = ， ⩽ i ≠ j ⩽ n．

解 取 n × n矩阵

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯     ⋯ 

   ⋯     ⋯ 

   ⋯     ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯     ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

把矩阵 B的第 � � . . . � n行都加到第 行，矩阵 B化为

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

n −  n −  n −  ⋯ n −     ⋯ 

   ⋯     ⋯ 

   ⋯     ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯     ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

用
−
n − 

遍乘矩阵 B的第 行，然后分别加到第 � � . . . � n行，矩阵 B化为

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 


n − 


n − 


n − 
⋯ 

n − 

 −  ⋯  − 
n − 

n − 
n − 

− 
n − 

⋯ − 
n − 

  − ⋯  − 
n − 

− 
n − 

n − 
n − 

⋯ − 
n − 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

   ⋯ − − 
n − 

− 
n − 

− 
n − 

⋯ n − 
n − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

矩阵 B的第 � � . . . � n行都加到第 行，然后用 −分别乘以第 � � . . . � n行，矩阵
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B变为

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯  −n − 
n − 


n − 


n − 

⋯ 
n − 

   ⋯ 


n − 
−n − 
n − 


n − 

⋯ 
n − 

   ⋯ 


n − 


n − 
−n − 
n − 

⋯ 
n − 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

   ⋯ 


n − 


n − 


n − 
⋯ −n − 

n − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

由此求得，A− = (c i j)，其中
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c i j =


n − 
� 当  ⩽ i ≠ j ⩽ n时；

c i i = −
n − 
n − 

� 当 i = � � . . . � n时． ∎

现在引进矩阵相抵的概念．

定义 3.4.2 设 A�B ∈ Fm×n．如果矩阵 A可以经过有限次初等变换变为矩阵
B，则矩阵 A和 B是相抵的．

由于对矩阵 A实施初等变换相当于用m阶初等方阵 P左乘矩阵 A，或用 n阶
初等方阵 Q右乘矩阵 A．因此上述定义等价于说：
如果存在m阶初等方阵 P� P� . . . � Ps和 n阶初等方阵 Q�Q� . . . �Qt使得

PP⋯PsAQQ⋯Qt = B�

则矩阵 A和 B称为相抵的．
由于 P = PP⋯Ps，Q = QQ⋯Qt可逆，以及推论 3.4.2，因此上述定义还等价于

说：如果存在m阶可逆方阵 P和 n阶可逆方阵 Q，使得 PAQ = B，则矩阵 A和 B称
为相抵的．容易验证，矩阵的相抵满足以下性质．

(1)自反性 对任意 A ∈ Fm×n，矩阵 A和自身总是相抵的，
(2)对称性 对任意 A�B ∈ Fm×n，如果矩阵 A和 B相抵，则矩阵 B和 A也相抵；
(3)传递性 对任意 A�B�C ∈ Fm×n，如果矩阵 A和 B相抵，矩阵 B和 C相抵，则

矩阵 A和 C相抵．
在所有m× n矩阵的集合 Fm×n中，所有和m× n矩阵 A相抵的集合记为 RA，它

称为矩阵 A所属的相抵等价类．关于相抵等价类，以下性质成立．

性质 3.4.1 设 B�C ∈ RA，则矩阵 B和 C相抵．

证明 因为 B�C ∈ RA，所以矩阵 B与 C都和矩阵 A相抵．
由相抵的对称性，矩阵 A和 C相抵．由于矩阵 B和 A相抵，矩阵 A和 C相抵，

因此，由相抵的传递性，矩阵 B和 C相抵． ∎
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性质 3.4.2 设 A�B ∈ Fm×n，则 RA ∩ RB为空集，或者 RA = RB．

证明 设 RA ∩ RB ≠ ∅，则存在 C ∈ RA ∩ RB，即矩阵 C分别和矩阵 A�B相抵．因
此，矩阵 A和 B相抵，即 A ∈ RB，且 B ∈ RA．

设 D ∈ RA，则矩阵 D和 A相抵，而矩阵 A和 B相抵，从而矩阵 D和 B相抵．因
此，D ∈ RB，即 RA ⊆ RB．

同理可证，RB ⊆ RA．于是

RA = RB = RA ∩ RB． ∎

性质 3.4.2表明，不同的相抵等价类不相交，而 Fm×n中每个矩阵都一定属于某

个相抵等价类．因此，Fm×n便分解为不交的相抵等价类的并集．

从 Fm×n的每一个相抵等价类中各取一个矩阵作为该相抵等价类的代表元素，

所有这些元素的集合称为 Fm×n在相抵下的互异代表元系．

由性质 3.4.1，同一个相抵等价类中的矩阵都相抵，因此，相抵等价类中每一个
矩阵都可以作为该等价类的代表元素．问题是，在等价类中如何选取代表元，使它

具最简单的形式？这就是矩阵在相抵下的标准形的问题．

其次，任给两个m × n矩阵 A和 B，如何判定它们是否同属于一个相抵等价类，
即是否相抵．同属于一个相抵等价类的矩阵必然具有某种共同性质，这种共性应

当在某种量上得到反映．如果一种量为相抵等价类中每个矩阵所具有，那么这种

量称为矩阵在相抵下的不变量．如果一组相抵下的不变量足以区分不同的相抵等

价类，即可以判定两个矩阵是否相抵，而且当这组不变量缺少某一个就不足以区分

不同的相抵等价类，那么这组不变量就称为矩阵在相抵下的全系不变量．因此，判

定两个矩阵是否属于同一个相抵等价类的问题，就是寻求相抵下的全系不变量．

归结起来，寻求矩阵在相抵下的标准形和全系不变量是矩阵在相抵下的分类

问题中的两个基本问题．实际上，前面已解决了在相抵下的矩阵的分类问题，现在

把结论重述一下．

定理 3.4.5 设 A ∈ Fm×n，rankA = r．则矩阵 A相抵于如下矩阵

(
I(r) 
 

)． (3.4.1)

而且 A�B ∈ Fm×n相抵的充分必要条件是 rankA = rank B．

证明 前一结论即是定理 3.4.4．现在证明后一结论．
必要性 因为矩阵 A和 B相抵，所以矩阵 A可以经过有限次初等变换变为矩

阵 B．由定理 3.4.3，rankA = rank B．
充分性 设 rankA= rank B = r．定理 3.4.4表明，矩阵A和 (3.4.1)相抵，而 (3.4.1)

又和 B相抵，由相抵的传递性，矩阵 A和 B相抵． ∎
矩阵 (3.4.1)称为矩阵 A的Hermite标准形．定理 3.4.5的后一结论表明，矩阵

的秩是矩阵在相抵下的不变量，而且是全系不变量．
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例 3.4.2 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×m，λ ∈ F．证明

λn det(λI(m) − AB) = λm det(λI(n) − BA)．

证明 设 rankA = r．则由定理 3.4.5，矩阵 A的Hermite标准形为 (3.4.1)，即存
在可逆的 P ∈ Fm×m，Q ∈ Fn×n，使得

A = P(
I(r) 
 

)Q = PCQ�．

记矩阵 (3.4.1)为 C，于是

λn det(λI(m) − AB) = λn det(λI(m) − PCQB)
= λn det(P(λI(m) − CQBP)P−)
= λn det(λI(m) − CQBP)．

记

QBP = (
B B

B B
)�

其中 B ∈ Fr×r，则上式化为

λn det(λI(m) − AB) = λn det(λI(m) − (
B B

 
))

= λn det(
λI(r) − B −B

 λI(m−r)
)

= λm+n−r det(λI(r) − B)．
另一方面，

λm det(λI(n) − BA) = λm det(λI(n) − BPCQ)
= λm det(Q−(λI(n) − QBPC)Q)
= λm det(λI(n) − QBPC)

= λm det(λI(n) − (
B 
B 

))

= λm det(
λI(r) − B 
−B λI(n−r)

)

= λm+n−r det(λI(r) − B)．

于是得到
λn det(λI(m) − AB) = λm det(λI(n) − BA)． ∎

习 题 3.4

1. 求下列矩阵的秩．

(1)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 −  − 
 −   
 −   

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

   
 − − 
  − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�
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(3)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

i j ⋯ j
j i ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ j
j ⋯ j i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

� (4)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 i ⋯ i
i  ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ i
i ⋯ i 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

．

2. 求 λ，使得矩阵 A的秩为最小，其中

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
λ   
   
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

3. 利用初等变换求下列矩阵的逆矩阵．

(1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  − 
   
   
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (2)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ n
n   ⋯ n − 

n −  n  ⋯ n − 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

(3)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝





⋯ 
n







⋯ 
n + 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

n


n + 

⋯ 
n − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (4)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −
−  −

⋱ ⋱ ⋱
−  −

− 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

．

4. 证明，只用行的初等变换以及对换某两列，任意m × n矩阵 A都可以化为

(
I(r) ∗
 

)�

其中 r = rankA．
5. 证明，任意一个秩为 r的矩阵都可以表为 r个秩为 的矩阵之和．
6. 证明，m × n矩阵 A的秩为 的充分必要条件是 A = αβ，其中 α和 β分别是m × 和  × n

的非零矩阵．

7. 设 A�B ∈ Fm×n．证明 rank(AB) ⩽ rankA+ rank B．
8. 设 A ∈ Rm×n．证明 rankAAT = rankATA = rankA．
9. 设 n阶方阵 A分块为

A = (
A A

A A
)�

其中 A是 r阶可逆矩阵．证明，rankA = r的充分必要条件是 A = AA− A．

10. 设 A ∈ Fn×n，rankA = r．从矩阵 A中任意取出 s个行构成 s × n矩阵 B．证明，rank B ⩾
r + s − n．

11. 设 A ∈ Fm×n，rankA = r，从矩阵 A中取出 s个行，t个列上的交叉元素构成的 s × t矩阵记
为 B．证明，rank B ⩾ r + s + t −m − n．

12. 设 n阶方阵 A至少有 n − n + 个元素为零．证明，rankA < n．并确定 rankA的最大值．
13. n阶方阵 A的伴随方阵记为 A∗．证明，
(1) rankA∗ = n的充分必要条件是 rankA = n；
(2) rankA∗ = 的充分必要条件是 rankA = n − ；
(3) rankA∗ = 的充分必要条件是 rankA < n − ；
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(4) 当 n > 时，(A∗)∗ = (detA)n−A；当 n = 时，(A∗)∗ = A．
14. 设 A与 B是行数相同的矩阵，A和 B并排而成的矩阵记为 (A�B)．证明，

rank(A�B) ⩽ rankA+ rank B．

15. 证明，二阶幺模矩阵 A可以表为矩阵

P = (
 
 
)� Q = (

 
 

)

的方幂的乘积．

16. 设 A ∈ Rn×n．证明，如果矩阵 ATA的每一个 k阶主子式都为零，则 rankA < k．
17. 证明，n阶方阵 A都可以表为形如 I(n) + aE i j的方阵的乘积，其中 E i j是 (i� j)系数为 而

其它系数都为零的 n阶方阵， ⩽ i� j ⩽ n．
18. 设 A是m × n整系数矩阵．证明，有在 Z可逆的m阶整系数矩阵 P和 n阶整系数矩阵

Q（逆矩阵仍是整系数的整系数矩阵称为在 Z上可逆的），使得

A = P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

d

d

⋱
dr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠



 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠m × n

Q�

其中 d� d� . . . � dr是正整数，并且 d i ∣ d i+，i = � � . . . � r − ．

§3.5 一些例子

矩阵在相抵下的Hermite标准形有着广泛的应用．下面举例说明．

例 3.5.1 m × n矩阵 A为列满秩当且仅当存在m阶可逆方阵 P，使得

A = P(
I(n)

)�

其中 是 (m − n) × n零矩阵．

证明 充分性显然．下面证明必要性．因为 A是列满秩的，即 rankA = n．因
此存在m阶与 n阶可逆方阵 R与 T，使得

A = R(
I(n)

)T．

由分块矩阵的乘法，

A = R(
T

) = R(

T 
 I(m−n)

)(
I(n)

)．

记

P = R(
T 
 I(m−n)

)�

则方阵 P是可逆的，并且
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A = P(
I(n)

)． ∎

例 3.5.2 设 A ∈ Fm×n．证明 rankA = r ⩾ 的充分必要条件是，存在列满秩的
m × r矩阵 B与行满秩的 r × n矩阵 C，使得 A = BC．

证明 必要性 设 rankA = r，则存在m阶与 n阶可逆方阵 P与 Q，使得

A = P(
I(r) 
 

)Q．

记

B = P(
I(r)

)
m×r
� C = (I(r)� )r×nQ�

则

rank B = rank P(
I(r)

) = rank(

I(r)

) = r�

rankC = rank(I(r)� )r×nQ = rank(I(r)� )r×n = r�

即 B与 C分别是列满秩与行满秩的，并且 A = BC．
充分性 设 A = BC，其中 B与 C分别是列满秩与行满秩的．则由例 3.5.1，

B = P(
I(r)

)
m×r
�

其中 P为m阶可逆方阵．而 CT为列满秩的，因此，

CT = QT(
I(r)

)
n×r
�

其中 QT是 n阶可逆方阵．于是

A = P(
I(r)

)
m×r
(I(r)� )r×nQ = P(

I(r) 
 

)Q．

所以 rankA = r． ∎
例 3.5.2说明，任何一个矩阵都可以分解为一个列满秩矩阵与一个行满秩矩阵

的乘积．这一事实称为矩阵的满秩分解定理．它有许多应用．

例 3.5.3 设 A是给定m × n矩阵，X是m × n矩阵，求矩阵方程 ATX = XTA的
所有解 X．

解 设 rankA = r，则存在m阶与 n阶可逆方阵 P与 Q，使得

A = P(
I(r) 
 

)Q．

注意，其中的 P与 Q不一定唯一．取定 P与 Q，使得

A = P(
I(r) 
 

)Q�
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代入原矩阵方程，得到

QT
 (

I(r) 
 

)PT
 X = XTP(

I(r) 
 

)Q．

因此，

(
I(r) 
 

)PT
 XQ

−
 = (PT

 XQ
−
 )T(

I(r) 
 

)．

记

PT
 XQ

−
 = Y = (

Y Y

Y Y
)�

其中 Y是 r阶方阵．代入上式得到，

(
Y Y

 
) = (

YT
 

YT
 

)．

因此，YT
 = Y，Y = ．于是，

X = (PT
 )−XQ = (PT

 )−(
Y 
Y Y

)Q． (3.5.1)

其中Y是任意的 r阶对称方阵，Y与Y分别是任意的 (m−r)×r与 (m−r)×(n−r)
矩阵．这说明，原矩阵方程的解 X应具有形式 (3.5.1)．
反之，容易验证，形如 (3.5.1)的矩阵 X一定是原矩阵方程的解．因此，式 (3.5.1)

给出了原矩阵方程的所有解． ∎

例 3.5.4 证明，秩为 r的 n阶实对称方阵 S（即适合 ST = S）至少有一个 r阶
主子式不为零，而且所有非零的 r阶主子式都同号．

证明 因为 rank S = r，所以存在 n阶可逆方阵 P与 Q，使得

S = P(
I(r) 
 

)Q．

由 ST = S得到
QT(

I(r) 
 

)PT = P(
I(r) 
 

)Q�

即

P−QT(
I(r) 
 

) = (
I(r) 
 

)(P−QT)T．

记

P−QT = R = (
R R

R R
)�

其中 R是 r阶方阵，代入上式得到 RT
 = R，R = ．于是

P−QT = (
R 
RT
 RT



)�

即
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QT = P(
R R

 R
)．

从而

Q = (
R 
RT
 RT



)PT．

因此，

S = P(
I(r) 
 

)(
R 
RT
 RT



)PT = P(
R 
 

)PT．

由于方阵 P可逆，所以，

rank S = rank(
R 
 

) = rank R = r．

由于 R是 r阶的，因此 R是可逆对称方阵．

现在设 S( i i ⋯ ir
i i ⋯ ir )是方阵 S的任意 r阶主子式， ⩽ i < i < ⋯ < ir ⩽ n．

由 Binet-Cauchy公式，

S( i i ⋯ ir
i i ⋯ ir ) = P(

i i ⋯ ir
  ⋯ r )


detR． (3.5.2)

由此可以看出，如果方阵 S的所有 r阶主子式都为零，则

P( i i ⋯ ir
  ⋯ r ) = ．

于是对行列式 det P的前 r列作 Laplace展开，得到

det P = ∑
⩽i<i<⋯<ir⩽n

P( i i ⋯ ir
  ⋯ r )P(

ir+ ⋯ in
(r+) ⋯ n ) = �

这和方阵 P可逆矛盾．因此，方阵 S至少有一个 r阶主子式不为零．
另外，由式 (3.5.2)可以看出，方阵 S的任意 r阶非零主子式都和行列式 detR

同号．因此，对称方阵 S的所有 r阶非零主子式都同号． ∎

例 3.5.5 证明，n阶幂等方阵 A（即适合 A = A）的秩等于它的迹．

证明 设 rankA = r，则存在 n阶可逆方阵 P和 Q，使得

A = P(
I(r) 
 

)Q．

因为方阵 A是幂等的，所以，

P(
I(r) 
 

)QP(
I(r) 
 

)Q = P(
I(r) 
 

)Q�

即

(
I(r) 
 

)QP(
I(r) 
 

) = (
I(r) 
 

)．

记

QP = R = (
R R

R R
)�
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其中 R是 r阶方阵．则上式化为

(
R 
 

) = (
I(r) 
 

)．

因此，R = I(r)．所以

Q = (
I(r) R

R R
)P−．

于是

A = P(
I(r) 
 

)(
I(r) R

R R
)P− = P(

I(r) R

 
)P−．

由于

f (λ) = det(λI(n) − A) = det(λI(n) − P(
I(r) R

 
)P−)

= det P(λI(n) − (
I(r) R

 
))P− = det(λI(n) − (

I(r) R

 
))

= λn−r(λ − )r．

所以，f (λ)的 n − 次项系数为 −r．但是，f (λ) = det(λI(n) − A)的 n − 次项系数为

−(a + a +⋯ + ann)�

其中 a� a� . . . � ann是方阵 A的主对角元．而TrA = a+⋯+ann．因此TrA = r． ∎
从 §3.4知道，在讨论矩阵在相抵下的分类问题时，矩阵的初等变换起着重要作

用．矩阵的初等变换可以推广到分块矩阵．设m × n矩阵 A分块为

A = (
A A

A A
)�

其中 A为 s × t子矩阵．则

(1) (
 I(m−s)
I(s) 

)(
A A

A A
) = (

A A

A A
)�

(
A A

A A
)(

 I(t)
I(n−t) 

) = (
A A

A A
)．

即将分块矩阵的每个小块当成一个元素，对换分块矩阵 A的两行（或列）可以通过
左乘（或右乘）以上述形式的分块矩阵实现；

(2) (
I(s) 
 B

)(
A A

A A
) = (

A A

BA BA
)�

(
C 
 I(m−s)

)(
A A

A A
) = (

CA CA

A A
)．

即用某个矩阵左乘分块矩阵 A的某一行，可以按上述方式左乘一个分块矩阵实现．
对列也有类似的结果；
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(3) (
I(s) B
 I(m−s)

)(
A A

A A
) = (

A + BA A + BA

A A
)�

(
I(s) 
C I(m−s)

)(
A A

A A
) = (

A A

A + CA A + CA
)．

即用某个矩阵左乘分块矩阵 A的某一行，并加到另一行，可以按上述方式左乘一个
分块矩阵实现．对列也有类似的结论．

容易看出，如果在上式中令 A +CA = ，且设 A可逆，则 C = −AA−．于是
就得到 Schur公式 (3.3.4)．所以，Schur公式只是对分块矩阵施行初等变换的特殊
情形而已．

分块矩阵的初等变换可以用来证明有关矩阵的秩的许多命题．在利用分块矩

阵的初等变换证明秩的命题时，经常用到下述显而易见的事实．其正确性请读者

自行证明．

(1) 矩阵 A分块后，矩阵 A中某个块的秩不超过整个矩阵 A的秩；
(2) 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fp×q，则

rank diag(A�B) = rankA+ rank B�

(3) 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fp×q，C ∈ Fm×q，则

rank(
A C
 B

) ⩾ rank(
A 
 B

)．

例 3.5.6（Frobenius秩不等式）设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p，C ∈ Fp×q．证明，

rankAB + rank BC − rank B ⩽ rankABC� (3.5.3)

其中等式成立的充分必要条件是矩阵

(
AB 
 BC

)� (
AB 
B BC

)

相抵．

证明 由 (3.5.3)得到，

rankAB + rank BC ⩽ rankABC + rank B．

因此式 (3.5.3)等价于

rank(
AB 
 BC

) ⩽ rank(
ABC 
 B

)． (3.5.4)

由于

(
I(m) A
 I(n)

)(
ABC 
 B

)(
I(q) 
−C I(p)

)(
 −I(q)
I(p) 

) = (
AB 
B BC

)� (3.5.5)

其中方阵

(
I(m) A
 I(n)

)� (
I(q) 
−C I(p)

)� (
 −I(q)
I(p) 

)
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都是可逆的，因此由定理 3.4.2，

rank(
ABC 
 B

) = rank(
AB 
B BC

)．

由事实 (3)，

rank(
AB 
 BC

) ⩽ rank(
AB 
B BC

) = rank(
ABC 
 B

)． (3.5.6)

这就证明了式 (3.5.3)成立．
容易看出，式 (3.5.3)中等式成立的充分必要条件是式 (3.5.6)等式成立． ∎
特别，当 B取为 n阶单位方阵时，Frobenius秩不等式即为

rankA+ rankC − n ⩽ rankAC．

结合定理 3.4.1，即有

rankA+ rank B − n ⩽ rankAB ⩽ min{rankA� rank B}�

其中 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p．这就是 Sylvester秩不等式．

例 3.5.7 设 n阶方阵 A�A� . . . �Ak满足

A + A +⋯ + Ak = I(n)．

证明，方阵 A�A� . . . �Ak为幂等的充分必要条件是，

rankA + rankA +⋯ + rankAk = n．

特别，当 k = 时，记 A = A，B = A = I(n) − A．如果方阵 A为幂等的，则

B = (I(n) − A)
 = I(n) − A+ A = I(n) − A = B．

因此，命题化为：n阶方阵 A为幂等的充分必要条件是，

rankA+ rank(I(n) − A) = n．

证明 必要性 设方阵 A�A� . . . �Ak幂等，则由例 3.5.5，rankA i = TrA i．故

rankA + rankA +⋯ + rankAk = TrA + TrA +⋯ + TrAk．

由于 TrA是方阵 A的线性函数，所以，

rankA + rankA +⋯ + rankAk = Tr(A + A +⋯ + Ak) = Tr I(n) = n．

充分性 当 k = 时，

rankA + rankA = rank(
A 
 A

) = rank(
A 
 I(n) − A

)．

由于

(
I(n) A − I(n)
 I(n)

)(
 I(n)
I(n) 

)(
I(n) I(n)
 I(n)

)(
A 
 I(n) − A

)

× (
I(n) I(n)
 I(n)

)(
I(n) 
−A I(n)

) = (
A

 − A 
 I(n)

)�
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因此

rankA + rankA = rank(
A 
 I(n) − A

) = rank(
A

 − A 
 I(n)

)

= rank(A
 − A) + rank I(n) = rank(A

 − A) + n．

所以，rank(A
 − A) = ．即 A

 = A．这就证明了方阵 A是幂等的．

现在转到一般的 k．记 B i = A +⋯ + A i− + A i+ +⋯ + Ak，则对于  ⩽ i ⩽ k，

A i + B i = I(n)．

因为 rank B i = rank(A +⋯ + A i− + A i+ +⋯ + Ak)
⩽ rankA +⋯ + rankA i− + rankA i+ +⋯ + rankAk�

并且 rankA + rankA +⋯ + rankAk = n，所以，rank B i ⩽ n − rankA i，即

rankA i + rank B i ⩽ n．

另一方面，

rankA i + rank B i ⩾ rank(A i + B i) = rank I(n) = n�

因此，对于  ⩽ i ⩽ k，
rankA i + rank B i = n．

这说明，方阵 A i与 B i满足 k = 时的条件．
由上面的证明，方阵 A i是幂等的，i = � � . . . � k． ∎

例 3.5.8（Roth，1952）设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fp×q，C ∈ Fm×q，X ∈ Fn×q，Y ∈ Fm×p，则矩

阵方程
AX − YB = C (3.5.7)

有解的充分必要条件是矩阵

(
A 
 B

)� (
A C
 B

)

相抵．

证明 必要性 设 X，Y是方程 (3.5.7)的解．则

(
I(m) −Y
 I(p)

)(
A 
 B

)(
I(n) X
 I(q)

) = (
A AX − YB
 B

) = (
A C
 B

)．

因此矩阵

(
A 
 B

)� (
A C
 B

)

相抵．

充分性 设矩阵

(
A 
 B

)� (
A C
 B

)

相抵．则
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rank(
A 
 B

) = rank(
A C
 B

)． (3.5.8)

记 rankA = r，rank B = s，则存在可逆的方阵 P ∈ Fm×m，Q ∈ Fn×n，R ∈ Fp×p与

T ∈ Fq×q，使得

PAQ = (
I(r) 
 

)� RBT = (
I(s) 
 

)．

于是

(
P 
 R

)(
A 
 B

)(
Q 
 T

) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

I(r)   
   
  I(s) 
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (3.5.9)

(
P 
 R

)(
A C
 B

)(
Q 
 T

) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

I(r)  C C

  C C

  I(s) 
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 C ∈ Fr×s，C ∈ F(m−r)×(q−s)，且

PCT = (
C C

C C
)．

记
K = (

C 
C 

)� L = (
 C

 
)�

其中 K ∈ Fm×p，L ∈ Fn×q，则

(
I(m) −K
 I(p)

)(
P 
 R

)(
A C
 B

)(
Q 
 T

)(
I(n) −L
 I(q)

) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

I(r)   
   C

  I(s) 
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．(3.5.10)

由 (3.5.8)，(3.5.9)与 (3.5.10)，C = ．因此

(
A C
 B

) = (
P− 
 R−

)(
I(m) K
 I(p)

)(
P 
 R

)(
A 
 B

)

× (
Q 
 T

)(
I(n) L
 I(q)

)(
Q− 
 T−

)．

由此得到，
C = A(QLT−) − (−P−KR)B．

因此，X = QLT−，Y = −P−KR是方程 (3.5.7)的解． ∎

习 题 3.5

1. 证明，设 A是 n阶方阵．如果存在正整数 k，使得 rankAk = rankAk+，则
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rankAk = rankAk+ = rankAk+ = ⋯．

2. 设 A和 B为 n阶方阵．证明，

rank(AB − I(n)) ⩽ rank(A− I(n)) + rank(B − I(n))．

3. 证明，n阶斜对称方阵 K的秩是偶数，并且秩为 r的斜对称方阵至少有一个 r阶主子式不
为零，同时，所有非零的 r阶主子式都同号．

4. 设 A和 B为 n阶方阵，AB = BA = ，并且 rankA = rankA．证明，

rank(A+ B) = rankA+ rank B．

5. 设 A和 B为 n阶方阵，AB = BA = ．证明，存在正整数 k，使得

rank(Ak + Bk) = rankAk + rank Bk．

6. 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×m．证明，rankAB = rankA的充分必要条件是，存在 C ∈ Fm×n，使得

A = ABC．由此证明，如果 rankAB = rankA且方阵 AB幂等，则方阵 BA也幂等．
7. 设整数 A�A� . . . � an的最大公因数为 d．证明，存在 n阶可逆的整系数矩阵 P，使得

(a� a� . . . � an)P = (d� � � � . . . � � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n − 个

)．

8. 证明，存在 n阶可逆的整系数矩阵 P，使得它的第 行为整数 a� a� . . . � an的充分必要条
件是，整数 a� a� . . . � an互素．

§3.6 线性方程组

给定 n个未知量 x� x� . . . � xn的线性方程组
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ax + ax +⋯ + anxn = b�
ax + ax +⋯ + anxn = b�

⋯⋯⋯⋯
amx + amx +⋯ + amnxn = bm�

(3.6.1)

其中对于  ⩽ i ⩽ m， ⩽ j ⩽ n，a i j和 b i是已知的．a i j称为方程组 (3.6.1)的系数，b i称

为方程组 (3.6.1)的常数项．记

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

am am ⋯ amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x
x
⋮
xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� β =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b
b
⋮
bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

则方程组 (3.6.1)可以改写为矩阵形式

Ax = β． (3.6.2)

m × n矩阵 A称为方程组 (3.6.2)的系数矩阵，m × (n + )矩阵 (A� β)称为方程组
(3.6.2)的增广矩阵．设

x = (x
 � x


 � . . . � x


n)．
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如果把 x = x
，x = x

，. . .，xn = x
n代入方程组 (3.6.2)的每个方程，都使每个方程成

为等式，也即 Ax = β，则 x称为方程组 (3.6.2)的一个解．方程组 (3.6.2)的所有解
的集合称为方程组 (3.6.2)的通解．
如果方程组 (3.6.2)有解，则方程组 (3.6.2)称为相容的，否则称为不相容的．
如果方程组 (3.6.2)的每个常数项都为零，即 β = ，则方程组 (3.6.2)称为齐次

的，否则称为非齐次的．容易看出，齐次线性方程组总有解

x = (� � � . . . � � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n个

)T�

它称为零解，或者平凡解．

如果齐次方程组的解不是零解，则称为非零解，或者非平凡解．

对于线性方程组，值得关心的问题是：线性方程组有解的必要和充分条件是

什么？在有解的情形下，线性方程组何时有唯一解，何时解不唯一？在方程组有解

的条件下，它的通解是什么，如何求出它的通解？

下面将采用矩阵在相抵下的标准形理论来处理这些问题．先讨论齐次方程组

Ax = ．

定理 3.6.1（齐次方程组解的结构定理）设 rankA = r，则当 r = n时，那么齐次
线性方程组

Ax =  (3.6.3)

只有零解．当 r < n时，齐次方程组 (3.6.3)具有非零解，而且它的通解依赖于 n − r
个独立参数．

具体地说，设

A = P(
I(r) 
 

)Q�

其中 P和 Q分别是m阶和 n阶可逆方阵，并且是取定的．则齐次方程组 (3.6.3)的

通解为
x = tr+Q−εr+ +⋯ + tnQ−εn� (3.6.4)

其中 tr+� . . . � tn是任意的数，ε i是 n维列向量，并且对于 i = r + � . . . � n，

ε i = (� . . . � � 
i
� � . . . � )T．

证明 设 r < n．取 x = tr+Q−εr+ +⋯ + tnQ−εn，则

Ax = P(
I(r) 
 

)Q(tr+Q−εr+ +⋯ + tnQ−εn) = P
n

∑
i=r+

t i(
I(r) 
 

)ε i．

显然，当 i = r + � . . . � n时，
(
I(r) 
 

)ε i = �

因此，Ax = ．这表明，形如 (3.6.4)的 x是齐次方程组 (3.6.3)的解．
反之，设 x是齐次方程组 (3.6.3)的解，则
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P(
I(r) 
 

)Qx = ．

因为方阵 P可逆，所以
(
I(r) 
 

)Qx = ．

记 Qx = y = (y� y)T，其中 y是 r维行向量．由上式得到 (y� )T = ．因此
y = ．所以 Qx = (� y)T．记 Qx = (� . . . � � tr+� . . . � tn)T，则

Qx = tr+εr+ + tr+εr+ +⋯ + tnεn．

因此
x = tr+Q−εr+ + tr+Q−εr+ +⋯ + tnQ−εn�

即 x具有形式 (3.6.4)．这就证明，形如 (3.6.4)的 x是齐次方程组 (3.6.3)的通解．
当 r = n时，m × n矩阵 A是列满秩的．由例 3.5.1，存在m阶可逆方阵 P，使得

A = P(I(n)� )
T
．

如果 x是齐次方程组 (3.6.3)的解，则由 Ax = 得到 P(I(n)� )
T
x = ．

因为方阵 P可逆，所以 (I(n)� )
T
x = ，即 (x� )T = ，从而 x = ．

因此，当 r = n时，齐次方程组 (3.6.3)只有零解． ∎
现在讨论非齐次方程组．

定理 3.6.2（非齐次方程组的相容性定理）给定线性方程组 (3.6.2)，即 Ax = β．
则方程组 (3.6.2)有解的充分必要条件是它的系数矩阵和增广矩阵的秩相等．

证明 设 rankA = r，则存在m阶和 n阶可逆方阵 P和 Q，使得

A = P(
I(r) 
 

)Q．

必要性 设方程组 (3.6.2)有解 x．则

Ax = P(
I(r) 
 

)Qx = β．

因此，

(
I(r) 
 

)Qx = P−β．

记Qx = (y� y)T，P−β = (z� z)T，其中 y和 z都是 r维行向量．由上式得到，

(y� )T = (z� z)T．

因此，y = z，z = ．所以，

rank(A� β) = rank P((
I(r) 
 

)Q� P−β) = rank P((
I(r) 
 

)Q� (
zT

))

= rank P(
I(r)  zT
  

)(
Q 
 

)．
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因为方阵 P�Q可逆，故

rank(A� β) = rank(
I(r)  zT
  

) = r = rankA．

充分性 设 rank(A� β) = rankA．由于

(A� β) = (P(
I(r) 
 

)Q� β) = P((
I(r) 
 

)Q� P−β)

= P((
I(r) 
 

)� P−β)(
Q 
 

) = P(
I(r)  zT
  zT

)(
Q 
 

)�

其中 P−β = (z� z)T，z为 r维行向量，所以，

rank(A� β) = rank(
I(r)  zT
  zT

) = rankA = r．

因此，z = ．取
x = Q−(

I(r) 
 

)
n×m
P−β�

则

Ax = P(
I(r) 
 

)Q ⋅ Q−(
I(r) 
 

)P−β = P(
I(r) 
 

)P−β

= P(
I(r) 
 

)(
z

) = P(

z

) = P(P−β) = β．

所以 x是方程组 (3.6.2)的解． ∎

定理 3.6.3（非齐次方程组解的结构定理）设线性方程组 (3.6.2)，即 Ax = β有
解，并且 rankA = r．那么，
当 r = n时，方程组 (3.6.2)的解是唯一的；当 r < n时，方程组 (3.6.2)的通解依

赖于 n − r个独立参数，并且它的通解由方程组 (3.6.2)的一个特解（即一个确定的

解）和相应的齐次方程组 Ax = 的通解构成．
具体地说，设系数矩阵

A = P(
I(r) 
 

)Q�

其中 P和Q分别是m阶和 n阶可逆方阵，并且是取定的，则方程组 (3.6.2)的通解为

x = Q−(
I(r) 
 

)
n×m
P−β + tr+Q−εr+ +⋯ + tnQ−εn． (3.6.5)

其中 tr+� . . . � tn和 ε� . . . � εn的意义同定理 3.6.1．

证明 设 x是方程组 (3.6.2)的一个特解．如果 x是方程组 (3.6.2)的一个解，
则由 Ax = β和 Ax = β得到，

A(x − x) = ．

记 y = x − x．上式表明，y是齐次方程组 Ax = 的解．因此，x可以表为特解
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x与齐次方程组 Ax = 的解 y的和．反之，设 y是齐次方程组 Ax = 的解．则由
Ax = ，Ay = 得到，

A(x + y) = β�

从而特解 x与方程组 Ax = 的解 y之和是方程组 (3.6.2)的解．这就证明了方程组
(3.6.2)的通解由它的特解和相应齐次方程组的通解所构成．
由定理 3.6.2的证明，可取方程组 (3.6.2)的特解为

x = Q−(
I(r) 
 

)
n×m
P−β�

于是由定理 3.6.1和上面的结论得到：当 r < n时，方程组 (3.6.2)的通解为 (3.6.5)；
而当 r = n时，方程组 (3.6.2)的解是唯一的． ∎
尽管上述几个定理已经完全解决了线性方程组的理论问题，但是却未涉及线

性方程组求解的具体方法．在实际求解方程组时，往往采用消去法．

消去法的依据是，对方程组 (3.6.2)的增广矩阵 (A� β)施行一次行的初等变换，
得到的矩阵记为 (Ã� β̃)．由于对矩阵施行初等行变换，相当于左乘以一个初等方
阵，因此，存在可逆方阵 R，使得

(Ã� β̃) = R(A� β) = (RA� Rβ)�

即 Ã = RA，̃β = Rβ．把矩阵 (Ã� β̃)看成方程组

Ãx = β̃

的增广矩阵．由于矩阵的初等变换不改变矩阵的秩，因此，根据定理 3.6.2，当且仅
当方程组 Ãx = β̃有解时，方程组 Ax = β有解．而且，由于矩阵 R可逆，因此，如果
x是方程组 Ãx = β̃的解，则 x也是方程组 Ax = β的解，反之亦然．所以，方程组
Ax = β和 Ãx = β̃具有相同的通解．于是，求方程组 Ax = β的解就化为求方程组
Ãx = β̃的解．
不难证明，方程组的增广矩阵 (A� β)可以经过有限次行的初等变换变为如下

阶梯形式

(Ã� β̃) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ã ⋯ ã� j−  ã� j+ ⋯ ã� j−  ã� j+ ⋯
 ⋯  ã j ã� j+ ⋯ ã� j−  ã� j+ ⋯
 ⋯    ⋯  ã j ã� j+ ⋯
       ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 ⋯    ⋯    ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 ⋯    ⋯    ⋯
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⋯  ã� jr−+ ⋯ ã� jr−  ã� jr+ ⋯ ãn b̃
⋮ ã� jr−+ ⋯ ã� jr−  ã� jr+ ⋯ ãn b̃

⋯  ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 ãr−� jr− ãr−� jr−+ ⋯ ãr−� jr−  ãr−� jr+ ⋯ ãr−�n ⋮
   ⋯  ãr� jr ãr� jr+ ⋯ ãrn b̃r
   ⋯    ⋯  b̃r+
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
   ⋯    ⋯  b̃n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中  < j < ⋯ < jr ⩽ n，̃a� ã j � . . . � ãr jr 都不为零，而 r = rankA．
如果 b̃r+� . . . � b̃m不全为零，则由定理 3.6.2，方程组 (3.6.2)无解；
如果 b̃r+ = ⋯ = b̃m = ，那么方程组 (3.6.2)有解，而且由 Ãx = β̃可以求出

x =
b̃
ã
− ã
ã

x −⋯ −
ã� j−
ã

x j− −⋯ −
ã� jr+
ã

x jr+ −⋯ −
ãn
ã

xn�

x j =
b̃
ã
−
ã� j+
ã

x j+ −⋯ −
ã� j−
ã

x j− −⋯ −
ã� jr+
ã

x jr+ −⋯ −
ãn
ã

xn�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

x jr =
b̃r
ãrr
−
ãr� jr+
ãrr

x jr+ −⋯ −
ãrn
ãrr

xn�

其中当 i ≠ � j� . . . � jr时，x i是任意的．由此即可求得方程组 (3.6.2)的通解．

例 3.6.1 求齐次线性方程组的通解：
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x + x + x + x = �
x + x + x + x − x = �

x + x + x + x = �
x + x + x + x − x = ．

解 齐次方程组的系数矩阵为

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

    
    −
    
    −

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

用 −乘矩阵 A的第 行并加到第 行，用 −乘矩阵 A的第 行并加到第 行，矩阵
A变为

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

    
 − − − −
    
 − − − −

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

矩阵 B的第 行分别加到第 和第 行，再对换第 和第 行，矩阵 B变为
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C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

    
    
    
    

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

用 −乘矩阵 C的第 行并加到第 行，矩阵 C变为

Ã =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  − − −
    
    
    

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

因此，

{
x − x − x − x = �
x + x + x + x = ．

于是求得通解为

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x
x
x
x
x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x + x + x
−x − x − x

x
x
x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝


−




⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

+ x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝


−




⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

+ x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝


−




⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 x� x� x是独立参数． ∎

例 3.6.2 求线性方程组的通解：
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x − x + x = �
x + x − x + x = �
x + x + x − x = �
x + x + x − x = ．

解 它的增广矩阵为

(A� β) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  −  
  −  
   − 
   − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

分别用 −�−�−乘矩阵 (A� β)的第 行，并分别加到第 � �行，矩阵 (A� β)变为

(B� γ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  −  
  −  −
   − 
   − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

分别用 � 乘矩阵 (B� γ)的第 行，并分别加到第 、行，矩阵 (B� γ)变为
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(C� ξ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  −  
  −  −
    
    

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

用 − 

乘矩阵 (C� ξ)的第 行．再把第 行加到第 行，得到

(Ã� β̃) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  






   −





    
    

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

于是得到 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x + 

x =



�

x −


x =



．

因此 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x =


− 

x −



x�

x =


+ 

x．

所以，通解为

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x
x
x
x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝



− 

x −



x

x


+ 

x

x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝








⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

+ x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−





⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

+ x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

− 






⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 x� x是独立参数． ∎

习 题 3.6

1. 求下列齐次线性方程组的通解：

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x − x − x = �
x − x − x − x = �

x − x + x + x − x = �
x + x − x + x − x = ．

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x + x + x + x = �
x + x + x + x − x = �

x + x + x + x = �
x + x − x + x − x = ．

2. 求非齐次线性方程组的通解：

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − x + x − x = �
x − x + x = −�

x + x − x = �
− x + x + x = −．

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x + x − x = −�
x + x − x = �
x + x + x = �
x + x − x = ．



´ §3.7 矩阵的广义逆 ⋅ 133 ⋅

3. 选择 λ的值，使下述线性方程组有解．
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − x + x + x = �
x + x − x + x = �
x + x − x + x = λ．

4. 推广定理 3.6.2到矩阵方程上．即证明，设给定矩阵 A ∈ Fm×n，B ∈ Fm×p，而未知矩阵

X ∈ Fn×p，则矩阵方程 AX = B有解的充分必要条件是 rankA = rank(A� B)，其中 (A�B)是矩阵 A
和 B并排而成的矩阵．

5. 设 A ∈ Fm×m，X ∈ Fn×p．证明，矩阵方程 AX = 有非零解的充分必要条件是方阵 A的行
列式为零．

6. 证明，如果齐次线性方程组的系数矩阵的秩比未知量的个数小 ，则该方程组的任意两个
解成比例，即相差一个数值因子．

7. 设 A ∈ Fn×(n+)，X ∈ F(n+)×n．证明，矩阵方程 AX = I(n)有解的充分必要条件是，矩阵 A为
行满秩的．

8. 设齐次线性方程组 n+
∑
i=

a i jx j = � i = � � . . . � n

的系数矩阵 A = (a i j)是行满秩的．证明，它的解为

x j = (−)n− j t det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a ⋯ a� j− a� j+ ⋯ a�n+
a ⋯ a� j− a� j+ ⋯ a�n+
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an ⋯ an� j− an� j+ ⋯ an�n+

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 j = � � . . . � n + ，而 t是独立参数．
9. 设 n阶方阵 A和 B的秩分别为 r和 n − r．求矩阵方程 AXB = 的通解．

§3.7 矩阵的广义逆

大家知道，逆矩阵只对方阵有定义，而且即便是方阵，也不是每个方阵都可逆．

本节的目的是推广逆矩阵概念为广义逆，使得每个矩阵都有广义逆．

设给定 A ∈ Fm×n，未知矩阵 X = (x i j) ∈ Fn×m，其中众 x i j是未知的．考虑矩阵方
程

AXA = A (3.7.1)

的解．

定理 3.7.1 矩阵方程 (3.7.1)恒有解．具体地说，设

rankA = r�

而且

A = P(
I(r) 
 

)
m×n
Q� (3.7.2)

其中 P和 Q分别是取定的m阶和 n阶可逆矩阵．则矩阵方程 (3.7.1)的通解为
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X = Q−(
I(r) B
C D

)
n×m
P−� (3.7.3)

其中 B ∈ Fm×(m−r)，C ∈ F(n−r)×r和 D ∈ F(n−r)×(m−r)是任意的．

证明 把形如 (3.7.3)的矩阵 X代入矩阵方程 (3.7.1)，即可验证，形如 (3.7.3)的
矩阵 X的确是矩阵方程 (3.7.1)的解．反之，设矩阵 X是矩阵方程 (3.7.1)的解，则由
(3.7.2)

P(
I(r) 
 

)QXP(
I(r) 
 

)Q = P(
I(r) 
 

)Q．

因为方阵 P和 Q可逆，所以，

(
I(r) 
 

)QXP(
I(r) 
 

) = (
I(r) 
 

)．

记

QXP = (
E B
C D

)

其中 E，B，C，D分别是 r × r，r × (m − r)，(n − r) × r和 (n − r) × (m − r)矩阵．因此，

(
I(r) 
 

)(
E B
C D

)(
I(r) 
 

) = (
E 
 

) = (
I(r) 
 

)．

所以，E = I(r)．于是，

QXB = (
I(r) B
C D

)�

即

X = Q−(
I(r) B
C D

)P−． ∎

应当指出，当 A为可逆方阵时，矩阵方程 (3.7.1)的解显然为 X = A−．于是引出
如下的定义．

定义 3.7.1 矩阵方程 AXA = A的解 X称为矩阵 A的广义逆，记为 A−．

由定理 3.7.1可以看出，任意矩阵 A的广义逆 A−总是存在的．而且一般地说，
矩阵 A的广义逆 A−并不唯一．事实上，由于

A− = Q−(
I(r) B
C D

)P−�

其中矩阵 B，C和 D是任意的，所以，rankA− ⩾ rankA．而且对任意正整数 k，r ⩽ k ⩽
min{m� n}，总可以分别取 B和 C为 r × (m − r)和 (n − r)× r零矩阵，并取 D为秩等
于 k − r的 (n − r) × (m − r)矩阵，则矩阵 A的这个广义逆 A−的秩 rankA− = k．
由定理 3.7.1还可以得到，矩阵 A具有唯一的广义逆 A−的充分必要条件是，矩

阵 A为可逆方阵．现在给出矩阵的广义逆的一些应用．

例 3.7.1（非齐次线性方程组的相容性定理）证明方程 Ax = β有解的充分必要
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条件是 β = AA−β，其中 A是m × n矩阵，β是m × 矩阵，x是 n × 未知矩阵，而 A−

是矩阵 A的广义逆．

证明 设方程 Ax = β有解 x，则 β = Ax．因此，

AA−β = AA−(Ax) = (AA−A)x = Ax = β．

反之，设 β = AA−β成立．取 x = A−β．于是 Ax = AA−β = β． ∎

例 3.7.2（非齐次线性方程组解的结构定理）设方程 Ax = β有解．则它的通解
为

x = A−β + (I(n) − AA−)z�

其中 A−是矩阵 A的某个取定的广义逆，而 z是任意 n × 矩阵．

证明 因为方程 Ax = β有解，因此由例 3.7.1，对于矩阵 A的取定的广义逆 A−，
AA−β = β．取 x = A−β + (I(n) − AA−)z，则

Ax = AA−β + A(I(n) − A−A)z = β + (A− AA−A)z = β．

即 x = A−β + (I(n) − AA−)z是方程 Ax = β的解．
反之，设 x是方程 Ax = β的解，即 Ax = β．取 z = x，则

A−β + (I(n) − A−A)x = A−Ax + x − A−Ax = x�

即 x可表为所说的形式． ∎

例 3.7.3（齐次线性方程组解的结构定理）方程 Ax = 恒有解，而且它的通解
为

x = (I(n) − AA−)z�

其中 A−是矩阵 A的某个取定的广义逆，而 z是任意的 n × 矩阵．

证明 这是例 3.7.1和例 3.7.2的特殊情形． ∎
对非齐次线性方程组 Ax = β，β ≠ ，还可以用广义逆给出另一种形式的通解．

例 3.7.4 设方程 Ax = β有解，其中 β ≠ ．则它的通解为 x = A−β，这里 A−是
矩阵 A的任意一个广义逆．

证明 因为方程 Ax = β有解，因此可设它的一个解为 x．取 x = A−β，则

Ax = AA−β = AA−(Ax) = (AA−A)x = Ax = β．

因此，对矩阵 A的任意一个广义逆 A−，x = A−β都是方程 Ax = β的解．
反之，设 x是方程 Ax = β的解，下面将证明，存在矩阵 A的一个广义逆 A−，使

得 x = A−β．事实上，设 rankA = r，且

A = P(
I(r) 
 

)
m×n
Q．

由定理 3.7.1，
A− = Q−(

I(r) B
C D

)
m×n
P−．
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于是，由 Ax = β得到，
(
I(r) 
 

)
m×n
Qx = P−β．

记
Qx = y = (y� y)T� P−β = z = (z� z)T�

其中 y和 z是  × r矩阵．由上式得到，y = z，z = ．由于方阵 P可逆，β ≠ ，因此
z = P−β ≠ ，所以，z至少有一个元素不为零．记 z = (c� c� . . . � cr)，且设 c i ≠ ．在

A− = Q−(
I(r) B
C D

)P−

中，取矩阵 B和 D分别是 r × (m − r)和 (n − r) × (m − r)零矩阵，取 (n − r) × r矩阵
C的第 i列为 c−i yT，其它列为零．所得到的广义逆仍记为 A−．于是

A−β = Q−(
I(r) 
C 

)
m×n
P−β = Q−(

I(r) 
C 

)(
zT
zT
)

= Q−(y� y)T = Q−Qx = x�

这就证明，方程 Ax = β的通解为 x = A−β． ∎
这几个例子表明，利用矩阵的广义逆来讨论线性方程组的解是非常方便的，

而且通解的形式特别简洁．特别，例 3.7.4表明，当 β ≠ 时，方程 Ax = β的通解为
x = A−β．这和方程 Ax = β的系数矩阵是可逆方阵的情形相类似，因为这时方程
Ax = β的解为 x = A−β．由此可以看出广义逆的威力．
矩阵的广义逆不只是上面所说的一种类型．还有许多其它类型的广义逆．除

上面的 A−外，矩阵的Moore-Penrose广义逆也是经常遇到的．
考虑矩阵方程组

(P)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

AXA = A�
XAX = X�
(AX)T = AX�
(XA)T = XA�

(P1)
(P2)
(P3)
(P4)

其中m × n矩阵 A是给定的，而 n ×m矩阵 X是未知的．
方程组 (P)称为 Penrose方程组．

定理 3.7.2 对任意给定的m × n矩阵 A，Penrose方程组 (P)总有解，而且它的

解唯一．具体地说，设矩阵 A = BC，其中 B和 C分别是列满秩和行满秩矩阵，则
Penrose方程组 (P)的唯一解为

X = CT(CCT)−(BTB)−BT． (3.7.4)

证明 把式 (3.7.4)代入 Penrose方程组 (P)的每个方程，容易看出，每个方程都
成为等式，即矩阵 X的确是 Penrose方程组 (P)的解．
设矩阵 X和 X都是 Penrose方程组 (P)的解．那么，
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X = XAX 由方程 (P2)
= XAXAX 由方程 (P1)
= X(AX)

T(AX)
T = X(AXAX)

T
由方程 (P3)

= X(AX)
T

由方程 (P1)
= XAX 由方程 (P3)
= XAXAX 由方程 (P1)
= (XA)

T(XA)
T
X = (XAXA)

T
X 由方程 (P4)

= (XA)
T
X 由方程 (P1)

= XAX 由方程 (P4)
= X． 由方程 (P1)

这就证明了 Penrose方程组 (P)的解的唯一性． ∎
有必要说明的是式 (3.7.4)的由来．事实上，设 rankA = r，则存在m阶和 n阶可

逆方阵 P和 Q，使得

A = P(
I(r) 
 

)
m×n
Q = P(

I(r)

)
m×r
(I(r)� )r×nQ = BC�

其中

B = P(
I(r)

)
m×r
� C = (I(r)� )r×nQ�

分别是列满秩和行满秩矩阵．由定理 3.7.1，方程 (P1)的解为

X = Q−(
I(r) X

X X
)
n×m
P−�

其中 X，X和 X分别是 r × (m − r)，(n − r) × r和 (n − r) × (m − r)矩阵．
把矩阵 X代入方程 (P2)，得到，

Q−(
I(r) X

X X
)P−P(

I(r) 
 

)QQ−(
I(r) X

X X
)P−

= Q−(
I(r) X

X XX
)P− = Q−(

I(r) X

X X
)P−．

由此得到，X = XX．因此，

X = Q−(
I(r) X

X XX
)P−．

把矩阵 A和 X分别代入方程 (P3)和 (P4)，得到，

(
I(r) 
XT

 
)PTP = PTP(

I(r) X

 
)� (3.7.5)

(
I(r) 
X 

)QQT = QQT(
I(r) XT



 
)． (3.7.6)
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记

PTP = (
R R

RT
 R

)
m×m
� QQT = (

S S
ST S

)
n×n
�

其中 R和 S都是 r阶方阵．由于矩阵 R是矩阵 PT的前 r行和矩阵 P的前 r列的
乘积，因此，

R = (I(r)� )m×mP
TP(

I(r)

)
m×m
= BTB．

另一方面，由 Binet-Cauchy公式，

detR = PTP(   .. . r
  .. . r ) = ∑

⩽i<⋯<ir⩽m
PT(   .. . r

i i . . . ir )P( i i . . . ir
  .. . r )

= ∑
⩽i<⋯<ir⩽m

∣P( i i . . . ir
  .. . r )∣


．

如果 detR = ，则由上式，方阵 P的前 r列上的每个 r阶子式都为零．因此，对
行列式 det P的前 r列作 Laplace展开，可以看出，det P = ，和方阵 P可逆矛盾．所
以，方阵 R可逆．同理可证，方阵 S可逆，并且 S = CCT．

把分块方阵 PTP和 QQT分别代入式 (3.7.5)和式 (3.7.6)，得到，

X = R− R� X = STS−．

因此

X = Q−(
I(r) R− R

STS− STS− R− R
)P− = Q−(

I(r)
STS−

)(I(r)�R− R)P−

= Q−(
S S
ST S

)(
S−

)(R− � )(

R R

RT
 R

)P−

= Q−(QQT)(
I(r)

)S− R− (I(r)� )(PTP)P−

= (QT(
I(r)

))S− R− ((I(r)� )PT) = CT(CCT)−(BTB)−BT．

这表明，如果矩阵 X是 Penrose方程组 (P)的解，则矩阵 X应具有形式 (3.7.4)．
基于定理 3.7.2，可以引进如下定义．

定义 3.7.2 对于给定的m × n矩阵 A，Penrose方程组 (P)的解 X称为矩阵 A
的Moore-Penrose广义逆，记为 A+．

显然当 A为 n阶可逆方阵时，Penrose方程组 (P)的解为 A−，故此时 A+ = A−．
定理 3.7.2表明，对任意给定的m×n矩阵A，它的Moore-Penrose广义逆A+总是

存在的．甚至对m× n零矩阵 ，它的Moore-Penrose广义逆 +也存在，并且 + = ，
这里 是 n ×m零矩阵．特别，一阶零矩阵即是数 ，所以，数 的Moore-Penrose广
义逆为数 ．

Moore-Penrose广义逆和逆矩阵的有些性质是相同的，例如，

(A+)+ = A� (AT)+ = (A+)T� (λA)+ = λ+A+．
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但是，也有一些性质不同，例如，对逆矩阵成立的穿脱原理对Moore-Penrose广义逆
并不成立．使用时还须留意，不能混同．

广义逆的概念早在 1920年即已出现．1935年，E. H. Moore作了系统的研究¬．

但是，由于当时应用不广，故有湮没的危险．直到 1955年，R. Penrose又重新研究了
广义逆．由于近年来广义逆的应用日趋广泛，特别是在数理统计和计算数学等的

应用，它才引起普遍重视．有兴趣的读者可以参阅有关专著（例如，I. Ben的名著
Generalized Inverses），这里不拟深入介绍了．

习 题 3.7

1. 设 A和 B分别是m × n和m × p矩阵，X是 n × p未知矩阵．证明，矩阵方程 AX = B有解
的充分必要条件是，

B = AA−B．

在有解时，它的通解为
X = A−B + (I(n) − A−A)W�

其中W是任意的 n × p矩阵．
2. 设A，B和C分别是m×n，p×q和m×q矩阵，X是 n×p未知矩阵．证明，矩阵方程AXB =C

有解的充分必要条件是
(I(m) − AA−)C = C(I(q) − B−B) = ．

并且在有解时，它的通解为

X = A−CB− + (I(n) − A−A)Y + Z(I(p) − BB−) + (I(n) − A−A)W(I(p) − BB−)�

其中 Y，Z和W是任意的 n × p矩阵．
3. 设 A，B和 C分别是m × p，q× n和m × n矩阵，X和 Y分别是 p× n和m × q未知矩阵．证

明，方程 AX − YB = C有解的充分必要条件是

(I(m) − AA−)C(I(n) − B−B) = ．

而且当有解时，它的通解为

X = A−C + A−ZB + (I(p) − AA−)W�

Y = −(I(m) − AA−)CB− + Z − (I(m) − AA−)ZBB−�

其中W和 Z分别是任意的 p × n和m × q矩阵．
4. 证明，存在m × k矩阵 A和 ℓ × n矩阵的广义逆 A−和 B−，使得

rank(
A C
 B

) = rankA+ rank B + rank((I(m) − AA−)C(I(n) − B−B))�

其中 C是m × n矩阵．
5. 验证 (A+)T = (AT)+．

¬ E. H. Moore, General Analysis, Vol. 1,Mem. Amer. Phil. Soc., Vol. 1, Philadel-Phia, 1935, P.8 and ch.3 §28.



第四章

线性空间

b 正如数学百科辞典所指出，线性代数就是

线性空间的理论．因此，线性空间是线性代

数研究的最基本的几何对象，矩阵则是研

究线性空间中各种几何问题的最有效的代

数工具，而线性空间中各种几何问题都可

以归结为相应的矩阵分类问题．这就是线

性代数的两大基本理论——矩阵理论与线

性空间理论之间的实质性联系．

b §4.1引进了数域 F上的抽象线性空间概念．
b §4.2处理了线性空间中向量间的最基本关
系：向量间的线性相关性与线性无关性，从

而可以从向量的观点来看待矩阵的秩．

b §4.3介绍了基与坐标的概念，在一组固定的

基下，每一个向量都可以用坐标明确地表

达出来．利用基的概念，得到了线性空间的

维数．

b §4.4考虑同一个向量在不同基下坐标之间
的关系．这就同矩阵建立了联系．这是将

线性空间的问题与矩阵问题联系起来的关

键．

b §4.5说明了数域 F上的 n维线性空间实质
上就是数域 F上的 n元数组空间．

b 最后三节介绍了与线性空间有关的一些最

基本几何概念——子空间，商空间以及子空

间的直和等等，为以后进一步阐述线性空

间的理论奠定必要的基础．

§4.1 线性空间的定义

从第 2章我们知道，在所有有序 n元实数组（即 n维实向量）集合Rn中，可以

定义向量的加法，纯量与向量的乘法；向量的加法满足结合律，交换律，有零向量，

而且对每个向量 α，都存在负向量 −α；纯量与向量的乘法满足结合律， ⋅ α = α，以
及分配律

λ(α + β) = λα + λβ� (λ + µ)α = λα + µα�

其中 λ与 µ为纯量（实数），α为向量．
对于所有有序 n元复数组（即 n维复向量）集合Cn，同样可以定义向量的加

法，纯量与向量的乘法，而且这两种运算所具有的性质和Rn的两种运算相同．

把集合的两种运算连同它们满足的公理加以概括抽象，便引出线性空间概念．

定义 4.1.1 设 V 是一个非空集合，它的元素称为向量．设 F是一个数域，它
的元素称为纯量．在 V 中定义了向量的加法，即对任意 α� β ∈ V，V 中有唯一的向
量 α + β与之对应，向量 α + β称为向量 α与 β的和；在 V 中还定义了纯量与向量
的乘法，即对任意纯量 λ ∈ F，向量 α ∈ V，V 中有唯一的向量 λα与之对应，向量 λα
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称为纯量 λ与向量 α的积．
设 V 的向量加法，纯量与向量的乘法满足以下公理：
(A1)加法结合律

(a + b) + c = a + (b + c)�

(A2)加法交换律
a + b = b + a�

(A3)具有零向量 即 V 中存在向量 ，它称为零向量，使得对任意 α ∈ V，

α +  = �

(A4)具有负向量 即对任意 α ∈ V，存在 −α ∈ V，它称为向量 α的负向量，使得

α + (−α) = �

(M1)
λ(µα) = (λµ)α�

(M2)
 ⋅ α = α�

(D1) 乘法对向量加法的分配律

λ(α + β) = λα + λβ�

(D2) 乘法对纯量加法的分配律

(λ + µ)α = λα + µα�

其中 λ� µ ∈ F，α� β� γ ∈ V，则集合 V 称为数域 F上的线性空间．
特别，如果数域F为实数域R，则V称为实线性空间；如果数域F为复数域C，

则 V 称为复线性空间．

例 4.1.1 对所有复数的集合C，取数域 F为复数域C，向量加法取为通常复数
的加法，纯量与向量的乘法取为通常复数的乘法．

容易验证，复数集合C的向量加法，纯量与向量的乘法满足线性空间定义中的
八条公理，所以复数集合C是复线性空间．
对复数集合C，取数域 F为实数域R，向量加法取为复数的加法，纯量与向量

的乘法取为实数与复数的乘法．

容易验证，对集合C，线性空间定义中的八条公理成立．所以集合C是实线性
空间．

例 4.1.1说明，对于同一个集合 V，只要数域 F不同，作为线性空间也不同．

例 4.1.2 所有正实数的集合记为R+．取数域 F为实数域R．在集合R+中规
定向量加法为通常实数的加法，纯量与向量的乘法规定为通常实数的乘法．在这

两种运算下，集合R+不构成实线性空间，因为非负数与正实数的乘积为非负数，即
纯量与R+中的向量的乘积并不封闭．
对集合R+，仍取数域 F为实数域R，在集合R+中规定向量加法为通常实数的
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乘法，即对任意 α� β ∈ R+，规定向量 α与 β的和 α ⊕ β = αβ．并规定纯量 λ ∈ R与向
量 α ∈ R+的乘积 λ ⊗ α = αλ．

可以验证，集合R+的这两种运算满足线性空间定义中的八条公理，其中零向
量是实数 ，向量 α的负向量是 α−．所以R+是实线性空间．

例 4.1.2说明，一个集合V是否成为线性空间与集合V的向量加法以及纯量与
向量的乘法如何规定密切相关．

例 4.1.3 对数域 F上的所有关于未定元 x的多项式集合 F[x]与数域 F，规定
向量加法为多项式加法，纯量与向量的乘法为数与多项式的乘法．

容易验证，集合 F[x]是数域 F上的线性空间，其中零向量是零多项式．
设 n是正整数，Fn[x]是数域 F上的所有次数小于 n的多项式的集合．在多项

式加法以及数与多项式的乘法下，集合 Fn[x]成为数域 F上的线性空间．

例 4.1.4 区间 [� ]上的所有连续实函数的集合记为 C，取数域 F为实数域
R，在集合 C中规定向量加法为函数的和，纯量与向量的乘法为实数与函数的乘

积．在这两种运算下，集合 C成为实线性空间．

例 4.1.5 对数域 F上的所有m × n矩阵的集合 Fm×n与数域 F，规定向量加法
为矩阵的加法，纯量与向量的乘法为数域 F中的数与矩阵的乘法，集合 Fm×n使成

为数域 F上的线性空间．

应当指出，在线性空间定义中，并未考虑那八条公理的独立性．事实上可以证

明，如果对集合 V 中所规定的向量加法，纯量与向量的乘法，除公理 (A2)外，其它
公理都满足，那么对所规定的运算，公理 (A2)也满足．由于线性空间定义中的八条
公理是经常使用的，所以在一般教科书中都把它们全部列出．

根据线性空间的定义可以证明，数域 F上的线性空间具有以下性质：

性质 4.1.1 对任意有限多个向量作加法时，其和与向量的结合方式以及向量

的先后次序无关．

在线性空间的定义中，只规定了两个向量的和．至于多个向量的和则未加定

义．怎样规定多个向量的和？

先看四个向量的情形．设 α� β� γ� δ ∈ V，由向量加法的定义，α + β与 γ + δ有意
义，从而 (α + β) + (γ + δ)有意义；又 β + γ有意义，因此，α + (β + γ)有意义，所以，
(α + (β + γ)) + δ也有意义．于是得到向量 (α + β) + (γ + δ)与 (α + (β + γ)) + δ．
当然，还可以按照其它结合方式，先求出向量 α� β� γ� δ中某两个向量的和，再

求出它同其它向量的和，最后求出这四个向量的和．问题是，随着结合方式不同，

这四个向量的和是否相同？

性质 4.1.1断言，不论这四个向量的结合方式以及向量的先后次序，所得到的
和总是相等的．这样就可以把这个和规定为这四个向量的和．

性质 4.1.1的证明 首先归纳定义向量 α� α� . . . � αk ∈ V 的标准和 α ⊕ α ⊕
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⋯⊕ αk如下：当 k = 时，定义 α ⊕ α = α + α．假设 α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk−已经定义，

则定义
α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk = (α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk−) + αk．

现在证明，

(α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ) + (αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+k) = α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk+ℓ． (4.1.1)

其中 k与 ℓ是正整数．为此，对 k用归纳法．当 k = 时，由标准和的定义，

(α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ) + αℓ+ = α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ+．

因此，当 k = 时式 (4.1.1)成立．
假设式 (4.1.1)对 k − 成立．则由标准和的定义及公理 (A1)，

(α ⊕⋯⊕ αℓ) + (αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+k) = (α ⊕⋯⊕ αℓ) + ((αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+k−) + αℓ+k)
= ((α ⊕⋯⊕ αℓ) + (αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+k−)) + αℓ+k．

由归纳假设，

(α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ) + (αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+k) = (α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ+k−) + αℓ+k．

由标准和的定义，

(α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ) + (αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+k) = α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ+k．

这就证明了式 (4.1.1)．
其次证明，对任意给定的向量 α� α� . . . � αk ∈ V，不论向量 α� α� . . . � αk的结合

方式，所得到的和等于这 k个向量的标准和．
事实上，假设 α� α� . . . � αk按一种结合方式求得一个和．显然，这个和是某个

向量 β与 γ的和 β + γ．这里，β是向量 α� α� . . . � αℓ按某种结合方式得到的和，而 γ
是向量 αℓ+� . . . � αℓ+r按某种结合方式得到的和，ℓ + r = k．
对向量个数 k用归纳法，可以假设，β = α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ，γ = αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+r．因

此由式 (4.1.1)，

β + γ = (α ⊕ α ⊕⋯⊕ αℓ) + (αℓ+ ⊕⋯⊕ αℓ+r) = α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk．

这就证明，对于向量 α� α� . . . � αk，不论按何种结合方式，得到的和都等于标准和

α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk．

最后，利用公理 (A2)与标准和，可以证明，任意调动向量 α� α� . . . � αk的次序，

并按任意一种结合方式，得到的和仍等于标准和 α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk． ∎
向量 α� α� . . . � αk的标准和 α ⊕ α ⊕⋯⊕ αk定义为 α� α� . . . � αk的和，记为

α + α +⋯ + αk．

性质 4.1.2 零向量是唯一的．

证明 设 ′，′′是线性空间 V 的零向量，则由零向量的定义，

′ = ′ + ′′ = ′′． ∎
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性质 4.1.3 对每个向量 α ∈ V，负向量 −α是唯一的．

证明 设向量 β� γ ∈ V 是向量 α的负向量，则由负向量的定义，

β = β +  = β + (α + γ) = (β + α) + γ =  + γ = γ． ∎

利用负向量概念，在线性空间 V 中可以引进减法，即定义向量 α� β ∈ V 的差

α − β = α + (−β)．

性质 4.1.4 设 λ ∈ F，α ∈ V．则 λα = 的必要且充分条件是，λ = 或 α = ．

证明 必要性 设 λ ≠ ，则 λ− ∈ F并且

λ−(λα) = (λ−λ)α =  ⋅ α = α．

另一方面，由于 λα = ，故

λ− ⋅  = λ−(λα) = λ−( + ) = λ− ⋅  + λ− ⋅ �

两端同时加上 −λ− ⋅ ，则 −λ− ⋅  = ．从而 α = ．
充分性 设 λ = ，则

 ⋅ α = ( + )α =  ⋅ α +  ⋅ α�

两端同时加上 − ⋅ α，得到  ⋅ α = ；设 α = ，则 λ ⋅  = λ( + ) = λ ⋅  + λ ⋅ ，两端同
时加上 −λ ⋅ ，得到 λ ⋅  = ． ∎

性质 4.1.5 设 λ ∈ F，α ∈ V，则 (−λ)α = λ(−α) = −λα．

证明 因为 (−λ)α + λα = (−λ + λ)α =  ⋅ α = ，所以 (−λ)α = −λα．
又因为 λ(−α) + λα = λ(−α + α) = λ ⋅  = ，所以 λ(−α) = −λα． ∎

习 题 4.1

1. 判断以下的集合 V 关于所规定的运算是否成为线性空间．
(1) 取 V 为所有实数对 (x� x)的集合；F为实数域R；向量的加法规定为：对 (x� x)� (y�

y) ∈ V，
(x� x) + (y� y) = (x + y� x + y + x y)�

纯量与向量的乘法规定为：对任意 λ ∈ F，(x� x) ∈ V，

λ(x� x) = (λx� λx +


λ(λ − )x

 )�

(2) 取 V 为所有实数对 (x� x)的集合；F为实数域R；向量的加法规定为：对任意 (x�
x)� (y� y) ∈ V，

(x� x) + (y� y) = (x + x� y + y)�

纯量与向量的乘法规定为：对任意 λ ∈ F，(x� x) ∈ V，

λ(x� x) = (x� x)�

(3) 取V为所有满足 f (x)= f (x)的实函数集合；F为实数域R；加法规定为：对 f (x)� g(x) ∈
V，

( f + g)(x) = f (x) + g(x)�

纯量与向量的乘法规定为：对 λ ∈ F，f (x) ∈ V，

(λ f )(x) = λ f (x)�
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(4) 取 V 为所有满足 f (−) = 的实函数集合；数域 F为实数域R；向量的加法规定为函数
的加法；纯量与向量的乘法规定为实数与函数的乘法；

(5) 取 V 是所有满足 a > 的有序 n元实数组 (a� a� . . . � an)的集合；数域 F为实数域R；
向量的加法与纯量与向量的乘法和 n维实向量空间Rn相同；

(6) 取 V 是数域 F上的所有 n阶可逆方阵的集合；取数域为 F；向量的加法规定为矩阵的
加法，纯量与向量的乘法规定为纯量与矩阵的乘法；

(7) 给定数域 F上的 n阶方阵 A．取 V 是所有满足 AB = BA的数域 F上的 n阶方阵 B的
集合；取数域为 F；向量的加法以及纯量与向量的乘法同 (6)；

(8) 取 V 为数域 F上的所有幂等方阵的集合；数域取为 F；向量的加法，以及纯量与向量的
乘法同 (6)；

(9) 取 V 是所有定义在实轴上的复值函数；数域 F为复数域C；向量的加法规定为函数的
加法，纯量与向量的乘法规定为复数与函数的乘法；

(10) 取 V 为所有定义在实轴上且满足 f (−x) = f (x)的复函数集合，其中 z表示复数 z的共
轭；取数域 F为实数域R；向量的加法，以及纯量与向量的乘法同 (9)．

§4.2 线性相关

从解析几何可以知道，在三维实向量空间R中，向量 α和 β共线的充分必要
条件是，存在不全为零的实数 λ和 µ，使得 λα + µβ = ；向量 α� β� γ共面的充分必
要条件是，存在不全为零的实数 λ� µ和 ν，使得 λα + µβ + νγ = ．三维实向量空间
R中向量之间的这种共线、共面关系，推广到数域 F上的线性空间 V，就是向量间
的线性相关性．

定义 4.2.1 设 V 是数域 F上的线性空间，S ⊆ V．如果存在向量 α� α� . . . �
αk ∈ S，和不全为零的纯量 λ� λ� . . . � λk ∈ F使得

λα + λα +⋯ + λkαk = �

则向量集合 S称为线性相关的．
特别，当向量集合 S由有限个向量 α� α� . . . � αk组成时，也称向量 α� α� . . . �

αk线性相关．不是线性相关的向量集合 S称为线性无关的．

例 4.2.1 复向量空间C中任意两个向量都是线性相关的．

证明 设 α� β ∈ C．如果 α = β = ，则取 λ = µ =  ∈ C，于是 λα + µβ = ．
如果 α与 β不全为零，则取 λ = −β ∈ C，µ = −α ∈ C．显然，λ与 µ不全为零，并且

λα + µβ = ．因此，C中任意两个向量都线性相关． ∎

例 4.2.2 设 C是区间 [� ]上的所有连续实函数的集合，它关于函数的加法，
实数与函数的乘法成为实线性空间．设 C中向量集合 S = { f i(x) = x i ∣ i = � � . . .}．
证明，向量集合 S线性无关．

证明 反证法．设向量集合 S线性相关，则存在 k个向量 f i(x)� f i(x)� . . . �
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f ik(x) ∈ S，和 k个不全为零的纯量 λ� λ� . . . � λk ∈ R，使得

λ f i(x) + λ f i(x) +⋯ + λk f ik(x) = �

即 λx i + λx i +⋯ + λkx ik = ．

这表明，上式左端的多项式为零多项式．因此，它的系数 λ� λ� . . . � λk全为零，

但这是一个矛盾． ∎
由线性相关的定义可以得到以下的结论．

结论 4.2.1 含有零向量的向量集合 S一定是线性相关的．

结论 4.2.2 含有线性相关向量子集的向量集合 S一定是线性相关的．

结论 4.2.3 线性无关向量集合 S的任何子集合 S都是线性无关的．

证明 如果子集合 S不是线性无关的，则 S线性相关．由结论 4.2.2，向量集
合 S线性相关，矛盾． ∎

结论 4.2.4 向量集合 S线性无关的充分必要条件是，S的每一个有限子集（即
由有限个向量构成的子集）都是线性无关的，即对于 S的任意一组向量 α� α� . . . �
αk，由

λα + λα +⋯ + λkαk = 

一定能得到 λ = λ = ⋯ = λk = �

其中纯量 λ� λ� . . . � λk ∈ F．

证明 必要性即是结论 4.2.2；充分性可用反证法证明． ∎

定义 4.2.2 设V是数域 F上的一个线性空间，集合 S ⊆ V，向量 α ∈ V．如果存
在向量 α� α� . . . � αk ∈ S，纯量 λ� λ� . . . � λk ∈ F，使得

α = λα + λα +⋯ + λkαk�

则向量 α称为向量集合 S的线性组合，或者向量 α可由向量集合 S线性表出．
特别，当 S = {α� α� . . . � αℓ}时，则向量 α称为向量 α� α� . . . � αℓ的线性组合，

或者称向量 α可由向量 α� α� . . . � αℓ线性表出．

下面的定理给出线性相关与线性组合的内在联系．

定理 4.2.1 非零向量 α� α� . . . � αk线性相关的当且仅当存在某个向量 αm，

 ⩽ m ⩽ k，使得向量 αm是它前面m − 个向量 α� . . . � αm−的线性组合．

证明 设非零向量 α� α� . . . � αk线性相关，则存在不全为零的纯量 λ� λ� . . . �
λk ∈ F使得

λα + λα +⋯ + λkαk = ．

设 λm是纯量 λ� λ� . . . � λk中由后往前数第一个不为零的纯量，即 λm ≠ ，
λm+ = ⋯ = λk = ．由于纯量 λ� λ� . . . � λk不全为零，所以 λm是存在的．
又由于向量 α� α� . . . � αk都是非零的，因此， ⩽ m ⩽ k．于是，λα + λα +⋯+



´ §4.2 线性相关 ⋅ 147 ⋅

λmαm = ．所以，

αm = (−
λ
λm
)α + (−

λ
λm
)α +⋯ + (−

λm−
λm
)αm−．

即向量 αm是向量 α� α� . . . � αm−的线性组合．

反之，设向量 αm是 α� α� . . . � αm−的线性组合，则存在纯量 λ� λ� . . . � λm− ∈
F，使得 αm = λα + λα +⋯ + λm−αm−．于是，

λα + λα +⋯ + λm−αm− + (−) ⋅ αm = ．

这表明，向量 α� α� . . . � αm线性相关． ∎

定义 4.2.3 设 S�T ⊆ V．如果向量集合 T中每个向量都可由向量集合 S线性
表出，则称向量集合 T可由向量集合 S线性表出．如果向量集合 S可由向量集合 T
线性表出，而向量集合 T也可由向量集合 S线性表出，则称向量集合 S与 T等价．
特别，当 S = {α� α� . . . � αs}，T = {β� β� . . . � βt}时，如果向量集合 S可由向量

集合 T线性表出，则称向量 α� α� . . . � αs可由向量 β� β� . . . � βt线性表出．如果向

量集合 S与 T等价，则称向量 α� α� . . . � αs与 β� β� . . . � βt等价．

容易验证，向量集合之间的等价关系满足以下性质．

性质 4.2.1（自反性）对任意向量集合 S ⊆ V，向量集合 S和自身等价．

性质 4.2.2（对称性）设向量集合 S�T ⊆ V，若 S与 T等价，则 T与 S等价．

性质 4.2.3（传递性）设向量集合 S�T�W ⊆ V，如果 S与 T等价，T与W等价，
则 S与W等价．

定理 4.2.2（Steinitz替换定理）设向量 α� α� . . . � αs线性无关，并且可由向量

β� β� . . . � βt线性表出，则 s ⩽ t，并且可以用向量 α� α� . . . � αs替换向量 β� β� . . . �
βt中某 s个向量，不妨设为 β� β� . . . � βs，使得向量 α� α� . . . � αs� βs+� . . . � βt与向量

β� β� . . . � βt等价．

证明 对 s用归纳法．当 s = 时，显然，s ⩽ t．
由于向量 α可由向量 β� β� . . . � βt线性表出，所以存在纯量 λ� λ� . . . � λt ∈ F，

使得 α = λβ + λβ +⋯ + λtβt．

如果 λ = λ = ⋯ = λt = ，则 α = ．显然，零向量 α线性相关，和向量 α线性

无关的假设相矛盾．因此，必有某个 λk ≠ ．不妨设 λ ≠ ．于是，

β =

λ
α + (−

λ
λ
)β +⋯ + (−

λt
λ
)βt．

这表明，向量 β可由向量 α� β� . . . � βt线性表出．

又显然，当  ⩽ k ⩽ t时，向量 βk可由向量 α� β� . . . � βt线性表出．因此，向量

β� β� . . . � βt可由向量 a� β� . . . � βt线性表出．

反之，向量 α可由向量 β� β� . . . � βt线性表出，而当  ⩽ k ⩽ t时，向量 βk可由

向量 β� β� . . . � βt线性表出．从而向量 α� β� . . . � βt可由向量 β� β� . . . � βt线性表
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出．因此，向量 α� β� . . . � βt和向量 β� β� . . . � βt等价．

假设定理对 s − 成立．下面证明，定理对 s成立．
事实上，因为向量 α� α� . . . � αs线性无关，因此，向量 α� α� . . . � αs−线性无关．

又因为向量 α� α� . . . � αs可由向量 β� β� . . . � βt线性表出，因此，向量 α� α� . . . � αs−

也可由向量 β� β� . . . � βt线性表出．

由归纳假设，s −  ⩽ t，并且可以由向量 α� α� . . . � αs−替换向量 β� β� . . . � βt中

某 s−个，不妨设为 β� β� . . . � βs−，使得 α� α� . . . � αs−� βs� . . . � βt与 β� β� . . . � βt等

价．由于 αs可由 β� β� . . . � βt线性表出，而 β� β� . . . � βt与 α� α� . . . � αs−� βs� . . . � βt

等价，因此向量 αs可由 α� α� . . . � αs−� βs� . . . � βt线性表出．所以存在纯量 λ� λ�
. . . � λt ∈ F，使得

αs = λα + λα +⋯ + λs−αs− + λsβs +⋯ + λtβt．

如果 s −  = t，或者 λs = ⋯ = λt = ，则上式化为

λα + λα +⋯ + λs−αs− + (−)αs = �

即向量 α� α� . . . � αs线性相关，矛盾．因此，s −  < t，即 s ⩽ t，并且 λs� . . . � λt中至少

有一个不为零，不妨设 λs ≠ ．于是，

βs = (−
λ
λs
)α +⋯ + (−

λs−
λs
)αs− +


λs
αs + (−

λs+
λs
)βs+⋯+ (−

λt
λs
)βt．

因此，向量 βs可由向量 α� α� . . . � αs−� αs� βs+� . . . � βt线性表出．

显然，向量 αk与 βℓ都可由向量 α� α� . . . � αs−� αs� βs+� . . . � βt线性表出，其中

 ⩽ k ⩽ s − ，s +  ⩽ ℓ ⩽ t．所以向量 α� α� . . . � αs−� βs� . . . � βt可由向量 α� α� . . . � αs�

βs+� . . . � βt线性表出．

反之，向量 α� α� . . . � αs� βs+� . . . � βt可由向量 α� α� . . . � αs−� βs� . . . � βt线性表

出．从而向量 α� α� . . . � αs� βs+� . . . � βt与向量 α� α� . . . � αs−� βs� . . . � βt等价．但

是，α� α� . . . � αs−� βs� . . . � βt与 β� β� . . . � βt等价．由传递性，向量

α� α� . . . � αs� βs+� . . . � βt

与向量 β� β� . . . � βt等价． ∎

推论 4.2.1 设 α� α� . . . � αs与 β� β� . . . � βt等价，并且都线性无关，则 s = t．

定义 4.2.4 设向量集合 S = {α� α� . . . � αs} ⊆ V．如果 S中的向量 β� β� . . . � βt

线性无关，并且对任意 β ∈ S，向量 β� β� β� . . . � βt线性相关，则称向量 β� β� . . . � βt

是向量 α� α� . . . � αs的一个极大线性无关向量组．

定理 4.2.3 向量 α� α� . . . � αs的任意一个极大线性无关向量组都与向量 α�

α� . . . � αs等价，而且向量 α� α� . . . � αs的任意两个极大线性无关向量组所含向量

的个数相同．

证明 设 β� β� . . . � βt是向量 α� α� . . . � αs的极大线性无关向量组．

由定义，向量 αk� β� β� . . . � βt线性相关，其中  ⩽ k ⩽ s．因此，存在不全为零的
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纯量 µ� λ� . . . � λt ∈ F，使得

µαk + λβ + λβ +⋯ + λtβt = ．

如果 µ = ，则 λ� λ� . . . � λt不全为零，并且 λβ + λβ +⋯+ λtβt = ，即向量组
β� β� . . . � βt线性相关．矛盾．因此，µ ≠ ．于是，

αk = (−
λ
µ
)β + (−

λ
µ
)β +⋯ + (−

λt
µ
)βt�

即向量 αk可由向量 β� β� . . . � βt线性表出．

由向量 αk的任意性，所以向量 α� α� . . . � αs可由 β� β� . . . � βt线性表出．

反之，向量 βℓ是向量 α� α� . . . � αs中的某个向量， ⩽ ℓ ⩽ t，因此可设 βℓ = α iℓ．

所以向量 βℓ可由向量 α� α� . . . � αs线性表出．

由向量 βℓ的任意性，向量 β� β� . . . � βt可由向量 α� α� . . . � αs线性表出．于

是，向量 β� β� . . . � βt与向量 α� α� . . . � αs等价．

设 γ� γ� . . . � γr是向量 α� α� . . . � αs的另一个极大线性无关向量组．根据上述

的证明可知，向量 γ� γ� . . . � γr与向量 α� α� . . . � αs等价，而向量 α� α� . . . � αs与向

量 β� β� . . . � βt等价，所以，向量 γ� γ� . . . � γr与 β� β� . . . � βt等价．由定理 4.2.2的
推论，r = t． ∎

定义 4.2.5 向量 α� α� . . . � αs的极大线性无关向量组所含向量的个数 r称为
向量 α� α� . . . � αs的秩．

作为向量 α� α� . . . � αs的秩的一个应用，我们来考查矩阵的秩．

设 A = (a i j) ∈ Fm×n，这里 Fm×n是数域 F上的所有m × n矩阵的集合．
矩阵 A的第 i行记为 α i = (a i� a i� . . . � a in)， ⩽ i ⩽ m．向量 α i是数域 F上的行

向量空间 Fn的向量，这里 Fn是数域 F上的所有有序 n元数组的集合构成的线性
空间．向量 α� α� . . . � αs的秩称为矩阵 A的行秩．
同样，记矩阵 A的第 j列为 β j = (a j� a j� . . . � am j)T， ⩽ j ⩽ n．向量 β j是数域 F

上的列向量空间 Fm的向量，其中 Fm是数域 F上的所有排成列形式的有序m元数
组集合构成的线性空间．向量 β� β� . . . � βt的秩称为矩阵 A的列秩．

定理 4.2.4 矩阵 A ∈ Fm×n的行秩等于列秩，并等于矩阵 A的秩．

证明 设 rankA = r．则矩阵 A具有 r阶非零子式，设

A( i i ⋯ ir
j j ⋯ jr ) ≠ � (4.2.1)

其中  ⩽ i < i < ⋯ < ir ⩽ m， ⩽ j < j < ⋯ < jr ⩽ n．
考察矩阵 A相应的行向量 α i � α i � . . . � α ir．设 λ� λ� . . . � λr ∈ F，使得

λα i + λα i +⋯ + λrα ir = ．

写成分量形式，上式即化为
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a i λ + a i λ +⋯ + a ir λr = �
a iλ + a iλ +⋯ + a irλr = �
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
a inλ + a inλ +⋯ + a irnλr = ．

由于式 (4.2.1)，上述方程组的系数矩阵的秩为 r，所以，λ = λ =⋯ = λr = ．这表明，
行向量 α i � α i � . . . � α ir 线性无关．

其次，设 αk是矩阵 A的第 k个行向量，并且设 λ� λ� . . . � λr� µ ∈ F，使得

λα i + λα i +⋯ + λrα ir + µαk = ．

写成分量形式，上式即为
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a i λ + a i λ +⋯ + a ir λr + akµ = �
a iλ + a iλ +⋯ + a irλr + akµ = �

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
a inλ + a inλ +⋯ + a irnλr + akµ = ．

由于式 (4.2.1)，并且 rankA = r，因此，当  ⩽ j ⩽ n时，

A( i i ⋯ ir k
j j ⋯ jr j ) = ．

即上述方程组的系数矩阵的秩为 r．因此，上述方程组具有非零解 λ� λ� . . . � λr�
µ ∈ F．所以，向量 α i � α i � . . . � α ir � αk线性相关．

由向量 αk的任意性，向量 α i � α i � . . . � α ir 是向量 α� α� . . . � αm的极大线性无

关向量组．因此，矩阵 A的行秩等于矩阵 A的秩．
同理可证矩阵 A的列秩也等于矩阵 A的秩． ∎
定理 4.2.4给出了矩阵的秩的一种几何意义，它为应用向量的线性相关性来证

明有关矩阵秩的命题开辟了一个途径．

例 4.2.3 设 A = (a i j) ∈ Fm×n，B = (b i j) ∈ Fn×p．证明，

rankAB ⩽ min{rankA� rank B}．

证明 记 C = AB，且 rank B = t，rankC = r．设矩阵 B的 n个行向量分别为
β� β� . . . � βn，矩阵 C的m个行向量分别为 γ� γ� . . . � γm，它们都是数域 F上的行
向量空间 Fp中的向量．由于 C = AB，因此，对于  ⩽ i ⩽ m，

γ i = a iβ + a iβ +⋯ + a inβn．

这表明，向量 γ� γ� . . . � γm可由向量 β� β� . . . � βn线性表出．

由于 rankC = r，因此，由定理 4.2.3和定理 4.2.4，向量 γ� γ� . . . � γm具有极大线
性无关向量组 γ i � γ i � . . . � γ ir，并且向量 γ i � γ i � . . . � γ ir可由向量 γ� γ� . . . � γm线性表
出，而向量 γ� γ� . . . � γm可由向量 β� β� . . . � βn线性表出，从而向量 γ i � γ i � . . . � γ ir
可由向量 β� β� . . . � βn线性表出．

由于 rank B = t，因此由定理 4.2.3和定理 4.2.4，向量 β� β� . . . � βn具有极大线
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性无关向量组 β j � β j � . . . � β j t，并且向量 β� β� . . . � βn可由向量 β j � β j � . . . � β j t 线

性表出．于是向量 γ i � γ i � . . . � γ ir 可由向量 β j � β j � . . . � β j t 线性表出．因为向量

γ i � γ i � . . . � γ ir 线性无关，因此由 Steinitz替换定理，r ⩽ t，即 rankC ⩽ rank B．
对矩阵 A和 C的列向量做同样的考虑，可以证明，rankC ⩽ rankA． ∎

习 题 4.2

1. 判断下列向量是否线性无关．

(1) α = (�−� )，α = (�−� )，α = (�−� )；
(2) α = (�−� � )，α = (�−� � )，α = (�−� � )，α = (�−� � )；
(3) α = (� � � � )，α = (� � � � )，α = (� � � � )，α = (�−� � � )．
2. 设向量 α，β，γ线性无关．向量 α + β，β + γ，γ + α是否线性无关？
3. 设纯量 λ满足下列条件之一，求 λ：
(1) 向量 ( + λ�  − λ)，( − λ�  + λ) ∈ C线性相关，

(2) 向量 (λ� � )，(� λ� )，(� � λ) ∈ R线性相关．

如果在 (1)中将C换成Q．在 (2)中将R换为Q，结论又怎样？这里Q和Q分别是所有

二元有理数组和三元有理数组的集合构成的有理数域上的线性空间．

4. 在什么条件下，向量 (� a� a )，(� a� a)，(� a� a) ∈ C线性相关？将结论推广到Cn．

5. 设向量 α� α� . . . � αk ∈ Fn线性相关，k ⩾ ．证明对任意 αk+ ∈ Fn，存在不全为零的纯量

λ� λ� . . . � λk ∈ F，使得向量

α + λαk+� α + λαk+� . . . . . . � αk + λkαk+

线性相关．

6. 取集合 V 为实数域R，数域为有理数域Q．集合 V 的向量加法规定为实数的加法，纯量
与向量的乘法规定为有理数与实数的乘法，则 V 成为有理数域Q上的线性空间．证明，在线性
空间 V 中，实数 与 α线性无关的充分必要条件是，α为无理数．

7. 设 V 是所有实函数构成的实数域R上的线性空间．证明下列向量线性无关．
(1) x，x； (2) xex，ex； (3) sin x，cos x； (4) sin x，ex．
8. 设 V 是所有连续实函数构成的实数域R上的线性空间．证明，向量

sin x� sin x� . . . � sin nx� . . .

线性无关．

9. 设 k是给定的正整数， ⩽ k ⩽ n，S ⊆ Fn．设 α ∈ S，并且取向量 α的第 i� i� . . . � ik个坐标
a i � a i � . . . � a ik，组成向量 α̃ = (a i � a i � . . . � a ik ) ∈ F

k．其中

 ⩽ i < i < . . . < ik ⩽ n． (∗)

当向量 α遍历集合 S中的向量，并且 i i⋯ik遍历自然数 � � . . . � n中所有满足条件 (∗)的数组
i i⋯ik时，便得到向量集合 S̃ ⊆ Fk．证明，如果向量集合 S̃线性相关，则向量集合 S也线性相关；
如果向量集合 S̃线性无关，则向量集合 S也线性无关． (本题似有误)

10. 设 t ⩽ n，而 t个 n维行向量 α i = (a i� a i� . . . � a in)，i = � � . . . � t，满足

∣a i i ∣ >
n

∑
k=
∣a i k ∣．

证明向量 α� α� . . . � αt线性无关．



⋅ 152 ⋅ 第四章 线性空间 ¹

11. 设数域F上的线性空间V中向量 α� α� . . . � αk线性无关．添加向量 β ∈ V到向量 α� α�

. . . � αk中．证明，在向量序列 β� α� α� . . . � αk中，能够由前面的向量线性表出的向量不多于 个．
12. 求向量 α = (�−� �−)，α = (�−� �−)，α = (�−� �−)，α = (�−� �−)的所有

极大线性无关向量组．

13. 设 A是 n阶方阵．证明 rankAn = rankAn+ = rankAn+ = ⋯．
14. 设 A和 B都是m × p矩阵．证明 rank(A+ B) ⩽ rankA+ rank B．

§4.3 基与坐标

大家知道，在解析几何里，如果在三维实向量空间R中建立直角坐标系，则

三个坐标轴上的单位向量分别为 ε = (� � )，ε = (� � )，ε = (� � )．如果存
在实数 λ� λ� λ使得 λε + λε + λε = ，则可得到 λ = λ = λ = ．这表明，向量
ε� ε� ε线性无关．另一方面，由于对任意 α ∈ R，在这个坐标系下向量 α的坐标为
(a� a� a)，故

α = (a� a� a) = aε + aε + aε．

因此，向量空间R中任意一个向量 α都可由向量 ε� ε� ε线性表出．于是，用线性
空间语言讲，所谓在空间R中设立坐标系，相当于在R中选取一组线性无关的向

量，使得R中任意向量都可由它们线性表出．

把空间R中坐标系的概念推广到线性空间，便引出线性空间的基概念．

定义 4.3.1 设 S是数域 F上的线性空间 V的向量集合．如果向量集合 S线性
无关，而且 V 中每个向量都可由向量集合 S线性表出，则向量集合 S称为线性空间
V 的一组基，S中的向量称为基向量．
如果线性空间 V的基 S由有限多个基向量组成，则线性空间V称为有限维的．

不是有限维的线性空间称为无限维的．

注 如果数域 F上的线性空间V只含一个向量，则由线性空间的定义，V由零
向量组成，即 V = {}．此时，称 V = {}为零维线性空间．上述定义中数域 F上的
线性空间是指非零维的．

定理 4.3.1 设数域 F上的有限维线性空间 V 具有一组基 {α� α� . . . � αn}，
n ⩾ ．则 V 中任意一个线性无关向量集合 S都是有限的，并且 S所含向量的数目
不超过 n．

证明 设线性无关向量集合 S至少含有 n + 个向量 β� β� . . . � βn+．

由结论 4.2.3，向量 β� β� . . . � βn+线性无关．由基的定义，向量 β� β� . . . � βn+

可由向量 α� α� . . . � αn线性表出．由 Steinitz替换定理，n +  ⩽ n，不可能．因此，向
量集合 S至多含有 n个向量． ∎
由定理 4.3.1立即得到，
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推论 4.3.1 有限维线性空间 V 任意两组基所含向量的个数相同．

根据推论 4.3.1，可以引进如下定义．

定义 4.3.2 数域 F上的有限维线性空间 V 的一组基中所含向量的个数称为
V 的维数，记为 dimF V，或简记为 dimV．

利用维数概念，定理 4.3.1可以叙述为

推论 4.3.2 设 V 是数域 F上的 n维线性空间，则 V 中任意 n + 个向量都线
性相关．

定理 4.3.2 数域 F上的 n维线性空间 V 中任意一个线性无关向量集合 S都
可以扩充为 V 的一组基．
换言之，设 S = {α� α� . . . � αr} ⊆ V 线性无关，则存在 αr+� αr+� . . . � αn ∈ V，使

得 {α� α� . . . � αr� αr+ . . . � αn}是 V 的基．

证明 因为向量集合 S线性无关，因此，由定理 4.3.1，S所含向量的个数 r ⩽ n．
记 S = {α� α� . . . � αr}．设 β� β� . . . � βn是 V 的一组基．于是向量 α� α� . . . � αr可

由向量 β� β� . . . � βn线性表出．由 Steinitz替换定理，向量 β� β� . . . � βn中存在向

量 β ir+ � β ir+ � . . . � β in，使得向量

{α� α� . . . � αr� β ir+ � β ir+ � . . . � β in} (∗)

与向量 β� β� . . . � βn等价．从而向量 β� β� . . . � βn可由向量 (∗)线性表出．如果向
量 (∗)线性相关，则向量 (∗)的极大线性无关向量组 S所含向量的个数 s < n．
另一方面，由于向量 β� β� . . . � βn可由向量 (∗)线性表出，而向量 (∗)可由向量

集合 S线性表出．因此，由 Steinitz替换定理，n ⩽ s，矛盾．这就证明，向量集合 (∗)
线性无关．

另外，由于向量集合 {β� β� . . . � βn}是V的一组基，所以V中每个向量都可由
向量 β� β� . . . � βn线性表出．由于向量集合 {β� β� . . . � βn}与 (∗)等价，所以 V 中
每个向量也都可由向量 (∗)线性表出．因此，向量集合 (∗)是 V 的基． ∎
现在设 {α� α� . . . � αn}是数域 F上的 n维线性空间 V 的基．由基的定义，对

任意向量 α ∈ V，存在纯量 a� a� . . . � an ∈ F，使得

α = aα + aα + . . . + anαn．

于是，向量 α便确定数域 F上的有序 n元数组 (a� a� . . . � an)．
注意，n元数组 (a� a� . . . � an)是由向量 α所唯一确定的．事实上，设另有一组

纯量 b� b� . . . � bn，使得 α = bα + bα + . . . + bnαn．则

(a − b)α + (a − b)α + . . . + (an − bn)αn = ．

因为向量 α� α� . . . � αn线性无关，所以 a i − b i = ，即 a i = b i， ⩽ i ⩽ n．
由向量 α所唯一确定的 n元数组 (a� a� . . . � an)称为向量 α在基 {α� α� . . . �

αn}下的坐标，而 a i称为向量 α的第 i个坐标分量，i = � � . . . � n．



⋅ 154 ⋅ 第四章 线性空间 ¹

设向量 α� β ∈V在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标分别为 (a� a� . . . � an)与 (b� b�
. . . � bn)，则 α = aα + aα + . . . + anαn，β = bα + bα + . . . + bnαn．因此，

α + β = (a + b)α + (a + b)α +⋯ + (an + bn)αn．

所以向量 α + β在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 (a + b� a + b� . . . � an + bn)．
设纯量 λ ∈ F，则

λα = λaα + λaα +⋯ + λanαn．

因此，向量 λα在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 (λa� λa� . . . � λan)．
记数域 F上的所有有序 n元数组构成的线性空间为 Fn．在数域 F上的 n维线

性空间 V 中取定基 {α� α� . . . � αn}．定义线性空间 V 到 Fn的映射 η如下：对任意
α ∈ V，

η(α) = (a� a� . . . � an)�

其中 (a� a� . . . � an)是向量 α在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标．从上面的讨论可以
知道，线性空间 V 到 Fn的映射 η是一个双射，并且对任意 α� β ∈ V，

η(α + β) = η(α) + η(β)．

对任意 λ ∈ F，α ∈ V，
η(λα) = λη(α)．

例 4.3.1 证明，所有复数的集合C作为复线性空间是一维的，而作为实线性
空间是二维的．

证明 把复数集合C当成复线性空间，取向量 ε为复数 ．显然，向量 ε线性无
关，而且，对于任意 β ∈ C，β = β ⋅ ε．这表明，向量 β可由向量 ε线性表出．由基的定
义，{ε}是复线性空间C的一组基．因此，dimCC = ．
把复数集合C当成实线性空间，取向量 ε为复数 ，向量 ε为复数 i，i = −．设

λ� λ ∈ R，使得
λε + λε = λ + iλ = �

则 λ = λ = ．因此向量 ε� ε线性无关．设 α ∈ C，则 α = a + ai = aε + aε，其
中 a� a ∈ R．因此，实线性空间C中任意向量都可由向量 ε� ε线性表出．所以
{ε� ε}是实线性空间C的基，即 dimRC = ． ∎

例 4.3.2 证明：数域 F上的所有关于未定元 x的多项式构成的数域 F上的线
性空间 F[x]是无限维的．

证明 取 F[x]中的向量 α i = x i，i = � � . . .．记向量集合

S = {α� α� α� . . .}．

在 S中任取有限个向量 α i � α i � . . . � α ik， ⩽ i < i <⋯ < ik．设 λ� λ� . . . � λk ∈ F，
使得

λα i + λα i +⋯ + λkα ik = �

即 f (x) = λx i + λx i +⋯ + λkx ik = ．
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这表明，多项式 f (x)是零多项式，从而 λ = λ =⋯ = λk = ．因此，向量集合 S = {α i �

α i � . . . � α ik}线性无关．由于 S的任意性，向量集合 S线性无关．
对任意 α ∈ F[x]，显然 α是关于未定元 x的多项式 f (x)．设 deg f (x) = n，则

f (x) = a + ax  +⋯ + anxn = aα + aα +⋯ + anαn．

这表明，F[x]中每个向量都可由向量集合 S线性表出．因此，向量集合 S是
F[x]的基．所以，F[x]是无限维的． ∎

例 4.3.3 记数域 F上的所有次数都小于 n的多项式构成的数域 F上的线性
空间为 Fn[x]．证明

dimFn[x] = n．

证明 取 Fn[x]中向量集合

S = {� x� x� . . . � xn−}� S = {� x� . . . � xn� . . .}．

由例 4.3.2，向量集合 S线性无关，因此向量集合 S线性无关．另外，设 f (x) ∈
Fn[x]，则 deg f (x) ⩽ n − ，因此，

f (x) = a ⋅  + ax +⋯ + an−xn−� a� a� . . . � an− ∈ F．

这表明，Fn[x]中每个向量都可由向量集合 S线性表出．因此，向量集合 S是
Fn[x]的基．所以 dimFn[x] = n． ∎

例 4.3.4 数域 F上的所有m×n矩阵的集合 Fm×n是数域 F上的线性空间．证
明：

dimFm×n = m × n．

证明 第 i行和第 j列交叉元素为 ，其它元素都为零的m × n矩阵记为 E i j．

记
S = {E i j ∣  ⩽ i ⩽ m�  ⩽ j ⩽ n}．

如果存在 a i j ∈ F， ⩽ i ⩽ m， ⩽ j ⩽ n，使得
m

∑
i=

n

∑
j=

a i jE i j = �

则这一等式左端是一个m×n矩阵A= (a i j)，并且A为零矩阵．因此，a i j = ，⩽ i ⩽m，
 ⩽ j ⩽ n．这表明，向量集合 S线性无关．
其次，设 A = (a i j) ∈ Fm×n，则

A =
m

∑
i=

n

∑
j=

a i jE i j�

因此，Fm×n中每个向量都可由向量集合 S线性表出．所以向量集合 S是 Fm×n

的基．于是，dimFm×n = mn． ∎

例 4.3.5 数域 F上的所有有序 n元数组的集合 Fn是数域 F上的线性空间．
证明：

dimFn = n．
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证明 第 i个数为 ，其它的数都为零的有序 n元数组记为 ε i．设 a i ∈ F， ⩽ i ⩽
n，使得

aε + aε +⋯ + anεn = ．

则 (a� a� . . . � an) = ．从而 a = a = ⋯ = an = ．因此，向量集合

S = {ε� ε� . . . � εn}

线性无关．其次，设 α ∈ Fn，则

α = (a� a� . . . � an) = aε + aε +⋯ + anεn�

其中 a i ∈ F， ⩽ i ⩽ n．因此，Fn中每个向量都可由向量集合 S线性表出．所以，S是
Fn的基．因此，dimFn = n． ∎

习 题 4.3

1. 证明，在四维实行向量空间R中，向量 α = (� � � )，α = (� � � )，α = (� � � )，
α = (� � � )构成一组基．并求标准基向量

ε = (� � � )� ε = (� � � )� ε = (� � � )� ε = (� � � )

在基 (α� α� α� α)下的坐标．
2. 证明，在三维复向量空间C中，向量 α = (i� � )，α = (�−� )，α = (� + i� − i)构成一

组基．并求标准基向量

ε = (� � )� ε = (� � )� ε = (� � )

在基 (α� α� α)下的坐标．
3. 在数域 F上的 n维向量空间 Fn中，求向量 α = (a� a� . . . � an)在基 {α� α� . . . � αn}下的

坐标，其中对于 j = � � . . . � n，

α j = (� � � . . . � � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

共 j个

� � . . . � )．

4. 在数域 F上的所有 阶方阵构成的线性空间 F×中，求一组基 {A�A�A�A}，使得对
每个 j，

A
j = A j．

5. 证明，在所有次数不超过 n的多项式构成的线性空间 Fn+[x]中，向量 � (x + a)� . . . � (x +
a)n构成一组基，其中 a ∈ F．并求向量 f (x) = a + ax +⋯ + anxn在这组基下的坐标．

6. 证明，所有实数的集合作为有理数域Q上的线性空间是无限维的；所有复数的集合作为
有理数域Q上的线性空间也是无限维的．
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§4.4 基变换与坐标变换

§4.3讨论了数域 F上的 n维线性空间 V 的向量在 V 的一组基下的坐标．一般
地说，同一个向量在不同基下的坐标是不同的．问题是，同一个向量在不同基下的

坐标之间有什么关系？这就是本节所要讨论的问题．

为讨论方便，今后把向量在一组基下的坐标写成列向量形式．

设 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}分别是数域F上的 n维线性空间V的基，
设向量 α ∈ V 在这两组基下的坐标分别为

x = (x� x� . . . � xn)T 与 y = (y� y� . . . � yn)T．

由于 {α� α� . . . � αn}是V的基，因此向量 {β� β� . . . � βn}可由向量 {α� α� . . . �
αn}线性表出，所以可设

β = bα + bα +⋯ + bnαn�

β = bα + bα +⋯ + bnαn�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
βn = bnα + bnα +⋯ + bnnαn．

上式可以写成矩阵形式如下：

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b b ⋯ bn
b b ⋯ bn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
bn bn ⋯ bnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

记 B = (b i j)，于是上式即为

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)B． (4.4.1)

式 (4.4.1)称为由基 {α� α� . . . � αn}到基 {β� β� . . . � βn}的基变换公式，矩阵 B
称为由基 {α� α� . . . � αn}到基 {β� β� . . . � βn}的过渡矩阵．

定理 4.4.1 设 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}分别是数域 F上的 n维线性
空间 V 的基．设方阵 A是由基 {β� β� . . . � βn}到基 {α� α� . . . � αn}的过渡矩阵．
则方阵 A可逆，并且由基 {α� α� . . . � αn}到基 {β� β� . . . � βn}的过渡矩阵为 A−．

证明 由于方阵 A = (a i j)是由基 {β� β� . . . � βn}到基 {α� α� . . . � αn}的过渡
矩阵，因此，

(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βn)A． (4.4.2)

设由基 {α� α� . . . � αn}到基 {β� β� . . . � βn}的过渡矩阵为 B = (b i j)，则

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)B． (4.4.3)

由式 (4.4.2)与式 (4.4.3)，对于 i� j = � � . . . � n，
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αk =
n

∑
i=

a i kβ i � β j =
n

∑
k=

bk jαk．

因此，
β j =

n

∑
k=

bk j(
n

∑
i=

a i kβ i) =
n

∑
i=
(

n

∑
k=

a i kbk j)β i．

由于向量 β� β� . . . � βn线性无关，因此，
n

∑
k=

a i kbk j = δ i j�

其中  ⩽ i� j ⩽ n，δ i j是Kronecker符号．
所以 AB = I(n)．从而方阵 A可逆，并且 B = A−． ∎
记数域 F上的 n维线性空间 V 的所有基的集合为 B，数域 F上的所有 n阶可

逆方阵的集合为GLn(F)．
取定 {β� β� . . . � βn} ∈ B，则对于任意 {α� α� . . . � αn} ∈ B，据定理 4.4.1，由

(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βn)A．

所确定的矩阵 A可逆．通过上式，可以定义集合 B到GLn(F)的映射 η如下：对于
任意 {α� α� . . . � αn} ∈ B，令

η(α� α� . . . � αn) = A．

容易看出，如果 {α� α� . . . � αn}与 {α̃� α̃� . . . � α̃n}是 V 的两组不同的基，则由
基 {β� β� . . . � βn}分别到基 {α� α� . . . � αn}和基 {α̃� α̃� . . . � α̃n}的过渡矩阵 A与
Ã也不同，即

η(α� α� . . . � αn) ≠ η(α̃� α̃� . . . � α̃n)．

因此，映射 η是单射．其次设 A ∈ GLn(F)，则由 (β� β� . . . � βn)A便确定V的 n个向
量，记为 α� α� . . . � αn，即

(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βn)A．

如果存在纯量 λ� λ� . . . � λn ∈ F，使得

λα + λα +⋯ + λnαn = �

则记 x = (λ� λ� . . . � λn)
T
�

便得到
(α� α� . . . � αn)x =  Ô⇒ (β� β� . . . � βn)Ax = ．

由于 β� β� . . . � βn线性无关，因此 Ax = ．由于 A ∈ GLn(F)，故 x = ，即

λ = λ = ⋯ = λn = ．

这表明，向量 α� α� . . . � αn线性无关．由于 dimV = n，所以 {α� α� . . . � αn} ∈ B．这
就证明了对任意 A ∈ GLn(F)，存在 {α� α� . . . � αn} ∈ B，使得

η(α� α� . . . � αn) = A．

因此映射 η是满射．
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于是，在 V 中取定一组基 {β� β� . . . � βn}，V 中所有基的集合 B与数域 F上的
所有 n阶可逆方阵的集合GLn(F)之间便存在一个一一对应．
下一定理给出同一个向量在不同基下的坐标间的关系．

定理 4.4.2 设 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}分别是数域 F上的 n维线性
空间 V 的基，由基 {β� β� . . . � βn}到基 {α� α� . . . � αn}的过渡矩阵为 A．
设 α ∈ V 在基 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}下的坐标分别为 x与 y，则

y = Ax． (4.4.4)

证明 由假设，

α = (α� α� . . . � αn)x = (β� β� . . . � βn)y�

并且 (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βn)A．

因此， α = (β� β� . . . � βn)Ax = (β� β� . . . � βn)y．

由于向量 α在同一组基 {β� β� . . . � βn}下的坐标是唯一的，所以 y = Ax． ∎
定理 4.4.2中的式 (4.4.4)称为同一个向量在不同基下的坐标变换公式．

习 题 4.4

1. 求四维实向量空间R中由基 {α� α� α� α}到基 {β� β� β� β}的过渡矩阵，并求向量
α = (�−� �−)在这两组基下的坐标．

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α = (� � � )� β = (� � � )�
α = (� � � )� β = (� � � )�
α = (� � � )� β = (� � � )�
α = (� � � )� β = (� � � )�

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α = (� �−� )� β = (� � � )�
α = (�−� � )� β = (� � � )�
α = (−� � � )� β = (−� � � )�
α = (−�−� � )� β = (� � � )．

2. 在数域 F上的所有关于 cos x的次数不超过 n的多项式构成的线性空间中，试写出由基

{� cos x� cos x� . . . � cosn x} 到基 {� cos x� cos x� . . . � cos nx}

的过渡矩阵．

3. 设 V 是所有定义在当轴上由复值函数构成的复线性空间，在 V 中取向量

f(x) = � f(x) = eix � f(x) = e−ix � g(x) = � g(x) = cos x� g(x) = sin x�

其中 i = −．证明，向量 f� f� f和 g� g� g分别是线性无关的，并求三阶可逆方阵 A，使得

(g� g� g) = ( f� f� f)A．

4. 在四维实向量空间R的标准基 {ε� ε� ε� ε}下，超球面的方程为 x
 + x

 + x
 + x

 = ．设

α = (� � � )� α = (� �−�−)� α = (�−� �−)� α = (�−�−� )．

试求该超球面在基 {α� α� α� α}下的方程．
5. 在数域 F上的 n维行向量空间 Fn中，给定 n个向量 α� α� . . . � αn ∈ Fn，便可确定数域 F

上的 n阶方阵 A：A = (α� α� . . . � αn)
T
；反之亦然．证明，{α� α� . . . � αn}是 Fn的基的充分必要

条件为方阵 A可逆．
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§4.5 同 构

结定数域 F，数域 F上的有限维线性空间当然有很多．因此，自然希望能对数
域 F上的所有有限维线性空间的集合进行分类，使得同属于一个类的线性空间具
有相同的结构．

什么是线性空间的结构？从线性空间的定义可知，数域 F上的线性空间 V 首
先是一个集合 V，其次在集合 V 中定义了满足八条公理的两种代数运算．所以在
比较同一个数域 F上的两个线性空间 V与 V的结构时，自然首先要考察，作为集

合，V与V是否能够建立一一对应；其次再考察V与V的两种代数运算．这就引

出线性空间同构的概念．

定义 4.5.1 设 V与 V是同一个数域 F上的两个线性空间．如果存在 V到

V上的一一对应 η，它把 V中的向量 α映为 V的向量 η(α)，使得对任意 α� β ∈ V，

λ ∈ F，都有

η(α + β) = η(α) + η(β)� (4.5.1)
η(λα) = λη(α)� (4.5.2)

则线性空间 V与 V称为同构的，而映射 η称为 V到 V上的一个同构映射．

满足上述定义中条件 (4.5.1)的映射 η称为保加法的；满足条件 (4.5.2)的映射
称为保乘法的．因此同构映射 η是线性空间 V到 V上的保加法与保乘法的一一

映射（即双射）．

由同构映射的定义，易知线性空间 V到 V上的同构映射 η具有下列性质．

性质 4.5.1 当且仅当 α = 时，η(α) = ．

证明 设 β ∈V，因为同构映射 η是保加法的，因此 η(β)= η(β+)= η(β)+η()．
所以 η() = ．由于同构映射 η是双射，所以，如果 η(α) = ，则 α = ． ∎

性质 4.5.2 设 λ� λ� . . . � λk ∈ F，α� α� . . . � αk ∈ V，则

η(λα + λα +⋯ + λkαk) = λη(α) + λη(α) +⋯ + λkη(αk)．

证明 对 k用归纳法．当 k = 时，因为同构映射 η保乘法，所以 η(λα) =
λη(α)，因此结论对 k = 成立．假设结论对 k − 成立．由于

η(λα + λα +⋯ + λkαk) = η((λα + λα +⋯ + λk−αk−) + λkαk)�

并且同构映射 η保加法，所以

η(λα + λα +⋯ + λkαk) = η(λα + λα +⋯ + λk−αk−) + η(λkαk)．

由归纳假设，以及同构映射 η保乘法，故

η(λα + λα +⋯ + λkαk) = λη(α) + λη(α) +⋯ + λk−η(αk−) + λkη(αk)． ∎
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注 如果线性空间 V到 V的映射 η满足；对任意 α� β ∈ V，λ� µ ∈ F，

η(λα + µβ) = λη(α) + µη(β)�

则映射 η称为保线性关系的．性质 4.5.2表明，同时保加法与保乘法的映射一定保
线性关系．反之可以证明，保线性关系的映射一定同时保加法与保乘法，即保线性

等价于同时保加法与保乘法．

性质 4.5.3 向量 α� α� . . . � αk ∈ V线性相关的充分必要条件是，向量

η(α)� η(α)� . . . � η(αk) ∈ V

线性相关．

证明 设向量 α� α� . . . � αk线性相关，则存在不全为零的纯量 λ� λ� . . . � λk ∈F
使得

λα + λα +⋯ + λkαk = ．

由性质 4.5.2，

η(λα + λα +⋯ + λkαk) = λη(α) + λη(α) +⋯ + λkη(αk) = ．

因此，向量 η(α)� η(α)� . . . � η(αk)线性相关．
反之，设 η(α)� η(α)� . . . � η(αk)线性相关，则存在不全为零的纯量 λ� λ� . . . �

λk ∈ F，使得
λη(α) + λη(α) +⋯ + λkη(αk) = ．

由性质 4.5.2，

λη(α) + λη(α) +⋯ + λkη(αk) = η(λα + λα +⋯ + λkαk) = ．

由性质 4.5.1，λα + λα +⋯ + λkαk = ．因此，α� α� . . . � αk线性相关． ∎

性质 4.5.4 设 η是数域F上的有限维线性空间V到V上的同构映射，则 {α�

α� . . . � αn}是V的基的必要且充分条件为 {η(α)� η(α)� . . . � η(αn)}是V的基，从

而 dimV = dimV．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 V的基，因此向量 α� α� . . . � αn线性无关．由性

质 4.5.3，向量 η(α)� η(α)� . . . � η(αn)线性无关．
另外，设 β ∈ V，由于 η是 V到 V上的双射，所以存在 α ∈ V，使得 η(α) = β．
由于 {α� α� . . . � αn}是 V的基，因此 α = aα + aα + . . . + anαn，其中 α� α�

. . . � αn ∈ F．由性质 4.5.2，

β = η(α) = aη(α) + aη(α) +⋯ + anη(αn)．

即 β可由向量 η(α)� η(α)� . . . � η(αn)线性表出．这就证明了 {η(α)� η(α)�
. . . � η(αn)}是线性空间 V的基．

反之，设 {η(α)� η(α)� . . . � η(αn)}是 V的基，则向量 η(α)� η(α)� . . . � η(αn)
线性无关．由性质 4.5.3，向量 α� α� . . . � αn线性无关．

另外，设 α ∈ V，因为 {η(α)� η(α)� . . . � η(αn)}为 V的基，因此，
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η(α) = aη(α) + aη(α) +⋯ + anη(αn)�

其中 a� a� . . . � an ∈ F．
由性质 4.5.2，η(α) = η(aα + aα + . . . + anαn)．由于 η是双射，所以

α = aα + aα + . . . + anαn．

即向量 α可由向量 α� α� . . . � αn线性表出．因此，{α� α� . . . � αn}是 V的基． ∎
线性空间之间的同构关系是数域 F上的所有线性空间集合中的一种关系，它

满足以下性质．

性质 4.5.5（自反性）数域 F上的线性空间 V 与 V 自身同构．

证明 定义线性空间 V 到自身的映射 ε如下：对任意 α ∈ V，令

ε(α) = α．

映射 ε称为 V 到自身的恒等映射．显然，恒等映射 ε是 V 到自身的一一映射．
并且对任意 α� β ∈ V，λ ∈ F，均有

ε(α + β) = α + β = ε(α) + ε(β)� ε(λα) = λα = λε(α)．

因此，ε是线性空间 V 到自身上的同构映射，从而线性空间 V 与自身同构． ∎

性质 4.5.6（对称性）若 F上的线性空间 V与 V同构，则 V与 V也同构．

证明 因为线性空间 V与 V同构，所以存在 V 到 V上的同构映射 η．
定义 V到 V的映射 σ如下：设 β ∈ V，因为 η是 V到 V上的满射，因此存在

α ∈ V，使得 η(α) = β，于是令
σ(β) = α．

由于 η是一一的，所以适合 η(α) = β的 α是唯一的．因此映射 σ有确切定义．
映射 σ即是映射 η的逆映射．
映射 σ是单射．事实上，设 β� β ∈ V，且 σ(β) = σ(β)．记 α = σ(β)� α =

σ(β)．由映射 σ的定义，β = η(α)，β = η(α)．因为 α = α，故 β = β．

映射 σ是满射．事实上，设 α ∈ V，则 β = η(α) ∈ V．由映射 σ的定义，σ(β) = α．
映射 σ是保加法的．事实上，设 β� β ∈ V，则存在 α� α ∈ V，使得 η(α) = β，

η(α) = β．因为映射 η保加法，所以 β + β = η(α) + η(α) = η(α + α)．由映射 σ
的定义，σ(β + β) = α + α．由于 η(α) = β� η(α) = β，故 σ(β) = α� σ(β) = α．

所以，
σ(β + β) = α + α = σ(β) + σ(β)．

映射 σ是保乘法的．事实上，设 λ ∈ F，β ∈ V，则存在 α ∈ V，使得 η(α) = β，从而
σ(β) = α．因为映射 η保乘法，所以 η(λα) = λη(α) = λβ．由映射 σ的定义，

σ(λβ) = λα = λσ(β)．

这就证明，映射 σ是线性空间 V到 V上的同构映射．所以 V与 V同构． ∎
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性质 4.5.7（传递性）设 V�V和 V是数域 F上的线性空间．如果 V与 V同

构，V与 V同构，则 V与 V同构．

证明 设 η和 ζ分别是 V到 V和 V到 V上的同构映射．

定义 V到 V的映射 ξ如下：对任意 α ∈ V，令

ξ(α) = ζ(η(α))．

对任意 α� β ∈ V，α ≠ β，由于 η是 V到 V上的同构映射，因此 η是 V到 V上

的单射，所以 η(α) ≠ η(β)．因为 ζ是V到V上的单射，所以 ζ(η(α)) ≠ ζ(η(β))，即
ξ(α) ≠ ξ(β)．因此映射 ξ是 V到 V上的单射．

对任意 γ ∈ V，由于 ζ是V到V上的满射，因此存在 β ∈ V，使得 γ = ζ(β)．又 η
是 V到 V上的满射，所以存在 α ∈ V，使得 β = η(α)．因此 γ = ζ(η(α)) = ξ(α)．这
就证明，映射 ξ是 V到 V上的满射．

对任意 α� β ∈ V，λ� µ ∈ F，由于

ξ(λα + µβ) = ζ(η(λα + µβ)) = ζ(λη(α) + µη(β))
= λζ(η(α)) + µζ(η(β)) = λξ(α) + µξ(β)�

因此映射 ξ是保线性关系的，自然是保加法与乘法的．
这就证明，映射 ξ是线性空间 V到 V上的同构映射，从而 V与 V同构． ∎
由于数域 F上的线性空间之间的同构关系满足自反性、对称性和传递性，所以

同构关系是数域 F上的线性空间之间的一种等价关系．按照同构关系可以对线性
空间进行分类：

彼此同构的线性空间归在同一个类，彼此不同构的线性空间归在不同的类．

和矩阵在相抵关系下分类相类似，基本的问题是：

如何判定数域 F上的两个线性空间V和V是否属于同一个类，即如何判定线

性空间 V和 V是否同构？在线性空间的同构类中怎样选取代表元？

对此，有

定理 4.5.1 数域 F上的任意一个 n维线性空间 V 都同构于数域 F上的 n维
向量空间 Fn．

证明 在线性空间 V 中取定一组基 {α� α� . . . � αn}．于是，向量 α ∈ V 便具有
唯一的坐标 (a� a� . . . � an)．
定义线性空间 V 到 Fn的映射 η如下：对任意向量 α ∈ V，令

η(α) = (a� a� . . . � an)�

其中 (a� a� . . . � an)是向量 α在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标．
由于 V 中不同的向量 α和 β的坐标 (a� a� . . . � an)和 (b� b� . . . � bn)不相等，

因此当 α ≠ β时，η(α) ≠ η(β)．所以映射 η是 V 到 Fn的单射．

其次，对任意 (a� a� . . . � an) ∈ Fn，向量 α = aα + aα + . . . + anαn ∈ V，因此
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η(α) = (a� a� . . . � an)，所以映射 η是 V 到 Fn上的满射．

最后，由于 V 中向量 α与 β的和 α + β的坐标等于向量 α与 β的坐标之和，所
以 η(α + β) = η(α) + η(β)；而纯量 λ与向量 α的乘积 λα的坐标等于纯量 λ与向量
α的坐标的乘积，因此 η(λα) = λη(α)．所以映射 η是保加法和乘法的．
这就证明，映射 η是线性空间 V 到 Fn上的同构映射，所以 V 与 Fn同构． ∎

定理 4.5.2 数域 F上的有限维线性空间 V与 V同构当且仅当

dimV = dimV．

证明 必要性即是性质 4.5.4．下证充分性．
设 dimV = dimV = n，则由定理 4.5.1，线性空间 V和 V都同构于 Fn．由对称

性，Fn同构于 V．由传递性，线性空间 V与 V同构． ∎
定理 4.5.2给出了数域 F上的有限维线性空间 V和 V属于同一个同构类的判

别准则．定理 4.5.1表明，在数域 F上的所有 n维线性空间构成的同构类中，可以取
n维向量空间 Fn作为它的代表元．尽管数域 F上的 n维线性空间比较抽象，但从
结构上看，可以用数域 F上的 n维向量空向来理解．

习 题 4.5

1. 证明，所有实数的集合R作为实线性空间与 §4.1例 4.1.2中的实线性空间R+同构．
2. 如果有理数域Q上的线性空间 V和 V之间存在一一对应，那么线性空间 V和 V一定

同构吗？

3. 设 V 是 n维复线性空间．取集合 V，数域 F为实数域R．定义 V 中向量的加法为复线性
空间 V 的向量加法，而纯量 λ与向量的乘法定义为实数与 V 中的向量的乘法．如此得到的实线
性空间记为 V∗．试确定 dimR V∗．

4. 设 V 是 n维实线性空间．如果保留 V 的向量加法，但在纯量 λ乘以向量时，限定纯量 λ
只取有理数，如此得到的有理域Q上的线性空间记为 Ṽ．线性空间 Ṽ 是否是有限维的？

§4.6 子 空 间

大家知道，在三维实向量空间R中，取定非零向量，则对于任意纯量 λ ∈ R，向
量 λα与 α共线．反之，如果向量 β与 α共线，则存在纯量 λ ∈ R，使得 β = λα．因此
R中所有与向量 α共线的向量集合为 S = {λα ∣ λ ∈ R}．向量集合 S具有以下两个
特点：

(1) 与向量 α共线的向量之和仍与向量 α共线，即对任意 α� α ∈ S，均有 α +
α ∈ S．换言之，向量集合 S对R的向量加法是封闭的；

(2) 与向量 α共线的向量 β的任意纯量倍 λβ仍与向量 α共线，其中 λ ∈ R，即
对任意 λ ∈ R，β ∈ S，均有 λβ ∈ S．换言之，向量集合对R的纯量与向量的乘法是封

闭的．
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同样，如果向量 α与 β不共线，则所有与向量 α及 β共面的向量集合为 S̃ =
{λα + µβ ∣ λ� µ ∈ R}．向量集合 S̃具有如下两个特点．

(1) 与向量 α及 β共面的向量之和仍与向量 α及 β共面，即对任意 α� α ∈ S̃，
均有 α + α ∈ S̃．换言之，向量集合 S̃对R的向量加法是封闭的；

(2) 与向量 α及 β共面的向量 γ的任意纯量倍 λγ仍与向量 α及 β共面，其中
λ ∈ R，即对任意 λ ∈ R，γ ∈ S̃，均有 λγ ∈ S̃．换言之，向量集合 S̃对R的纯量与向量的

乘法是封闭的．

把三维实向量空间R中上述向量集合 S和 S̃所具有的共性加以抽象，就成为
线性空间的子空间概念．

定义 4.6.1 设U是数域 F上的线性空间 V 的非空向量集合．如果U对于
线性空间 V 的向量加法和纯量与向量的乘法是封闭的，即对任意 α� β ∈ U，有
α + β ∈ U，并且对任意 λ ∈ F，α ∈ U，有 λα ∈ U，则U称为线性空间 V 的子空间．

应当指出，线性空间 V 的子空间U一定含有零向量．事实上，由子空间的定
义，向量集合U非空，因此存在向量 α ∈ U．由于U对纯量与向量的乘法是封闭的，
所以 (−)α = −α ∈ U．由于U对向量的加法封闭，因此

α + (−α) =  ∈ U．

其次，线性空间 V 的子空间U本身是数域 F上的线性空间．
事实上，由于子空间U对线性空间 V 的向量加法和纯量与向量的乘法封闭，

因此可以规定U的向量加法为V的向量加法，而U的纯量与向量的乘法取为V的
纯量与向量的乘法．由于子空间U是线性空间 V 的向量集合，因此向量集合U对
上面取定的两种代数运算自然满足线性空间定义中的八条公理．所以子空间U本
身也是线性空间．

另外，如果线性空间 V 是 n维的，则 V 中任意 n + 个向量一定线性相关．因
此，子空间U中任意 n + 个向量也一定线性相关，所以U中线性无关的向量集合
所含向量的个数不超过 n，从而 dimU ⩽ dimV．
容易验证，线性空间 V 本身是 V 的一个子空间，只由零向量构成的向量集合

{}是 V 的子空间．后者称为 V 的零子空间，记为 O．
V 和零子空间 O称为 V 的平凡子空间．不是平凡的子空间称为真子空间．

例 4.6.1 设 Fn[x]是数域 F上的所有关于未定元 x的次数小于 n的多项式
构成的线性空间．设正整数m ⩽ n − ，取定 x� x� . . . � xm ∈ F．Fn[x]中所有满足
f (x) = f (x) =⋯ = f (xm) = 的多项式 f (x)的集合记为U．证明，U是 Fn[x]的子
空间．

证明 首先，显然零多项式  ∈ U，因此U ≠ ∅．
其次，设 f � g ∈ U，则 f (x) = ⋯ = f (xm) = ，g(x) = ⋯ = g(xm) = ．因此，

( f + g)(x i) = f (x i) + g(x i) = ．
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所以，f + g ∈ U，即U对 Fn[x]的向量加法封闭．
最后，设 λ ∈ F，f ∈ U，则 f (x) = ⋯ = f (xm) = ．因此对于 i = � � . . . �m，

(λ f )(x i) = λ f (x i) = ．

所以 λ f ∈ U，即U对 Fn[x]纯量与向量的乘法封闭．从而U是 Fn[x]的子空间． ∎

例 4.6.2 证明，在数域 F上的所有关于未定元 x的多项式构成的线性空间
F[x]中，所有满足 f (−x) = f (x)的多项式集合U是 F[x]的子空间．

证明 首先，显然零多项式  ∈ U．
其次，设 f � g ∈ U，则 f (−x) = f (x)，g(−x) = g(x)．因此，

( f + g)(−x) = f (−x) + g(−x) = f (x) + g(x) = ( f + g)(x)�

所以 f + g ∈ U，即U对 F[x]的向量加法是封闭的．
最后，设 λ ∈ F，f ∈ U，则由 f (−x) = f (x)得到，

(λ f )(−x) = λ f (−x) = λ f (x) = (λ f )(x)．

因此 λ f ∈ U，即U对 F[x]的纯量与向量的乘法封闭．
所以U是 F[x]的子空间． ∎

例 4.6.3 设 A是数域 F上的m × n矩阵，x = (x� x� . . . � xn)T，其中 x� x� . . . �
xn是未知量．齐次方程组 Ax = 的所有解的集合记为 VA．

证明，VA是数域 F上的 n维列向量空间 Fn的子空间，并求 dimVA．

解 显然，齐次方程组 Ax = 具有零解  ∈ Fn，即  ∈ U，因此U ≠ ∅．
设 x� y ∈ VA，则 Ax = ，Ay = ．所以 A(x + y) = Ax + Ay = ，因此 x + y ∈ VA．

设 λ ∈ F，x ∈ VA，则由 A(λx) = λAx = 得到 λx ∈ VA．所以 VA是 Fn的子空间．

它称为齐次方程组 Ax = 的解空间．
由 §3.6齐次线性方程组解的结构定理可知，如果 rankA = r，并且

A = P(
I(r) 
 

)Q�

其中 P和 Q分别是m阶和 n阶可逆方阵，则方程组 Ax = 的通解为

x = tr+Q−εr+ + tr+Q−εr+ +⋯ + tnQ−εn� (4.6.1)

其中 tr+� tr+� . . . � tn ∈ F，而 ε i = (� . . . � � 
i
� � . . . � )T．

由于

AQ−ε i = P(
I(r) 
 

)ε i = �

因此，Q−ε i ∈ VA，i = r + � r + � . . . � n．式 (4.6.1)表明，VA中任意向量 x都可由向量
Q−εr+�Q−εr+� . . . �Q−εn线性表出．另外，如果存在 λr+� λr+� . . . � λn ∈ F使得

λr+Q−εr+ + λr+Q−εr+ +⋯ + λnQ−εn = �

则上式两端同时左乘方阵 Q，便得到
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λr+εr+ + λr+εr+ +⋯ + λnεn = �

从而 λr+ = λr+ = ⋯ = λn = ．所以向量 Q−εr+�Q−εr+� . . . �Q−εn线性无关．
于是，{Q−εr+�Q−εr+� . . . �Q−εn}是 V 的基．从而 dimVA = n − rankA． ∎
设齐次方程组 Ax = 的解空间 V 的一组基为 {α� α� . . . � αk}，则向量 α� α�

. . . � αk称为方程组 Ax = 的基础解系．
例如，例 4.6.3中向量 Q−εr+�Q−εr+� . . . �Q−εn即是 Ax = 的一个基础解系．
现在介绍子空间的运算．

定义 4.6.2 设 I是下标集合，{Vν ∣ ν ∈ I}是数域 F上的线性空间 V 的子空间
集合．V 中所有属于每个子空间 Vν的向量集合称为所有子空间 Vν的交，记为

⋂
ν∈I

Vν．

定理 4.6.1 任意多个子空间的交是子空间．

证明 设 {Vν ∣ ν ∈ I}是线性空间V的子空间集合．由于Vν是子空间，因此，零

向量  ∈ Vν ，所以
 ∈⋂

ν∈I
Vν ≠ ∅．

设 α与 β是所有子空间Vν的交的两个向量，则 α� β ∈ Vν．由于Vν是子空间，因

此，α + β ∈ Vν．所以
α + β ∈⋂

ν∈I
Vν�

即所有子空间 Vν的交对线性空间 V 的向量加法封闭．
又设 λ ∈ F，α是所有子空间 Vν的交的某个向量，因此 α ∈ Vν．由于 Vν是子空

间，所以 λα ∈ Vν．因此
λα ∈⋂

ν∈I
Vν�

即所有子空间 Vν的交对线性空间 V 的纯量与向量的乘法封闭．
这就证明，子空间 Vν的交是子空间． ∎
在考虑线性空间 V 的子空间运算时，自然要考虑子空间的并．但子空间的

并一般不是子空间．例如，在二维实向量空间R中，子空间 V = {λε ∣ λ ∈ R}和
V = {µε ∣ µ ∈ R}的并V ∪V不再是子空间，因为 ε ∈ V，ε ∈ V，但 ε + ε ∉ V ∪V，

即集合 V ∪ V对R的向量加法并不封闭．

所以，在子空间的运算中不考虑子空间的并，而是用子空间的和来代替．

定义 4.6.3 设 V和 V是数域 F上的线性空间 V 的子空间，则集合

{α + β ∣ α ∈ V� β ∈ V}

称为子空间 V与 V的和，记为 V + V．

定理 4.6.2 线性空间 V 的子空间 V与 V的和 V + V是 V 的子空间．

证明 因为子空间 V与 V都含有零向量，因此零向量

 =  +  ∈ V + V ≠ ∅．
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设向量 γ� γ ∈ V + V，则存在向量 α� α ∈ V，β� β ∈ V，使得 γ = α + β，

γ = α + β．因为 V与 V是子空间，所以，α + α ∈ V，β + β ∈ V，因此，

γ + γ = (α + β) + (α + β) = (α + α) + (β + β) ∈ V + V．

即集合 V + V对线性空间 V 的向量加法封闭．
设 λ ∈ F，γ ∈ V + V，则存在 α ∈ V和 β ∈ V，使得 γ = α + β．由于 V与 V是子

空间，所以 λα ∈ V，λβ ∈ V．于是

λγ = λ(α + β) = λα + λβ ∈ V + V�

即集合 V + V对线性空间 V 的纯量与向量的乘法封闭．
因此，子空间 V与 V的和 V + V是线性空间 V 的子空间． ∎
两个子空间的和的概念可以推广到有限多个子空间．其定义如下．

设 V�V� . . . �Vk是数域 F上的线性空间 V 的子空间，则集合

{α + α +⋯ + αk ∣ α i ∈ Vi � i = � � . . . � k}

称为子空间 V�V� . . . �Vk的和，记为 V + V +⋯ + Vk．

可以证明，V 的子空间 V�V� . . . �Vk的和 V + V +⋯ + Vk是 V 的子空间．
关于子空间的交与和的维数，有以下重要定理．

定理 4.6.3（维数公式）设 V与 V是线性空间 V 的子空间，则

dimV + dimV = dim(V ∩ V) + dim(V + V)．

证明 设 dimV = r，dimV = s，dim(V ∩V) = t，并且 {α� α� . . . � αt}是子空间
V ∩ V的一组基．由于 V ∩ V ⊆ V，V ∩ V ⊆ V，因此向量 α� α� . . . � αt分别是子

空间V与V的线性无关向量，所以向量 α� α� . . . � αt可以分别扩充为子空间V与

V的基．

设 {α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t}与 {α� α� . . . � αt� γ� . . . � γs−t}分别是子空间 V

与 V的基．首先，向量 α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t� γ� . . . � γs−t线性无关．事实上，设

aα + aα +⋯ + atαt + bβ +⋯ + br−tβr−t + cγ +⋯ + cs−tγs−t = �

其中 a i � b j� ck ∈ F， ⩽ i ⩽ t， ⩽ j ⩽ r − t， ⩽ k ⩽ s − t，则记

α = aα + aα +⋯ + atαt + bβ +⋯ + br−tβr−t = −(cγ +⋯ + cs−tγs−t)．

显然，α ∈ V ∩ V．由于 {α� α� . . . � αt}是子空间 V ∩ V的基，因此，

α = −(cγ +⋯ + cs−tγs−t) = dα + dα +⋯ + dtαt�

其中 d� d� . . . � dt ∈ F．所以，

dα + dα +⋯ + dtαt + cγ +⋯ + cs−tγs−t = ．

由于 {α� α� . . . � αt� γ� . . . � γs−t}是子空间 V的基，所以，

d = d = ⋯ = dt = c = c = ⋯ = cs−t = ．
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因此，α = ，即

aα + aα +⋯ + atαt + bβ +⋯ + br−tβr−t = ．

由于 {α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t}是子空间 V的基，所以，

a = a = ⋯ = at = b = b = ⋯ = br−t = ．

前面已证 c = c =⋯ = cs−t = ，因此 α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t� γ� . . . � γs−t线性无关．
由于 V�V�V ∩ V ⊆ V + V，因此向量

α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t� γ� . . . � γs−t ∈ V + V．

其次，对任意 γ ∈ V + V，向量 γ可由向量 α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t� γ� . . . � γs−t
线性表出．事实上，因为 γ ∈ V + V，所以存在 α ∈ V及 β ∈ V，使得 γ = α + β．
由于 {α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t}与 {α� α� . . . � αt� γ� . . . � γs−t}分别是子空间

V与 V的基，所以，

α = aα + aα +⋯ + atαt + bβ +⋯ + br−tβr−t�

β = cα + cα +⋯ + ctαt + dγ +⋯ + ds−tγs−t�

其中 a i � b j� ck� dℓ ∈ F， ⩽ i ⩽ t， ⩽ j ⩽ r − t， ⩽ k ⩽ t， ⩽ ℓ ⩽ s − t．因此，

γ = (a + c)α + (a + c)α +⋯ + (at + ct)αt

+ bβ +⋯ + br−tβr−t + dγ +⋯ + ds−tγs−t．

这就证明，子空间V+V中任一向量 γ都可由 α� α� . . . � αt� β� . . . � βr−t� γ� . . . �
γs−t线性表出．因此，{α� α� . . . � αt� β . . . � βr−t� γ� . . . � γs−t}是子空间 V + V的基．

所以，
dim(V + V) = r + s − t = dimV + dimV − dim(V ∩ V)． ∎

推论 4.6.1 设 V和 V是线性空间 V 的子空间，则

dim(V + V) ⩽ dimV + dimV�

其中当且仅当它们的交 V ∩ V为零子空间时等式成立．

推论 4.6.2 设 V和 V是线性空间 V 的子空间，则

dim(V ∩ V) ⩾ dimV + dimV − dimV．

推论 4.6.3 设V和V是线性空间V的子空间，并且 dimV +dimV > dimV，
则它们的交 V ∩ V含有非零向量．

在子空间中，由向量集合生成的子空间具有重要的作用．

定义 4.6.4 设 S是数域 F上的线性空间V的非空向量集合．V中所有包含向
量集合 S的子空间的交称为由向量集合 S生成的子空间，记为 V(S)．
特别，如果 S = {α� α� . . . � αk}，则由 S生成的子空间记为 V(α� α� . . . � αk)，并

且称为由向量 α� α� . . . � αk生成的子空间．
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由于 S ⊆ V，因此所有包含 S的子空间集合非空，所以V(S)是有意义的．其次，
由于 V(S)是所有包含 S的子空间的交，所以 S ⊆ V(S)，并且任意一个包含 S的子
空间一定包含子空间 V(S)．这表明，由 S生成的子空间是所有包含 S的子空间中
最小的一个．由向量集合 S生成的子空间V(S)究竟由哪些向量组成？下一定理给
出了答案．

定理 4.6.4 设 S是数域 F上的线性空间 V的向量集合．则由 S生成的子空间
V(S)等于所有 S中有限个向量的线性组合的集合．

证明 记所有 S中有限个向量的线性组合的集合记为 V．

设 α ∈ S，则由集合 V的定义，α =  ∈ V，其中  ∈ F．因此，V ≠ ∅．
显然，S中两个有限个向量的线性组合之和仍是 S中有限个向量的线性组合，

所以，如果 α� β ∈ V，则 α + β ∈ V．又 S中有限个向量的线性组合的纯量倍仍是 S
中有限个向量的线性组合，所以，如果 λ ∈ F，α ∈ V，则 λα ∈ V．

这表明，集合V是V的子空间．显然，S ⊆ V，所以V是V中包含 S的子空间．
由 V(S)的最小性，V(S) ⊆ V．

另一方面，由于 V(S)是包含 S的子空间，因此，S中有限个向量的线性组合一
定属于 V(S)，所以，V ⊆ V(S)．从而，V(S) = V． ∎
特别地，若 S = {α� α� . . . � αn}，由定理 4.6.4，由 α� α� . . . � αk生成的子空间为

V(α� α� . . . � αn) = {aα + aα +⋯ + anαn ∣ a� a� . . . � an ∈ F}．

如果向量集合 S = V ∪ V ∪ ⋯ ∪ Vm，其中 V�V� . . . �Vm是线性空间 V 的子空
间，则由定理 4.6.4可以推出，

V(V ∪ V ∪⋯ ∪ Vn) = {aα + aα +⋯ + amαm ∣ a i ∈ F� α i ∈ Vi �  ⩽ i ⩽ m}
= V + V +⋯ + Vn�

即由子空间 V�V� . . . �Vm生成的子空间（也即由向量集合 V ∪ V ∪⋯ ∪ Vm生成的

子空间）等于它们的和．

由于由 S生成的子空间是所有包含 S的子空间，因此，当 S本身是子空间时，
由 S生成的子空间即是子空间 S自身．所以，由两个子空间的交生成的子空间即是
它们的交．

定理 4.6.5 设 S是数域 F上的 n维线性空间 V 的向量集合．则 S的极大线性
无关向量组是由 S生成的子空间 V(S)的基．

证明 由于 dimV = n，所以线性空间 V 中任意 n + 个向量线性相关．因此，
S的极大线性无关向量组所含向量的个数是有限的．于是可设 {α� α� . . . � αr}是 S
的极大线性无关向量组．

由于 S ⊆ V(S)，所以向量 α� α� . . . � αr是V(S)的线性无关向量．由定理 4.6.4，
V(S)中每个向量都是 S中有限个向量的线性组合，而 S中每个向量又是向量
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α� α� . . . � αr的线性组合，因此 V(S)中每个向量都是向量 α� α� . . . � αr的线性组

合．所以 {α� α� . . . � αr}是 V(S)的基． ∎
由定理 4.6.5的证明可以知道，如果 {α� α� . . . � αr}是 S的极大线性无关向量

组，则
V(S) = V(α� α� . . . � αr)．

即由 S生成的子空间等于由 S的极大线性无关向量组生成的子空间．

例 4.6.4 证明，无限数域 F上的线性空间 V 不能被它的有限个真子空间
所覆盖，即如果 V�V� . . . �Vk是线性空间 V 的真子空间，则存在向量 α ∈ V，使得
α ∉ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk．

证明 对子空间个数 k用归纳法．当 k = 时结论显然成立．假设结论对 k成
立，下面证明，结论对 k + 成立．如果 Vk+ ⊆ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk，则

V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk ∪ Vk+ = V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk．

由归纳假设，存在向量 α ∈ V，使得

α ∉ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk = V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk ∪ Vk+．

因此，当 Vk+ ⊆ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk时结论成立．

如果存在向量 β ∈ Vk+，但 β ∉ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk，由于 Vk+是 V 的真子空间，因
此存在向量 γ ∈ V，但 γ ∉ Vk+．

考虑所有形如 β + λγ的向量，这里 λ ≠ ，λ ∈ F，其中至多有一个属于 Vk+．

因为否则将有 λ� λ ∈ F，λ ≠ λ，使得 β + λγ，β + λγ ∈ Vk+，从而

(β + λγ) − (β + λγ) = (λ − λ)γ ∈ Vk+．

即 γ ∈ Vk+，不可能．

因此，必有无数多个形如 β + λγ的向量不在 Vk+中．如果不在 Vk+中的形如

β + λγ的向量都属于 V ∪ V ∪ ⋯ ∪ Vk，则由抽屉原理，其中至少有两个向量，例如

β+µγ，β+µγ同在某个子空间Vi中， ⩽ i ⩽ k．这里 µ ≠ µ．由于 β ∉V∪V∪⋯∪Vk，

所以，µ ≠ ，µ ≠ ．因此，µ− β + γ，µ− β + γ同属于 Vi．于是，

( 
µ
β + γ) − ( 

µ
β + γ) = ( 

µ
− 
µ
)β ∈ Vi Ô⇒ β ∈ Vi �

即 β ∈ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk，不可能．

这就证明，必有一个向量 β + λγ ∉ Vk+且 β + λγ ∉ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk．从而

β + λγ ∉ V ∪ V ∪⋯ ∪ Vk ∪ Vk+ ∎

最后用一个利用解空间的维数证明矩阵秩不等式的例子结束本节．

例 4.6.5 设 A和 B分别是数域 F上的m × n和 n × p矩阵．证明

rankA+ rank B − n ⩽ rankAB．

证明 由例 4.6.3，解空间
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VA = {x ∈ Fn ∣ Ax = }� VB = {y ∈ Fp ∣ By = }� VAB = {z ∈ Fp ∣ ABz = }．

的维数分别是 dimVA = n − rankA，dimVB = p − rank B，dimVAB = p − rankAB．记

V = {x ∈ Fn ∣ x = By� y ∈ VAB}．

容易验证，V是 Fn的子空间，并且 V ⊆ VA．如果能够证明，

dimV = dimVAB − dimVB� (4.6.2)

则结论已然成立．下面证明 (4.6.2)成立．
记 dimVB = s，dimVAB = t．由于VB ⊆ VAB，所以，子空间VB的基 {y� y� . . . � ys}

可以扩充成 VAB的基 {y� y� . . . � ys� ys+� . . . � yt}．
显然，Bys+�Bys+� . . . �Byt ∈ V．设

λs+Bys+ + λs+Bys+ +⋯ + λtByt = B(λs+ys+ +⋯ + λt yt) = �

其中 λs+� λs+� . . . � λt ∈ F．则 λs+ys+ +⋯ + λt yt ∈ VB．

由于 {y� y� . . . � ys}是 VB的基，所以，

λs+ys+ + λs+ys+ +⋯ + λt yt = λy + λy +⋯ + λs ys�

其中 λ� λ� . . . � λs ∈ F．因此，

λy + λy +⋯ + λs ys + (−λs+)ys+ + (−λs+)ys+ +⋯ + (−λt)yt = ．

由于 {y� y� . . . � ys� ys+� . . . � yt}是 VAB的基，所以，

λs+ = λs+ = ⋯ = λt = ．

这表明，V中向量 Bys+�Bys+� . . . �Byt线性无关．
其次，设 x ∈ V，则存在向量 y ∈ VAB，使得 x = By．
由于 y ∈ VAB，而 {y� y� . . . � ys� ys+� . . . � yt}是 VAB的基，因此，

y = ay + ay +⋯ + as ys + as+ys+ +⋯ + at yt�

其中 a� a� . . . � at ∈ F．所以，

x = By = aBy + aBy +⋯ + asBys + as+Bys+ +⋯ + atByt．

由于向量 y� y� . . . � ys ∈ VB，所以 By = By = ⋯ = Bys = ．因此，

x = as+Bys+ + as+Bys+ +⋯ + atByt．

这就证明了 {Bys+�Bys+� . . . �Byt}是子空间 V的基．于是

dimV = dimVAB − dimVB． ∎

习 题 4.6

1. 在数域 F上的所有 n阶方阵构成的线性空间 Fn×n中，所有满足 TrA = 的方阵的集合记
为W．证明，W是 Fn×n的子空间．并求 dimW．
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2. 在数域 F上的所有 n阶方阵构成的线性空间 Fn×n中，所有对称方阵的集合记为 S，所有
斜对称方阵的集合记为K．证明，S和K都是Fn×n的子空间；S+K = Fn×n；S∩K = ；并求 dim S，
dimK．

3. 在 F×中，所有形如

(
x −x
y z

)

的矩阵的集合记为 V，所有形如

(
a b
−a c

)

的矩阵的集合记为 V．

证明，V和 V都是 F×的子空间；并求 dimV，dimV，dim(V + V)，dimV ∩ V．

4. 在数域 F上的所有关于 x的多项式构成的线性空间 F[x]中，有满足 f (−x) = f (x)的多
项式 f (x)的集合记为W，所有满足 f (−x) = − f (x)的多项式 f (x)的集合记为U．证明．W与U
都是 F[x]的子空间，并且W ∩U = ，W +U = F[x]．

5. Fn中下列子集合是否是子空间？如果是子空间，则确定它的维数，并给出一组基；如果

不是子空间，则写出它所生成的子空间，并给出一组基．

(1) W = {(a� a� . . . � an) ∈ Fn ∣ a + a +⋯ + an = }；
(2) W = {(a� a� . . . � an) ∈ Fn ∣ a� a� . . . � an不同时大于零，或不同时小于零}；
(3) W = {(a� a� . . . � an) ∈ Fn ∣有某个 i( ⩽ i ⩽ n)，使 a i > }．
6. 设U�V �W是线性空间 L的子空间．证明，
(1) 等式U ∩ (V +W) = (U ∩ V) + (U ∩W)不一定成立；
(2) 等式U ∩ (V + (U ∩W)) = (U ∩ V) + (U ∩W)恒成立．
7. 设U和W是线性空间 V 的子空间．证明，等式U ∪W = U +W成立的充分必要条件是

U ⊆W，或者W ⊆ U．
8. 设U�V 和W是线性空间 L的子空间．证明，

(U + V) ∩ (U +W) = U + (U + V) ∩W．

9. 证明，数域 F上的无限维线性空间 V 一定含有无限维真子空间．
10. 求下列向量 α� α� α与向量 β� β� β生成的子空间W与W的维数，并给出子空间

W ∩W与W +W的一组基．

(1) α = (� � �−)� α = (� � � )� α = (� � �−)�
β = (� � � )� β = (� � �−)� β = (� � �−)�

(2) α = (� � � )� α = (� � � )� α = (� � � )�
β = (� � � )� β = (� � � )� β = (� � � )．

11. 设 V�V� . . . �Vk � . . . 是数域 F上的有限维线性空间 V 的子空间．如果 Vi+ ⊆ Vi，i =
� � . . .，则子空间序列 {Vi ∣ i = � � . . .}称为子空间降序列．证明，对任意子空间降序列 {Vi ∣ i =
� � . . .}，恒存在正整数 k， ⩽ k ⩽ dimV，使得

Vk = Vk+ = Vk+ = ⋯． (本题似有误)

12. 设线性空间 V 中的向量 α� β和 γ满足 α + β + γ = ．证明，V(α� β) = V(β� γ)．
13. 设 α� β是线性空间 V 中的向量，W是 V 的子空间．向量 α与子空间W生成的子空间

记为U，向量 β与子空间W生成的子空间记为 K．证明，如果 β ∈ U，但 β ∉W，则 α ∈ K．
14. 设 A和 B分别是m × n和 n × p矩阵．证明，等式 rank B = rankAB的充分必要条件是，

方程组 ABx = 的解一定是方程组 Bx = 的解．
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15. 设 A，B和 C分别是m × n，n × p和 p × q矩阵．证明，

rankAB + rank BC ⩽ rankABC + rank B．

16. B及 C的意义同上题．证明，如果 rank B = rankAB，则 rank BC = rankABC．
17. 设 A是 n阶方阵，k是正整数，并且 rankAk = rankAk+．证明，

rankAk = rankAk+ = rankAk+ = ⋯．

18. 设 P� P� . . . � Pk �Q�Q� . . . �Qk都是 n阶方阵，且 PiQ j = Q jPi，rank Pi = rank PiQ i，其中

 ⩽ i� j ⩽ k．证明，
rank PP⋯Pk = rank PP⋯PkQQ⋯Qk．

19. 设 A是 n阶复方阵，方阵G = ATA称为方阵 A的Gram方阵．证明，rankG = rankA．

§4.7 直 和

在子空间 V与 V的和 V +V中，子空间 V与 V的交为零子空间的情形特别

重要．

定义 4.7.1 设 V与 V是数域 F上的 n维线性空间 V 的子空间．如果交 V ∩
V = ，则子空间 V与 V的和 V + V称为 V与 V的直和，记为 V ⊕ V．

关于子空间 V与 V的直和 V ⊕ V，有

定理 4.7.1 下列命题等价．

(1) 和 V + V是直和；

(2) 和V +V中每个向量 α都可以唯一地表为 α = α +α，其中 α ∈ V，α ∈ V；

(3) 和 V + V中零向量可以唯一地表为  =  + ，其中 和 分别是 V和

V的零向量（当然它们是线性空间 V 的零向量）；
(4) dim(V + V) = dimV + dimV．

证明 命题 (1)与 (4)的等价性是维数定理的推论 4.6.1．
(1)Ô⇒ (2) 由子空间和的定义，和 V + V中每个向量 α都可以表为 α =

α + α，其中 α ∈ V，α ∈ V．

如果向量 α还可以表为 α = β + β，其中 β ∈ V，β ∈ V，则

α − β = β − α ∈ V ∩ V．

由于和V +V是直和，所以V ∩V = ，因此 α = β，α = β．这就证明，向量 α的分
解式 α = α + α是唯一的．

(2)Ô⇒ (3) 显然 (3)是 (2)的特殊情形．
(3)Ô⇒ (1) 设和 V + V不是直和，则由定义，V ∩ V ≠ ，于是存在非零向量

α ∈ V ∩ V．因此
 =  +  = α + (−α)．

其中 α ∈ V，−α ∈ V．即零向量 具有两个不同的分解式，矛盾． ∎
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定理 4.7.2 设 V是线性空间 V 的子空间．则存在子空间 V ⊆ V，使得 V =
V ⊕ V．

证明 如果V是零子空间，则取V = V．显然，V ∩V = ，并且V = V +V，因

此 V = V ⊕ V．

如果 V不是零子空间，则设 dimV = r， ⩽ r ⩽ n，其中 n = dimV．于是，子空间
V具有基 {α� α�⋯ � αr}．把 {α� α�⋯ � αr}扩充成线性空间 V 的基

{α� α�⋯ � αr� αr+� . . . � αn}．

V 中由向量 αr+� . . . � αn生成的子空间 V(αr+� . . . � αn)为

V(αr+� . . . � αn) = {ar+αr+ +⋯ + anαn ∣ a i ∈ F� r +  ⩽ i ⩽ n}．

取 V = V(αr+� . . . � αn)．显然，V ∩ V = ．
其次，设 a ∈ V，则因 {α� α�⋯ � αn}是 V 的基，故

α = (aα + aα +⋯ + arαr) + (ar+αr+ +⋯ + anαn)�

其中 aα + aα +⋯ + arαr ∈ V，ar+αr+ +⋯ + anαn ∈ V．

于是，V = V + V．又 V ∩ V = ，所以 V = V ⊕ V． ∎
如果V和V是线性空间V的子空间，并且V = V ⊕V，则子空间V称为子空

间 V的补．当然，V也是 V的补．定理 4.7.2说明，对线性空间 V 的每一个子空间
V，它的补是存在的，并且补的维数为 dimV − dimV．

应当指出，子空间 V的补并不一定唯一．例如，在二维实行向量空间R中，取

V = {aε ∣ a ∈ R}，V = {aε ∣ a ∈ R}，其中 ε = (� )，ε = (� )．容易验证，V是子

空间 V的补．取 Ṽ = {aβ ∣ a ∈ R}，其中 β = ε + ε，则对任意 α ∈ R，均有

α = aε + aε = (a − a)ε + a(ε + ε) = (a − a)ε + aβ�

因此，R = V + Ṽ．又设 α ∈ V ∩ Ṽ，则

α = aε = aβ = a(ε + ε)�

其中 a� a ∈R．因此，(a−a)ε−aε = ，所以 a = a = ，即 α = ．从而V∩ Ṽ = ．
因此，V = V ⊕ Ṽ，即 Ṽ也是子空间 V的补．

两个子空间的直和概念可以推广到有限个子空间的情形．

定义 4.7.2 设V�V� . . . �Vk是数域 F上的 n维线性空间V的子空间．如果子
空间 V�V� . . . �Vk的和 V + V +⋯ + Vk中每个向量 α都可以唯一地表为

α = a + a +⋯ + ak�

其中 α i ∈ Vi， ⩽ i ⩽ k．则和 V +V +⋯+Vk称为子空间 V�V� . . . �Vk的直和，记为

V ⊕ V ⊕⋯⊕ Vk．

定理 4.7.3 子空间 V�V� . . . �Vk的和 V + V +⋯ + Vk为直和的当且仅当

dim(V + V +⋯ + Vk) = dimV + dimV +⋯ + dimVk．
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证明 必要性 设 dimVi = n i，且 {α i� α i� . . . � α in i}是 Vi的基．设

k

∑
i=

n i

∑
j=

a i jα i j = �

其中 a i j ∈ F， ⩽ j ⩽ n i， ⩽ i ⩽ k，则因和 V + V +⋯ + Vk是直和，所以直和

V ⊕ V ⊕⋯⊕ Vk．

中零向量的分解式是唯一的，因此，
n i

∑
j=

a i jα i j = ．

由于 {α i� α i� . . . � α in i}是 Vi的基，所以，a i = a i = ⋯ = a in i = ．这表明，向量
集合 {α i j ∣  ⩽ j ⩽ n i �  ⩽ i ⩽ k}线性无关．
其次设 α ∈ V + V +⋯ + Vk，则存在 β i ∈ Vi，i = � � . . . � k，使得

α = β + β +⋯ + βk．

由于 β i ∈ Vi，{α i� α i� . . . � α in i}是 Vi的基，所以

β i =
n i

∑
j=

a i jα i j Ô⇒ α =
k

∑
i=

n i

∑
j=

a i jα i j．

即和 V +⋯ + Vk中每个向量都可由向量集合 {α i j ∣  ⩽ j ⩽ n i �  ⩽ i ⩽ k}线性表出．
这就证明，{α i j ∣  ⩽ j ⩽ n i �  ⩽ i ⩽ k}是和 V + V +⋯ + Vk的基，于是得到

dim(V + V +⋯ + Vk) = dimV + dimV +⋯ + dimVk．

充分性 仍设 dimVi = n i，{α i� α i� . . . � α in i}是 Vi的基，i = � � . . . � k．由于

dim(V + V +⋯ + Vk) = dimV + dimV +⋯ + dimVk�

所以 {α i j ∣  ⩽ j ⩽ n i �  ⩽ i ⩽ k}是和 V + V +⋯ + Vk的基．

设和 V + V +⋯ + Vk中向量 α具有两个分解式

α = β + β +⋯ + βk = γ + γ +⋯ + γk�

其中 β i � γ i ∈ Vi，则

(β − γ) + (β − γ) +⋯ + (βk − γk) = ．

因为 {α i� α i� . . . � α in i}是 Vi的基，所以，

α i − β i =
n i

∑
j=

a i jα i j�

其中 a i j ∈ F．因此， k

∑
i=
(α i − β i) =

k

∑
i=

n i

∑
j=

a i jα i j = ．

由于 {α i j ∣  ⩽ j ⩽ n i �  ⩽ i ⩽ k}是和 V + V + ⋯ + Vk的基，所以 a i j = ．因此，
α i − β i = ，即 α i = β i．

这表明，和 V + V +⋯ + Vk中每个向量表为子空间 V�V� . . . �Vk中向量的和
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的表法唯一．因此，和 V + V +⋯ + Vk是直和． ∎
从定理 4.7.3的证明可以看出，关于子空间 V + V +⋯ + Vk的直和的定义条件

可以减弱，即有

定理 4.7.4 子空间V�V� . . . �Vk的和为直和当且仅当和V +V +⋯+Vk中零

向量可以唯一地表为子空间 V�V� . . . �Vk中向量（当然是零向量）的和．

证明 必要性 由直和的定义，和 V + V +⋯ + Vk中任意向量可以唯一地表

为子空间 V�V� . . . �Vk中向量的和，因此，和 V + V +⋯ + Vk中零向量当然也可以

唯一地表为子空间 V�V� . . . �Vk中向量的和．

充分性 设 α ∈ V + V +⋯ + Vk具有两种表示方式，即设

α = β + β +⋯ + βk = γ + γ +⋯ + γk�

则 (β − γ) + (β − γ) +⋯ + (βk − γk) = ．

因为和V +V +⋯+Vk中零向量表为子空间V�V� . . . �Vk中向量的和的表法唯一，

而零向量显然具有如下的表示方式：

 =  +  +⋯ + k�

其中 i是子空间 Vi的零向量（也是 V 的零向量），所以 α i − β i = i = ，即 α i = β i．

这就证明，和 V + V +⋯ + Vk中每个向量表为子空间 V�V� . . . �Vk中向量的

和的表法唯一，即和 V + V +⋯ + Vk是直和． ∎
上面介绍的是同一个线性空间中子空间的直和．下面讨论数域 F上的不同线

性空间的直和．

设U和W是同一数域 F上的两个线性空间．取空间U的向量 α作为第一个
分量，空间W的向量 β作为第二个分量，组成有序向量偶 (α� β)．所有这样的有序
向量偶集合称为线性空间U与W的Descartes积，记为U ×W，即

U ×W = {(α� β) ∣ α ∈ U� β ∈W}．

在集合U ×W中规定向量加法如下：设 (α� β)，(α� β) ∈ U ×W，定义

(α� β) + (α� β) = (α + α� β + β)�

纯量与向量的乘法规定为：设 λ ∈ F，(α� β) ∈ U ×W，则

λ(α� β) = (λα� λβ)．

容易验证，集合U ×W在如此规定的向量加法，纯量与向量的乘法下成为数域
F上的线性空间．在线性空间U ×W中，记

Ũ = {(α� β) ∈ U ×W ∣ β = }� W̃ = {(α� β) ∈ U ×W ∣ α = }．

容易验证，̃U和 W̃都是U ×W的子空间，并且 Ũ ∩W̃ = ．对于任意 (α� β) ∈U ×W，
都有

(α� β) = (α� ) + (� β)�
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其中 (α� ) ∈ Ũ，(� β) ∈ W̃，因此U ×W = Ũ ⊕ W̃．
定义线性空间U到 Ũ的映射为：对任意 α ∈ U，令

η(α) = (α� ) ∈ Ũ．

显然，η是U到 Ũ上的双射．设 α� α ∈ U，则

η(α + α) = (α + α� ) = (α� ) + (α� ) = η(α) + η(α)�

因此，映射 η保加法．又设 λ ∈ F，α ∈ U，则

η(λα) = (λα� ) = λ(α� ) = λη(α)�

所以映射 η保乘法．
这就证明，映射 η是线性空间U到 Ũ上的同构映射，即U和 Ũ同构．
同样可以定义线性空间W到 W̃的映射 ζ，对任意 β ∈W，令

ζ(β) = (� β) ∈W．

映射 ζ是W到 W̃上的同构映射．因此，W和 W̃同构．
在同构映射 η和 ζ下，可以把U中向量 α和它在 Ũ中的象 ζ(α) = (α� )，以及

W中向量 β和它在 W̃中的象 ζ(β) = (� β)分别等同起来．也就是说，可以把U和
Ũ，W和 W̃分别视为同一个空间．所以在同构意义下，线性空间Descartes积U ×W
是线性空间U和W的直和，并记为U ×W = U ⊕W．

习 题 4.7

1. 在 n维实向量空间Rn中，记

V = {(a� a� . . . � an) ∈ Rn ∣ a + a +⋯ + an = }�
W = {(a� a� . . . � an) ∈ Rn ∣ a = a = ⋯ = an}．

V 和W显然是Rn的子空间．证明，Rn = V ⊕W．
2. 在数域 F上的 n维向量空间 Fn中，记

V = {(a� a� . . . � an) ∈ Fn ∣ a = a = ⋯ = an}�
W = {(a� a� . . . � an) ∈ Fn ∣ a i = −an+i �  ⩽ i ⩽ n}．

V 和W显然是 Fn的子空间．证明，Fn = V ⊕W．
3. 设 α� α� α� α都是四维复向量空间C中的向量，C中分别由向量集合 {α� α}和

{α� α}生成的子空间记为 V 和W．试判断C = V ⊕W是否成立？
(1) α = (� � � )，α = (� � � )，α = (� � � )，α = (� � � )；
(2) α = (−� � � )，α = (� �−� )，α = (� � � )，α = (� � � )；
(3) α = (� � � )，α = (� � � )，α = (� � � )，α = (� � � )．
4. 设U�V 和W是线性空间 L的子空间．如果其中每一个都与另外两个之和的交是零子空

间，则这三个子空间称为无关的．

证明，L = U ⊕ (V ⊕W)的当且仅当U�V �W是无关的，并且 L = U + V +W．
5. 举例说明，线性空间的子空间U�V �W两两之交为零子空间，但U�V �W并不一定无关．
6. 证明，三个子空间无关的充分必要条件是它们的和的维数等于它们的维数的和．
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7. 设 V�V� . . . �Vk是线性空间 V 的子空间．证明下列命题等价．
(1) 和 V + V +⋯ + Vk是直和；

(2) Vj ∩ (V + V +⋯ + Vj− + Vj+ +⋯ + Vk) = ，j = � � . . . � k；
(3) V ∩ V = ，(V + V) ∩ V = ，. . .，(V +⋯ + Vk−) ∩ Vk = ．

§4.8 商 空 间

设 V 是数域 F上的有限维线性空间 V 的子空间，向量 α� β ∈ V．如果向量
α − β ∈W，则向量 α与 β称为模W同余，记为 α ≡ β (mod W)．
易知 V 中向量之间的模W同余关系具有以下性质．
(1)自反性 对任意向量 α ∈ V，α ≡ α (mod W)；
(2)对称性 设向量 α� β ∈ V，且 α ≡ β (mod W)，则 β ≡ α (mod W)；
(3)传递性 设向量 α� β� γ ∈ V，并且 α ≡ β (mod W)，β ≡ γ (mod W)，则

α ≡ γ (mod W)．

上述性质的证明留给读者作练习．

由于线性空间 V 中任意两个向量要么模W同余，要么模W不同余，这样便在
线性空间 V 的向量之间引进了一种关系，即同余关系．同余关系满足自反性、对称
性和传递性，因此 V 中向量便按照同余关系划分为同余类：即在同一个同余类的
向量彼此模W同余，而在不同的同余类中的向量一定模W不同余．
向量 α所在的同余类记为 α．同余类 α由哪些向量构成？记

α +W = {α + γ ∣ γ ∈W}．

设 β ∈ α+W，则 β = α+γ，γ ∈W．因此 β−α = γ ∈W，即 β ≡ α (mod W)，所以，β ∈ α．
其次设 β ∈ α，则 β ≡ α (mod W)，因此存在 γ ∈W，使得 β − α = γ，即 β = α + γ，于是
β ∈ α +W．所以，α ⊆ a +W，从而 α = α +W．
所有模W的同余类集合记为 V/W．在集合 V/W中规定同余类的加法如下：

对任意 α� β ∈ V/W，令
α + β = α + β．

纯量与同余类的乘法规定为：对任意纯量 λ ∈ F，α ∈ V/W，令

λα = λα．

应当指出，上面规定的同余类加法是在同余类 α与 β中各取出一个向量 α与
β（它们分别称为同余类 α与 β的代表元），然后用和 α + β所在的同余类 α + β作为
同余类 α与 β的和 α + β．自然产生的问题是，如果在同余类 α与 β中各另取一个
向量 α′与 β′，和 a′ + b′所在的同余类 α′ + β′是否和同余类 α + β相同？
如果同余类 α′ + β′和同余类 α + β不相同，那么这样规定的同余类的和是不确
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定的．如果不论同余类 a和 β的代表元 α′与 β′如何选取，同余类 α′ + β′都和 α + β
相同，那么就说这样规定的同余类的和与同余类代表元的选取无关，于是同余类的

加法便有确切意义．

现在证明，上面规定的同余类加法与同余类代表元的选取无关．事实上，设

α′ ∈ α，β′ ∈ β．α′ ≡ α (mod W)，β′ ≡ β (mod W)，即 α′ − α，β′ − β ∈W，因此，

(α′ + β′) − (α + β) = (α′ − α) + (β′ − β) ∈W．

所以 α′ + β′ ≡ α + β (mod W)．于是 α′ + β′ = α + β．
同样可以证明，纯量与同余类的乘法与同余类的代表元选取无关．因此在集

合 V/W中同余类的加法、纯量与同余类的乘法都有确切意义．
容易验证，同余类集合V/W在上述规定的加法与乘法下是数域 F上的线性空

间，其中W是线性空间 V/W的零向量．
数域 F上的线性空间 V/W称为线性空间 V 关于子空间W的商空间．

..
x

.

x

.

α

.

β

.

α +
β

. λα.

α

.

β

.

α + β

.

λα

.
O

图 4.8.1

例如，在二维实向量空间R中，记

W = {(x� ) ∣ x ∈ R}．

W显然是R的子空间．从几何上看，R就

是通常的 Euclid平面，W是平面上的坐标轴：x
轴．设向量 α = (x� x) ∈ R．已经知道，向量 α
所在的模W同余类 α为 α = α +W = {α + β ∣ β ∈
W}，所以，

α = {(y� x) ∣ y ∈ R}．

这表明，向量 α = (x� x)所在的模W同余
类是 Euclid平面上过点 (x� x)并平行于 x轴

的直线．因此在此时，商空间R/W即是 Euclid平面上所有平行于 x轴的直线的
集合（见图 4.8.1）．
在商空间R/W中，同余类 α与 β的和为 α + β，即直线 α与 β之和是过向量

α + β的终点并平行于 x轴的直线．纯量 λ与同余类 α的乘积 λα为 λα，即纯量 λ
与直线 α的乘积 λα是过向量 λα的终点并平行于 x轴的直线．
设W是线性空间 V 的子空间，W ′为其补，即 V =W ⊕W ′，V/W是 V 模W的

商空间．在W ′与 V/W之间可以自然地规定映射 η如下：对任意向量 α ∈W ′，令

η(α) = α．

映射 η称为自然映射．
设 α ∈ V/W，则 α ∈ V =W⊕W ′，因此 α = β+γ，其中 β ∈W，γ ∈W ′．由于 α−γ =

β ∈W，所以 α ≡ γ (mod W)．因此 γ = α．即对任意 α ∈ V/W，总存在向量 γ ∈W ′，

使得 γ = α．由于 η(γ) = γ = α，所以，映射 η是满射．
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其次，设 γ� γ ∈W ′，并且 η(γ) = η(γ)，则 γ = γ．因此，γ ≡ γ (mod W)．即
γ − γ ∈W．又 γ� γ ∈W ′，故 γ − γ ∈W ′．因此，γ − γ ∈W ∩W ′．由于W ′是W的
补．所以W ∩W ′ = ，由此 γ − γ = ，即 γ = γ．这表明，映射 η是单射．
最后，由于对任意 γ� γ ∈W ′，

η(γ + γ) = γ + γ = γ + γ = η(γ) + η(γ)�

所以，映射 η是保加法的．
由于对任意 λ ∈ F� γ ∈W ′，

η(λγ) = λγ = λγ = λη(γ)�

所以，映射 η是保乘法的．
因此，W ′到 V/W上的映射 η是同构映射，从而W ′和 V/W同构．
总结上面的讨论，我们得到，

定理 4.8.1 设W是数域 F上的 n维线性空间 V 的子空间，W ′是W的补．则
子空间W ′和 V 关于W的商空间 V/W同构，并且W ′到 V/W上的自然映射 η是
同构映射．

由定理 4.8.1立即得到，

推论 4.8.1 设W是线性空间 V 的子空间，则 V 关于W的商空间 V/W的维
数为

dim(V/W) = dimV − dimW．

习 题 4.8

1. 在数域 F上的所有关于未定元 x的多项式构成的线性空间 F[x]中，记

Fn[x] = { f (x) ∈ F[x] ∣ deg f (x) < n}� W = { f (x) ∈ F[x] ∣ f (−x) = f (x)}．

Fn[x]和W都是 F[x]的子空间．商空间 F[x]/Fn[x]和 F[x]/W是否是有限维的？
2. 设 A是数域 F上的m × n矩阵，β是数域 F上的 n维列向量空间 Fn中的向量，并且

rank(A� β) = rankA．

记方程组 Ax = 的解空间为 VA．设向量 α是方程组 Ax = β的一个特解．证明，方程组 Ax = β的
所有解构成 Fn中向量 α所在的模 VA同余类．

3. 设W是数域 F上 n维列向量空间 Fn的子空间．证明，存在数域 F上的m × n矩阵 A，使
得齐次方程组 Ax = 的解空间 VA为W．

4. 设W是数域 F上的 n维列向量空间 Fn中的子空间．证明，对于 Fn中每个向量 α，总存
在数域 F上的m × n矩阵 A和向量 β ∈ Fn，使得线性方程组 Ax = β的所有解的集合就是向量 α
所在的模W同余类．



第五章

线性变换

b 变换历来是数学中最主要的基本概念之一．

线性代数只讨论线性空间之间的变换．

b §5.1— §5.4研究两个线性空间之间的线性
变换——这里称为线性映射，而将变换一词

留给线性空间到它自身上的线性映射．

b 在取定的基下，每个线性变换可以用一个

矩阵表示，而同一个线性映射在不同的基

下的矩阵表示恰好是彼此相抵的矩阵．于

是，寻求线性映射的最简单的矩阵表示，就

归结为矩阵相抵下的分类问题．在研究矩

阵在相抵下的分类时遇到的不变量——矩

阵的秩，从几何的观点看，就是线性映射的

象空间的维数．

b 于是，这几节的内容以明确的方式展示了

线性代数中几何理论与矩阵理论之间的联

系．真正弄懂这种联系，将会极大地有助于

读者理解全部线性代数的内容．

b §5.5开始讨论线性变换，这部分内容是线性
代数中的重点，也是线性代数中的难点．

b 本书在讨论线性变换时是从几何入手的，

也就是从线性空间关于线性变换的分解开

始的．为此需要一些准备知识．

b §5.6引入了线性变换的不变子空间的概念．
b 在涉及线性变换的一维不变子空间时，自

然而然地产生了线性变换的特征值、特征

向量、特征多项式以及特征子空间等一系

列与线性变换紧密联系的重要概念．这些

是 §5.7与 §5.8的内容．
b 由于线性变换的特征值在各种问题上的重

要性，§5.9对特征值的界作了一些估计．

§5.1 映 射

为本章需要，先复习一下映射概念，并介绍一些有关映射的术语．

给定集合 S和 T．所谓集合 S到 T的映射 η是指集合 S到集合 T的一个对应
规律，使得对任意给定的元素 α ∈ S，按照对应规律 η，可以确定集合 T的唯一一个
元素 β与 α相对应．集合 S到 T的映射 η记为

η∶ S → T．

元素 β称为元素 α在映射 η下的象，元素 α称为元素 β的原象．当 α遍历集合
S的元素时，所有 α的象的集合称为集合 S在映射 η下的象，记为 Im η，或者 η(S)．
即

Im η = {η(α) ∣ α ∈ S}．

元素 β的所有原象的集合记为 η−(β)，即

η−(β) = {α ∈ S ∣ η(α) = β}．
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给定映射 η∶ S → T．如果对任意 α� α ∈ S，α ≠ α，均有 η(α) ≠ η(α)，则 η称
为单射．可以看出，当且仅当由 η(α) = η(α)可以推出 α = α时，η是单射．
给定映射 η∶ S → T．如果对任意 β ∈ T，存在 α ∈ S，使得 η(α) = β，则 η称为满

射．容易看出，当且仅当 η(S) = T时，映射 η是满射．如果 η是满射，则说映射 η是
S到 T上的；如果 η不是满射，则说映射 η是 S到 T内的．
如果映射 η∶ S → T既是单射，又是满射，则 η称为双射，或者 S到 T上的一一对

应．

给定集合U�V 和W，以及映射 η∶U → V，ξ∶V →W，定义U到W的合成映射
ξη如下：设 u ∈ U，则令

(ξη)(u) = ξ(η(u))．

映射 ξη∶U →W称为映射 η和 ξ的乘积．
例如映射 f ∶R→R和 g∶R→R是函数，则映射 f 与 g的乘积 g f 就是复合函数．
应当指出，映射的乘积一般是不可交换的，即等式 ξη = ηξ一般并不成立．其

原因是，一般地说，尽管映射 η与 ξ的乘积 ξη有意义，但乘积 ηξ不一定有意义．即
使乘积 ξη与 ηξ都有意义，也不能保证 ξη = ηξ．这只要注意复合函数一般与函数
复合的次序有关就够了．

对映射的乘积，有

定理 5.1.1 设 S�T�U和 V 是集合，且 ξ∶ S → T，η∶T → U与 ζ ∶U → V 是映射，
则 ζ(ηξ) = (ζη)ξ．换句话说，映射的乘法满足结合律．

证明 由映射乘积的定义，对任意 s ∈ S，

(ζ(ηξ))(s) = ζ(ηξ(s)) = ζ(η(ξ(s)))�

并且
((ζη)ξ)(s) = (ζη)(ξ(x)) = ζ(η(ξ(s)))．

因此 (ζ(ηξ))(s) = ((ζη)ξ)(s)，即 ζ(ηξ) = (ζη)ξ． ∎
集合 S到自身的双射称为集合 S的变换．
定义集合 S到自身的映射 εS如下：设 s ∈ S，则令

εS(s) = s．

显然，εS是集合 S的变换，它称为集合 S的恒等变换，或者单位变换．
关于单位变换 εS，有

定理 5.1.2 对任意映射 η∶ S → T，均有 ηεS = εTη = η．

证明 显然，对任意 s ∈ S，

(ηεS)(s) = η(εS(s)) = η(s)．

同样，对任意 s ∈ S，
(εTη)(s) = εT(η(s)) = η(s)．

因此 ηεS = η = εTη． ∎
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最后讨论逆映射．设 η∶ S → T是映射，如果存在 ξ∶T → S，使得 ξη = εS，ηξ = εT，
则映射 η∶ S → T称为可逆映射，映射 ξ∶T → S称为 η的逆映射，并记为 η−．
关于可逆映射，有

定理 5.1.3 映射 η∶ S → T可逆的充分必要条件是映射 η为双射．

证明 设映射 η∶ S → T可逆，则存在 η的逆映射 ξ∶T → S，使得 ξη = εS，ηξ = εT．
设 s� s ∈ S，如果 η(s) = η(s)，则

s = εS(s) = (ξη)(s) = ξ(η(s)) = ξ(η(s))
= (ξη)(s) = εS(s) = s．

这表明 η是单射．其次设 t ∈ T，则

t = εT(t) = (ηξ)(t) = η(ξ(t))．

记 ξ(t) = s，则 s ∈ S，且 η(s) = t．因此映射 η是满射．所以 η是双射．
反之，设 η∶ S → T是双射．由于 η是满射，因此对任意 t ∈ T，存在 s ∈ S，使得

η(s) = t．由于 η是单射，因此 s是唯一的．定义映射 ξ∶T → S如下：设 t ∈ T，如果
s ∈ S，且 η(s) = t，则令 ξ(t) = s．由映射 ξ的定义，对任意 s ∈ S，

s = ξ(η(s)) = (ξη)(s)�

因此 ξη = εS；对任意 t ∈ T，存在 s ∈ S，使得 η(s) = t．因此 ξ(t) = s．所以

t = η(s) = η(ξ(t)) = (ηξ)(t)�

即 ηξ = εT．所以 ξ是 η的逆映射，η是可逆的． ∎

定理 5.1.4 设映射 η∶ S → T可逆，则 η的逆映射是唯一的．

证明 设 ξ∶T → S和 ξ∶T → S是 η的逆映射，则 ξη = εS，ηξ = εT，且 ξη = εS，
ηξ = εT．因此

ξ = ξεT = ξ(ηξ) = (ξη)ξ = εS ξ = ξ． ∎

定理 5.1.5 设映射 η∶ S → T和 ξ∶T →U可逆，则它们的乘积 ξη∶ S →U也可逆．

证明 设 η和 ξ的逆映射分别是 η−和 ξ−．则 ηη− = εT，η−η = εS，ξξ− = εU，
ξ−ξ = εT．因此

(ξη)(η−ξ−) = ξ((ηη−)ξ−) = ξ(εT ξ−) = ξξ− = εU �

而
(η−ξ−)(ξη) = η−((ξ−ξ)η) = η−(εTη) = η−η = εS．

所以映射 ξη可逆，并且 ξη的逆映射为 η−ξ−，即 (ξη)− = η−ξ−． ∎
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§5.2 线性映射

设U和 V 是数域 F上的线性空间，且A ∶U → V 是映射．

定义 5.2.1 如果映射A ∶U → V 满足：
LM (1) 对任意 α� α ∈ U，

A (α + α) = A (α) +A (α)�

LM (2) 对任意 λ ∈ F，α ∈ U，

A (λα) = λA (α)�

则映射A 称为线性空间U到 V 的线性映射．

例 5.2.1 设 V 是属于 F上的 n维线性空间，{α� α� . . . � αn}是U的基，α ∈ U
在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 (a� a� . . . � an)T．定义U到数域 F上 n维列向量
空间 Fn的映射A 如下：

A (α) = (a� a� . . . � an)T．

则映射A ∶U → Fn是线性映射．

证明 设 α� β ∈ U在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标分别为 (a� a� . . . � an)T，(b�
b� . . . � bn)T，则

A (α) = (a� a� . . . � an)T� A (β) = (b� b� . . . � bn)T．

显然，α + β与 λα的坐标分别为 (a + b� a + b� . . . � an + bn)T与 (λa� λa� . . . �
λan)T，其中 λ ∈ F．因此

A (α + β) = (a + b� a + b� . . . � an + bn)T

= (a� a� . . . � an)T + (b� b� . . . � bn)T

= A (α) +A (β)�
A (λα) = (λa� λa� . . . � λan)T = λ(a� a� . . . � an)T

= λA (α)．

因此映射A ∶U → Fn满足 LM (1)与 LM (2)．所以映射A ∶U → Fn是线性的． ∎

例 5.2.2 设 F是数域 Fn上 n维行向量空间，且正整数m < n．定义映射
A ∶Fn → Fm如下：设 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Fn，则令

A (x) = (x� x� . . . � xm)．

容易验证，映射A ∶Fm → Fm是线性的，它称为 Fn到 Fm上的投影变换．

例 5.2.3 设 V 是数域 F上线性空间，U与W是 V 的子空间，且 V = U ⊕W．
定义映射A ∶V → U如下：设 α ∈ V，则存在唯一一对向量 β与 γ，β ∈ U，γ ∈W，使得
α = β + γ，令A (α) = β．容易验证，映射A ∶V → U是线性的，它称为线性空间 V 到
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子空间U上的投影变换．注意投影变换A ∶V → U是满射．

例 5.2.4 设V和U是数域F上线性空间．定义映射A ∶V →U如下，设 α ∈ V，
则令A (α) = ．显然映射A 是线性的．它称为零映射．

例 5.2.5 设 Fm×n是数域 F上所有m × n阶矩阵构成的线性空间，P和 Q分别
是给定的m阶和 n阶方阵．定义映射A ∶Fm×n → Fm×n如下：对任意 X ∈ Fm×n，令

A (X) = PXQ．容易验证，映射A 是线性的．

例 5.2.6 设 F[x]是数域 F上所有关于 x的多项式构成的线性空间．定义映
射D∶F[x]→ F[x]如下：设 f (x) = a + ax +⋯ + anxn ∈ F[x]，则令

D( f (x)) = a + ax +⋯ + nanxn−．

映射D称为微商变换．容易验证，映射D是线性的．

性质 5.2.1 设 是线性空间U的零向量，则A () = ．

证明 由于  =  + ，故由 LM (1)，A () = A () +A ()．因此A () = ． ∎

性质 5.2.2 设 λ� λ� . . . � λk ∈ F，α� α� . . . � αk ∈ U，则

A (λα + λα +⋯ + λkαk) = λA (α) + λA (α) +⋯ + λkA (αk)．

证明 对 k用归纳法．当 k = 时上式即为 LM (2)，故结论对 k = 成立．
设结论对 k − 成立．现在证明结论对 k成立．由于

A (λα + λα +⋯ + λkαk) = A ((λα + λα +⋯ + λk−αk−) + λkαk)�

故由 LM (1)，

A (λα + λα +⋯ + λkαk) = A (λα + λα +⋯ + λk−αk−) +A (λkαk)．

由归纳假设和 LM (2)，

A (λα + λα +⋯ + λkαk) = λA (α) + λA (α) +⋯ + λk−A (αk−) + λkA (αk)．

即结论对 k也成立． ∎

性质 5.2.3 设向量组 α� α� . . . � αk ∈ U线性相关，则A (α)� . . . �A (αk) ∈ V也
线性相关．

证明 因为 α� α� . . . � αk ∈ U线性相关，故存在不全为零的 λ� λ� . . . � λk ∈ F，
使得 λα + λα +⋯ + λkαk = ．由性质 5.2.1和性质 5.2.2，

A () = A (λα + λα +⋯ + λkαk)
= λA (α) + λA (α) +⋯ + λkA (αk) = ．

因此A (α)�A (α)� . . . �A (αk)线性相关． ∎

定理 5.2.1 设U与 V 分别是数域 F上 n维和m维线性空间，{α� α� . . . � αn}
是U的基．设 β� β� . . . � βn是 V 中任意给定的 n个向量．则存在唯一线性映射
A ∶U → V，使得A (α j) = β j，j = � � . . . � n．
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证明 设 α ∈ U在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 (a� a� . . . � an)T．定义映射
A ∶U → V 如下：设 α ∈ U，则令

A (α) = aβ + aβ +⋯ + anβn．

设 α� β ∈U在基{α� α� . . . � αn}下的坐标分别为 (a� a� . . . � an)T和 (b� b� . . . �
bn)T，则 α + β在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 (a + b� a + b� . . . � an + bn)T．因此

A (α) = aβ + aβ +⋯ + anβn�

A (β) = bβ + bβ +⋯ + bnβn．

且 A (α + β) = (a + b)β + (a + b)β +⋯ + (an + bn)βn

= (aβ + aβ +⋯ + anβn) + (bβ + bβ +⋯ + bnβn)
= A (α) +A (β)．

因此映射A ∶U → V 满足 LM (1)．
设 λ ∈ F，且 α ∈ U在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 (a� a� . . . � an)T．则 λα在

基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 (λa� λa� . . . � λan)T．因此

A (λα) = λaβ + λaβ +⋯ + λanβn = λ(aβ + aβ +⋯ + anβn)
= λA (α)．

因此映射A ∶U → V 满足 LM (2)．这就证明，映射A ∶U → V 是线性的．
显然基向量 α j在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为

(� . . . � � 
j
� � . . . � )T．

因此A (α j) = β j．所以映射A 是满足A (α j) = β j，j = � � . . . � n的线性映射．
现在设线性映射B∶U → V也满足B(α j) = β j，j = � � . . . � n，且 α ∈ U在基 {α�

α� . . . � αn}下的坐标为 (a� a� . . . � an)T．因此

B(α) =B(aα + aα +⋯ + anαn)
= aB(α) + aB(α) +⋯ + anB(αn)
= aβ + aβ +⋯ + anβn = A (α)．

由 α的任意性，B = A． ∎
定理 5.2.1表明，如果在线性空间U中取定一组基 {α� α� . . . � αn}，则线性映射

A ∶U → V 由基向量 α� α� . . . � αn在A 下的象所唯一决定．

现在给出线性映射A ∶U → V 的矩阵表示．设U和 V 分别是数域 F上 n维
和m维线性空间，{α� α� . . . � αn}和 {β� β� . . . � βm}分别是U和 V 的基．显然，
A (α j) ∈ V．由于 {β� β� . . . � βn}是 V 的基，所以

A (α) = aβ + aβ +⋯ + amβm�

A (α) = aβ + aβ +⋯ + amβm�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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A (αn) = anβ + anβ +⋯ + anmβm．

上式可以写出矩阵形式如下：

A (α� α� . . . � αn) = (A (α)�A (α)� . . . �A (αn))

= (β� β� . . . � βn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋮

am am ⋯ anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=∶ (β� β� . . . � βn)A．

即
A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βn)A． (5.2.1)

矩阵 A称为线性变换A 在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βm}下的
矩阵．

设 α ∈ U在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 xT = (x� x� . . . � xn)，则

α = xα + xα +⋯ + xnαn = (α� α� . . . � αn)x．

因此 A (α) = A (xα + xα +⋯ + xnαn)
= xA (α) + xA (α) +⋯ + xnA (αn)
= (A (α)�A (α)� . . . �A (αn))x
= A (α� α� . . . � αn)x．

由式 (5.2.1)， A (α) = (β� β� . . . � βm)Ax．

这表明，向量 α在A 下的像A (α)在 V 的基 {β� β� . . . � βm}下的坐标 y为

y = Ax． (5.2.2)

所有U到V的线性映射集合记为Lm×n，数域 F上所有m × n矩阵的集合记为
Fm×n．设A ∈ Lm×n在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βm}下的矩阵
为 A．
定义Lm×n到 Fm×n的映射 η如下：对任意A ∈Lm×n，令

η(A ) = A．

显然，对任意A �B ∈Lm×n，A ≠B，A 与B在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的
基 {β� β� . . . � βm}下的矩阵 A与 B满足 A ≠ B．因此 η(A ) ≠ η(B)．即映射 η是单
射．另一方面，设 A ∈ Fm×n．记

(γ� γ� . . . � γn) = (β� β� . . . � βm)A．

显然，γ� γ� . . . � γn ∈ V．由定理 5.2.1，存在A ∈Lm×n，使得A (α j) = γ j．因此

A (α� α� . . . � αn) = (γ� γ� . . . � γn) = (β� β� . . . � βm)A．

这表明A 在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βm}下的矩阵为 A．
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所以 η(A ) = A，即映射 η是满射．于是 η是双射．
这表明，数域 F上一个m × n矩阵表示数域 F上 n维线性空间U到数域 F上

m维线性空间 V 的一个线性映射．这就是给出了矩阵的一种几何意义．
设线性映射A ∶U → V 在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βm}下

和U的基 {α̃� α̃� . . . � α̃n}与 V 的基 {β̃� β̃� . . . � β̃m}下的矩阵分别为 A与 B，即

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A� (5.2.3)
A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)B． (5.2.4)

矩阵 A与 B有什么联系？下面回答这一问题．
设由基 {α� α� . . . � αn}到基 {α̃� α̃� . . . � α̃n}的过渡矩阵为Q，由基 {β̃� β̃� . . . �

β̃m}到 {β� β� . . . � βm}的过渡矩阵为 P，即

(α̃� α̃� . . . � α̃n) = (α� α� . . . � αn)Q� (5.2.5)
(β� β� . . . � βm) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)P． (5.2.6)

显然 Q与 P分别是 n阶与m阶可逆方阵．记 Q = (q i j)的第 j列为 q j = (q j� q j�
. . . � qn j)T．由式 (5.2.5)，̃α j = (α� α� . . . � αn)q j．

由于映射A 是线性的，所以A (α̃ j) = (A (α)� . . . �A (αn))q j．因此，

A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (A (α)�A (α)� . . . �A (αn))Q．

把式 (5.2.3)代入上式得到，

A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β� β� . . . � βm)AQ．

再把式 (5.2.6)代入上式得到，

A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)PAQ．

由于线性映射A 由基向量 α̃� α̃� . . . � α̃n在A 下的象所唯一确定，因此 B = PAQ．
即线性映射A 的矩阵 A与 B是相抵的．
反之，设矩阵 A与 B相抵，即设 B = PAQ，其中 P和 Q分别是m阶与 n阶可逆

方阵．在U与 V 中分别取基 {α� α� . . . � αn}与基 {β� β� . . . � βm}．由式 (5.2.5)和
式 (5.2.6)分别确定U的基 {α̃� α̃� . . . � α̃n}和 V 的基 {β̃� β̃� . . . � β̃m}．由

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A�
B(α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)B

可以定义U到 V 的线性映射A 与B．由于 B = PAQ，故

B(α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)PAQ．

由式 (5.2.6)，
B(α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β� β� . . . � βm)AQ．

即
B((α̃� α̃� . . . � α̃n)Q−) = (β� β� . . . � βm)A．

由式 (5.2.5)，
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B(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A．

由定理 5.2.1，B = A．这表明，相抵的矩阵是同一个线性映射在不同基下的矩

阵．这就给出了矩阵相抵的几何意义．

利用矩阵在相抵下的标准形，可以证明

定理 5.2.2 设线性映射A ∶U →V在U的基 {α� α� . . . � αn}与V的基 {β� β�

. . . � βm}下的矩阵为 A，且 rankA = r．则U与 V 中分别存在基 {α̃� α̃� . . . � α̃m}与
{β̃� β̃� . . . � β̃m}，使得

A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)(
I(r) 
 

)．

证明 由假设，

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A．

因为 rankA = r，因此存在m阶与 n阶可逆方阵 P与 Q，使得

PAQ = (
I(r) 
 

)．

令 (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (α� α� . . . � αn)Q�

(β̃� β̃� . . . � β̃m) = (β� β� . . . � βm)P−．

由于 P�Q可逆，所以 {α̃� α̃� . . . � α̃n}与 {β̃� β̃� . . . � β̃m}分别是U与 V 的基，
而且A 在U的基 {α̃� α̃� . . . � α̃n}与 V 的基 {β̃� β̃� . . . � β̃m}下的矩阵即为

PAQ = (
I(r) 
 

)． ∎

习 题 5.2

1. 设 F[x]是数域 F上所有一元多项式 f (x)的集合．定义映射A ∶F[x] → F[x]如下：设
f (x) ∈ F[x]，则令

A ( f (x)) = f (x + ) − f (x)．

证明A 是线性映射．

2. 数域 F上所有 n阶方阵构成的线性空间记为 Fn×n．定义映射A ∶Fn×n → Fn×n如下：设

X ∈ Fn×n，则令
A (X) = AX − XA�

其中 A是 Fn×n中给定的方阵．证明A 是线性映射．

3. 数域 F上 k维列向量空间记为 Fk．定义映射A ∶Fn → Fm如下：设 α ∈ Fn，则令A (α) =
Aα，其中 A是 Fm×n中固定的矩阵．证明A 是线性映射，并且A 为零映射当且仅当 A为零矩阵．

4. 设C是复数域．求映射A ∶C→ C，使得当C视为实数域上线性空间时A 是线性的，而当

C视为复数域上线性空间时A 不是线性的．

5. 设 Fn是数域 F上 n维行向量空间，π是自然数集合N = {� � . . . � n}到自身上的映射．定
义映射Aπ∶Fn → Fn如下：设 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Fn，则令
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Aπ(x) = (xπ()� xπ()� . . . � xπ(n))．

证明Aπ是线性映射，并求Aπ在基 {ε� ε� . . . � εn}下的方阵，其中 ε j = (� . . . � � 
j
� � . . . � )．

记 N到自身上所有双射的集合为 Sn．设 π ∈ Sn，则 π()π()⋯π(n)是 � � . . . � n的一个排列．
排列 π()π()⋯π(n)的奇偶性符号记为 sgn(π)．证明

A (x) = ∑
π∈Sn

sgn(π)Aπ(x)

是 Fn到 Fn的线性映射，并求出A 在基 {ε� ε� . . . � εn}下的方阵．
6. 是否存在线性映射A ∶R → R，使得A ((�−� )) = (� )，A ((� � )) = (� )？
7. 在实数域R上 维行向量空间R中，记

α = (�−)� α = (�−)� α = (−� )�
β = (� )� β = (� )� β = (� )．

是否存在线性映射A ∶R → R，使得A (α j) = β j，j = � � ？
8. 证明，映射A ∶U → V 为线性映射的充分必要条件是，对任意 λ� µ ∈ F，α� β ∈ U，均有

A (λα + µβ) = λA (α) + µA (β)．

9. 在所有 阶实方阵构成的线性空间R×中，取

A = (
a b
c d

)．

定义映射A ∶R× → R×与B∶R× → R×如下：设 X ∈ R×，则令

A (X) = AX� B(X) = XA．

证明映射A 与B都是线性的，并求出它们在基

{(
 
 

)�(
 
 

)�(
 
 

)�(
 
 

)}

下的方阵．

10. R×中所有形如

(
a b
−b d

)

的方阵集合记为 V，其中 a� b ∈ R．显然 V是实数域R上线性空间．视复数域C为实数域R上线
性空间．定义映射A ∶C→ V 如下：设 α = a + ib ∈ C，a� b ∈ R，则令

A (α) = (
a b
−b d

)．

证明A 是实线性空间C到 V 上的可逆线性映射，并且对任意 α� β ∈ C，

A (αβ) = A (α)A (β)．

11. 定义映射 Tr∶Fn×n → F如下：设 A = (a i j) ∈ Fn×n，则令

Tr(A) = a + a +⋯ + ann．

证明映射 Tr是线性映射，并且对任意 A�B ∈ Fn×n，

Tr(AB) = Tr(BA)．

12. 设A ∶Fn×n → F是线性映射，并且对任意 A�B ∈ Fn×n，A (AB) = A (BA)．证明A = λTr，
其中 λ ∈ F．
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§5.3 线性映射的代数运算

设U与 V 分别是数域 F上 n维与m维线性空间，A ∶U → V 与B∶U → V 是线
性映射．定义映射A 与B的和A +B如下，设 α ∈ U，则令

(A +B)(α) = A (α) +B(α)．

映射A 与B的和A +B是U到V的线性映射．事实上，对任意 λ ∈F，α� β ∈U，
由和A +B的定义，

(A +B)(α + β) = A (α + β) +B(α + β)�
(A +B)(λα) = A (λα) +B(λα)．

因为A 与B是线性映射，因此

(A +B)(α + β) = A (α) +A (β) +B(α) +B(β)
= (A (α) +B(α)) + (A (β) +B(β))�

(A +B)(λα) = λA (α) + λB(α)
= λ(A (α) +B(α))．

由和A +B的定义，

(A +B)(α + β) = (A +B)(α) + (A +B)(β)�
(A +B)(λα) = λ(A +B)(α)．

即映射A +B满足 LM (1)与 LM (2)．因此A +B∶U → V 是线性映射．
设 λ ∈ F，A ∶U → V 是线性映射．定义纯量 λ与映射A 的乘积 λA 如下：设

α ∈ U，则令
(λA )(α) = λA (α)．

纯量 λ与映射A 的乘积 λA 是U到 V 的线性映射．事实上，对任意 µ ∈ F，
α� β ∈ U，由乘积 λA 的定义，

(λA )(α + β) = λA (α + β)�
(λA )(µα) = λA (µα)．

因为A ∶U → V 是线性的，因此

(λA )(α + β) = λ(A (α) +B(β)) = λA (α) + λA (β)�
(λA )(µα) = µλA (α)．

由 λA 的定义，
(λA )(α + β) = (λA )(α) + (λA )(β)�
(λA )(µα) = µ(λA )(α)．

即乘积 λA 满足 LM (1)与 LM (2)．所以 λA ∶U → V 是线性映射．
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所有U到 V 的线性映射集合记为Lm×n．容易验证，集合Lm×n在上述的加法

以及纯量与映射的乘法下构成数域 F上线性空间．

定理 5.3.1 dimLm×n = mn．

证明 设 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βm}分别是U与 V 的基．
对给定的 i� j， ⩽ i ⩽ n， ⩽ j ⩽ m，定义映射 E i j ∶U → V如下：设 α ∈ U，且 α在基

{α� α� . . . � αn}下的坐标为 (a� a� . . . � an)T，则令

E i j(α) = a iβ j．

容易验证，映射 E i j ∈Lm×n．下面证明，{E i j}是Lm×n的基．

首先证明，{E i j}线性无关．事实上，设 λ i j ∈ F，使得
n

∑
i=

m

∑
j=

λ i jE i j = O �

其中O ∈Lm×n是U到V的零映射．则对任意 α ∈U，且 α在基 {α� α� . . . � αn}下的
坐标为 (a� a� . . . � an)T，有

n

∑
i=

m

∑
j=

λ i jE i j(α) =
n

∑
i=

m

∑
j=

λ i ja iβ j =
m

∑
j=
(

n

∑
i=

a iλ i j)β j = ．

由于 {β� β� . . . � βm}是 V 的基，因此对任意 j = � � . . . �m，
n

∑
i=

a iλ i j = ．

因为 α ∈ U是任意的，所以可取 α = αk，则 α在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为
(� . . . � � 

k
� � . . . � )T．因此上式化为 λk j = ．这就证得 {E i j}线性无关．

其次证明，任意A ∈Lm×n均可由 {E i j}线性表出．
事实上，设A ∶U → V在U的基 {α� α� . . . � αn}与V的基 {β� β� . . . � βm}下的

矩阵为 A = (a i j)，即

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A．

考虑U到 V 的映射
A −

n

∑
i=

m

∑
j=

a jiE i j．

设 α ∈ U在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 a = (a� a� . . . � an)T，则

α = (α� α� . . . � αn)a．

因此
A (α) = (β� β� . . . � βm)Aa =

n

∑
i=

m

∑
j=

a ia jiβ j．

所以

(A −
n

∑
i=

m

∑
j=

a jiE i j)(α) = A (α) −
n

∑
i=

m

∑
j=

a jiE i j(α)

=
n

∑
i=

m

∑
j=

a ia jiβ j −
n

∑
i=

m

∑
j=

a jia iβ j = ．
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因此
A −

n

∑
i=

m

∑
j=

a jiE i j = O ∈Lm×n� 即 A =
n

∑
i=

m

∑
j=

a jiE i j．

这就证明，任意A ∈Lm×n均可由 {E i j}线性表出．
综上所述，{E i j ∣  ⩽ i ⩽ n�  ⩽ j ⩽ m}是Lm×n的基，从而 dimLm×n = mn． ∎
设A ∶U → V 与B∶V →W是线性映射．作为映射，可以定义映射A 与B的

乘积BA ∶U →W，即对任意 α ∈ U，

(BA )(α) =B(A (α))．

设 λ ∈ F，α� β ∈ U，则

(BA )(α + β) =B(A (α + β))�
(BA )(λα) =B(A (λα))．

由于映射A 与B是线性的，所以

(BA )(α + β) =B(A (α)) +B(A (β)) = (BA )(α) + (BA )(β)�
(BA )(λα) = λB(A (α)) = λ(BA )(α)．

所以BA ∶U →W是线性映射．
与映射的乘积相同，线性映射的乘积满足结合律，但交换律并不成立．即一般

地说，对线性映射A 与B，等式BA = A B不成立．

对零映射 O ∶U → V 与线性映射A ∶V →W，恒有AO = O，其中右端的 O 是U
到W的零映射．而对线性映射A ∶W → U，恒有 OA = O，其中右端的 O 是W到 V
的零映射．

作为集合，线性空间U到自身的单位映射记为 EU．容易验证，EU ∶U → U是线
性映射．并且对任意线性映射A ∶U → V，恒有 EVA = A = A EU．

利用线性映射的乘法所满足的结合律，可以定义 k个线性映射的乘积，k ⩾ ．
给定的 k个线性映射Ai ∶Vi− → Vi， ⩽ i ⩽ k，它们的乘积Ak⋯AA是线性空间 V

到 Vk的线性映射．特别地，当 k个线性映射Ai都是线性空间 V 到自身的同一个
线性映射A 时，则记

A k ∶= A A A⋯A A
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k个

．

A k是 V 到自身的线性映射，并称为A 的 k次幂．约定A 的零次幂A  = EV．设

多项式 f (λ) =
m
∑
i=

a iλ i，则记

f (A ) =
m

∑
i=

a iA
i �

它称为线性映射A 的多项式．
设 f (λ)� g(λ)� p(λ)� q(λ)是数域F上关于 λ的多项式，并且 f (λ)+g(λ) = p(λ)，

f (λ)g(λ) = q(λ)．容易验证，

f (A ) + g(A ) = p(A )� f (A )g(A ) = g(A ) f (A ) = q(A )．
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现在给出线性映射的和，纯量与线性映射的乘积以及线性映射乘积的矩阵

表示．设线性映射A ∶U → V与B∶U → V在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V的基 {β�

β� . . . � βm}下的矩阵分别为 A与 B，即

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A�
B(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)B�

其中 A = (a i j)�B = (b i j) ∈ Fm×n．于是对于任意 j = � � . . . � n，

A (α j) =
m

∑
k=

a jkβk� B(α j) =
m

∑
k=

b jkβk．

由A +B的定义，

(A +B)(α j) = A (α i) +B(α j) =
m

∑
k=

a jkβk +
m

∑
k=

b jkβk =
m

∑
k=
(a jk + b jk)βk．

因此
(A +B)(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)(A+ B)．

所以线性映射A +B在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βm}下
的矩阵分别为 A+ B．
对于 λ ∈ F，

(λA )(α j) = λA (α j) = λ
m

∑
k=

a jkβk =
m

∑
k=
(λa jk)βk．

因此
(λA )(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)(λA)．

所以线性映射 λA 在U的基 {α� α� . . . � αn}与V的基 β� β� . . . � βm下的矩阵

为 λA．
设线性映射A ∶U → V 在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βm}下

的矩阵为A，设线性映射B∶V →W在V的基 {β� β� . . . � βm}与W的基 {γ� γ� . . . �
γℓ}下的矩阵为 B．即

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A�
B(β� β� . . . � βm) = (γ� γ� . . . � γℓ)B�

其中 A = (a i j) ∈ Fm×n，B = (b jk) ∈ Fℓ×m．于是，

A (α j) =
m

∑
k=

a jkβk� B(βk) =
ℓ

∑
i=

bkiγ i．

因此

(BA )(α j) =B(A (α j)) =B(
m

∑
k=

a jkβk) =
m

∑
k=

a jkB(βk)

=
m

∑
k=

ℓ

∑
i=

a jkbkiγ i =
ℓ

∑
i=
(

m

∑
k=

a jkbki)γ i．

所以
(BA )(α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βℓ)(BA)．
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这表明，线性映射A 与B的乘积BA 的矩阵表示等于线性映射B的矩阵表

示 B与线性映射A 的矩阵表示 A的乘积．
最后讨论可逆的线性映射．设A ∶U → V是线性映射．如果作为映射，A 可逆，

则A 称为可逆的线性映射．关于可逆的线性映射，由

定理 5.3.2 设线性A ∶U → V 可逆，则 dimU = dimV．

证明 由于线性映射A 可逆，故由定理 5.1.3，A 是双射．又映射A 是线性的，

因此A 是U到V上的同构映射，即线性空间U与V同构．所以 dimU = dimV． ∎

定理 5.3.3 设线性映射A ∶U → V 可逆，则A 的逆映射是可逆线性映射．

证明 设B∶V → U是映射A ∶U → V 的逆映射．则B显然可逆，并且BA =
EU，A B = EV．

设 α̃� β̃ ∈ V，则存在唯一的 α� β ∈ U，使得A (α) = α̃，A (β) = β̃．因此，

B(α̃ + β̃) =B(A (α) +B(β)) =B(A (α + β))
= (BA )(α + β) = EU(α + β) = α + β
= EU(α) + EU(β) = (BA )(α) + (BA )(β)
=B(A (α)) +B(A (β)) =B(α̃) +B(β̃)�

B(λα̃) =B(λA (α)) =B(A (λα)) = (BA )(λα)
= EU(λα) = λα = λEU(α)
= λ(BA )(α) = λB(A (α)) = λB(α̃)�

其中 λ ∈ F．因此B∶V → U是线性映射． ∎

定理 5.3.4 设A ∶U → V 与B∶V →W是可逆线性映射．则乘积BA ∶U →W
是可逆线性映射．

证明 作为映射，A 与B可逆，因此由定理 5.1.5，BA 可逆．又映射，A 与B

是线性的，所以BA 是线性的．因此BA ∶U →W是可逆线性映射． ∎
现在给出可逆线性映射A ∶U → V 的逆映射B∶V → U的矩阵表示．
由于映射A 可逆，所以 dimU = dimV．设线性映射A 在U的基 {α� α� . . . �

αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βn}下的矩阵为 A，即

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βn)A．

设B∶V → U在 V 的基 {β� β� . . . � βn}与U的基 {α� α� . . . � αn}下的矩阵为 B，即

B(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)B．

因为BA = EU，A B = EV，因此，

(BA )(α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)BA = (α� α� . . . � αn)I(n)�
(A B)(β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)AB = (β� β� . . . � βn)I(n)．

所以 AB = I(n) = BA．即可逆线性映射A 的矩阵表示 A是可逆方阵，并且A 的逆

映射B的矩阵表示是方阵 A的逆方阵．以后记线性映射A 的逆映射为A −．
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习 题 5.3

1. 设 {ε� ε}是数域 F上 维行向量空间 F的基，线性映射A ∶F → F与B∶F → F分别

把 {ε� ε}映为 {ε� }与 {� ε}．证明A B = O，但BA = A．

2. 定义微商映射D∶F[x]→ F[x]如下：设 f (x) ∈ F[x]，则令D( f (x)) = f ′(x)，其中 f ′(x)是
f (x)的微商．定义积分映射S ∶F[x]→ F[x]如下：设 f (x) ∈ F[x]，则令

S ( f (x)) =
∫ x


f (t)dt．

证明映射D与S 是线性的，且D是满射，但不是单射；而S 是单射，但不是满射．求S D −DS．

3. 定义映射A ∶F[x] → F[x]如下，设 f (x) ∈ F[x]，则令A ( f (x)) = x f (x)．证明A 是线性

的．设D是微商映射．证明DA −A D是单位映射．

4. 设U与 V 分别是数域 F上m维与 n维线性空间．取定 α ∈ U．所有满足A (α) = 的线
性映射A ∶U → V 的集合记为 K．证明 K在线性映射的加法以及纯量与线性映射的乘法下成为
数域 F上的线性空间．求 dimK．

5. 设A ∶V → V 是数域 F上 n维线性空间 V 的线性映射．所有满足A B = O 的线性映射

B∶V → V 的集合记为 R．证明集合 R在线性映射的加法以及纯量与线性映射的乘法下成为数
域 F上的线性空间．选择适当的线性映射A，使得 dimR = ，或 n，或 n．

6. 设D∶F[x] → F[x]是微商映射，S ∶F[x] → F[x]是积分映射．确定映射DnS n与S nDn，

n = � � . . .．
7. 定义映射A ∶Fn[x]→ Fn[x]如下，设 f (x) ∈ Fn[x]，则令A ( f (x)) = f (x + )．证明，

A = E + D

!
+ D

!
+⋯ + Dn−

(n − )!
�

其中 E ∶Fn[x]→ Fn[x]是单位映射，D∶Fn[x]→ Fn[x]是微商映射．
8. 设 V 是数域 F上 n维线性空间．所有线性映射A ∶V → V 构成数域 F上 n维线性空间

记为U．取定A ∈ U．定义映射 PA ∶U → U如下：设 X ∈ U，则令 PA (X ) = A X．证明 PA 是线性

的．对映射 Q∶U → U，是否存在A ∈ U，使得 Q = PA？

§5.4 象 与 核

在本节中，恒假设U与 V 分别是数域 F上 n维与m维线性空间．

定义 5.4.1 设A ∶U → V 是线性映射．集合

ImA = {A (α) ∈ V ∣ α ∈ U}

称为U在A 下的象，或者A 的值域，也记为A (U)．集合

KerA = {α ∈ U ∣ A (α) =  ∈ V}

称为A 的核，也记为A −()．

定理 5.4.1 设A ∶U → V是线性映射，则U在A 下的象 ImA 是V的子空间，
而A 的核KerA 是U的子空间．

证明 因为A 是线性映射，因此A () = ，即  ∈ ImA，即 ImA 非空．
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设 α̃� β̃ ∈ ImA，则存在 α� β ∈ U，使得A (α) = α̃，A (β) = β̃．因此

A (α + β) = A (α) +A (β) = α̃ + β̃�
A (λα) = λA (α) = λα̃�

其中 λ ∈ F．所以 α̃ + β̃ ∈ ImA，λα̃ ∈ ImA．这就证明，ImA 是 V 的子空间．
其次由A () = 可知， ∈ KerA，故KerA 非空．

设 α� β ∈ KerA，则A (α) = ，A (β) = ．由于 A是线性映射，因此

A (α + β) = A (α) +A (β) = �
A (λα) = λA (α) = λ ⋅  = �

其中 λ ∈ F．所以 α + β ∈ KerA，λα ∈ KerA．这就证明，KerA 是U的子空间． ∎

定理 5.4.2 设A ∶U → V 是线性映射，则U模KerA 的商空间U/KerA 同构

于 ImA．

证明 设 α ∈ U所在的模KerA 的同余类为 α，显然 α = α +KerA．

定义映射 η∶U/KerA → ImA 如下：设 α ∈ U/KerA，则令 η(α) = A (α)．
设 β ∈ α，则 β = α + γ，γ ∈ KerA．因此

A (β) = A (α + γ) = A (α)．

这表明，映射 η的定义与同余类 α的代表元选取无关，因此映射 η有确切定义．
设 α� β ∈ U/KerA，且 η(β) = η(α)．则A (α) = A (β)，即A (α) −A (β) = ．因

为A 是线性的，因此A (α − β) = ．所以 α − β ∈ KerA．这表明，α = β，即映射 η是
单射．设 α∗ ∈ ImA，则存在 α ∈ U，使得A (α) = α∗．因此 η(α) = A (α) = α∗．这表
明映射 η是满射．从而 η是双射．
现在设 α� β ∈ U/KerA，则

η(α + β) = η(α + β) = A (α + β) = A (α) +A (β) = η(α) + η(β)�
η(λα) = η(λα) = A (λα) = λA (α) = λη(α)�

其中 λ ∈ F．这表明 η保持加法与数乘．
综上所述 η是U/KerA 到 ImA 上的同构映射． ∎
由定理 5.4.2以及定理 4.5.2与推论 4.8.1立即得到

定理 5.4.3 设A ∶U → V 是线性映射．则

dimU = dim ImA + dimKerA．

证明 由推论 4.8.1，

dim(U/KerA ) = dimU − dimKerA．

由定理 5.4.2和定理 4.5.2，

dim(U/KerA ) = dim ImA．

综合以上两式即得结论． ∎
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定义 5.4.2 设A ∶U → V 是线性映射，则 dim ImA 称为A 的秩，记为 ρ(A )；
而 dimKerA 称为A 的零度（nullity），记为 ν(A )．

定理 5.4.4 设A ∶U → V 是线性映射，并且 ρ(A ) = r．则存在U的基 {α� α�

. . . � αn}与 V 的基 {β� β� . . . � βm}，使得

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)(
I(r) 
 

)．

证明 因为 ρ(A ) = r，故由定理 5.4.3，

ν(A ) = dimKerA = n − r．

取KerA 的基 {αr+� αr+� . . . � αn}．因为KerA 是U的子空间，并且 dimU = n，
因此 {αr+� αr+� . . . � αn}可扩充为U的基 {α� α� . . . � αr� αr+� . . . � αn}．记

A (α j) = β j� (5.4.1)

其中 j = � � . . . � r．显然 r ⩽ dimV = m，并且 {β� β� . . . � βr} ⊆ ImA．设

λβ + λβ +⋯ + λrβr = �

其中 λ� λ� . . . � λn ∈ F．则

 = λβ + λβ +⋯ + λrβr = λA (α) + λA (α) +⋯ + λrA (αr)
= A (λα + λα +⋯ + λrαr)．

因此 λα + λα +⋯ + λrαr ∈ KerA．由于 {αr+� αr+� . . . � αn}是KerA 的基，所以

λα + λα +⋯ + λnαr = λr+αr+ + λr+αr+ +⋯ + λnαn．

即
λα + λα +⋯ + λrαr + (−λr+)αr+ + (−λr+)αr+ −⋯ + (−λn)αn = ．

因为 {α� α� . . . � αn}是U的基，所以

λ = λ = ⋯ = λr = ．

这就证明 {β� β� . . . � βr}线性无关．由于 ρ(A ) = dim ImA = r，因此 {β� β� . . . �
βr}是 ImA 的基．由于 ImA ⊆ V，所以 {β� β� . . . � βr}可扩充为 V 的基 {β� β�

. . . � βm}．由式 (5.4.1)以及 αr+� αr+� . . . � αn ∈ KerA 得到

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)(
I(r) 
 

)． ∎

定理 5.4.5 设 A是线性映射A ∶U → V 在U的基 {α� α� . . . � αn}与 V 的基
{β� β� . . . � βm}下的矩阵．则

rankA = dim ImA．

证明 由假设，

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A．
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考虑齐次线性方程组 Ax = 的解空间VA = {x ∈ Fn ∣ Ax = }，其中 Fn是数域 F
上 n维列向量空间．
设 α ∈KerA 在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 x ∈Fn．则A (α)在基 {β� β� . . . �

βm}下的坐标为 Ax．由于 α ∈ Ker(A )，故A (α) = ．因此 Ax = ，即 x ∈ VA．

于是定义映射 η∶KerA → VA如下：设 α ∈ U，且 α在基 {α� α� . . . � αn}下的坐
标为 x，则令 η(α) = x．
容易验证，η是KerA 到 VA上的同构映射．因此 ν(A ) = dimVA．由例 4.6.3，

ν(A ) = dimVA = n − rankA = dimU − rankA．

由定理 5.4.3，rankA = dim ImA． ∎
容易看出，线性映射A ∶U → V 为满射当且仅当 ImA = V．可以证明，

定理 5.4.6 线性映射A ∶U → V 为单射的充分必要条件是KerA = ．

证明 设A ∶U →V是单射，且 α ∈KerA．则A (α) = ，从而 α = ，即KerA = ．
反之设KerA = ．如果 α� β ∈U，且A (α) =A (β)，则A (α−β) = ，故 α−β ∈ KerA．

因此 α − β = ，即 α = β．所以A 为单射． ∎

定理 5.4.7 线性映射A ∶U → V 可逆的充分必要条件是

dimV = dimU 且 KerA = ．

证明 设线性映射A ∶U → V可逆，则由定理 5.1.3，A 是双射．因此 ImA = V．
且由定理 5.4.6，KerA = ．由定理 5.4.3即得

dimV = dim ImA = dimU．

反之设KerA = ，且 dimV = dimU．由定理 5.4.6，A ∶U → V 为单射．由定理
5.4.3，

dim ImA = dimU = dimV．

由于 ImA ⊆ V，故由 dimV = dim ImA 得到 ImA = V． ∎
利用线性映射的象与核的结论，可以处理矩阵在相抵下的标准形理论．为此

先证明

定理 5.4.8 设 A�B ∈ Fm×n相抵，则 rankA = rank B．

证明 设{α� α� . . . � αn}与{β� β� . . . � βm}分别是U与V的基．由定理 5.2.1，
存在线性映射A ∶U → V，使得

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A．

由定理 5.4.5，rankA = dim ImA．

因为矩阵 A与 B相抵，因此存在m阶与 n阶可逆方阵 P与 Q，使得 B = PAQ．
设

(α̃� α̃� . . . � α̃n) = (α� α� . . . � αn)Q�

(β� β� . . . � βm) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)P．
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显然 {α̃� α̃� . . . � α̃n}与 {β̃� β̃� . . . � β̃m}分别是U与 V 的基，并且

A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (A (α� α� . . . � αn))Q
= (β� β� . . . � βm)AQ = (β̃� β̃� . . . � β̃m)PAQ
= (β̃� β̃� . . . � β̃m)B．

这表明 B是线性A ∶U → V 在U的基 {α̃� α̃� . . . � α̃n}与 V 的基 {β̃� β̃� . . . � β̃m}下
的矩阵．因此由定理 5.4.5，

rank B = dim ImA = rankA． ∎

定理 5.4.9 设 A ∈ Fm×n，且 rankA = r．则矩阵 A相抵于矩阵

(
I(r) 
 

)．

证明 设{α� α� . . . � αn}与{β� β� . . . � βm}分别是U与V的基．由定理 5.2.1，
存在线性映射A ∶U → V，使得

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A．

由定理 5.4.5，rankA = dim ImA = r．
定理 5.4.4，存在U的基 {α̃� α̃� . . . � α̃n}与 V 的基 {β̃� β̃� . . . � β̃m}，使得

A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)(
I(r) 
 

)．

设 (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (α� α� . . . � αn)Q�

(β� β� . . . � βm) = (β̃� β̃� . . . � β̃m)P�

其中 P与 Q分别是m阶与 n阶可逆方阵．则

A (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (A (α� α� . . . � αn))Q = (β� β� . . . � βm)AQ
= (β̃� β̃� . . . � β̃m)PAQ．

因此

PAQ = (
I(r) 
 

)． ∎

由定理 5.4.8与定理 5.4.9立即得到，矩阵的秩是矩阵在相抵下的全系不变量．
应当指出，利用矩阵在相抵下的标准形理论，也可以证明前面提到的关于线性

映射的象与核的定理 5.4.3与定理 5.4.4．请读者自行证之，这里不拟赘述．
我们已经知道，给定 A ∈ Fm×n，取定数域 F上 n维线性空间U的基 {α� α� . . . �

αn}以及数域 F上m维线性空间 V 的基 {β� β� . . . � βm}，则存在线性映射A ∶U →
V，使得

A (α� α� . . . � αn) = (β� β� . . . � βm)A．

而且 ρ(A ) = rankA．因此我们可以利用有关线性映射A 的象 ImA 与核KerA 的

结论来论证有关矩阵的秩的命题．
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例 5.4.1 设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×p．证明

rank(AB) ⩽ min{rankA� rank B}．

证明 设 {α� α� . . . � αp}，{β� β� . . . � βn}与 {γ� γ� . . . � γm}依次是数域 F上
p维，n维与m维线性空间U�V 与W的基．由

B(α� α� . . . � αp) = (β� β� . . . � βn)B

与
A (β� β� . . . � βn) = (γ� γ� . . . � γm)A

分别确定线性映射B∶U → V 与A ∶V →W．于是线性映射A B∶U →W的矩阵记
为 AB，即

A B(α� α� . . . � αp) = (γ� γ� . . . � γm)AB．

考虑象 ImA 与 ImA B．显然 ImA B ⊆ ImA．因此 dim ImA B ⩽ dim ImA．

根据定理 5.4.5，
rankAB ⩽ rankA．

再考虑核KerB与KerA B．显然，KerB ⊆ KerA B．因此

dimKerB ⩽ dimKerA B．

由定理 5.4.3与定理 5.4.5，

dimKerB = p − dim ImB = p − rank B
⩽ dimKerA B = p − rankAB．

所以，
rankAB ⩽ rank B． ∎

例 5.4.2 设 A是数域 F上 n阶方阵．证明，

rankAn = rankAn+ = rankAn+ = ⋯．

证明 取数域 F上 n维线性空间 V 的一组基 {α� α� . . . � αn}，由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A

便确定 V 到自身的一个线性映射A ∶V → V．
考虑 V 到自身的线性映射序列A �A � . . . �A k� . . .．它们在基 {α� α� . . . � αn}

下的矩阵依次为 A�A� . . . �Ak� . . .．由定理 5.4.3与定理 5.4.5，

rankAk = n − dimKerA k． (5.4.2)

于是，为证明结论，只须证明，

dimKerA n = dimKerA n+ = dimKerA n+ = ⋯�

即
KerA n = KerA n+ = KerA n+ = ⋯．

这启发我们考察核序列
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KerA �KerA � . . . �KerA k� . . .．

首先证明
KerA ⊆ KerA  ⊆ ⋯ ⊆ KerA k ⊆ ⋯ ⊆ V． (5.4.3)

事实上，设 α ∈ KerA k，则A k(α) = ．因此A k+(α) = A (A k(α)) = A () = ．
所以 α ∈ KerA k+．于是KerA k ⊆ KerA k+，k = � � . . .．由此即得 (5.4.3)．
由 (5.4.3)得到

dimKerA ⩽ dimKerA  ⩽ ⋯ ⩽ dimKerA k ⩽ ⋯ ⩽ dimV = n．

因此必有某个正整数 k，使得

dimKerA k = dimKerA k+．

由于KerA k ⊆ KerA k+，因此，

KerA k = KerA k+．

现在证明KerA k+ = KerA k+．

设 α ∈KerA k+，则A k+(α)=A k+(A (α))= ．因此A (α) ∈KerA k+ =KerA k．

所以A k(A (α)) =A k+(α) = ．即 α ∈ KerA k+．因此KerA k+ ⊆ KerA k+．但是已

经证得KerA k+ ⊆ KerA k+，所以KerA k+ = KerA k+．

同理可证，KerA k+ = KerA k+，等等．于是得到，

KerA k = KerA k+ = KerA k+ = ⋯．

式 (5.4.3)中使上式成立的最小正整数仍记为 k，即

KerA ⫋ KerA  ⫋ ⋯ ⫋ KerA k− ⫋ KerA k = KerA k+ = ⋯ ⊆ V．

则
dimKerA < dimKerA  < ⋯ < dimKerA k− < dimKerA k = ⋯ ⩽ n．

因此 k ⩽ n．这表明，

KerA n = KerA n+ = KerA n+ = ⋯．

由式 (5.4.2)即得结论． ∎
对于 V 到自身的线性映射序列A �A � . . . �A k� . . .，如果考虑相应的象序列

ImA � ImA � . . . � ImA k� . . . �

可以给出例 5.4.2的另一证明．请读者自行证之．

例 5.4.3 设 A是数域 F上 n阶方阵．证明，存在数域 F上 n阶可逆方阵 P，使
得 PA是幂等方阵（即满足 (PA) = PA）．

证法 1 设 {α� α� . . . � αn}是数域 F上 n维线性空间 V 的基．由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A

可以确定 V 的一个线性映射A．



⋅ 204 ⋅ 第五章 线性变换 ¹

设 rankA = r，则由定理 5.4.3与定理 5.4.5，dimKerA = n − r．
设{βr+� . . . � βn}是核KerA 的基，它可以扩充为V的基{β� . . . � βr� βr+� . . . � βn}．
和定理 5.4.4的证明一样，可以证明，{A (β)� . . . �A (βr)}是象 ImA 的基．记

A (β j) = γ j．把 {γ� . . . � γr}扩充成V的基 {γ� . . . � γr� γr+� . . . � γn}．由定理 5.2.1，由

P (γ� γ� . . . � γn) = (β� β� . . . � βn)

可以确定一个可逆线性映射P ∶V → V．于是，当  ⩽ j ⩽ r时，

PA (β j) = P (A (β j)) = P (γ j) = β j�

(PA )(β j) = β j = PA (β j)�
而当 r +  ⩽ j ⩽ n时，

PA (β j) = P (A (β j)) = P () = �
(PA )(β j) =  = PA (β j)．

因此，
(PA ) = PA．

记
P (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)P．

因为P 是可逆线性映射，所以方阵 P是可逆的．因此，

PA (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)PA．

由于 (PA ) = PA，所以 (PA) = PA． ∎
证法 2 设 rankA = r，则存在 n阶可逆方阵 Q与 R，使得

QAR = (
I(r) 
 

)．

因此

RQA = R(QAR)R− = R(
I(r) 
 

)R−．

记 P = RQ．显然 n阶方阵 P可逆，并且 (PA) = PA． ∎

例 5.4.4 设U是数域 F上 n维线性空间U的 k维子空间，A ∶U → V 是线性
映射．记A (U) = {A (α) ∣ α ∈ U}．显然A (U)是 V 的子空间．证明，

dimA (U) ⩾ dimU − n + ρ(A )．

证明 考虑映射A ∣
U
∶U → A (U)如下：设 α ∈ U，则令A ∣

U
(α) = A (α)．

显然映射A ∣
U
是线性映射，它称为线性映射A 在子空间U上的限制．容易

验证，ImA ∣
U
= A (U)，且KerA ∣

U
= {α ∈ U ∣ A (α) = }．因此KerA ∣

U
⊆ KerA，

于是
dimKerA ∣

U
⩽ dimKerA．

由定理 5.4.3和定理 5.4.5，

dimU − dim ImA ∣
U
⩽ dimU − dim ImA．
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因此，

dimA (U) = dim ImA ∣
U
⩾ dimU − dimU + dim ImA

⩾ dimU − n + ρ(A )． ∎

习 题 5.4

1. 设D∶Fn[x] → Fn[x]是微商映射．求 ρ(A )与 ν(A )．等式 Fn[x] = ImD ⊕ KerD是否成

立？

2. 取
A = (

 −
− 

)．

定义线性映射A ∶C× → C×如下：设 X ∈ C×，则令A (X) = AX．求 ρ(X)．
3. 设A ∶V → V 是数域上 n维线性空间 V 到自身的线性映射，且 ρ(A ) = ρ(A )．证明

ImA ∩ KerA = ．

4. 设W是数域 F上 n维线性空间 V 到自身的所有线性映射构成的线性空间，A ∈W，且
ρ(A ) = k．定义线性映射TA ∶W →W如下：设X ∈W，则令TA (X ) =A X．求 ρ(TA )与 ν(TA )．

5. 设A ∶U → U是线性映射．证明存在线性映射B∶U → U，使得A B = ，且

ρ(A ) + ρ(B) = dimU．

6. 设A �B�C 是数域 F上 n维线性空间U到自身的线性映射．证明

ρ(A B) + ρ(BC ) ⩽ ρ(B) + ρ(A BC )．

7. 设A ∶U → U是线性映射，ρ(A ) = ．证明，存在唯一 λ ∈ F，使得A  = λA；而且当 λ ≠ 
时，EU −A 是可逆线性映射．

8. 设 V�V� . . . �Vn+是数域 F上有限维线性空间，V = Vn+ = ．设Ai ∶Vi → Vi+是线性映

射，i = � � � . . . � n．并且KerAi+ = ImAi，i = � � � . . . � n − ．证明，
n

∑
i=
(−)i dimVi = ．

9. 设A ∶F → F定义如下：对任意 (x� y� z) ∈ F，令A ((x� y� z)) = (� x + y� )．F中由向

量 ε = (� � )与 ε = (� � )生产的子空间分别记为U与 V．等式A (U ∩ V) = A (U) ∩A (V)
是否成立？

10. 设 A�B ∈ Fm×n．证明 rank(A+ B) = rankA+ rank B的充分必要条件是，存在数域 F上m
阶与 n阶可逆方阵 P与 Q使得

PAQ = (
I(r) 
 

)� PBQ = (
 
 I(s)

)�

其中 r = rankA，s = rank B，且 r + s ⩽ min{m� n}．
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§5.5 线性变换

本节恒假设 V 是数域 F上 n维线性空间．
我们知道，集合 S到自身的映射通常也称为集合 S的变换．因此线性映射

A ∶V → V 也称为线性空间 V 的线性变换．由于线性变换是线性映射的特例，所以
前面叙述的关于线性映射的结论对线性变换也成立．当然，由于线性变换是特殊

类型的线性映射，所以关于线性变换的结论也带有某种特殊性．这里只总结一下

那些带有特殊性的结论．首先考虑线性变换A ∶V → V 的矩阵表示．
设 {α� α� . . . � αn}是 V 的基．则A (α)�A (α)� . . . �A (αn) ∈ V．因此

A (α) = aα + aα +⋯ + anαn�

A (α) = aα + aα +⋯ + anαn�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
A (αn) = anα + anα +⋯ + annαn．

即

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

记 A = (a i j) ∈ Fn×n．则上式为

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A． (5.5.1)

方阵 A称为线性变换A ∶V → V 在基 {α� α� . . . � αn}下的矩阵．
数域 F上 n维线性空间 V 的所有线性变换集合记为Ln(V)．容易验证，

Ln(V)在线性变换（即线性映射）的加法与纯量和线性变换的乘法下成为数域F上
n维线性空间．数域 F上所有 n阶方阵集合记为 Fn×n．定义映射 η∶Ln(V)→ Fn×n

如下：设A ∈Ln(V)，且A 在 V的基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A，即式 (5.5.1)成
立，则令 η(A ) = A．
容易验证，映射 η是单射．并由式 (5.5.1)可以确定一个线性变换A ∈Ln(V)，

使得 η(A ) = A，即映射 η是一个满射．不但如此，映射 η是Ln(V)到 Fn×n上的同

构映射．

设 {β� β� . . . � βn}是 V 的另一组基，线性变换A ∶V → V 在基 {β� β� . . . � βn}
下的方阵为 B，即

A (β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)B． (5.5.2)

设基 {α� α� . . . � αn}到基 {β� β� . . . � βn}的过渡矩阵为 P，即
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(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)P� (5.5.3)

其中 P是数域 F上 n阶可逆方阵．于是

A (β� β� . . . � βn) = (A (α� α� . . . � αn))P．
由 (5.5.1)，得 = (α� α� . . . � αn)AP．
由 (5.5.3)，得 = (β� β� . . . � βn)P−AP． (5.5.4)

比较式 (5.5.2)与式 (5.5.4)，得到 B = P−AP．

定义 5.5.1 设 A�B ∈ Fn×n，如果存在 n阶可逆方阵 P ∈ Fn×n，使得

B = P−AP�

则方阵 A�B称为相似的．

于是我们得到：

定理 5.5.1 设A 是 V 上线性变换，则A 在 V 的不同基下的方阵是相似的．

反之，设 A�B ∈ Fn×n相似，基存在可逆方阵 P ∈ Fn×n，使得 B = P−AP．在数域
F上 n维线性空间 V 中取定基 {α� α� . . . � αn}，由式 (5.5.1)，可以确定线性变换
A ∶V → V．由式 (5.5.3)可以确定 V 的基 {β� β� . . . � βn}．于是由式 (5.5.4)，线性变
换A ∶V → V 在基 {β� β� . . . � βn}下的方阵记为 B = P−AP．这就证明，

定理 5.5.2 设 A ∈ Fn×n，则由式 (5.5.1)可以确定一个线性变换A ∶V → V．而
且相似的方阵是同一个线性变换在不同基下的方阵．

方阵之间的相似关系是集合 Fn×n中元素间的一种关系．容易验证，方阵之间

的相似关系具有如下的性质：

(1)自反性 对任意 A ∈ Fn×n，方阵 A与自身相似；
(2)对称性 设 A�B ∈ Fn×n相似，则 B�A相似；
(3)传递性 设 A�B�C ∈ Fn×n，且 A�B相似，B�C相似，则 A�C相似．
因此利用方阵之间的相似关系，可以把 Fn×n分类：彼此相似的方阵归在同一

个方阵类，而彼此不相似的方阵归在不同的方阵类．自然产生的问题是：

(1) 如何判定两个方阵是否同属于一个方阵类？也即方阵 A与 B相似的充分
必要条件是什么？

(2) 在每个方阵相似类中每个方阵类里如何选择一个方阵作为它的代表元？
当然，每个方阵相似类中每个方阵都可以作为这个方阵相似类的代表元，不过我们

总希望作为代表元的方阵具有某种特性．

这就是方阵在相似下的标准形问题．由定理 5.5.2可以看出，方阵在相似下的
标准形问题之一是，判断两个方阵所表示的线性变换是否相同；由定理 5.5.1可以
看出，方阵在相似下的标准形问题之二是，选择 V 的一组基，使得线性变换在这组
基下的方阵具有简单的形式．方阵在相似下的标准形理论是线性代数与矩阵论的

一个重要组成部分．在线性代数与矩阵论的教材中，处理方阵在相似下的
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标准形理论的方法多种多样，有的侧重用几何语言讲述，有的侧重用矩阵语言

讲述，各有千秋．在第 6章中将首先用几何方法导出方阵在相似下的标准形，然后
再用矩阵方法给出求矩阵在相似下的标准形的方法．当然在讲述方阵在相似下的

标准形理论之前，还需用几节的篇幅介绍一些准备知识．

现在转到可逆线性变换．所谓可逆线性变换A ∶V → V 是指线性空间 V 到自
身的可逆线性映射．设可逆线性变换A ∶V → V 在 V 的基 {α� α� . . . � αn}下的方
阵为 A，即

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A�

则 A可逆，并且A 的逆变换A −在同一组基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A−，即

A −(α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A−．

由定理 5.1.3，线性映射A ∶U → V 可逆的充分必要条件是A 为双射．对于线

性变换，条件可以减弱，即有

定理 5.5.3 设A ∶V → V 是线性变换，则下述三条件等价：
(1) 线性变换A 可逆； (2) KerA = ； (3) ImA = V．

证明 (1)Ô⇒ (2) 因为线性变换A 可逆，因此由定理 5.4.7，KerA = ．
(2)Ô⇒ (3) 设KerA = ，则由定理 5.4.3，dim ImA = dimV = n．由于 ImA ⊆

V，因此 ImA = V．
(3)Ô⇒ (1) 因为 ImA = V，故由定理 5.4.3，KerA = ，因此由定理 5.4.6，映射

A 是单射．而 ImA = V表明，映射A 是满射．所以A 是双射，从而线性变换A 可

逆． ∎

定理 5.5.4 线性变换A ∶V → V 可逆当且仅当线性变换A 把 V 的基变为 V
的基，即如果 {α� α� . . . � αn}是 V 的基，则 {A (α)�A (α)� . . . �A (αn)}是 V 的基．

证明 设线性变换A 可逆，且存在 λ� λ� . . . � λn ∈ F，使得

λA (α) + λA (α) +⋯ + λnA (αn) = ．

因为A 是线性的，所以

A (λα + λα +⋯ + λnαn) = ．

由于A 可逆，故由定理 5.5.3，KerA = ．因此 λα +⋯+ λnαn = ，但 α� . . . � αn

线性无关，所以
λ = λ = ⋯ = λn = ．

这就证明，A (α)�A (α)� . . . �A (αn)线性无关．
又因为 dimV = n，所以 {A (α)�A (α)� . . . �A (αn)}是 V 的基．
反之，设 {A (α)�A (α)� . . . �A (αn)}是V的基，α ∈ KerA，且 α = aα + aα +

⋯ + anαn，则
A (α) = aA (α) + aA (α) +⋯ + anA (αn) = ．

因为A (α)�A (α)� . . . �A (αn)线性无关，所以 a = a = ⋯ = an = ，即 α = ．因此
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KerA = ．由定理 5.5.3，线性变换A 可逆． ∎

习 题 5.5

1. 设线性变换A ∶C → C在基 {(� )� (� )}下的方阵为

(
 
 
)．

求A 在基 {(� )� (�−)}与 {(� )� (� )}下的方阵．
2. 设线性变换A ∶C → C在基 {(� � )� (� � )� (� � )}下的方阵为

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  −
− − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

求A 在基 {(� �−)� (�−� )� (−� � )}下的方阵．
3. 设数域 F上 n维线性空间 V 是子空间U与W的直和，则对任意 α ∈ V，存在唯一一对向

量 β与 γ，β ∈ U，γ ∈W，使得 α = β + γ．定义映射A ∶V → V如下：设 α ∈ V，则令A (α) = β．映射
A 称为 V 沿子空间W在U上的投影变换．证明

(1) 投影变换A 是线性变换；

(2) 线性变换B∶V → V 为投影变换当且仅当B为幂等变换，即B满足B =B；

(3) 线性变换B∶V → V 为投影变换当且仅当I −B为投影变换，其中I 是单位映射．

4. 设U = {(x� x) ∈ C ∣ x = x}，V = {(x� x) ∈ C ∣ x = }，V = {(x� x) ∈ C ∣ x = }．显
然，U，V与 V是C的子空间，并且C = U ⊕V = U ⊕V．设A ∶V → V与A ∶V → V分别是C

沿 V与 V在U上的投影变换．证明，AA = A，AA = A．

5. 证明线性变换A ∶V → V在V的基 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}下的方阵相等的充
分必要条件是，A 在基 {α� α� . . . � αn}下的方阵与基 {β� β� . . . � βn}到 {α� α� . . . � αn}的过渡
矩阵可交换．

6. 设A ∶V → V 是线性变换．证明存在 f (x) ∈ F[x]，使得 f (A ) = ．
7. 设 A�B�C与 D ∈ Fn×n．定义映射P ∶Fn×n → Fn×n如下：设 X ∈ Fn×n，则令

P (X) = AXB + CX + XD．

证明P 是线性变换，并且当 C = D = 时，P 可逆的充分必要条件是，方阵 A与 B可逆．
8. 设A ∶V → V 与B∶V → V 是幂等变换，即A  = A，B =B．证明：

(1) ImA = ImB的充分必要条件是A B =B，BA = A；

(2) KerA = KerB的充分必要条件是A B = A，BA =B．

9. 设A ∶V → V 是线性变换，且 k是正整数．证明 ImA k = ImA k的充分必要条件是 V =
ImA k ⊕ KerA k．

10. 设 A�B ∈ Fn×n相似．证明 AT与 BT相似，A与 B相似，并且当 A�B可逆时，A−与 B−也
相似．

11. 设 A ∈ Fn×n满足 A = ．证明，方阵 A相似于方阵

(
 Ar×(n−r)

 
)．

12. 证明秩为 r的幂等方阵 A（即 A满足 A = A）相似于

(
I(r) 
 

)．
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13. 设 A ∈ Cn×n，f (x)� g(x) ∈ C[x]，且 ( f (λ)� g(λ)) = ．证明，

rank f (A) + rank g(A) = n + rank f (A)g(A)．

§5.6 不变子空间

给定线性变换A ∶V → V．容易验证，如果U是 V 的子空间，则

A (U) = {A (α) ∣ α ∈ U}

是V的子空间．记V的所有子空间集合记为 S．定义映射 ηA ∶ S→ S如下：设U ∈ S，
则令

ηA (U) = A (U)．

映射 ηA 称为由线性变换A 诱导的映射．
值得关心的是这样的子空间，U它在映射 ηA 下仍映回到U，即

ηA (U) = A (U) ⊆ U．

定义 5.6.1 设A ∶V → V是线性变换，U是V的子空间．如果对任意 α ∈ U，均
有A (α) ∈ U，即A (U) ⊆ U，则U称为线性变换A 的不变子空间．

显然，对线性空间 V 自身，A (V) ⊆ V．因此 V 是线性变换A 的不变子空间．

同样，对V的零子空间 ，A () = ，因此零子空间 是线性变换A 的子空间．它们

称为A 的平凡不变子空间．除V本身与零子空间外，其它不变子空间称为A 的非

平凡不变子空间．

由于A (V) ⊆ V，故A (A (V)) ⊆A (V)，因此线性变换A 的象 ImA 是A 的不

变子空间．设 α ∈ KerA，则A (α) = ，因此A (A (α)) = ，所以A (α) ∈ KerA．因

此线性变换A 的核KerA 也是 A的不变子空间．

定理 5.6.1 线性变换A 的有限多个不变子空间之和是A 的不变子空间；A

的任意多个不变子空间之交是A 的不变子空间．

证明 设U�U� . . . �Uk是A 的 k个不变子空间，且 α ∈ U +U + ⋯ +Uk．则

存在 α j ∈ U j，使得 α = α + α +⋯ + αk．

由于U j是A 的不变子空间，因此A (α j) ∈ U j，所以

A (α) = A (α) +A (α) +⋯ +A (αk) ∈ U +U +⋯ +Uk．

因此U +U +⋯ +Uk是A 的不变子空间．

设 I是下标集合，{Uν ∣ ν ∈ I}是 V 的子空间集合，其中每个子空间Uν是A 的

不变子空间．设 α ∈ ⋂ν∈I Uν．则 α ∈ Uν，ν ∈ I．由于Uν是A 的不变子空间，因此

A (α) ∈ Uν，因此A (α) ∈ Uν，ν ∈ I．所以A (α) ∈ ⋂ν∈I Uν．因此⋂ν∈I Uν是A 的不变

子空间． ∎
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定理 5.6.2 设A 是 V 上的线性变换，U是A 的不变子空间．设 {α� α� . . . �
αk}是U的基．则A 在 V 的基 {α� α� . . . � αk� αk+� . . . � αn}下的方阵是准上三角
方阵．

证明 因为U是A 的不变子空间，所以对  ⩽ j ⩽ k，A (α j) ∈ U，由于 {α� α�

. . . � αk}是U的基，因此

A (α) = aα + aα +⋯ + akαk�

A (α) = aα + aα +⋯ + akαk�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
A (αk) = akα + akα +⋯ + akkαk．

而当 k +  ⩽ j ⩽ n时，由于 {α� α� . . . � αk� αk+� . . . � αn}为 V 的基，故

A (αk+) = ak+�α + ak+�α +⋯ + ak+�kαk + ak+�k+αk+ +⋯ + ak+�nαn�

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
A (αn) = an�α + an�α +⋯ + an�kαk + an�k+αk+ +⋯ + an�nαn．

因此

A (α� . . . � αn) = (α� . . . � αn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a ⋯ ak ak+� ⋯ an
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
ak ⋯ akk ak+�k ⋯ ank
 ⋯  ak+�k+ ⋯ an�k+
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ak+�n ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

． (5.6.1)
∎

定理 5.6.3 设线性映射A ∶V → V 在 V 的基 {α� α� . . . � αn}下的方阵是准上
三角的，即式 (5.6.1)成立．则由向量 α� α� . . . � αk生成的子空间U是A 的不变子

空间．

证明 由式 (5.6.1)，对于  ⩽ j ⩽ k，

A (α j) =
k

∑
ℓ=

a jℓαℓ．

因此，对任意 α = aα + aα +⋯ + akαk ∈ U，均有

A (α) = A (
k

∑
j=

a jα j) =
k

∑
j=

a jA (α j) =
k

∑
j=

k

∑
ℓ=

a ja jℓαℓ =
k

∑
ℓ=
(

k

∑
j=

a ja jℓ)α j．

所以A (α) ∈ U，即U是A 的不变子空间． ∎

定义 5.6.2 设U是线性变换A 的不变子空间．定义映射A ∣
U
∶U → U如下：

设 α ∈ U，则令A ∣
U
(α) = A (α)．映射A ∣

U
称为线性变换A 在不变子空间U上的

限制．

由于U是线性变换A 的不变子空间，因此对 α ∈ U，A (α) ∈ U，所以映射A ∣
U

是有意义的．由于A 是线性变换，因此A ∣
U
也是线性变换．定理 5.6.2说明，如
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果 {α� α� . . . � αk}是A 的不变子空间U的基，且A 在 V 的基 {α� α� . . . � αk� αk+�

. . . � αn}下的方阵是准上三角的，即

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)(
A A

 A
)� (5.6.2)

其中 A是 k阶方阵，则线性变换A ∣
U
在U的基 {α� α� . . . � αk}下的方阵即为 A．

现在考虑式 (5.6.2)中 n − k阶方阵 A的意义．

设U是线性变换A ∶V → V的不变子空间，V/U是V模U的商空间，V中向量
α所属模U的同余类记为 α．定义映射A ∣

V/U ∶V/U → V/U如下：设 α ∈ V/U，则令

A ∣
V/U(α) = A (α)．

注意，如果向量 β ∈ α，则存在向量 γ ∈ U，使得 β = α + γ．因此A (β) = A (α) +
A (γ)．由于U是A 的不变子空间，所以A (γ) ∈U．这表明，A (β)≡A (α) (mod U)，
也即A (β) =A (α)．因此映射A ∣

V/U的定义并不依赖于同余类 α的代表元的选取．
也就是说，映射A ∣

V/U 是有确切定义的．

映射A ∣
V/U 称为由线性变换A 诱导的商变换．

定理 5.6.4 记号同定理 5.6.2，且式 (5.6.2)成立．商变换A ∣
V/U是线性变换，并

且在基 {αk+� αk+� . . . � αn}下的方阵即为 A．

证明 设 α� β ∈ V/U，则 α + β = α + β．因此，

A ∣
V/U(α + β) = A ∣

V/U(α + β) = A (α + β) = A (α) +A (β)

= A ∣
V/U(α) +A ∣

V/U(β)．

设 λ ∈ F，α ∈ V/U，则 λα = λα．所以

A ∣
V/U(λα) = A ∣

V/U(λα) = A (λα) = λA (α) = λA (α) = λA ∣
V/U(α)．

因此A ∣
V/U 确实是线性变换．

设 λk+� λk+� . . . � λn ∈ F，使得 λk+αk+ + λk+αk+ +⋯ + λnαn = ．则

λk+αk+ + λk+αk+ +⋯ + λnαn = ．

因此， λk+αk+ + λk+αk+ +⋯ + λnαn ∈ U．

由于 {α� α� . . . � αk}是U的基，所以

λk+αk+ + λk+αk+ +⋯ + λnαn = λα + λα +⋯ + λkαk�

其中 λ� λ� . . . � λk ∈ F．因此

(−λ)α + (−λ)α +⋯ + (−λk)αk + λk+αk+ + λk+αk+ +⋯ + λnαn = ．

由于 {α� α� . . . � αk� αk+� . . . � αn}是V的基，所以 λk+ = λk+ =⋯ = λn = ．因此
αk+� αk+� . . . � αn ∈V/U线性无关．由推论推论 4.8.1，dimV/U = n−k，故 {αk+� αk+�

. . . � αn}是V/U的基．现在记式 (5.6.2)中的方阵为 A = (a i j)，则对任意 k+  ⩽ j ⩽ n，
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A (α j) =
n

∑
ℓ=

a jℓαℓ．

因此
A ∣

V/U(α j) = A (α j) =
n

∑
ℓ=

a jℓαℓ =
n

∑
ℓ=k+

a jℓαℓ�

最后一个等号成立是因为，当  ⩽ ℓ ⩽ k时，αℓ ∈ U，从而 αℓ = ．即

A ∣
V/U(αk+� αk+� . . . � αn) = (αk+� αk+� . . . � αn)A． ∎

应当指出，线性变换A ∶V →V的不变子空间U的补W（即W满足V =U⊕W）
不一定是A 的不变子空间．

定理 5.6.5 设U与W是线性变换A ∶V → V 的不变子空间，U ⊕W = V，
且 {α� . . . � αk}与 {αk+� . . . � αn}分别是U与W的基，则A 在 V 的基 {α� . . . � αk�

αk+� . . . � αn}下的方阵是准对角的，即有

A (α� . . . � αk� αk+� . . . � αn) = (α� . . . � αk� αk+� . . . � αn)(
A 
 A

)� (5.6.3)

其中 A与 A分别是 k阶与 n − k阶方阵．
反之，设 {α� α� . . . � αk� αk+� αk+� . . . � αn}是 V 的基，且A 在此基下的方阵是

准对角的，即式 (5.6.3)成立，则 V 中分别由 {α� α� . . . � αk}与 {αk+� αk+� . . . � αn}
生成的子空间U与W是A 的不变子空间，并且

A ∣
U
(α� α� . . . � αk) = (α� α� . . . � αk)A� (5.6.4)

A ∣
U
(αk+� αk+� . . . � αn) = (αk+� αk+� . . . � αn)A． (5.6.5)

证明 证明方法与定理 5.6.2、定理 5.6.3相同．请读者自己完成． ∎
在定理 5.6.5的条件下，线性变换A 记为

A = A ∣
U
⊕A ∣

W
�

并称线性变换A 分解为A ∣
U
与A ∣

W
的直和．

例 5.6.1 设线性变换A ∶V → V与B∶V → V可交换，即A B =BA．证明，线

性变换B的象 ImB与核KerB是线性变换A 的不变子空间．

证明 设 α ∈ ImB，则 α =B(β)，β ∈ V．因此A (α) =A B(β)．因为A 与B可

交换，所以
A (α) =BA (β) =B(A (β)) ∈ ImB�

即 ImB是A 的不变子空间．

设 α ∈ KerB，则B(α) = ．因此

B(A (α)) =BA (α) = A B(α) = A (B(α)) = A () = �

故A (α) ∈ KerB．所以KerB是A 的不变子空间． ∎

例5.6.2 设D∶Fn[x]→Fn[x]是微商变换，Fn[x]中由向量 � x� . . . � xk−生成的

子空间记为Fk[x]，其中正整数 k ⩾ ．证明Fk[x]是D的不变子空间，并求D∣Fk[x]
与



⋅ 214 ⋅ 第五章 线性变换 ¹

D∣Fn[x]/Fk[x]
分别在 Fk的基 {� x� . . . � xk−}与 Fn[x]/Fk[x]的基 {xk� xk+� . . . � xn−}

下的方阵．

证明 设 f (x) = a + ax +⋯ + ak−xk− ∈ Fk[x]，则

D( f (x)) = f ′(x) = a + ax +⋯ + (k − )ak−xk− ∈ Fk[x]．

因此 Fk[x]是D的不变子空间．由于D∣Fk[x]
(x j) = D(x j) = jx j−，j = � . . . � k − ，故

D∣Fk[x]
(� x� . . . � xk−) = (� x� . . . � xk−)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 
 ⋱
⋱ k − 



⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

所以D∣Fk[x]
在基 (� x� . . . � xk−)下的方阵为

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 
 ⋱
⋱ k − 



⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
k × k

．

当 k ⩽ j ⩽ n时，D∣Fn[x]/Fk[x]
(x j) = D(x j) = jx j− = jx j−．所以

D∣Fn[x]/Fk[x]
(xk� xk+� . . . � xn−) = (xk� xk+� . . . � xn−)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 k + 
 ⋱

⋱ n − 


⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

因此D∣Fn[x]/Fk[x]
在基 {xk� xk+� . . . � xn−}下的方阵为

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 k + 
 ⋱

⋱ n − 


⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
(n − k) × (n − k)

． ∎

注 Fn[x]中由向量 xk� xk+� . . . � xn−生产的子空间记为U．显然Fn[x]=Fk[x]⊕
U．由于 xk ∈ U，但D(xk) = kx k− ∉ U，因此 Fk[x]的补U不是D的不变子空间．

习 题 5.6

1. 设A ∶V → V与B∶V → V是线性变换，U是A 与B的不变子空间．证明U是A +B与

A B的不变子空间．如果A 可逆，则U也是A −的不变子空间．

2. 设U是线性变换A ∶V → V 的不变子空间．证明 Ũ = {α ∈ V ∣ A (α) ∈ U}也是A 的不变

子空间．

3. 设A ∶V → V 是线性变换， ≠ α ∈ V．证明，V 中由向量 α�A (α)� . . . �A k(α)� . . . 生成的
子空间U是A 的不变子空间．设 dimU = r，证明 {α�A (α)� . . . �A r−(α)}是U的基．求A ∣

U
在
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这组基下的方阵．

4. 设A ∶V → V 是线性变换，λ ∈ F．记

Vλ(A ) = {α ∈ V ∣存在某个正整数 k，使得 (A − λI )k(α) = }．

证明 Vλ(A )是 V 的子空间，而且是A 的不变子空间．

5. 设 V 是 n维复线性空间，A ∶V → V 是线性变换．证明 V 的每个子空间都是A 的不变子

空间的充分必要条件是A 为纯量变换，即A = λI，其中 λ ∈ C．
6. 设 V 是 维复线性空间，线性变换A ∶V → V 在基 {α� α}下的方阵为

(
 
 

)．

求线性变换A 的所有不变子空间．

7. 设 V 是区间 [� ]上所有连续实函数构成的实线性空间，U是 V 中所有偶函数构成的子
空间，W是 V 中所有奇函数构成的子空间．设A ∶V → V 是积分变换，即对任意 f (x) ∈ V，

A ( f (x)) =
∫ x


f (t)dt．

U与W是否是A 的不变子空间？

8. 设 λ� λ� . . . � λn是F中两两不等的 n个数，线性变换A ∶V → V在V的基 {α� α� . . . � αn}
下的方阵为 diag(λ� λ� . . . � λn)．求A 的不变子空间的个数．

§5.7 特征值与特征向量

在线性变换A ∶V → V 的所有不变子空间中，一维不变子空间是极为重要的．
设U是线性变换A 的一维不变子空间．显然U中任意一个非零向量 α都可以构
成U的基 {α}．由于U是A 的不变子空间，因此A (α) ∈U．所以A (α) = λα，λ ∈ F．
这就引出下面的定义．

定义 5.7.1 设A ∶V → V 是线性变换．如果存在非零向量 α ∈ V，以及纯量
λ ∈ F，使得

A (α) = λα�

则 λ称为线性变换A 的特征值，α称为线性变换A 的属于特征值 λ的特征向量．

定理 5.7.1 设线性变换A ∶V → V在V的基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A，向
量 α ∈ V 在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 x．则 α是线性变换A 的属于特征值 λ
的特征向量之充分必要条件为 x是齐次线性方程组 (λI(n) − A)x = 的非零解．

证明 必要性 设 α是线性变换A 的属于特征值 λ的特征向量，则A (α) =
λα．
记 x = (x� x� . . . � xn)T，即 α = (α� α� . . . � αn)x．由于A 在基 {α� α� . . . � αn}

下的方阵为 A，所以
A (α) = (α� α� . . . � αn)Ax．

由于A (α) = λα，因此 Ax = λx．即 (λI(n) − A)x = ．由于 α是A 的特征向量，故
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α ≠ ．从而 x ≠ ．因此 x是齐次线性方程组 (λI(n) − A)x = 的非零解．
充分性 设 x是 (λI(n) − A)x = 的非零解，则 Ax = λx．因此，

(α� α� . . . � αn)Ax = λ(α� α� . . . � αn)x．

所以 A(α) = λα．由于 x是非零的，因此 α是非零向量．所以 α是A 的属于特征值

λ的特征向量． ∎
定理 5.7.1说明，求线性变换A 的属于特征值 λ的特征向量 α的问题等价于求

齐次线性方程组 (λI(n)−A)x = 的非零解问题．显然齐次线性方程组 (λI(n)−A)x =
有非零解的充分必要条件是 det(λI(n) − A) = ．这就引出下面的定义．

定义 5.7.2 设 A ∈ Fn×n，则多项式 ϕ(λ) = det(λI(n) − A)称为方阵 A的特征多
项式．特征多项式 ϕ(λ)的根称为方阵 A的特征值．而方程组 Ax = λx的非零解 x
称为方阵 A的属于特征值 λ的特征向量．

按照定义 5.7.2，定理 5.7.1可以改述为

定理 5.7.2 设线性变换A ∶V → V在V的基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A，向
量 α ∈ V 在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 x．则

(1) 当且仅当 λ是方阵 A的特征值时，λ是线性变换A 的特征值；

(2) 当且仅当 x是方阵 A的属于特征值，λ的特征向量时 α是线性变换A 的属

于特征值 λ的特征向量．

由定理 5.7.2立即得到

定理 5.7.3 设数域 F上 n维线性空间 V 到自身的线性变换A 在 V 的基 {α�

α� . . . � αn}下的方阵为 A．则线性变换A 具有一维不变子空间U的必要与充分条
件是，方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)在数域 F中有根 λ．

证明 证明不难，请读者自己完成． ∎
我们知道，n次复系数多项式一定有 n个复根．因此，对 n维复线性空间 V，线

性变换A ∶V → V 的一维不变子空间恒存在．但是，由于 n次实系数多项式不一定
具有实根（尽管它的复根总存在），所以对 n维实线性空间，线性变换A ∶V → V 的
一维不变子空间并不是总存在的．所以在讨论一维不变子空间时，一定要注意线

性变换 V 的基域 F．
现在讨论方阵 A的特征多项式 ϕ(λ) = det(λI(n) − A)的性质．
记 n阶方阵 A = (a i j)，

A( i i ⋯ ik
j j ⋯ jk )

表示取自方阵 A的第 i� i� . . . � ik行与第 j� j� . . . � jk列组成的 k阶子式，其中  ⩽
i < i <⋯ < ik ⩽ n， ⩽ j < j <⋯ < jk ⩽ n．方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)的 n个特征值
分别记为 λ� λ� . . . � λn．

性质 5.7.1
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ϕ(λ) = λn − (a +⋯ + ann)λn− + ∑
⩽i<i⩽n

A( i i
i i )λ

n− +⋯

+ (−)k ∑
⩽i<i<⋯<ik⩽n

A( i i ⋯ ik
i i ⋯ ik )λ

n−k +⋯ + (−)n detA．

证明 这是 §2.5习题 6．也可如下证明之．容易看出，特征多项式 ϕ(λ)是 λ的
n次多项式，并且 n次项系数为 ．因此可设

ϕ(λ) = ϕ() + ϕ′()
!

λ + ϕ′′()
!

λ +⋯ + ϕ(n−)()
(n − )!

λn− + λn．

然后对行列式 det(λI(n) − A)求关于 λ的各阶导数，从而求出

ϕ(k)()
k!

�

k = � � � . . . � n − ，即可证明性质 5.7.1． ∎

性质 5.7.2 设 σ(x� x� . . . � xn)，. . .，σn(x� x� . . . � xn)是关于 x� x� . . . � xn的
基本对称多项式．则对任意 k = � � . . . � n，有

σk(λ� λ� . . . � λn) = ∑
⩽i<i<⋯<ik⩽n

A( i i ⋯ ik
i i ⋯ ik )．

证明 由于 λ� λ� . . . � λn是 n次多项式 ϕ(λ)的 n个根，因此由Viéta定理和性
质 5.7.1，即得性质 5.7.2． ∎
由性质 5.7.2，有

TrA = λ + λ +⋯ + λn� detA = λλ⋯λn．

性质 5.7.3 设 A是 n阶复方阵．则方阵 A可逆的充分必要条件是方阵 A的特
征值全不为零．

证明 这是 detA = λλ⋯λn的直接推论． ∎

性质 5.7.4 设方阵 A是准上三角的，即设

A = (
A A

 A
)�

其中 A与 A是子方阵．则方阵 A的特征多项式等于 A与 A的特征多项式的

乘积．

证明 由定义，方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)为

ϕ(λ) = det(λI(n) − A) = det(
λI(k) − A −A

 λI(n−k) − A
)

= det(λI(k) − A)det(λI(n−k) − A)．

其中 k是子方阵 A的阶数．显然，det(λI(k) −A)与 det(λI(n−k) −A)分别是子方
阵 A与 A的特征多项式． ∎

性质 5.7.5 设 A是上三角方阵，则方阵 A的对角元是方阵 A的特征值．

性质 5.7.6 相似的方阵具有相同的特征多项式，从而具有相同的特征值．



⋅ 218 ⋅ 第五章 线性变换 ¹

证明 设方阵 A与 B相似，则存在可逆方阵 P，使得 B = P−AP．因此，

det(λI(n) − B) = det(λI(n) − P−AP) = det P−(λI(n) − A)P
= det P− det(λI(n) − A)det P = det(λI(n) − A)． ∎

性质 5.7.6表明，方阵的特征值是方阵在相似下的不变量．但应当指出，它并不
是方阵在相似下的全系不变量，即特征值相同的方阵并不一定相似．例如方阵

A = (
 
 
)与 B = (

 
 
)

的特征值相同，但方阵 A与 B并不相似．
关于方阵的特征多项式，有下面的重要定理．

定理 5.7.4（Cayley-Hamilton定理）设 n阶方阵 A的特征多项式为

ϕ(λ) = λn + an−λn− +⋯ + aλ + a�

则
ϕ(A) = An + an−An− +⋯ + aA+ aI(n) = ．

证明 设方阵 λI(n) − A的附属方阵为 B．显然方阵 B的元素都是关于 λ的多
项式，且其次数不超过 n − ．因此可设 B = (b i j(λ))，其中

b i j(λ) = b(n−)i j λn− + b(n−)i j λn− +⋯ + b()i j λ + b
()
i j ．

所以方阵 B可以表为

B = λn−(b(n−)i j ) + λn−(b(n−)i j ) +⋯ + λ(b()i j ) + (b
()
i j )

= λn−Bn− + λn−Bn− +⋯ + λB + B�

其中 Bk = (b(k)i j )，k = � � � . . . � n − ．所以

(λI(n) − A)B = λnBn− + λn−(Bn− − ABn−) +⋯ + λ(B − AB) − AB．

另一方面，
(λI(n) − A)B = (det(λI(n) − A))I(n) = ϕ(λ)I(n)．

比较上面两式的两端系数，即得

Bn− = I(n)�
Bn− − ABn− = an−I(n)�

⋯⋯⋯⋯⋯
B − AB = aI(n)�
−AB = aI(n)．

上述各式依次乘以方阵 An�An−� . . . �A� I(n)，并相加，即得到

ϕ(A) = An + an−An− +⋯ + aA+ aI(n) = ． ∎

定义 5.7.3 设方阵A ∈Fn×n，且非零多项式 f (λ) ∈F[λ]．如果 f (A) = ，则 f (λ)
称为方阵 A的一个化零多项式．
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利用定义 5.7.3，Cayley-Hamilton定理可以叙述为：
方阵 A的特征多项式是方阵 A的一个化零多项式．

定义 5.7.4 方阵 A的所有化零多项式中次数最小的首一多项式称为方阵 A
的最小多项式，记为 dA(λ)，或 d(λ)．

考虑正整数集合

M = {deg f (λ) ∣ f (λ)为方阵 A的化零多项式}．

由于方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)是方阵 A的一个化零多项式，因此集合M ≠ ∅．
所以集合M中存在最小的正整数m，而且m是方阵 A的某个化零多项式 g(λ)的
次数．于是 d(λ) = a−g(λ)是方阵 A的最小多项式，其中 a是多项式 g(λ)的首项
系数．这表明，任意一个方阵 A的最小多项式均存在．
关于最小多项式，以下性质成立．

性质 5.7.7 方阵 A的最小多项式 d(λ)整除方阵 A的任一化零多项式 f (λ)．
特别 d(λ)整除方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)．

证明 由 Euclid长除法，存在 q(λ)� r(λ) ∈ F[λ]，使得 f (λ) = q(λ)d(λ) + r(λ)，
其中 deg r(λ) < deg d(λ)．
如果 r(λ) ≠ ，则 f (A) = q(A)d(A)+ r(A)．由于 f (λ)与 d(λ)均是方阵 A的化

零多项式，因此 f (A) = d(A) = ．所以 r(A) = ．这说明，f (λ)是方阵 A的化零多
项式，且 deg r(λ) < deg d(λ)．这与 d(λ)关于次数的最小性相矛盾．因此 r(λ) = ，
即 d(λ)整除方阵 A的化零多项式 f (λ)． ∎

性质 5.7.8 方阵 A的最小多项式 d(λ)存在且唯一．

证明 前面已经证明方阵 A的最小多项式的存在性．现在证明唯一性．
设 d(λ)� d(λ)是方阵 A的最小多项式，则 d(λ)� d(λ)是方阵 A的化零多项

式．由性质 5.7.7，d(λ) ∣ d(λ)，d(λ) ∣ d(λ)．而 d(λ)� d(λ)是首一多项式，所以
d(λ) = d(λ)． ∎

性质 5.7.9 相似的方阵具有相同的最小多项式．

证明 设方阵 A与 B相似，即存在可逆方阵 P，使得 B = P−AP．设方阵 A的最
小多项式为

dA(λ) = a + aλ +⋯ + ak−λk− + λk�

则 dA(A) = aI + aA+⋯ + ak−Ak− + Ak = ．
因此， dA(B) = aI + aB +⋯ + ak−Bk− + Bk

= aP−P + aP−AP +⋯ + ak−P−Ak−P + P−AkP
= P−(aI + aA+⋯ + ak−Ak− + Ak)P
= P−dA(A)P = ．

所以 dA(λ)是方阵 B的化零多项式．
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由性质 5.7.7，方阵 B的最小多项式 dB(λ) ∣ dA(λ)．同样有，dA(λ) ∣ dB(λ)．由于
dA(λ)与 dB(λ)都是首一多项式，故 dA(λ) = dB(λ)． ∎
性质 5.7.9说明，方阵的最小多项式是方阵在相似下的不变量．应当指出，方阵

的最小多项式并不是方阵在相似下的全系不变量，即具有相同的最小多项式的方

阵并不一定相似．在习题中有这方面的例子．

定理 5.7.5 纯量 x ∈ F为方阵 A的最小多项式 d(λ)的根的充分必要条件是，c
是方阵 A的特征值．

证明 设 d(c) = ，则 d(λ) = (λ − c)q(λ)，其中 deg q(λ) < deg d(λ)．
由 d(λ)关于次数的最小性，q(A) ≠ ．因此必有列向量 x，使得 q(A)x ≠ ．取

y = q(A)x．因为 d(A) = (A− cI(n))q(A) = ，所以

(A− cI(n))y = (A− cI(n))q(A)x = d(A)x = ．

因此 Ay = cy．这表明，c方阵 A的特征值．
反之，设 c是方阵A的特征值，则存在列向量 x ≠ ，使得Ax = cx．于是A jx = c jx．

因此，如果设 d(x) = a + aλ +⋯ + ak−λk− + λk，则

d(A)x = aI(n)x + aAx +⋯ + ak−Ak−x + Akx
= ax + acx +⋯ + ak−ck−x + ckx
= d(c)x．

由于 d(A) = ，故 d(c)x = ．但 x ≠ ，因此 d(c) = ．这表明，c是方阵 A的最
小多项式的根． ∎
现在转到线性变换A ∶V → V．我们知道，同一个线性变换A 在不同基下的方

阵是相似的．而相似方阵的特征多项式相同．于是可以引进如下的定义．

定义 5.7.5 设线性变换A ∶V → V在V的基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A，则
方阵 A的特征多项式称为线性变换A 的特征多项式．

关于线性变换，相应的Cayley-Hamilton定理成立，即有

定理 5.7.6 设 ϕ(λ)是线性变换A 的特征多项式，则 ϕ(A ) = O．

定义 5.7.6 设A ∶V →V是线性变换，且非零多项式 f (λ) ∈ F[λ]．如果 f (A ) =
，则 f ((λ))称为线性变换A 的化零多项式．

于是定理 5.7.6可以叙述为：
线性变换A 的特征多项式 ϕ(λ)是线性变换A 的一个化零多项式．

定义 5.7.7 线性变换A 的所有化零多项式中次数最小的首一多项式称为线

性变换A 的最小多项式．

和方阵的情形相仿，容易证明，线性变换A 的最小多项式整除线性变换A 的

化零多项式．而且线性变换A 的最小多项式存在且唯一．

定理 5.7.7 设线性变换A ∶V → V在V的基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A，则
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线性变换A 的最小多项式等于方阵 A的最小多项式．

证明 考虑线性变换 d(A )∶V → V．显然，d(A )在基 {α� α� . . . � αn}下的方
阵为 d(A)．由于 d(λ)是方阵 A的最小多项式，因此 d(A) = ．于是线性变换 d(A )
是零变换．所以 d(λ)是线性变换 A的化零多项式．因此线性变换A 的最小多项

式 d̃(λ) ∣ d(λ)．
反之，线性变换 d̃(A )∶V → V 在基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 d̃(A)．由于

d̃(A )是零变换，所以 d̃(A) = ．因此 d̃(λ)是方阵 A的化零多项式．这表明，方阵
A的最小多项式 d(λ) ∣ d̃(λ)．
由于 d̃(λ)与 d(λ)都是首一多项式，所以 d̃(λ) = d(λ)． ∎
和定理 5.7.5相平行的结论是

定理 5.7.8 纯量 x ∈ F为线性变换A 的最小多项式 d(λ)的根的充分必要条
件是，c是线性变换A 的特征值．

例 5.7.1 设 A与 B是 n阶复方阵，则方阵 AB与 BA的特征多项式相同．

证明 只需证明，

det(λI(n) − AB) = det(λI(n) − BA)． (5.7.1)

这是例 3.3.3．这里另给一个证明．
设 rankA = r，并且方阵 A幂等，即 A = A．由 §5.5习题 12，存在可逆方阵 P，使

得

A = P−(
I(r) 
 

)P．

因此，

det(λI(n) − AB) = det
⎛
⎝
λI(n) − P−(

I(r) 
 

)PBP−P
⎞
⎠

= det
⎛
⎝
λI(n) − (

I(r) 
 

)PBP−
⎞
⎠
�

det(λI(n) − BA) = det
⎛
⎝
λI(n) − P−PBP−(

I(r) 
 

)P
⎞
⎠

= det
⎛
⎝
λI(n) − PBP−(

I(r) 
 

)
⎞
⎠
．

记

PBP− = (
B B

B B
)�

其中 B是 r阶子方阵．则

det(λI(n) − AB) = det
⎛
⎝
λI(n) − (

B B

 
)
⎞
⎠
= λn−r det(λI(r) − B)�
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det(λI(n) − BA) = det
⎛
⎝
λI(n) − (

B 
B 

)
⎞
⎠
= λn−r det(λI(r) − B)．

因此式 (5.7.1)成立．
对任意方阵 A，由例 5.4.3，存在可逆方阵 P，使得 PA为幂等方阵．而

det(λI(n) − AB) = det(λI(n) − PA ⋅ BP−)
由上面的证明， = det(λI(n) − BP− ⋅ PA) = det(λI(n) − BA)．

因此式 (5.7.1)对任意方阵 A成立． ∎
注 一般地说，方阵 BA与 AB的最小多项式不一定相同．例如，设

A = (
 
 
)� B = (

 −
 

)．

则

AB = � BA = (
− −
 

)．

方阵 AB的特征多项式（也是方阵 BA）的特征多项式为 det(λI()−AB) = λ．因
此方阵 AB的最小多项式 dAB(λ) ∣ λ．所以 dAB(λ) = λ，或 λ．将方阵 AB代入 λ，即
知 dAB(λ) = λ．同样，方阵 BA的最小多项式 dBA(λ) ∣ λ，故 dBA(λ) = λ，或 λ．因为
BA ≠ ，故 dBA(λ) = λ．因此 AB与 BA的最小多项式并不相等．
作为方阵的特征多项式与化零多项式的一个简单应用，这里介绍求逆方阵的

一种方法．我们知道，可逆方阵 A的行列式 detA ≠ ，因此方阵 A的特征多项式

ϕ(λ) = λn + aλn− +⋯ + an−λ + an

的常数项 an = (−)n detA ≠ ．反之亦然．由Cayley-Hamilton定理，

ϕ(A) = An + aAn− +⋯ + an−A+ anI(n) = ．

所以，
A(− 

an
(An− + aAn− +⋯ + an−I(n))) = I(n)．

因此，
A− = − 

an
(An− + aAn− +⋯ + an−I(n))．

例 5.7.2 设

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
  
−  −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

求 A−．

解 方阵 A的特征多项式为

ϕ(λ) = det(λI() − A) = λ − λ + λ − ．

因此，
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A− = 

(A − A+ I()) =




⎛
⎜⎜⎜
⎝

−  −
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
． ∎

例 5.7.3 设 n阶方阵 A为

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 
  ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

求 A−．

解 所有元素全为 的 n阶方阵记为 J(n)．则 A = J(n) − I(n)．显然，J(n) = nJ(n)．
所以 f (λ) = λ − nλ是方阵 J(n)的化零多项式．由 Euclid长除法，

λ − nλ = (λ − )(λ − (n − )) − (n − )．

因此，
(J(n) − I(n))(J(n) − (n − )I(n)) − (n − )I(n) = ．

所以，
A( 

n − 
(J(n) − (n − )I(n))) = I(n)．

因此，
A− = 

n − 
(J(n) − (n − )I(n))． ∎

习 题 5.7

1. 求下列方阵的特征多项式，特征值，和属于每个特征值的特征向量：

(1)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
 − 
−  −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

(3)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a aa ⋯ aan
aa a ⋯ aan

. . . . . . . . .
ana ana ⋯ an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (4)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an−
an− a ⋯ an−

. . . . . . .
a a ⋯ a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

2. 设 n阶可逆方阵 A的特征值为 λ� λ� . . . � λn．求逆方阵 A−的特征值．
3. 设 n阶方阵 A的特征值为 λ� λ� . . . � λn，且 f (λ)是关于 λ的多项式．证明方阵 f (A)的特

征值为 f (λ)� f (λ)� . . . � f (λn)．特别，当 f (λ) = λ时，方阵 A的特征值为 λ � λ� . . . � λn．
4. 证明，方阵 A的属于不同特征值的特征向量线性无关．
5. 设 α� α� . . . � αm是方阵 A的分别属于特征值 λ� λ� . . . � λm的特征向量，并且 α+α+⋯+

αm也是方阵 A的特征向量．证明 λ = λ = ⋯ = λm．
6. 满足 Ak = 的方阵称为幂零方阵，其中 k是正整数．证明，方阵 A为幂零的充分必要条

件是，方阵 A的特征值全为零．
7. 设 A与 B为 n阶复方阵，且方阵 A的特征多项式为 ϕ(λ)．证明，方阵 ϕ(B)可逆的充分必

要条件是，方阵 A与 B没有公共特征值．
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8. 设 A与 B为 n阶复方阵．则关于未知方阵 X的方阵方程 AX = XB只有零解的充分必要
条件是，方阵 A与 B没有公共特征值．

9. 设 A�B为 n阶方阵．定义映射PA�B ∶Fn×n → Fn×n如下：设 X ∈ Fn×n，则令PA�B(X) = AX−
XB．显然PA�B是 Fn×n到自身的线性变换．证明，线性变换PA�B可逆的充分必要条件是，方阵 A
与 B没有公共的特征值．

10. 证明，方阵 A的最小多项式为 d(λ) = λ − a的充分必要条件是，方阵 A = aI(n)．
11. 证明，准对角方阵的最小多项式等于每个对角块的最小多项式的最小公倍式．

12. 求下列方阵的最小多项式．

(1)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  −
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
−  −
−  −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (3)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

 ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮
 ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

13. 求下列方阵的特征多项式与最小多项式．

(1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 
⋱ ⋱

 
a ⋯ an− an−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (2)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
− −  
− −  
  − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

14. 举例说明，不相似的方阵可以具有相同的特征多项式与最小多项式．

15. 求 阶方阵 A，使得方阵 A的最小多项式是 λ．
16. 取方阵 A ∈ Cn×n．定义映射A ∶Cn×n → Cn×n如下：设 X ∈ Cn×n，则令A (X) = AX．证明

线性变换A 的最小多项式等于方阵 A的最小多项式．
17. 设A ∶V → V 是线性变换，且U�U� . . . �Uk是线性变换A 的不变子空间，

V = U ⊕U ⊕⋯⊕Uk．

证明线性变换A 的最小多项式等于A ∣
V
�A ∣

V
� . . . �A ∣

Vk
的最小多项式的最小公倍式．

18. 设 n阶复方阵 A满足 Ak = ，k是正整数．求方阵 I(n) − A的逆方阵．
19. 设 n阶复方阵 A满足 A = aA，a ≠ ，且 detA = ．求方阵 I(n) − A的逆方阵．
20. 设 n阶复方阵 A为

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a( − a) −aa ⋯ −aan
−aa a( − a) ⋯ −aan

. . . . . . . . . . . . . .
−ana −ana ⋯ an( − an)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

当 a� a� . . . � an满足什么条件时，方阵 A可逆？并且 A可逆时，求逆方阵 A−．
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§5.8 特征子空间

本节继续讨论线性变换A ∶V → V 的特征值与特征向量．

定义 5.8.1 设 λ是线性变换A ∶V → V 的特征值．属于 λ的所有特征值以
及零向量构成的集合记为 Vλ，即

Vλ = {α ∈ V ∣ A (α) = λα}．

集合 Vλ 称为属于特征值 λ的特征子空间．

容易验证，特征子空间 Vλ 确实是 V 的子空间．不但如此，还可证明，

定理 5.8.1 特征子空间 Vλ 是线性变换A 的不变子空间．

证明 设 α ∈ Vλ，则A (α) = λα．因此

A (A (α)) = λA (α)�

所以A (α) ∈ Vλ．因此 Vλ 是A 的不变子空间． ∎

定义 5.8.2 特征子空间 Vλ 的维数m称为线性变换A 的特征值 λ的几何
重数．而A 的特征多项式 ϕ(λ)的根 λ的重数称为特征值 λ的代数重数．

定理 5.8.2 线性变换A 的特征值 λ的几何重数不超过它的代数重数．

证明 设A 的特征值 λ的几何重数为m，即 dimVλ = m，并且 {α� α� . . . �
αm}是Vλ的基，而 {α� . . . � αm � αm+� . . . � αn}为V的基．由于 α j ∈Vλ，故A (α j) =
λα j，j = � � . . . �m．所以，

A (α� . . . � αm � αm+� . . . � αn) = (α� . . . � αm � αm+� . . . � αn)(
A A

 A
)�

其中 A = λI(m)．因此方阵 A的特征多项式

ϕ(λ) = det(λI(n) − A) = (λ − λ)m det(λI(n−m) − A)．

由于线性变换A 的特征多项式等于方阵 A的特征多项式，所以特征值 λ的几何
重数不超过 λ的代数重数． ∎
现在假定线性变换A 的全部互异的特征值为 λ� λ� . . . � λt，它们的代数重数

依次为 e� e� . . . � et，其中 e j ⩾ ．且 e + e +⋯+ et = n = dimV．即设A 的特征多项

式为
ϕ(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t．

线性变换A 的属于特征值 λ� λ� . . . � λt的特征子空间依次记为 Vλ �Vλ � . . . �Vλ t．

定理 5.8.3 特征子空间 Vλ �Vλ � . . . �Vλ t 的和 Vλ + Vλ +⋯ + Vλ t 是直和．

证明 设 α ∈ Vλ + Vλ +⋯ + Vλ t，则存在 α j ∈ Vλ j，使得 α = α + α +⋯ + αt．假

设另有 β j ∈ Vλ j，使得 α = β + β +⋯ + βt．记 γ j = α j − β j ∈ Vλ j．则显然有
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γ + γ +⋯ + γt = ． (5.8.1)

由于 γ j ∈ Vλ j，故A (γ j) = λ jγ j．因此由 (5.8.1)，

A (γ + γ +⋯ + γt) = λγ + λγ +⋯ + λtγt = ．

再依次用线性变换A � . . . �A t−作用于式 (5.8.1)，得到方程组
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ + γ +⋯ + γt = �
λγ + λγ +⋯ + λtγt = �
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

λt− γ + λt− γ +⋯ + λt−t γt = ．

(5.8.2)

在 V 中取一组基 {ε� ε� . . . � εn}．设 γ j在这组基下的坐标为 (x j� x j� . . . � xn j)T．将
式 (5.8.2)写出第 i个坐标分量形式，得到

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x i + x i +⋯ + x i t = �
λx i + λx i +⋯ + λtx i t = �
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

λt−
 x i + λt− x i +⋯ + λt−t x i t = ．

(5.8.3)

由于 λ� λ� . . . � λt两两不同，所以方程组 (5.8.3)的系数行列式
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

  ⋯ 
λ λ ⋯ λt
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

λt− λt− ⋯ λt−t

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

≠ ．

因此诸 x i j = ，即 γ j的坐标为零，所以 γ j = ．从而 α j = β j．这表明，和Vλ+Vλ+⋯+Vλ t

中每个向量 α表成 Vλ �Vλ � . . . �Vλ t 的向量之和的方式是唯一的．因此

Vλ + Vλ +⋯ + Vλ t = Vλ ⊕ Vλ ⊕⋯⊕ Vλ t． ∎

定义 5.8.3 如果存在线性空间 V 的一组基，使得线性变换A ∶V → V 在这组
基下的方阵是对角方阵，则线性变换A 称为可对角化的．

定理 5.8.4 设 λ� λ� . . . � λt是线性变换A ∶V → V 的全部不同的特征值，则线
性变换A 可对角化当且仅当每个不同特征值 λ j的几何重数等于它的代数重数．

证明 设线性变换A 是可对角化的，则存在 V 的基 {α� α� . . . � αn}，使得

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A� (5.8.4)

其中 A是对角方阵，记 A = diag(a� a� . . . � an)．
由式 (5.8.4)，A (α j) = a jα j，即 a� a� . . . � an是线性变换A 的特征值．适当调整

基向量 α� α� . . . � αn的次序，可设

A = diag(λI(e)� λI(e)� . . . � λt I(e t))．

于是线性变换A 的特征多项式为
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ϕ(λ) = det(λI(n) − A) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t．

即特征值 λ j的代数重数为 e j，j = � � . . . � t．
另一方面，由式 (5.8.4)，对于  ⩽ i ⩽ e j， ⩽ j ⩽ t，有

A (αe+⋯+e j−+i) = λ jαe+⋯+e j−+i �

其中约定 e = ，因此 αe+⋯+e j−+i ∈ Vλ j，i = � � . . . � e j．所以 dimVλ j ⩾ e j．
由定理 5.8.2，dimVλ j ⩽ e j．从而 e j = dimVλ j，j = � � . . . � t．
反之，设每个特征值 λ j的几何重数等于它的代数重数．由定理 5.8.3，

V = Vλ ⊕ Vλ ⊕⋯⊕ Vλ t．

取特征子空间 Vλ j 的基为 {αe+⋯+e j−+� . . . � αe+⋯+e j−+e j}，则 {α� α� . . . � αn}是 V 的
基．于是

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)diag(λI(e)� λI(e)� . . . � λt I(e t))．

即线性变换A 是可以对角化的． ∎

定义 5.8.4 设A ∶V → V 是线性变换，{α� α� . . . � αn}是 V 的基．如果每个基
向量 α i都是A 的特征向量，则 {α� α� . . . � αn}称为完全特征向量组．

定理 5.8.5 线性变换A 可对角化的当且仅当A 存在一组完全特征向量组．

证明 设线性变换A 可对角化，则存在 V 的基 {α� α� . . . � αn}，使得

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)diag(λ� λ� . . . � λn)．

因此A (α j) = λ jα j，即每个基向量 α j都是A 的特征向量．

反之，设 {α� α� . . . � αn}是完全特征向量组，则 {α� α� . . . � αn}是 V 的基，并
且A (α j) = λ jα j．因此

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)diag(λ� λ� . . . � λn)．

所以线性变换A 可对角化． ∎

例 5.8.1 证明，任意 n阶复方阵 A都相似于上三角方阵．

证明 对方阵 A的阶数 n用归纳法．当 n = 时，阶方阵即是上三角方阵，因
此结论成立．假设结论对 n − 阶方阵成立．下面证明结论对 n阶方阵成立．
设 λ是方阵 A的特征值，α ∈ Cn是方阵 A的属于特征值 λ的特征向量．设

{α� α� . . . � αn}是 n维复列向量空间Cn的基．因为 Aα j ∈ Cn，j ⩾ ，故

Aα j = b jα + b jα +⋯ + b jnαn．

又A α = λα．所以

A(α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ b ⋯ bn
 b ⋯ bn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 bn ⋯ bnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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=∶ (α� α� . . . � αn)(
λ β
 A

)． (5.8.5)

其中 β = (b� b� . . . � bn)．
由归纳假设，存在 n − 阶可逆方阵 Q，使得 Q− AQ = B是上三角方阵．把

A = QBQ− 代入式 (5.8.5)，得到

A(α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)(
λ β
 QBQ−

)

= (α� α� . . . � αn)(
 
 Q

)(
λ βQ

 B
)(

 
 Q−

)．

因为 α� α� . . . � αn线性无关，所以方阵 P = (α� α� . . . � αn)可逆．因此

A = P(
 
 Q

)(
λ βQ

 B
)(

 
 Q

)
−

P−．

由于Q可逆，所以方阵 diag(�Q)可逆，从而 R = P diag(�Q)可逆．因此方阵 A相
似于上三角方阵

(
λ βQ

 B
)． ∎

例 5.8.2 证明，秩为 r的 n阶幂等复方阵 A（即满足 A = A）相似于对角方阵

(
I(r) 
 

)．

先用矩阵方法证明之．

证法 1 因为 rankA = r，故存在可逆方阵 P与 Q，使得

A = P(
I(r) 
 

)Q．

由于 A = A，故
P(

I(r) 
 

)QP(
I(r) 
 

)Q = P(
I(r) 
 

)Q．

因此，

(
I(r) 
 

)QP(
I(r) 
 

) = (
I(r) 
 

)．

设

R = QP = (
R R

R R
)�

其中 R为 r阶子方阵．则由上式得到，R = I(r)．因此，

Q = (
I(r) R

R R
)P−．

所以，
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A = P(
I(r) R

 
)P− = P(

I(r) −R

 I(n−r)
)(

I(r) 
 

)(
I(r) R

 I(n−r)
)P−．

记

T = P(
I(r) −R

 I(n−r)
)．

则 T可逆，并且
A = T(

I(r) 
 

)T−． ∎

证法 2 因为方阵 A满足 A = A，所以 f (λ) = λ − λ是方阵 A的化零多项式．
因此方阵 A的最小多项式 d(λ)的次数只能是 或 ．并且由于 d(λ) ∣ f (λ)，故 d(λ)
只能是 λ，或 λ − ，或 λ(λ − )．
如果 d(λ) = λ，则 d(A) = A= ，即A为零方阵，所以结论成立；如果 d(λ) = λ−，

则 d(A) = A− I(n) = ，从而 A = I(n)，所以结论也成立．
现在设 d(λ) = λ(λ − )．因此方阵 A的最小多项式的根为 � ．所以方阵 A的

全部不同的特征值为 � ．设它们的代数重数分别为 ℓ与 k，ℓ+ k = n．由例 5.8.1，存
在可逆方阵 P，使得

P−AP = (
A A

 A
)�

其中 A是主对角元全为 的 k阶上三角阵，A是主对角元全为 的 ℓ阶上三角
阵．

由于 A = A，所以 A = I(k)，A = ．即

P−AP = (
I(k) A

 
)．

于是，

(
I(k) A

 I(ℓ)
)P−AP(

I(k) −A

 I(ℓ)
) = (

I(k) 
 

)．

容易证明，矩阵的秩是矩阵在相似下的不变量，因此 k = r．这就证明了结论． ∎
再用几何方法证明之．

证法 3 设 {α� α� . . . � αn}是 n维复线性空间 V 的基．由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A (5.8.6)

可以确定线性变换 V 上的线性变换A．设 α ∈ V 在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为
x，即 α = (α� α� . . . � αn)x．由式 (5.8.6)，

A (α) = (α� α� . . . � αn)Ax�
A (α) = (α� α� . . . � αn)Ax．

由于 A = A，故对任意 α ∈ V，A (α) = A (α)．因此线性变换A 满足A  = A，

它称为幂等变换．
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设 α ∈ ImA ∩ KerA．由于 α ∈ ImA，故存在 β ∈ V，使得 α = A (β)；由于 α ∈
KerA，故A (α) = ．因为A  = A，所以

α = A (β) = A (β) = A (A (β)) = A (α) = ．

因此 ImA ∩KerA = ．这表明，ImA +KerA = ImA ⊕KerA．

由于 rankA = r，故 dim ImA = r，dimKerA = n − r．于是

V = ImA ⊕KerA．

设 {β� β� . . . � βr}是 ImA 的基，{βr+� βr+� . . . � βn}是KerA 的基，则

{β� β� . . . � βr� βr+� βr+� . . . � βn}

是 V 的基．设 β j ∈ ImA，则存在 γ j ∈ V，使得 β j = A (γ j)．因为A  = A，所以

β j = A (γ j) = A (γ j) = A (A (γ j)) = A (β j)．

设 β j ∈ KerA，则显然A (β j) = ．因此

A (β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)(
I(r) 
 

)．

由于同一个线性变换在不同基下的方阵相似，所以方阵 A相似于

(
I(r) 
 

)． ∎

证法4 仍如证法 3．由式 (5.8.6)确定的线性变换A 满足A  =A．所以 f (λ)=
λ − λ是线性变换A 的化零多项式．因此线性变换A 的最小多项式 d(λ)整除
λ − λ．这表明，d(λ) = λ，或 λ − ，或 λ(λ − )．
由于最小多项式的根必是特征多项式的根，反之亦然，所以线性变换A 的特

征值只能是 或 ．线性变换A 的分别属于特征值 与 的特征子空间分别记为
V与 V．由定理 5.8.3，V + V = V ⊕ V．

设 α ∈ V，则 α = (α −A (α)) +A (α)．由于A  = A，故

A (α −A (α)) = A (α) −A (α) = �

且
A (A (α)) = A (α)．

所以 α −A (α) ∈ V，A (α) ∈ V，即 α ∈ V + V．因此 V = V ⊕ V．从而

dimV + dimV = n．

这就证明特征值 与 的几何重数分别等于它们的代数重数，由定理 5.8.4，存在 V
的基，使得线性变换在这组基下的方阵为对角方阵，而且对角元为线性变换A 的

特征值．所以可设对角方阵为

(
I(k) 
 

)．

因为同一个线性变换A 在不同基下的方阵相似，所以方阵 A相似于以上对角
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阵．由于相似的方阵的秩相等，所以 k = r． ∎

例 5.8.3 设 E i j是第 i行与第 j列交叉位置上的元素为 ，其它元素为 的 n阶
方阵．且设 n个 n阶非零的复方阵为 Fi j满足，对于  ⩽ i� j� k� ℓ ⩽ n，

Fi jFkℓ = δ jkFiℓ� (5.8.7)

其中 δ jk是 Kronecker符号．证明，存在 n阶可逆复方阵 P，使得对任意  ⩽ i� j ⩽ n，

P−Fi jP = E i j．

证明 由式 (5.8.7)，F
 = F，即 F是幂等方阵．因为 F非零，因此由例 5.8.2，

方阵 F必有特征值 ．设 α ∈ Cn是方阵 F属于特征值 的特征向量，即 Fα = α．

记 α j = F jα，j = � � . . . � n．设 λ� λ� . . . � λn ∈ C使得

λα + λα +⋯ + λnαn = ．

则对任意 j = � � . . . � n，

F j(λα + λα +⋯ + λnαn) = λF jα + λF jα +⋯ + λnF jαn

= λF jFα + λF jFα +⋯ + λnF jFnα

= λδ jFα + λδ jFα +⋯ + λnδ jnFα

= λ jFα = λ jα = ．

由于 α ≠ ，所以 λ j = ．因此列向量 α� α� . . . � αn线性无关．令 n阶方阵

P = (α� α� . . . � αn)．

显然方阵 P可逆，由式 (5.8.7)，对任意 k = � � . . . � n，

Fi jαk = Fi jFkα = δ jkFiα = δ i jα i．

所以 Fi jP = Fi j(α� α� . . . � αn) = (Fi jα� Fi jα� . . . � Fi jαn)
= (� . . . � � α i � � . . . � ) = (α� α� . . . � αn)E i j

= PE i j．

这就证明，P−Fi jP = E i j， ⩽ i� j ⩽ n． ∎

习 题 5.8

1. 设 n阶复方阵 A满足 Ak = I(n)，k为正整数．证明方阵 A相似于对角方阵．
2. 如果方阵 N满足 N k = ，k为正整数，则方阵 N称为幂零方阵．使得 N k = 的最小正整

数 k称为幂零方阵 N的幂零指数．证明幂零指数为 n的 n阶幂零复方阵 N相似于
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 
⋱ ⋱

 


⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

．

3. 由于方阵 A的迹 TrA是方阵在相似下的不变量，因此可以定义线性变换A ∶V → V 在 V
的某组基下的方阵 A的 TrA为线性变换A 的迹 TrA．证明，如果 n维复线性空间 V 的线性变
换A 满足 TrA = ，则存在 V的一组基，使得线性变换A 在这组基下的方阵的主对角元都是零．
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4. 设 阶实方阵 A在实数域R上不相似于上三角阵，即不存在 阶可逆实方阵 P，使得
P−AP是上三角方阵．证明方阵 A在复数域上相似于对角方阵．

5. 设 n维复线性空间 V 的线性变换A 的 n个特征值两两不等．证明线性变换A 可相似对

角化．

6. 设 n维复线性空间 V 的线性变换A 可对角化，且U是线性变换A 的不变子空间．证明

线性变换A 在U上的限制A ∣
U
也是可对角化的．

7. 取定 n阶复方阵 A ∈ Cn×n，定义线性变换A∶Cn×n → Cn×n与A ∶Cn×n → Cn×n如下：对任

意 X ∈ Cn×n，令
A(X) = AX� A(X) = AX − XA．

如果方阵 A可对角化，则线性变换A与A是否也可对角化？

8. 设 n维复线性空间 V 的线性变换A 与B可交换．证明线性变换A 与B具有公共特征

向量．进而证明，设 I是下标集合，V 上的线性变换集合 {Aν ∣ ν ∈ I}中任意两个线性变换Aν 与

Aν 可交换，则众线性变换Aν具有公共特征向量．

9. 设 n阶复方阵 A与 B可交换．证明，存在 n阶可逆方阵 P，使得 P−AP与 P−BP都是上三
角方阵，即方阵 A与 B可以同时相似于上三角形．推广到任意多个两两可交换的方阵的情形．

§5.9 特征值的界

在 §5.7已经讲过，方阵 A的特征值是方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)的根，而方阵
A的特征多项式 ϕ(λ)是方阵 λI(n) − A的行列式．因此欲求 n阶方阵 A的特征值，
必须先求出 n阶方阵 λI(n) −A的行列式，即确定方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)，然后再
求 n次多项式 ϕ(λ)的根．我们知道，计算 n阶行列式的计算量是相当大的．换句
话说，要求出方阵 A的特征多项式是相当困难的．即便方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)
已经求出，要求出 n次多项式 ϕ(λ)的根式很困难的．甚至当 n ⩾ 时，一般 n次多
项式都不能用根号求得（这是法国著名数学家 E. Galois于 1831年所证明的）．因此
人们转向特征值的界的估计．

本世纪头一个关于方阵的特征值的界是Hirsch于 1900年给出的．

定理 5.9.1（Hirsch）设 A = (a i j)是 n阶复方阵．记

B = 

(A+ AT) = (bkℓ)� C = 

i
(A− AT) = (ckℓ)�

其中 i = −．且记
MA = max{∣akℓ ∣ ∣  ⩽ k� ℓ ⩽ n}�

其中 ∣akℓ ∣表示复数 akℓ的模．

设 λ是方阵 A的特征值，则

∣λ∣ ⩽ nMA� ∣Re λ∣ ⩽ nMB� ∣Im λ∣ ⩽ nMC �

其中 Re λ与 Im λ分别是复数 λ的实部与虚部．
如果 A是实方阵，则
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∣Im λ∣ ⩽ MC(
n(n − )


)


．

证明 设 x = (x� x� . . . � xn)T是方阵 A的属于特征值 λ的特征向量，即

Ax = λx． (5.9.1)

上式两端同时右乘以 xT，则得到

xTAx = λxTx． (5.9.2)

由于
xTAx = ∑

⩽k�ℓ⩽n
akℓxkxℓ� λxTx = λ(

n

∑
k=
∣xk ∣

)．

因此，
λ(

n

∑
k=
∣xk ∣

) = ∑
⩽k�ℓ⩽n

akℓxkxℓ．

所以，

∣λ∣(
n

∑
k=
∣xk ∣

) ⩽ ∑
⩽k�ℓ⩽n

∣akℓ ∣ ⋅ ∣xk ∣ ⋅ ∣xℓ ∣

⩽ MA ∑
⩽k�ℓ⩽n

∣xk ∣ ⋅ ∣xℓ ∣ ⩽ MA(
n

∑
k=
∣xk ∣)


．

由 Cauchy不等式，
(

n

∑
k=
∣xk ∣)


⩽ n(

n

∑
k=
∣xk ∣

)．

因此
∣λ∣(

n

∑
k=
∣xk ∣

) ⩽ nMA(
n

∑
k=
∣xk ∣

)．

由于特征向量 x非零，所以 n

∑
k=
∣xk ∣

 > ．

于是得到，∣λ∣ ⩽ nMA．

取式 (5.9.2)两端的共轭转置，得到

xTATx = λxTx． (5.9.3)

式 (5.9.2)与式 (5.9.3)相加或相减，并乘以 

或


i
，得到

(Re λ)xTx = xTBx� (5.9.4)
(Im λ)xTx = xTCx． (5.9.5)

把式 (5.9.4)中的 Re λ与 B分别视为式 (5.9.2)中的 λ与 A，便得到

∣Re λ∣ ⩽ nMB．

把式 (5.9.5)中的 Im λ与 C分别视为式 (5.9.2)中的 λ与 A，便得到

∣Im λ∣ ⩽ nMC．

当 A = (a i j)为实方阵时，C =

i
(A− AT)．因此，

CT = 
i
(AT − A) = − 

i
(A− AT) = −C．



⋅ 234 ⋅ 第五章 线性变换 ¹

即 ckk = ，k = � � . . . � n．由式 (5.9.5)得到，

∣Im λ∣(
n

∑
k=
∣xk ∣

) = ∣ ∑
⩽k≠ℓ⩽n

ckℓxkxℓ∣ = ∣ ∑
⩽k<ℓ⩽n

ckℓ(xkxℓ − xkx ℓ)∣

⩽ ∑
⩽k<ℓ⩽n

∣ckℓ ∣ ⋅ ∣xkxℓ − xkx ℓ ∣ ⩽ MC( ∑
⩽k<ℓ⩽n

∣xkxℓ − xkx ℓ

i
∣)．

由于
(xkxℓ − xkx ℓ

i
) = xkx ℓ − xkxℓ

−i
= xkxℓ − xkx ℓ

i
�

所以
xkxℓ − xkx ℓ

i
是实数， ⩽ k < ℓ ⩽ n．因此由Cauchy不等式，

( ∑
⩽k<ℓ⩽n

∣xkxℓ − xkx ℓ

i
∣)

⩽ n(n − )


( ∑
⩽k<ℓ⩽n

∣xkxℓ − xkx ℓ

i
∣

)．

因为

∣xkxℓ − xkx ℓ

i
∣

= ∣xkxℓ − xkx ℓ ∣

 = (xkxℓ − xkx ℓ)(xkxℓ − xkx ℓ)

= −(xkxℓ − xkx ℓ)�

所以，
∣Im λ∣(

n

∑
k=
∣xk ∣

) ⩽ MC(−
n(n − )

 ∑
⩽k<ℓ⩽n

(xkxℓ − xkx ℓ))


．

不难验证，

− ∑
⩽k<ℓ⩽n

(xkxℓ − xkx ℓ) = (
n

∑
k=

xkxk)

− (

n

∑
k=

x
k)(

n

∑
k=

x
k) ⩽ (

n

∑
k=

xkxk)

．

因此，
∣Im λ∣(

n

∑
k=
∣xk ∣

) ⩽ MC(
n(n − )


)


(

n

∑
k=
∣xk ∣

)．

由此得到，
∣Im λ∣ ⩽ MC(

n(n − )


)


． ∎

适合HT = H的复方阵H称为Hermite方阵；适合 ST = S的实方阵称为实对
称方阵．由Hirsch定理，容易证明，

定理 5.9.2 Hermite方阵与实对称方阵的特征值都是实数．

证明 设H是Hermite方阵，则

C = 
i
(H −HT) = 

i
(H −H) = ．

因此MC = ．于是Hermite方阵H的特征值 λ满足

∣Im λ∣ ⩽ nMC = ．

所以 Im λ = ．这就证明，λ是实数．
对于实对称方阵 S，证明完全相同． ∎
满足 KT = −K的复方阵 K称为斜Hermite方阵；满足 KT = −K的实方阵称为

实斜对称方阵．

定理 5.9.3 斜 Hermite方阵与实斜对称方阵的非零特征值为纯虚数．
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证明 设 λ是斜Hermite方阵 K的非零特征值．因为

B = 

(K + KT) = 


(K − K) = �

所以MB = ．因此
∣Re λ∣ ⩽ nMB = ．

故 Re λ = ，即 λ是纯虚数．
对实斜对称方阵，证明完全相同． ∎
在介绍关于特征值的另一个界之前，先证明有关主对角占优的一个结论．它

是 Levy于 1881年首先得到的，Desplanques于 1887年作了推广，1903年Hadamard
把它收入他所著的书中．因此通常称为Hadamard定理．

n阶复方阵 A = (a i j)的第 i行上所有所有元素的模之和记为 R i，即

R i =
n

∑
j=
∣a i j∣．

方阵 A = (a i j)的第 j列上所有元素的模之和记为 Tj，即

Tj =
n

∑
i=
∣a i j∣．

记 Pi = R i − ∣a i i ∣，Q j = Tj − ∣a j j∣．如果方阵 A满足，对任意 i，

∣a i i ∣ > Pi �

则方阵 A称为行主对角占优方阵；如果方阵 A满足，对任意 j，

∣a j j∣ > Q j�

则方阵 A称为列主对角占优方阵．
关于主对角占优方阵，有

定理 5.9.4（Levy-Desplanques）设 A是行或列主对角占优方阵，则 A的行列
式 detA ≠ ．

证明 设 A = (a i j)是行主对角占优方阵，且 detA = ．那么齐次线性方程组
Ax = 有非零解 x = (x� x� . . . � xn)T．故max{∣x∣� . . . � ∣xn ∣} = ∣xk ∣ > ．因此，

n

∑
j=

ak jx j = ．

于是，
akkxk = − ∑

⩽ j⩽n
j≠k

ak jx j．

上式两端取模，得到，

∣akk ∣ ⋅ ∣xk ∣ = ∣ ∑
⩽ j⩽n
j≠k

ak jx j∣ ⩽ ∑
⩽ j⩽n
j≠k

∣ak j∣ ⋅ ∣x j∣ ⩽ ∣xk ∣ ⋅ Pk．

因此 ∣akk ∣ ⩽ Pk，这与 A为行主对角占优方阵相矛盾．
如果 A是列主对角占优方阵，注意到此时 AT为行主对角占优方阵，因此
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detA = detAT ≠ ． ∎
利用 Levy-Desplanques定理，立即得到Gersgörin 1931年所证明的圆盘定理．

定理 5.9.5（Gersgörin圆盘定理）任意 n阶复方阵 A = (a i j)的特征值一定落
在复平面上 n个圆盘

∣z − a i i ∣ ⩽ Pi

的并集内，其中 i = � � . . . � n．

证明 设 λ是方阵 A的特征值，则 ϕ(λ) = det(λI(n)−A) = ．因此根据 Levy-
Desplanques定理，方阵 λI(n) − A不是行主对角占优方阵．所以至少有某个 i，使
得

∣λ − a i i ∣ ⩽ Pi． ∎

Gersgörin圆盘定理可以推广，先证明 Levy-Desplanques定理的一个推广．

定理 5.9.6 设 A = (a i j)是 n阶复方阵，且对任意  ⩽ i ≠ j ⩽ n，

∣a i i ∣ ⋅ ∣a j j∣ > PiPj� (5.9.6)

则 detA ≠ ．

证明 设 detA = ，则齐次线性方程组 Ax = 有非零解

x = (x� x� . . . � xn)T．

设 xr与 xs满足（i = � . . . � r − � r� . . . � n）：

∣xr ∣ ⩾ ∣xs ∣ ⩾ ∣x i ∣．

如果 xs = ，则 x i = ．因此方程组 Ax = 的第 r个方程转化为 arrxr = ．但 x
非零，所以 xr ≠ ．因此 arr = ．这与条件 (5.9.6)矛盾．从而 xs ≠ ．
由齐次线性方程组 Ax = 中第 r与 s个方程得到，

∣arr ∣ ⋅ ∣xr ∣ = ∣− ∑
⩽ j⩽n
j≠r

ar jx j∣ ⩽ ∑
⩽ j⩽n
j≠r

∣ar j∣ ⋅ ∣x j∣ ⩽ ∣xs ∣ ⋅ Pr�

∣ass ∣ ⋅ ∣xs ∣ = ∣− ∑
⩽ j⩽n
j≠s

as jx j∣ ⩽ ∑
⩽ j⩽n
j≠s

∣as j∣ ⋅ ∣x j∣ ⩽ ∣xr ∣ ⋅ Ps．

因此 ∣arr ∣ ⋅ ∣ass ∣ ⩽ PrPs，与这与条件 (5.9.6)矛盾．这就证明，detA ≠ ． ∎

定理 5.9.7 任意 n阶复方阵 A = (a i j)的特征值一定落在复平面上


n(n − )

个 Cassini卵形区域
∣z − a i i ∣ ⋅ ∣z − a j j∣ ⩽ PiPj

的并集内，其中  ⩽ i ≠ j ⩽ n．

证明 设 λ是方阵 A的特征值，则 ϕ(λ) = det(λI(n) − A) = ．由定理 5.9.6，
不等式

∣λ − a i i ∣ ⋅ ∣λ − a j j∣ > PiPj

不可能对所有的 i� j成立．因此必存在某对 i� j， ⩽ i ≠ j ⩽ n，使得

∣λ − a i i ∣ ⋅ ∣λ − a j j∣ ⩽ PiPj． ∎
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应当指出，Hirsch定理与Gersgörin圆盘定理不但本身在估计特征值时具有重
要的意义，而且它们的证明也为处理有关特征值的问题提供典型的方法．

例 5.9.1 满足
UTU = UUT = I(n)

的 n阶复方阵U称为酉方阵；满足

OTO = OOT = I(n)

的 n阶实方阵 O称为实正交方阵．证明，酉方阵与实正交方阵的特征值的模为 ．

证明 设 x是酉方阵U的属于特征值 λ的特征向量，即Ux = λx．两端取共
轭转置，得到 xTUT = λxT．因此，

xTUTUx = ∣λ∣
xTx．

因为U为酉方阵，故UTU = I(n)．于是得到，

(∣λ∣
 − )xTx = ．

由于 x非零，所以 xTx > ，因此 ∣λ∣
 = ．所以酉方阵U的特征值的模为 ．

对实正交方阵，证明完全相同． ∎

习 题 5.9

1. 设复方阵 A = diag(a� a� . . . � an)，U是酉方阵．证明方阵UA的特征值 λ满足

min{∣a∣� ∣a ∣� . . . � ∣an ∣} ⩽ ∣λ ∣ ⩽ max{∣a∣� ∣a ∣� . . . � ∣an ∣}．

2. 证明，酉方阵U的任意一个子方阵U的特征值的模不大于 ．
3. 设 A是 n阶方阵，M是 k阶方阵，k ⩽ n，且存在 n× k列满秩矩阵 P，使得 AP = PM．证明，

方阵M的特征值一定是方阵 A的特征值．
4. 设 O是奇数阶实正交方阵，且 detO = ．证明方阵 O具有特征值 ．
5. 证明，行列式为 −的实正交方阵具有特征值 −．
6. 设 A与 B是 n阶实正交方阵，且 detA = −detB．证明，det(A+ B) = ．
7. 设 A是 n阶实方阵，且方阵 B = 


(A+ AT)的最大与最小特征值分别为 µ与 µn．证明方

阵 A的特征值 λ的实部 Re λ满足 µn ⩽ Re λ ⩽ µ．

8. 设 A = (a i j)是 n阶复方阵，且

mA = min
⩽i⩽n
{∣a i i ∣ − ∑

⩽ j⩽n
j≠i

∣a i j ∣} > ．

证明，∣detA∣ ⩾ (mA)n．
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Jordan标准形

b Jordan标准形理论，也即方阵在相似下的分
类理论，可以说是线性代数的最深刻的地

方．

b 由于同一线性变换在不同基下的矩阵表示

彼此相似的方阵，因此，方阵在相似问题下

的分类问题也就是寻求线性变换的最简单

的矩阵表示问题．

b 研究 Jordan标准形，有两种途径：几何的与
矩阵的．本章继续沿着上一章的几何方法，

首先在 §6.1中阐明如何将线性空间分解成
线性变换的根子空间的直和，然后在 §6.2
与 §6.3中，先是对幂零线性变换，而后是对
一般的线性变换，阐述如何将每个根子空

间再分解成循环子空间的直和，并用初等

因子组来刻画每个循环子空间的构造．至

此，寻求线性变换的最简单的矩阵表示问

题，也即方阵在相似下的分类问题也已解

决．

b 由于初等因子组的计算利用矩阵比较方

便，也由于利用矩阵方法来表示方阵在相

似下的分类问题具有同等重要的价值，所

以 §6.4与 §6.5通过 λ矩阵重新讨论了 Jor-
dan标准形理论，并得到计算初等因子组的
有效方法．

b §6.6通过例子说明，如何利用这一深刻的结
果，也即方阵的 Jordan标准形来解决线性
代数的种种问题．

b 以上的讨论是在复数域上进行的．§6.7讨
论了实方阵在实数域上的相似分类问题．

§6.1 根子空间

设 V 是 n维复线性空间，A ∶V → V 是线性变换，λ是线性变换A 的特征值．

根据 §5.8，线性变换A 的属于特征值 λ的特征子空间为

Vλ = {α ∈ V ∣ A (α) = λα} = {α ∈ V ∣ (A − λI )(α) = }�

其中I ∶V → V 是单位变换．也就是说，Vλ 是线性变换A − λI 的核．
设m是正整数．考虑线性变换 (A − λI )m的核．

W(m)
λ = Ker(A − λI )

m = {α ∈ V ∣ (A − λI )m(α) = }．

显然，W(m)
λ 是线性变换A 的不变子空间，并且当 k < ℓ时，W(k)

λ ⊆W
(ℓ)
λ ．于是

得到线性变换A 的不变子空间的上升序列：

W()
λ ⊆W

()
λ ⊆ ⋯ ⊆W

(m)
λ ⊆ ⋯ ⊆ V． (6.1.1)

和例 5.4.2的证明相仿，可以证明，对于线性变换A 的不变子序列 (6.1.1)，存在
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某个正整数 k，使得

W()
λ ⫋W

()
λ ⫋ ⋯ ⫋W

(k−)
λ ⫋W(k)

λ =W
(k+)
λ = ⋯． (6.1.2)

因此，
Wλ ∶=

∞
⋃
m=

W(m)
λ =W

(k)
λ ． (6.1.3)

定义 6.1.1 设 λ是线性变换A ∶V → V 的特征值．则所有线性变换 (A −
λI )m的核Ker(A − λI )m的并集称为线性变换A 的属于特征值 λ的根子空间，
记为Wλ．

根子空间Wλ 中非零向量称为线性变换A 的属于特征值 λ的根向量．

由定义可以看出，根子空间Wλ =W
(k)
λ ，因此它是线性变换A 的不变子空间．

设根向量 α ∈Wλ，则由 (6.1.2)与 (6.1.3)，存在正整数 ℓ，使得 α ∈W(ℓ)
λ ，但 α /∈W(ℓ−)

λ ，

也即 (A − λI )ℓ(α) = ，但 (A − λI )ℓ−(α) ≠ ．正整数 ℓ称为根向量 α的次数．
显然，1次根向量即是特征向量，而且特征子空间 Vλ =W

()
λ ⊆Wλ．

关于根子空间，下面的定理成立．

定理 6.1.1 设 λ是线性变换A ∶V → V 的特征值，Wλ 是线性变换A 的属于

λ的根子空间，并且正整数 k满足，

W(k−)
λ ⫋W(k)

λ =Wλ �

则线性变换A 在根子空间Wλ 上的限制A ∣
Wλ
的最小多项式为 (λ − λ)k．

证明 因为Wλ =W
(k)
λ ，因此对任意 α ∈Wλ，均有

α ∈W(k)
λ = Ker(A − λI )

k�

即
(A − λI )k ∣Wλ

(α) = (A − λI )k(α) = ．

所以 (λ − λ)k是A ∣
Wλ
的化零多项式．于是A ∣

Wλ
的最小多项式应为 (λ − λ)ℓ，

 ⩽ ℓ ⩽ k．
如果 ℓ < k，则 ℓ ⩽ k − ．因此对任意 α ∈Wλ，将有

(A − λI )k−(α) = (A − λI )k−ℓ−((A − λI )ℓ(α)) = (A − λI )k−ℓ−() = ．

所以 α ∈W(k−)
λ ，即W(k)

λ =Wλ ⊆W
(k−)
λ ．因此W(k)

λ =W
(k−)
λ ，矛盾．

这就说明，A ∣
Wλ
的最小多项式为 (λ − λ)k． ∎

定理 6.1.2 设 λ与 λ是线性变换A ∶V → V 的不同特征值，则根子空间Wλ

与Wλ 的和Wλ +Wλ 是直和．

证明 只需证明，Wλ ∩Wλ = ．
设  ≠ α ∈Wλ ∩Wλ．则 α ∈Wλ．因此存在正整数 k，使得 β = (A −λI )k−(α) ≠

，但是 (A − λI )k(α) = (A − λI )(β) = ，即A (β) = λβ．
另一方面，α ∈ Wλ，而Wλ 是线性变换A 的不变子空间，显然Wλ 也是线
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性变换 λI 的不变子空间，因此Wλ 是线性变换A − λI 的不变子空间，所以
β ∈Wλ．于是存在正整数 ℓ，使得 (A − λI )ℓ−(β) ≠ ，而 (A − λI )ℓ(β) = ．由于
A (β) = λβ，因此

(A − λI )ℓ(β) =
ℓ

∑
j=
(−)ℓ− jC j

ℓλ
ℓ− j
 A j(β)

= (
ℓ

∑
j=
(−)ℓ− jC j

ℓλ
ℓ− j
 λ j

)β = (λ − λ)
ℓβ = ．

因为 β ≠ ，故 λ = λ，与假设矛盾．因此Wλ ∩Wλ = ． ∎
下面是本节的主要定理．

定理 6.1.3（空间第一分解定理）设 λ� λ� . . . � λt是线性变换A ∶V → V的全部
不同地特征值，它们的代数重数分别为 e� e� . . . � et，e� e� . . . � et ⩾ ，e+ e+⋯+ et =
n，即线性变换A 的特征多项式

ϕ(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t �

则
V =Wλ ⊕Wλ ⊕⋯⊕Wλ t �

其中Wλ j 是线性变换A 的属于特征值 λ j的根子空间．并且线性变换A 在Wλ j 上

的限制A ∣
Wλ j
的特征多项式为 ϕ j(λ) = (λ − λ j)e j，j = � � . . . � t．

证明 首先证明，V =Wλ +Wλ +⋯ +Wλ t．记

f j(λ) =
ϕ(λ)
ϕ j(λ)

= (λ − λ)e⋯(λ − λ j−)e j−(λ − λ j+)e j+⋯(λ − λt)e t �

其中 j = � � . . . � t，并约定 e = ．显然多项式 f(λ)� f(λ)� . . . � ft(λ)是互素的，因此
存在多项式 g(λ)� g(λ)� . . . � gt(λ)，使得

g(λ) f(λ) + g(λ) f(λ) +⋯ + gt(λ) ft(λ) = ．

于是 g(A ) f(A ) + g(A ) f(A ) +⋯ + gt(A ) ft(A ) = I．设 α ∈ V，则

α = I (α) = g(A ) f(A )(α) + g(A ) f(A )(α) +⋯ + gt(A ) ft(A )(α)．

记 α j = g j(A ) f j(A )(α)，j = � � . . . � t．因为

(A − λ jI )e j(α j) = (ϕ j(A )g j(A ) f j(A ))(α) = g j(A )(ϕ(A )(α))．

而 ϕ(λ)是线性变换A 的特征多项式，所以由 Cayley-Hamilton定理，ϕ(A )是
零变换．因此 (A − λ jI )e j(α j) = g j(A )() = ，即 α j ∈Wλ j．

这表明，α = α + α +⋯ + αt ∈Wλ +Wλ +⋯ +Wλ t．于是

V =Wλ +Wλ +⋯ +Wλ t．

其次证明，和Wλ +Wλ +⋯+Wλ t 是直和．为此只需证明，对任意 ℓ， ⩽ ℓ ⩽ t− ，

(Wλ +Wλ +⋯ +Wλℓ) ∩Wλℓ+ = ． (6.1.4)

对 ℓ用归纳法．当 ℓ = 时，由定理 6.1.2，结论成立．
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现在假设式 (6.1.4)对 ℓ ⩽ m − 成立．下面证明式 (6.1.4)对m成立．
设 α ≠ ，α ∈ (Wλ +Wλ +⋯ +Wλm) ∩Wλm+．由于 α ∈Wλm+，故存在正整数 k，

使得 β = (A − λm+I )k−(α) ≠ ，但 (A − λm+I )k(α) = ．因此A (β) = λm+β．
另一方面，α ∈Wλ +Wλ +⋯+Wλm．由于Wλ j 是线性变换A 的不变子空间，因

此Wλ +Wλ +⋯ +Wλ t 也是线性变换A 的不变子空间．显然Wλ +Wλ +⋯ +Wλ t

也是线性变换 λm+I 的不变子空间．所以

β = (A − λm+I )k−(α) ∈Wλ +Wλ +⋯ +Wλm �

而且
A (β) ∈Wλ +Wλ +⋯ +Wλm．

因此 β = β + β +⋯ + βm，β j ∈Wλ j，j = � � . . . �m，且

A (β) = A (β) +A (β) +⋯ +A (βm)�

其中A (β j) ∈Wλ j．由于A (β) = λm+β，故

A (β) = λm+β + λm+β +⋯ + λm+βm．

由归纳假设，

Wλ +Wλ +⋯ +Wλm =Wλ ⊕Wλ ⊕⋯⊕Wλm �

因此A (β)分解为Wλ �Wλ � . . . �Wλm 中向量之和的方式唯一，所以

A (β j) = λm+β j�

于是 β j ∈Wλ j ∩Wλm+．由定理 6.1.2，β j = ．也即 β = ．矛盾．因此 α = ．这就
证明，式 (6.1.4)对 ℓ = m成立．
最后证明，线性变换A ∣

Wλ j
的特征多项式为 ϕ j(λ) = (λ − λ j)e j，j = � � . . . � t．

根据定理 6.1.1以及定理 5.7.5，除 λ j外，线性变换A ∣
Wλ j
不可能有其它的特征

值，所以线性变换A ∣
Wλ j
的特征多项式 ϕ j(λ)应具有形式 (λ − λ j)m j．由于

V =Wλ ⊕Wλ ⊕⋯⊕Wλ t �

因此
A = A ∣

Wλ
⊕A ∣

Wλ
⊕⋯⊕A ∣

Wλt
．

于是线性变换A 的特征多项式 ϕ(λ) = ϕ(λ)ϕ(λ)⋯ϕt(λ)，即

ϕ(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t

= (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t．

所以 ϕ j(λ) = (λ − λ j)e j，j = � � . . . � t． ∎
由定理 6.1.3的证明可以得到，线性变换A 的属于特征值 λ的根子空间Wλ

的维数等于特征值 λ的代数重数．

习 题 6.1

1. 举例说明，最小多项式相同的 阶幂零方阵 A与 B不一定相似．
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2. 设 n维复线性空间 V 的线性变换A 在基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A，求线性变换A

的特征值和根子空间．

(1) A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
 − 
 − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
； (2) A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −  
  − −
   
 −  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

3. 证明，n维复线性空间 V 的线性变换A 可对角化当且仅当所有根向量都是特征向量．

4. 证明，n维复线性空间 V 的非零向量都是线性变换A 的根向量当且仅当线性变换A 的

特征值都相等．

5. 证明，n维复线性空间 V 的线性变换A 的属于不同特征值的根向量线性无关．

6. 证明，阶复方阵 A与 B相似当且仅当方阵 A与 B具有相同的特征多项式与最小多项式．
7. (Fitting)设 A是属于 F上 n维线性空间 V 的线性变换．证明，存在线性变换A 的不变子

空间 V和 V，使得 V = V ⊕ V，并且线性变换A 在 V上的限制A ∣
V
是可逆的，而在 V上的限

制A ∣
V
是幂零的．简单地说，任意线性变换A 都可以分解为可逆线性变换A ∣

V
与幂零线性变

换A ∣
V
的直和．(注意，如果数域 F是复数域，则本题可用第一分解定理加予证明，这里要求给出

一个不用第一分解定理的证明)
8. 利用上题证明空间第一分解定理．

9. 设 n维复线性空间 V 的线性变换A 的最小多项式

d(λ) = (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t �

其中 λ� λ� . . . � λt是线性变换A 的全部不同特征值．并设Wj是线性变换 (A − λ jI )m j 的核．证

明，

(1) 根子空间Wλ j =Wj，j = � � . . . � t；
(2) 线性变换A 在Wj上的限制A ∣

Wj
的最小多项式为 (λ − λ j)m j，j = � � . . . � t．

10. 设数域 F上 n维线性空间 V 的线性变换A 的最小多项式为 d(λ) = pm
 (λ)p

m
 (λ)⋯

pm t
t (λ)，其中 p(λ)� p(λ)� . . . � pt(λ)是数域 F上互不相同的首一多项式．并设Wj是线性变换

pm j
j (A )的核．证明，

(1) V =W ⊕W ⊕⋯⊕Wt；

(2) 线性变换A 在Wj上的限制A ∣
Wj
的最小多项式为 pm j

j (λ)，j = � � . . . � t．

11. 设 维实向量空间R的线性变换A 在标准基下的方阵为

⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − −
 − −
 − −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

记线性变换A 的最小多项式 d(λ) = p(λ)p(λ)，其中 p(λ)� p(λ)是实数域R上首一不可
约多项式．设Wj是线性变换 p j(A )的核，j = � ．

(1) 分别求子空间W与W的基；

(2) 求线性变换A ∣
W
与A ∣

W
分别在所求基下的方阵 A j，j = � ．

12. 设 维实向量空间R的线性变换A 在标准基下的方阵为

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  −
  −
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

求可对角化线性变换D与幂零变换N，使得A = D +N，且DN =N D．
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§6.2 循环子空间

设 V 是数域 F上 n维线性空间．对于线性变换A ∶V → V，除特征子空间与根
子空间外，还有另一种不变子空间，这就是由向量生成的循环子空间．

定义 6.2.1 设 α是 V 的非零向量，V 中的线性变换A 的所有包含 α的不变

子空间的交称为由向量 α生成的（相对线性变换A 的）循环子空间，记为 C．

由定义可以看出，C是线性变换A 的包含 α的最小不变子空间．即如果线

性变换A 的不变子空间U包含向量 α，则U也包含 C．关于循环子空间 C，有

命题6.2.1 由向量 α生成的循环子空间C即是由向量 α�A (α)� . . . �A m(α)�
. . . 生成的子空间．

证明 由向量 α�A (α)� . . . �A m(α)� . . . 生成的子空间记为U．由于C是线

性变换A 的不变子空间，因此A (α)�A (α)� . . . �A m(α)� . . . ∈ C．所以U ⊆ C．

反之，设 α ∈ U，则存在 a� a� . . . � ak ∈ F，使得

α = aA m(α) + aA m(α) +⋯ + akA
mk(α)．

因此
A (α) = aA m+(α) + aA m+(α) +⋯ + akA

mk+(α) ∈ U．

这表明，U是线性空间A 的不变子空间．从而，α ∈ U．因此 C ⊆ U． ∎

定义 6.2.2 设 f (λ)是数域 F上关于未定元 λ的非零多项式，α ∈ V．如果
f (A )(α) = ，则 f (λ)称为向量 α（相对线性变换A）的化零多项式．
由定义可以看出，线性变换A 的任意一个化零多项式都是向量 α（相对线性

变换A）的化零多项式．反之却不尽然．

定义 6.2.3 向量 α的所有（相对线性变换A）化零多项式中次数最小的首

一多项式称为向量 α（相对线性变换A）的最小多项式，记为 dα(λ)，或简记为
d(λ)．

向量 α的所有化零多项式的次数集合记为M．由于线性变换A 的最小多项

式 d(λ)是A 的化零多项式，因此 d(λ)是向量 α的化零多项式，即 deg g(λ) ∈ M，
所以集合M非空．
这表明，集合M一定存在一个最小的数，记为 k．于是存在向量 α的一个次

数为 k的化零多项式 g(λ)．多项式 a−g(λ)即是向量 α的最小多项式，其中 a是
多项式 g(λ)的首项系数．也就是说，向量 α的最小多项式总是存在的．

容易证明，向量 α的最小多项式 d(λ)整除向量 α的任意一个化零多项式，

而且向量 α的最小多项式 d(λ)是唯一的．
因为由向量 α生成的循环子空间 C是线性变换A 的不变子空间，所以可以
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考虑线性变换A 在 C上的限制A ∣
C
．关于A ∣

C
，有

命题 6.2.2 设A ∶V → V 是线性变换，C是向量 α生成的（相对A 的）循环

子空间，d(λ)是向量 α的最小多项式，且 deg d(λ) = k，则
(1) dimC = k，{α�A (α)� . . . �A k−(α)}是 C的基，且A ∣

C
在这组基下的方

阵为

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 ⋯ ⋯  −a
 ⋱ ⋮ −a
 ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱   −ak−

 ⋯   −ak−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
k×k

�

其中 d(λ) = a + aλ +⋯ + ak−λk− + λk；

(2) d(λ)是A ∣
C
的特征多项式与最小多项式．

证明 首先证明 α�A (α)� . . . �A k−(α)线性无关．设有不全为零的 b� b� . . . �
bk− ∈ F，使得

bα + bA (α) +⋯ + bk−A k−(α) = ．

b� b� . . . � bk−诸数中由后往前数头一个不为零的 bℓ的下标记为 ℓ，即 bℓ ≠ ，但
bℓ+ = bℓ+ = ⋯ = bk− = ，则

(bI + bA  +⋯ + bℓA ℓ)(α) = ．

因此 f (λ)= b+bλ+⋯+bℓλℓ是向量 α的一个化零多项式，且deg f (λ)= ℓ ⩽ k−< k，
这与 d(λ)关于次数的最小性矛盾．
其次证明，对任意 ℓ ⩾ k，向量A ℓ(α)可由 α�A (α)� . . . �A k−(α)线性表出．

事实上，由于 d(λ)是向量 α的最小多项式，因此

d(A )(α) = aα + aA (α) +⋯ + ak−A
k−(α) +A k(α) = ．

所以
A k(α) = −aα − aA (α) −⋯ − ak−A

k−(α)． (6.2.1)

即A k(α)可由 α�A (α)� . . . �A k−(α)线性表出．即结论对 ℓ = k成立．假设结论
对 ℓ成立．即设A ℓ(α) = bα+bA (α)+⋯+bk−A k−(α)，其中 b� b� . . . � bk− ∈F．
则

A ℓ+(α) = bA (α) + bA (α) +⋯ + bk−A k−(α) + bk−A k(α)．

将式 (6.2.1)代入上式，即知A ℓ+(α)确实可由 α�A (α)� . . . �A k−(α)线性表出．
现在设 α ∈ C，则 α是有限个形如A m(α)�A m(α)� . . . �A mℓ(α)的线性组

合，其中m�m� . . . �mℓ是非负整数．由于每个A m i(α)都可由 α�A (α)� . . . �
A k−(α)线性表出，所以 α也可由 α�A (α)� . . . �A k−(α)线性表出．
综上所述，{α�A (α)� . . . �A k−(α)}是 C的基，并且 dimC = k．由于

A ∣
C
(α) = A (α)�

A ∣
C
(A (α)) = A (α)�
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⋯⋯⋯⋯
A ∣

C
(A k−(α)) = A k−(α)�

A ∣
C
(A k−(α)) = A k(α)�

= −aα − aA (α) −⋯ − ak−A
k−(α)�

所以
A ∣

C
(α�A (α)� . . . �A k−(α)) = (α�A (α)� . . . �A k−(α))A．

这就证明了结论 (1)．
由结论 (1)容易算得，A ∣

C
的特征多项式为

ϕ(λ) = det(λI(k) − A) = a + aλ +⋯ + ak−λk− + λk = d(λ)．

由于A ∣
C
的最小多项式为 d(λ)整除A ∣

C
的特征多项式 d(λ)，而 α的最

小多项式 d(λ)整除A ∣
C
的化零多项式，特别，d(λ)整除A ∣

C
的最小多项式

d(λ)，即 d(λ) ∣ d(λ)，且 d(λ) ∣ d(λ)．由于 d(λ)与 d(λ)都是首一多项式，因此
d(λ) = d(λ)． ∎
现在讨论相对幂零变换的循环子空间．

我们知道，所谓线性变换A ∶V → V 是幂零变换，是指存在正整数m，使得
A m = ．使A m = 的最小正整数m称为幂零变换A 的幂零指数，而A 也称为m
次幂零变换．显然，次幂零变换是零变换．因此非零的幂零变换的幂零指数总是
大于或等于 ．

定理 6.2.1 设A ∶V → V 是m次幂零变换，则
(1) 存在非零向量 α ∈ V，使得由 α生成的循环子空间 C的维数为m，并且

A ∣
C
是m次幂零变换；
(2) 存在A 的不变子空间 V，使得 V = C ⊕ V，并且A ∣

V
也是幂零变换，它的

幂零指数m ⩽ m．

证明 因为A m = ，A m− ≠ ，故存在非零向量 α ∈ V，使得A m−(α) ≠ ，但
A m(α)= ．这表明 f (λ)= λm是 α的化零多项式．因此 α的最小多项式 d(λ)∣λm．
所以 d(λ) = λℓ， ⩽ ℓ ⩽ m．如果 ℓ ⩽ m − ，则由A ℓ(α) = 得到，

A m−(α) = A m−ℓ−(A ℓ(α)) = A m−ℓ−() = �

这与A m−(α) ≠ 矛盾．因此 ℓ = m．即 d(λ) = λm．由命题 6.2.2，dimC = m，且
A ∣

C
的最小多项式为 λm，也即A ∣

C
是m次幂零变换．结论 (1)得证．

现在对幂零指数m用归纳法证明 (2)．
当m = 时，A 是零变换．因此对任意非零向量 α ∈ V，A (α) = ，即由向量 α

生成的循环子空间 C是 维的，而且A ∣
C
是零变换．由于 C是 维的，故 {α}是

C的基．设 {α� α� . . . � αn}是V的基．V中由 α� α� . . . � αn生成的子空间记为V．

显然，V = C ⊕ V，且 V是A 的不变子空间，而且A ∣
V
是零变换，即 次幂零变换．

这就证明当m = 时结论 (2)成立．
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假设结论 (2)对m − 次幂零变换成立，下面证明结论 (2)对m次幂零变换A

也成立．

设U = ImA，并记 β = A (α) ∈ U．由于 ImA 是A 的不变子空间，因此A ∣
U

有意义．设 ξ ∈ U，则存在 η ∈ V，使得 ξ = A (η)．因此

(A ∣
U
)m−(ξ) = A m−(A (η)) = A m(η) = �

并且
(A ∣

U
)m−(β) = A m−(A (α)) = A m−(α) ≠ ．

所以 (A∣
U
)m− ≠ ，(A ∣

U
)m− = ，即A ∣

U
是m − 次幂零的．

在U中由向量 β生成的（相对A ∣
U
的）循环子空间 C̃显然具有基

{β�A (β)� . . . �A m−(β)}�

并且A ∣
U
在 C̃上的限制是m − 次幂零的．

由归纳假设，存在A ∣
U
的不变子空间U，使得U = C̃ ⊕U，而且A ∣

U
在U上

的限制是幂零的，其幂零指数不大于m − ．
记 Ṽ = {α ∈ V ∣ A (α) ∈ U}．先证明以下事实．
¬C∩U = ．事实上，设 α ∈ C∩U．由于 α ∈ C，而 {α�A (α)� . . . �A m−(α)}

为 C的基，所以 α = bα + bA (α) +⋯ + bm−A m−(α)．因此

A (α) = bβ + bA (β) +⋯ + bm−A m−(β) ∈ C̃．

另一方面，由于 α ∈ U，且U是A ∣
U
的不变子空间，所以A (α) = A ∣

U
(α) ∈ U．

因此A (α) ∈ C̃ ∩U = ，即

bβ + bA (β) +⋯ + bm−A m−(β) = �

而 {β�A (β)� . . . �A m−(β)}是 C̃的基．所以 b = b = ⋯ = bm− = ．于是

α = bm−A m−(α) = bm−A m−(β) = bm−A (A m−(α)) ∈ C̃ ∩U = ．

因为A m−(β) ≠ ，故 bm− = ，所以 α = ．这就证明，C ∩U = ．
U ⊆ Ṽ．事实上，由于U是A ∣

U
的不变子空间，所以对任意 α ∈U，A ∣U(α) =

A (α) ∈ U．因此U ⊆ Ṽ．

®V = C+Ṽ．事实上，设 α ∈V，则A (α) ∈U．由于U = C̃⊕U，故A (α) = ξ+η，
其中 ξ ∈ C̃，η ∈ U．因为 ξ ∈ C̃，故

ξ = bβ + bA (β) +⋯ + bm−A m−(β)
= A (bα + bA (α) +⋯ + bm−A m−(α))�

其中 b� b� . . . � bm− ∈ F．因此

A (α − bα − bA (α) −⋯ − bm−A m−(α)) = η ∈ U�

故 α − bα − bA (α) −⋯ − bm−A m−(α) = ζ ∈ Ṽ．也就是说，

α = (bα + bA (α) +⋯ + bm−A m−(α)) + ζ�
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其中 bα + bA (α)+⋯+ bm−A m−(α) ∈ C．这表明，α ∈ C + Ṽ．因此V = C + Ṽ．

应当指出，V = C + Ṽ并不一定是直和．现在需要求出适合结论 (2)的子空间
V．因为U ∩ (C ∩ Ṽ) = (U ∩ C) ∩ Ṽ，所以由¬可知

U ∩ (C ∩ Ṽ) = ．

因此和U + (C ∩ Ṽ)是直和．由于U ⊆ Ṽ，C ∩ Ṽ ⊆ Ṽ，因此

U ⊕ (C ∩ Ṽ) ⊆ Ṽ．

U ⊕ (C ∩ Ṽ)在 Ṽ中的补记为W，即

W ⊕U ⊕ (C ∩ Ṽ) = Ṽ．

记 V =W ⊕U．现在验证 V是A 的不变子空间，并且A ∣
V
是幂零的，其幂零

指数m ⩽ m．事实上，设 ξ ∈ V ⊆ Ṽ，则

A (ξ) ∈ U ⊆W ⊕U = V．

所以 V是A 的不变子空间．由于 ξ ∈ V ⊆ V，故A m(ξ) = ．所以A ∣
V
是幂零的，

它的幂零指数m ⩽ m．
其次验证，C ∩ V = ．事实上，设 ξ ∈ C ∩ V．由于

C ∩ V ⊆ V ⊆ Ṽ�

所以 ξ ∈ C ∩ Ṽ．而 ξ ∈ V，所以 ξ ∈ V ∩ (C ∩ Ṽ)．由于

Ṽ = V ⊕ (C ∩ Ṽ)�

因此 ξ = ．即 C ∩ V = ．
最后验证，V = C +V．事实上，设 ξ ∈ V．由于 V = C + Ṽ，所以 ξ = η + ζ，其中

η ∈ C，ζ ∈ Ṽ．但
Ṽ = V ⊕ (C ∩ Ṽ)�

故 ζ = ζ + ζ，其中 ζ ∈ V，ζ ∈ (C ∩ Ṽ)．因此

ξ = η + ζ + ζ = (η + ζ) + ζ�

其中 η + ζ ∈ C，ζ ∈ V．即 ξ ∈ C + C，所以 V = C + V．

这就证明，结论 (2)对m次幂零变换A 成立． ∎
利用定理 6.2.1，并对线性空间 V 的维数用归纳法，即得下面的线性空间 V 分

解为关于幂零变换A 的循环子空间的直和的定理．

定理 6.2.2 设A ∶V → V 是m次幂零变换．则
(1) 存在由非零向量 α� α� . . . � αk ∈ V 生成的循环子空间 C�C� . . . �Ck，使得

V = C ⊕ C ⊕⋯⊕ Ck�

并且A ∣
C j
是m j次幂零的，而m = m ⩾ m ⩾ ⋯ ⩾ mk；

(2) {α j�A (α j)� . . . �A m j−(α j)}是 C j的基，j = � � . . . � k，它们的并构成 V 的
基，而且幂零变换A 在这组基下的方阵为
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diag(NT
(m)�N

T
(m)� . . . �N

T
(mk))� (6.2.2)

其中 n阶方阵 NT
n 为

NT
n =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 ⋯ ⋯ ⋯ 
 ⋱ ⋮
 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
 ⋯   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
n × n

．

证明 结论 (1)是定理 6.2.1的自然推论．这里只证明结论 (2)．
由结论 (1)，C j是由向量 α j生成的循环子空间，且

V = C ⊕ C ⊕⋯⊕ Ck．

因此
A = A ∣

C
⊕A ∣

C
⊕⋯⊕A ∣

Ck
．

由于A ∣
C j
是m j次幂零的，所以A ∣

C j
的最小多项式为 d j(λ) = λm j．由命题

6.2.2，A ∣
C j
在 C j的基 {α j�A (α j)� . . . �A m j−(α j)}下的方阵为 NT

(m j)．因此，A 在给

定的 V 的基下的方阵即为 (6.2.2)． ∎

定理 6.2.3 设A ∶V → V 是幂零变换，而且 V 可按两种方式分解为相对A 的

循环子空间的直和，即设

V = C ⊕ C ⊕⋯⊕ Ck = C̃ ⊕ C̃ ⊕⋯⊕ C̃ℓ�

其中C j是由向量 α j生成的循环子空间，A ∣C j
是m j次幂零的，m =m ⩾m ⩾⋯⩾mk；

而 C̃ j是由向量 α̃ j生成的循环子空间，A ∣C̃ j
是 m̃ i次幂零的．那么 k = ℓ，且可适当

调整 C̃ i的次序，使得 m̃ i = m i．

定理 6.2.3可以简述为：对给定的幂零变换A，n维线性空间 V 可以分解为相
对A 的循环子空间的直和，而且分解中循环子空间的个数以及循环子空间的维数

是由幂零变换A 所唯一决定的．

证明 记 m̃ = max{m̃� m̃� . . . � m̃ℓ}．设 α ∈ V，则

α = ξ + ξ +⋯ + ξℓ�

其中 ξ j ∈ C̃ j．因此

A m̃(α) = A m̃(ξ) +A m̃(ξ) +⋯ +A m̃(ξℓ)．

但对任意 j = � � . . . � ℓ，

A m̃(ξ j) = A m̃−m̃ j(A m̃ j(ξ j)) = A m̃−m̃ j() = ．

所以A m̃(α) = ，即A m̃ = ．另一方面，̃m = m̃ i．由于 m̃ i是A ∣
C i
的幂零指数，不存

在 ξ ∈ C̃ i ⊆ V，使得
(A ∣

C̃ i
)m̃−(ξ) = A m̃−(ξ) ≠ ．

因此A m̃− ≠ ．这表明，̃m是A 的幂零指数，即 m̃ = m̃ i =m．把直和 C̃⊕ C̃⊕⋯⊕ C̃ℓ
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中的第一项 C̃与第 i项 C̃ i对调后，可设 C̃的维数为 m̃．
记 V = C ⊕ C ⊕⋯⊕ Ck，̃V = C̃ ⊕ C̃ ⊕⋯⊕ C̃ℓ．则

V = C ⊕ V = C̃ ⊕ Ṽ．

显然 V与 Ṽ都是A 的不变子空间，而且A ∣
V
与A ∣

Ṽ
都是幂零的，它们的幂零指

数分别记为 r与 r̃．于是

A r(V) = A r(C)⊕A r(V) = A r(C) = A r(C̃)⊕A r(Ṽ)．

容易证明，
dim(A r(C)) = m − r = dim(A r(C̃))．

因此由上式得到，dim(A r(Ṽ)) = ，即A r(Ṽ) = ．所以 (A ∣Ṽ
)r = ．这表明，̃r ⩽ r．

同理可证 r ⩽ r̃．即得 r = r̃．
重复前面的证明过程，可以证明，r = m，并且存在某个 m̃ i = r̃ = m，在直和

Ṽ = C̃⊕⋯⊕ C̃ℓ中将第 项 C̃与第 i项 C̃ i对调，即可设 C̃的维数为 m̃ = m．如

此继续即可证明 ℓ = k，且 m̃ j = m j． ∎
现在叙述与定理 6.2.2和定理 6.2.3相应的关于矩阵的定理．设数域 F上 n阶

方阵 A满足 Am = ，其中m是某个正整数，则 A称为幂零方阵．使得 Am = 的最小
正整数m称为方阵 A的幂零指数．关于幂零方阵，有

定理 6.2.4 设 A是数域 F上 n阶幂零方阵，其幂零指数为m，则方阵 A在数
域 F上相似于 n阶准对角方阵

J = diag(NT
(m)�N

T
(m)� . . . �N

T
(mk))�

其中m = m ⩾ m ⩾ ⋯ ⩾ mk．

证明 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是数域 F上 n维线性空间 V 的基．则可以验证，由

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A

所确定的线性变换A 是m次幂零的．由定理 6.2.2，存在V的基 {β� β� . . . � βn}，使
得

A (β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)diag(NT
(m)�N

T
(m)� . . . �N

T
(mk))．

由于同一个线性变换在不同基下的方阵是相似的，所以定理 6.2.4成立． ∎

定理 6.2.5 设数域 F上 n阶幂零方阵 A与 B分别相似于下面的准对角方阵

JA = diag(NT
(m)�N

T
(m)� . . . �N

T
(mk))�

JB = diag(NT
(n)�N

T
(n)� . . . �N

T
(nℓ))�

其中m ⩾ m ⩾ ⋯ ⩾ mk，n ⩾ n ⩾ ⋯ ⩾ nℓ．则方阵相似当且仅当 JA = JB．

证明 充分性是显然的，这里只证必要性．

设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是数域 F上 n维线性空间 V 的基，则由

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A

所确定的线性变换A 是幂零的．因为方阵 A与方阵 B相似，所以 B = P−AP，其中
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P是数域 F上 n阶可逆方阵．记

(β� β� . . . � βn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)P．

则 {β� β� . . . � βn}是 V 的基，而且

A (β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)B．

由假设，JA = Q−AQ，JB = R−BR，其中 Q与 R是数域 F上 n阶方阵．记

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)Q�

(ζ� ζ� . . . � ζn) = (β� β� . . . � βn)R．
则 A (η� η� . . . � ηn) = (η� η� . . . � ηn)JA�

A (ζ� ζ� . . . � ζn) = (ζ� ζ� . . . � ζn)JB．

记 V 中由基向量 ηe j+� ηe j+� . . . � ηe j+m j 生成的子空间为 C j，其中 e j = m +m +⋯ +
m j−，j = � � . . . � k，且约定m = ．显然 dimC j = m j，而且可以证明，C j是由向量

ηe j+生成的循环子空间．

同样，V 中由基向量 ζ f j+� ζ f j+� . . . � ζ f j+n j 生成的子空间 C̃ j是由向量 ζ f j+生成
的循环子空间，其中 f j = n + n +⋯ + n j−，j = � � . . . � ℓ，且 n = ．于是

V = C ⊕ C ⊕⋯⊕ Ck = C̃ ⊕ C̃ ⊕⋯⊕ C̃ℓ．

由定理 6.2.3，k = ℓ，而且 n j = m j这表明，NT
(n j) = N

T
(m j)，所以 JA = JB． ∎

定理 6.2.4和定理 6.2.5表明，对于 n阶幂零方阵，方阵在相似下的标准形问题
已经基本解决．即对幂零方阵而言，可以用准对角方阵 J作为相似等价类的代表
元，而方阵 J中准对角块的个数以及对角块的大小是幂零方阵在相似下的全系不
变量．

留下的问题是，对给定的幂零方阵 A，如何确定准对角方阵 J中准对角块的个
数以及准对角块的大小．这一问题留待 §6.3解决．

习 题 6.2

1. 设 维复向量空间C的线性变换A 在C的标准基下的方阵为

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 i 
−  −i
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

其中 i = −．求向量 ε = (� � )与 α = (� � i)的最小多项式．
2. 设A 是 n维复线性空间V的 k次幂零变换．证明，由非零向量 α ∈ V生成的循环子空间

C的维数不超过 k．
3. 证明 阶幂零方阵 N与 N相似的必要与充分条件是，它们具有相同的秩和最小多项式．

4. 设A 是 n维复线性空间 V 的 k次幂零变换，且 V 分解为循环子空间 C�C� . . . �Ck的直

和．C�C� . . . �Ck中维数为 j的子空间的个数记为 n j，j = � � . . . � k．证明，
(1) dim ImA = n + n +⋯ + (k − )nk；

(2) n j = dim ImA j+ + dim ImA j− −  dim ImA j，j = � � . . . � k；
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(3) V 本身是非零向量 α生成的循环子空间的充分必要条件是，dim ImA j = n − j，其中
j = � � . . . � n．

5. 设A 是数域 F上 n维线性空间 V 的线性变换．如果存在非零向量 α ∈ V，使得由向量
α生成的循环子空间 C = V，则称A 为循环变换，向量 α称为A 的循环向量．证明，A 为循环

变换的充分必要条件是，存在 V 的基，使得A 在这组基下的方阵为

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 ⋯ ⋯  −a
 ⋱ ⋮ −a
 ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱   −an−
 ⋯   −an−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

并由此证明，A 为循环变换的充分必要条件是，A 的最小多项式等于A 的特征多项式．注：形

如 A的方阵称为友方阵．
6. 设A 是数域 F上 维向量空间 F的线性变换，非零向量 α ∈ F不是A 的特征向量．证

明 α是A 的循环向量．

7. 设 维实向量空间R的线性变换A 在R的标准正交基下的方阵为 A = diag(� �−)．
证明A 不具有循环向量．求向量 α = (�−� )生成的循环子空间．

8. 证明，如果数域 F上 n维线性空间 V 的线性变换A 的二次幂A 为循环变换，则A 本身

也是循环变换．反之是否成立？

9. 设数域 F上 n维线性空间 V 的线性变换A 可对角化．证明，

(1) 如果A 是循环变换，则A 的 n个特征值两两不同；
(2) 如果A 的 n个特征值两两不同，且 {α� α� . . . � αn}是A 的完全特征向量组，则 α + α +

⋯ + αn是循环向量．

10. 设A 与B是数域 F上 n维线性空间 V 的可交换的线性变换，且A 是循环变换．证明，

存在多项式 f (λ) ∈ F[λ]，使得B = f (A )．
11. 设A 是数域 F上 n维线性空间 V 的线性变换，而且 V 的任意一个与A 可交换的线性

变换B都可表为A 的多项式．证明A 是循环变换．

12. 设A 是数域 F上 n维线性空间 V的线性变换．证明，V的每个非零向量都是A 的循环

向量的充分必要条件为，A 的特征多项式 ϕ(λ)在 F上不可约．

§6.3 Jordan标准形

设 V 是 n维复线性空间，A ∶V → V 是线性变换，λ� λ� . . . � λt是A 的全部不

同特征值，且A 的特征多项式为

ϕ(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t �

其中 e� e� . . . � et是正整数，且 e + e +⋯ + et = n．

定理 6.3.1（空间第二分解定理）设Wλ j 是线性变换A ∶V → V 的属于特征值
λ j的根子空间．则

Wλ j = C j ⊕ C j ⊕⋯⊕ λ jk j �

其中 C jℓ是相对 (A − λ jI )∣Wλ j
的循环子空间，其中 ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t．
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简言之，A 的每个根子空间Wλ j都可分解为循环子空间的直和．

证明 由 §6.1可知，存在正整数m j，使得

Wλ j =W
(m j)
λ j
= {α ∈ V ∣ (A − λ jI )m j(α) = }�

并且存在 ξ ∈Wλ j，使得 (A − λ jI )m j−(ξ) ≠ ．
这表明A − λ jI 在Wλ j上的限制 (A − λ jI )∣Wλ j

是m j次幂零的．

由定理 6.2.2可知，存在非零向量 ξ j� ξ j� . . . � ξ jk j ∈ Wλ j，它们生产的相对于

(A − λ jI )∣Wλ j
的循环子空间依次为 C j�C j� . . . �C jk j，使得

Wλ j = C j ⊕ C j ⊕⋯⊕ C jk j． ∎

在定理 6.3.1的证明已经指出，(A−λ jI )∣Wλ j
是m j次幂零的．因此 (A−λ jI )∣C jℓ

也是幂零的．设 dimC jℓ = m jℓ．由定理 6.2.2，可设m j = m j ⩾ m j ⩾ ⋯ ⩾ m jk j．由定

理 6.2.1可知，(λ − λ j)m jℓ 是A ∣
C jℓ
的特征多项式与最小多项式．由定理 6.2.2，根子

空间Wλ j在分解为循环子空间的直和时，循环子空间的个数 k j与循环子空间的维

数m j�m j� . . . �m jk j是由 (A − λ jI )∣Wλ j
所唯一确定的，也即A ∣

Wλ j
所唯一确定．因

此，(λ − λ j)m jℓ称为A 的属于特征值 λ j的一个初等因子，而 C jℓ称为相应于初等因

子 (λ − λ j)m jℓ 的循环子空间．A 的初等因子的全体称为A 的初等因子组．

由于 C jℓ是相应于初等因子 (λ − λ j)m jℓ 的循环子空间，而 C jℓ具有基

{α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� (A − λ jI )(α jℓ)� . . . � (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ)}�

所以 (A − λ jI )∣C jℓ
在这组基下的方阵为

(A − λ jI )∣C jℓ
(α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� . . . � (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ))

= (α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� . . . � (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ))NT
(m jℓ)．

由于 (A − λ jI )∣C jℓ
= A ∣

C jℓ
− λ jI ∣C jℓ

，且

λ jI ∣C jℓ
(α) = λ jα� α ∈ C jℓ�

所以，

A ∣
C jℓ
(α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� . . . � (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ))

= (α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� . . . � (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ))(λ jI(m jℓ) + N
T
(m jℓ))．

记
JT(m jℓ)(λ j) = λ jI(m jℓ) + N

T
(m jℓ)．

它称为属于初等因子 (λ − λ j)m jℓ 的 Jordan块．
容易验证，属于初等因子 (λ − λ j)m jℓ 的 Jordan块 JT(m jℓ)的最小多项式与特征多

项式都等于 (λ − λ j)m jℓ．

设
(λ − λ j)m j � (λ − λ j)m j � . . . � (λ − λ j)m jk j

是A 的属于特征值 λ j的全部初等因子，其中m j ⩾ m j ⩾ ⋯ ⩾ m jk j．它们所相应的
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循环子空间依次为 C j�C j� . . . �C jk j．那么根据定理 6.3.1，线性变换A 的属于特征

值 λ j的根子空间Wλ j = C j ⊕ C j ⊕⋯⊕ C jk j．因此这些 C jℓ的基

{α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� (A − λ jI )(α jℓ)�⋯� (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ)}

合并后便得到根子空间Wλ j的基，而且

A ∣
Wλ j
= A ∣

C j
⊕A ∣

C j
⊕⋯⊕A ∣

C jk j
．

所以A ∣
Wλ j
在Wλ j 的这组基下的方阵为

diag(JT(m j)(λ j)� JT(m j)(λ j)� . . . � JT(m jk j )
(λ j))．

由此不难得到

定理 6.3.2 设 λ� λ� . . . � λt是线性变换A ∶V → V 的全部不同特征值，且

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

. . . . . . . . . . . . . . . . .
(λ − λt)m t � (λ − λt)m t � . . . � (λ − λt)m tkt �

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.3.1)

是线性变换A 的初等因子组，其中m j ⩾ m j ⩾ ⋯ ⩾ m jk j，j = � � . . . � t．
并且设C jℓ是相应于 (λ− λ j)m jℓ的由向量 α jℓ生成的（相对于 (A − λ jI )∣C jℓ

的）

循环子空间，ℓ = � � . . . � k j，则

(1) V = C ⊕⋯Ck ⊕⋯⋯⊕ Ct ⊕⋯⊕ Ctk t；

(2) 存在 V 的基，使得线性变换A 在这组基下的方阵为

J = diag(JT(m)(λ)� . . . � J
T
(mk )
(λ)� . . . . . . � JT(m t)(λt)� . . . � JT(m tkt )

(λt))．

(3) 线性变换A 的特征多项式 ϕ(λ)等于A 的所有初等因子的乘积；

(4) 线性变换A 的最小多项式 d(λ)为

d(λ) = (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t．

证明 (1) 由于 (λ− λ j)m j � (λ− λ j)m j � . . . � (λ− λ j)m jk j是线性变换A 的属于 λ j

的全部初等因子，C j�C j� . . . �C jk j 分别是依次相对应的循环子空间，所以依据定理

6.3.1，线性变换A 的属于特征值 λ j的根子空间为

Wλ j = C j ⊕ C j ⊕⋯⊕ λ jk j �

其中 j = � � . . . � t．由定理 6.1.3，V =Wλ ⊕Wλ ⊕⋯⊕Wλ t．于是

V = C ⊕⋯Ck ⊕⋯⋯⊕ Ct ⊕⋯⊕ Ctk t．

(2) 由于 C jℓ是由向量 α jℓ生成的循环子空间，所以

{α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� (A − λ jI )(α jℓ)�⋯� (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ)} (∗)

是 C jℓ的基，ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t．由结论 (1)，将所有这些循环子空间 C jℓ的

基合并，即得 V 的一组基，而且
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A = A ∣
C
⊕⋯⊕A ∣

Ck
⊕⋯⋯⊕A ∣

C t
⊕⋯⊕A ∣

C tkt
．

由于A ∣
C jℓ
在 C jℓ的基 (∗)下的方阵为 Jordan块 JT(m jℓ)(λ j)，所以线性变换A 在

V 所取得基下的方阵为 J．
(3) 只需注意到线性变换A 的特征多项式 ϕ(λ)等于A 在 V 的基下的方阵 J

的特征多项式，而准对角方阵 J的特征多项式显然等于所有对角块 JT(m jℓ)的特征多

项式 (λ − λ j)m jℓ的乘积，即知结论成立．

(4) 对于同一个 j，将所有 C jℓ的基 (∗)合并，即得根子空间Wλ j的基．A ∣
Wλ j
在

Wλ j 的这组基下的方阵为

diag(JT(m j)(λ j)� JT(m j)(λ j)� . . . � JT(m jk j )
(λ j))． (6.3.2)

由于线性变换A ∣
Wλ j
的最小多项式等于它在基下的方阵的最小多项式，所以

A ∣
Wλ j
的最小多项式为 (λ − λ j)m j．由于

A = A ∣
Wλ
⊕A ∣

Wλ
⊕⋯⊕A ∣

Wλt
�

且 λ� λ� . . . � λt两两不同，所以线性变换A 的最小多项式等于A ∣
Wλ

�A ∣
Wλ

� . . . �

A ∣
Wλt
的最小多项式的乘积． ∎
定理 6.3.2结论 (1)可以简述为，对于给定的线性变换A ∶V → V，线性空间 V

可以分解为（相对A − λI �A − λI � . . . �A − λtI 的）循环子空间的直和．
结论 (2)中的方阵 J称为 Jordan方阵，或 Jordan标准形．因此结论 (2)可叙述

为，对给定的线性变换A，存在V的一组基，使得A 在这组基下的方阵为 Jordan标
准形．

设A 与B是 n维复线性空间 V 的线性变换．如果存在可逆线性变换P ∶V →
V，使得

B = P −A P �

则称线性变换A 与B是等价的，记作B ∼ A．

容易验证，线性空间 V 的线性变换之间的关系 ∼满足自反性、对称性与传递
性．于是关系 ∼是 V 的线性变换之间的一种等价关系．

定理 6.3.3 线性空间 V 的线性变换A 和B等价的充分必要条件是，A 与B

具有相同的初等因子组．

证明 必要性 设线性变换A 的初等因子组为 (6.3.1)，则由定理 6.3.2，

V = C ⊕⋯Ck ⊕⋯⋯⊕ Ct ⊕⋯Ctk t �

其中 C jℓ是相应于初等因子 (λ − λ j)m jℓ 的循环子空间．设

{α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� . . . � (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ)}�

是 C jℓ的基．

因为线性变换A 和B等价，所以存在可逆线性变换P，使得B =P −A P．记
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C̃ jℓ = P −(C jℓ)．由于P 可逆，故P −可逆，因此 dim C̃ jℓ = dimC jℓ = m jℓ．而且

{P −(α jℓ)�P −(A − λ jI )(α jℓ)� . . . �P −(A − λ jI )m jℓ−(α jℓ)}�

是 C̃ jℓ的基．因为

P −(A − λ jI )i(α jℓ) = P −(A − λ jI )iP ⋅ (P −(α jℓ))
= (P −(A − λ jI )P )

i(P −(α jℓ))
= (B − λ jI )i(P −(α jℓ))�

所以 C̃ jℓ是由向量P −(α jℓ)生成的循环子空间，而且 (λ − λ j)m jℓ 是线性变换B的

初等因子，其中 ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t．这就证明，线性变换A 与B具有相同

的初等因子组．

充分性 设线性变换A 与B的初等因子组都是 (6.3.1)．则由定理 6.3.2，

V = C ⊕⋯Ck ⊕⋯⋯⊕ Ct ⊕⋯Ctk t

= C̃ ⊕⋯C̃k ⊕⋯⋯⊕ C̃t ⊕⋯C̃tk t �

其中 C jℓ与 C̃ jℓ分别是线性变换A 与B的属于初等因子 (λ− λ j)m jℓ 的循环子空间．

设 C jℓ与 C̃ jℓ分别具有基

{α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� (A − λ jI )(α jℓ)� . . . � (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ)}

与
{α̃ jℓ� (B − λ jI )(α̃ jℓ)� (B − λ jI )(α̃ jℓ)� . . . � (B − λ jI )m jℓ−(α̃ jℓ)}．

依次将 C� . . . �Ck � . . . �Ct� . . . �Ctk t 的基合并后得到 V 的基记为 {β� β� . . . � βn}．
而依次将 C̃� . . . C̃k � . . . � C̃t� . . . C̃tk t 的基合并后得到 V 的基记为 {γ� γ� . . . � γn}．
记

(β� β� . . . � βn) = (γ� γ� . . . � γn)P�

其中 P是 n阶可逆复方阵．由

P (γ� γ� . . . � γn) = (γ� γ� . . . � γn)P

所确定的线性变换P 显然可逆，并且

P (γ� γ� . . . � γn) = (β� β� . . . � βn)．

由定理 6.3.2， A P (γ� γ� . . . � γn) = A (β� β� . . . � βn)
= (β� β� . . . � βn)J
= (γ� γ� . . . � γn)PJ�

P B(γ� γ� . . . � γn) = P ((γ� γ� . . . � γn)J)
= (γ� γ� . . . � γn)PJ�

其中

J = diag(JT(m)(λ)� . . . � J
T
(mk )
(λ)� . . . . . . � JT(m t)(λt)� . . . � JT(m tkt )

(λt))．

于是P B = A P．所以B = P −A P． ∎
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现在转到 n阶复方阵在相似下的标准形．先给出下面的定义．

定义 6.3.1 设 A是 n阶复方阵，{α� α� . . . � αn}是 n维复线性空间V的基．由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A

所确定的线性变换A ∶V → V 的初等因子组称为方阵 A的初等因子组．方阵 A的
初等因子组中的成员 (λ − λ j)m jℓ 称为方阵 A的属于特征值 λ j的初等因子．

应当指出，方阵的初等因子的定义既和线性空间V本身无关，也和线性空间V
的基选取无关，也就是说，方阵 A的初等因子时方阵 A本身具有的特性．
事实上，设 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}分别是同一个 n维复线性空间V

的基，方阵 A由这两组基所确定的线性变换分别记为A 与B，即

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A�
B(β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)A．

由于
(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)P�

其中 P是 n阶可逆复方阵，所以由

P (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)P = (β� β� . . . � βn)

所确定的线性变换P 可逆，并且

P −BP (α� α� . . . � αn) = P −B(β� β� . . . � βn)
= P −((β� β� . . . � βn)A)
= P −((β� β� . . . � βn))A
= (α� α� . . . � αn)A．

因此P −BP =A．这表明，线性变换A 与B是等价的．由定理 6.3.3，线性变换A

与B具有相同的初等因子组，即方阵 A的初等因子的定义与线性空间 V 的基的选
取无关．

其次，设V与 Ṽ都是 n维复线性空间，向量集合 {α� α� . . . � αn}与 {α̃� α̃� . . . �
α̃n}分别是 V 与 Ṽ 的基．设A 与 Ã 分别是方阵 A在线性空间 V 与 Ṽ 中由所取定
的基确定的线性变换，即

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A�
Ã (α̃� α̃� . . . � α̃n) = (α̃� α̃� . . . � α̃n)A．

设线性变换A ∶V → V 的初等因子组为 (6.3.1)，则由定理 6.3.2，

V = C ⊕⋯Ck ⊕⋯⋯⊕ Ct ⊕⋯Ctk t �

其中 C jℓ是属于初等因子 (λ − λ j)m jℓ 的循环子空间，而且 C jℓ具有基

{α jℓ� (A − λ jI )(α jℓ)� (A − λ jI )(α jℓ)�⋯� (A − λ jI )m jℓ−(α jℓ)}�

其中 ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t．
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定义 V 到 Ṽ 的映射 σ如下：设 α = aα + aα +⋯ + anαn ∈ V，则令

σ(α) = a α̃ + a α̃ +⋯ + an α̃n ∈ Ṽ．

容易证明，σ是V到 Ṽ上的同构映射，而且对任意 α ∈ V，σ(A (α)) = Ã (σ(α))．
记 σ(C jℓ) = C̃ jℓ．因为 σ ∶V → Ṽ 为同构映射，所以 dim C̃ jℓ = dimC jℓ，而且

{σ(α jℓ)� (Ã − λ jĨ )(σ(α jℓ))� (Ã − λ jĨ )(σ(α jℓ))� . . . � (Ã − λ jĨ )m jℓ−(σ(α jℓ))}

是 C̃ jℓ的基，其中 Ĩ 是 Ṽ 的单位变换．
这表明，̃C jℓ是由向量 σ(α jℓ)生成的循环子空间，而且 (λ − λ j)m jℓ 是线性变换

Ã 的初等因子．所以方阵 A的初等因子的定义与线性空间 V 的选取无关．

定理 6.3.4 设 n维复方阵 A的初等因子组为 (6.3.1)，则方阵 A相似于如下的
Jordan标准形：

J = diag(JT(m)(λ)� . . . � J
T
(mk )
(λ)� . . . . . . � JT(m t)(λt)� . . . � JT(m tkt )

(λt))�

其中 JT(m jℓ)是属于初等因子 (λ − λ j)m jℓ的 Jordan块，ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t．

证明 设 V 是 n维复线性空间，由方阵 A在 V 的基 {α� α� . . . � αn}所确定的
线性变换记为A，即

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A．

由定义，线性变换A 的初等因子组也为 (6.3.1)．由定理 6.3.2，存在 V 的基 {β� β�

. . . � βn}，使得
A (β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)J．

由于同一个线性变换在不同基下的方阵相似，所以方阵 A相似于方阵 J． ∎

定理 6.3.5 设 A与 B是 n阶复方阵．则方阵 A与 B相似的充分必要条件是，
方阵 A与 B的初等因子组相同．

证明 必要性 设方阵A与 B相似，则存在 n阶可逆复方阵 P，使得 B = P−AP．
设 {α� α� . . . � αn}是 n维复线性空间 V 的基．由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A

便确定一个线性变换A．因为方阵 P可逆，所以由

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)P

所确定的 {β� β� . . . � βn}是 V 的基．于是

A (β� β� . . . � βn) = (β� β� . . . � βn)B�

即 A与 B是同一个线性变换 A在不同基下的方阵．由定义 6.3.1，方阵 A与 B
的初等因子组相同．

充分性 设方阵 A与 B的初等因子组都是 (6.3.1)．设 {α� α� . . . � αn}是 n维
复线性空间 V 的基，A与 B在这组基下所确定的线性变换分别记为A 与B，即

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A�
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B(α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)B．

由假设，线性变换A 与B具有相同的初等因子组．由定理 6.3.3，存在可逆线
性变换P，使得B = P −A P．设

P (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)P�

其中 P是 n阶可逆复方阵．于是，

P −A P (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)P−AP．

由于B = P −A P，所以 B = P−AP，即方阵 A与 B相似． ∎
定理 6.3.4与定理 6.3.5回答了方阵在相似下的标准形理论的两个基本问题，尚

未解决的问题是，给定 n阶复方阵 A，如何求出方阵 A的初等因子组？也就是说，给
定 n维复线性空间 V 的线性变换A，如何求线性变换A 的初等因子组？本节习题

1给出了求初等因子组的一种方法．在以后诸节中将另给一种方法．

习 题 6.3

1. 设 A是 n阶复方阵，λ� λ� . . . � λt是方阵 A的所有不同特征值．证明
(1) 存在正整数m，使得

rankAm = rankAm+ = rankAm+ = ⋯�

(2) 设m j是使

rank(A− λ jI )m j = rank(A− λ jI )m j+ = rank(A− λ jI )m j+ = ⋯

的最小正整数，则方阵 A的最小多项式 d(λ)为

d(λ) = (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t �

(3) 设 (λ − λ j)ℓ是方阵 A的属于特征值 λ j的初等因子，则 ℓ ⩽ m j；

(4) 设方阵 A的初等因子组为

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
(λ − λt)m t � (λ − λt)m t � . . . � (λ − λt)m tkt �

其中属于特征值 λ j且次数为 ℓ的初等因子 (λ − λ j)ℓ的个数记为 n jℓ，当 (λ − λ j)ℓ不是方阵 A的
初等因子时，n jℓ = ．则

n jℓ = rank(A− λ jI )ℓ+ + rank(A− λ jI )ℓ− −  rank(A− λ jI )ℓ�

其中  ⩽ ℓ ⩽ m j，j = � � . . . � t．
注 习题 1建议采用如下步骤求方阵 A的 Jordan标准形：

(1) 求出方阵 A的特征多项式 ϕ(λ) = det(λI − A)，并求出方阵 A的全部不同特征值 λ� λ�
. . . � λt；

(2) 对每个特征值 λ j，由

rank(A− λ jI )m j− > rank(A− λ jI )m j = rank(A− λ jI )m j+ = ⋯

求出m j；
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(3) 对每个 ℓ， ⩽ ℓ ⩽ m j，计算

n jℓ = rank(A− λ jI )ℓ+ + rank(A− λ jI )ℓ− −  rank(A− λ jI )ℓ�

由此确定 (λ − λ j)ℓ是否是方阵 A的初等因子，以及初等因子 (λ − λ j)ℓ在方阵 A的初等因子组中
出现的次数；

(4) 根据 (3)中所确定的方阵 A的初等因子组写出方阵 A的 Jordan标准形．
2. 利用习题 的方法，求出下列方阵 A的 Jordan标准形．

(1) A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−  
−  
−  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2) A =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
−  
 − −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

(3) A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  −
− − 
− − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (4) A =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

  −
− − 
− − −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

(5) A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
− −  
   
− − − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (6) A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
   ⋱ ⋮
⋮  ⋱ 
 ⋱ 
  ⋯ ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

．

3. 设 n维复线性空间 V 的线性变换A 的特征多项式 ϕ(λ)与做小多项式 d(λ)分别为

ϕ(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t �
d(λ) = (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t．

其中 λ� λ� . . . � λt是方阵 A的全部不同特征值．证明线性变换 (A − λ jI )e j 与 (A − λ jI )m j 的核

相等．

§6.4 λ矩阵的相抵

设F是数域，λ是未定元．数域F上所有关于未定元 λ的多项式集合记为F[λ]．
取m × n个多项式 a i j(λ) ∈ F[λ]， ⩽ i ⩽ m， ⩽ j ⩽ n，则

A(λ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a(λ) a(λ) ⋯ an(λ)
a(λ) a(λ) ⋯ an(λ)
⋮ ⋮ ⋮

am(λ) am(λ) ⋯ amn(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

称为数域 F上的m× n阶 λ矩阵，简称 λ矩阵．也就是说，所谓 λ矩阵是元素为 λ的
多项式的矩阵．数域 F上所有m × n阶 λ矩阵的集合记为 (F[λ])m×n．λ矩阵的加
法，纯量与 λ矩阵的乘法，λ矩阵与 λ矩阵的乘法，以及 λ方阵的行列式的定义和通
常数域 F上方阵相同．但应注意，λ方阵的行列式是关于未定元 λ的多项式．
和通常矩阵一样可以引进 λ矩阵的秩的概念．所谓 λ矩阵 A(λ)的秩是指 λ矩

阵 A(λ)中非零子式的最高阶数，仍记为 rankA(λ)．如果 n阶方阵 A(λ)的秩为 n，
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则 λ方阵 A(λ)称为满秩的，否则 λ方阵 A(λ)称为降秩的．很显然，λ方阵 A(λ)满
秩的充分必要条件是 detA(λ) ≠ ．
对 n阶 λ方阵 A(λ) ∈ (F[λ])n×n，如果存在 n阶 λ方阵 B(λ) ∈ (F[λ])n×n，使得

A(λ)B(λ) = I(n) = B(λ)A(λ)�

其中 I(n)是 n阶单位方阵，则 λ方阵 A(λ)称为可逆的；而 B(λ)称为 A(λ)的逆方
阵，并记为 A(λ)−．

定理 6.4.1 n阶 λ方阵 A(λ)可逆的充分必要条件是，λ方阵 A(λ)的行列式是
数域 F中非零的数．

证明 设 n阶 λ方阵 A(λ)可逆，则存在 n阶 λ方阵 B(λ)，使得 A(λ)B(λ) =
I(n) = B(λ)A(λ)．两端取行列式，即得到 detA(λ) ⋅ detB(λ) = ．其中 detA(λ)与
detB(λ)是数域 F上关于 λ的多项式．比较两端多项式的系数可知，detA(λ)与
detB(λ)是零次多项式．因此 detA(λ)是数域 F中非零的数．
反之，设 detA(λ)是数域 F中非零的数．记 detA(λ) = a．λ方阵 A(λ)的附属

方阵记为 A∗(λ)．由于方阵 A∗(λ)中的元素是 λ方阵 A(λ)的 n − 阶子式，而 A(λ)
的 n − 阶子式是数域 F上关于 λ的多项式，因此 A∗(λ)是数域 F上的 n阶 λ方阵．
所以 a−A∗(λ)是数域 F上 n阶 λ方阵，并且

A(λ)(a−A∗(λ)) = I(n) = (a−A∗(λ))A(λ)．

即 λ方阵 A(λ)可逆，而且 A(λ) = a−A∗(λ)． ∎
由定理 6.4.1可以看出，如果 λ方阵 A(λ)可逆，则 A(λ)是满秩的．反之则不然．

这可通常方阵是不同的．

对 λ矩阵，同样有所谓行或列的初等变换．对调 λ矩阵 A(λ)的某两行（或列）；
λ矩阵 A(λ)的某一行（或列）遍乘数域 F上某个非零多项式并加到 A(λ)的某一行
（或列）；以及 λ矩阵 A(λ)的某一行（或列）遍乘以数域 F中非零的数，依次称为对
λ矩阵 A(λ)施行行（或列）的第一、第二和第三种初等 λ变换．记

Pi j = I(n) + E i j + E ji − E i i − E j j�

Q i j( f (λ)) = I(n) + f (λ)E i j�

Pi(a) = I(n) + (a − )E i i．

其中 E i j是仅在 (i� j)位置上元素为 而其它元素为 的 n阶方阵；f (λ)是数域 F
上关于 λ的多项式．

Pi j、Q i j( f (λ))和 Pi(a)依次称为第一、第二和第三种初等 λ方阵．分别用第
一、第二和第三种初等 λ方阵左乘 n ×m阶 λ矩阵 A(λ)，相当于分别对 λ矩阵 A(λ)
施行第一、第二和第三种行的初等 λ变换．而右乘于 n ×m阶 λ矩阵 A(λ)，则相当
于 A(λ)的列变换．

定理 6.4.2 设m×n阶 λ矩阵 A(λ)的秩为 rankA(λ) = r．则 A(λ)可以经过有
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限次行或列的初等 λ变换化为以下形式：

B(λ) = (
D(λ) 
 

)�

其中D(λ)=diag(d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ))是 n阶对角 λ方阵，d(λ)� d(λ)� . . . � dk(λ)
是数域 F上首一多项式，并且依次一个整除另一个．

证明 对零矩阵 A(λ)，定理 6.4.2成立．因此设 A(λ) = (a i j(λ)) ≠ ．
于是存在某个元素 a i j(λ) ≠ ．对调 λ矩阵 A(λ)的第 行与第 i行，第 列与第

j列．则元素 a i j(λ)掉到 (� )位置上，所以不妨设 a(λ) ≠ ．
首先证明，λ矩阵 A(λ)可以经有限次初等 λ变换化为 λ矩阵 C(λ) = (c i j(λ))，

其中 c(λ) ≠ ，且 c(λ)整除每个 c i j(λ)．为此对次数 deg a(λ)用归纳法．
当deg a(λ)= ，即 a(λ)为数域F中非零的数时，显然 a(λ)整除每个 a i j(λ)．

因此结论对 deg a(λ) = 成立．
假设结论对 deg a(λ) ⩽ t − 成立，下面证明结论对 deg a(λ) = t成立．如果

a(λ)整除每个 a i j(λ)，则结论已经成立．因此不妨设存在某个 a i j(λ)，使得 a(λ)
不整除 a i j(λ)．
情形 1 i = ，即 a(λ)不整除 a j(λ)．
由 Euclid长除法，存在 q(λ)� r(λ) ∈ F[λ]，使得

a j(λ) = q(λ)a(λ) + r(λ)�

其中  ⩽ deg r(λ) < t．用 −q(λ)遍乘矩阵 A(λ)的第 列，并加到第 j列，得到一个
λ矩阵，它的 (� j)位置上的元素为 r(λ)．再对调第 列与第 j列，得到的 λ矩阵中
(� )位置上的元素为 r(λ)．对这个 λ矩阵用归纳假设，即知结论成立．
情形 2 j = ，即 a(λ)不整除 a i(λ)．
此情形的证明同情形 1，只需将情形 1的证明中将列改成行即可．
情形 3 a(λ)整除每个 a j与每个 a i，j = � . . . � n，i = � . . . �m，而且 a(λ)不

整除某个 akℓ(λ)，k ≠ ，ℓ ≠ ．
此时 a j(λ) = q j(λ)a(λ)，q j(λ) ∈ F[λ]．用 −q j(λ)遍乘 λ矩阵 A(λ)的第 列，

并加到第 j列，得到如下形式的 λ矩阵

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a(λ)   ⋯ 
a(λ) ã(λ) ã(λ) ⋯ ãn(λ)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

am(λ) ãm(λ) ãm(λ) ⋯ ãmn(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

设 a i(λ) = p i(λ)a(λ)，p i(λ) ∈ F[λ]．用 −p i(λ)遍乘上述矩阵的第一行，并加
到第 i行，得
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a(λ)   ⋯ 
 ã(λ) ã(λ) ⋯ ãn(λ)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 ãm(λ) ãm(λ) ⋯ ãmn(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

． (6.4.1)

如果 a(λ)整除每个 ã i j(λ)，则结论已成立．因此设 a(λ)不整除某个 ãkℓ(λ)．
将 λ矩阵 (6.4.1)的第 ℓ列加到第 列，得到

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a(λ)   ⋯ 
ãℓ(λ) ã(λ) ã(λ) ⋯ ãn(λ)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

ãkℓ(λ) ãk(λ) ãk(λ) ⋯ ãkn(λ)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

ãmℓ(λ) ãm(λ) ãm(λ) ⋯ ãmn(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

于是化为情形 2．所以结论成立．
现在设 λ矩阵 A(λ)已经通过有限次初等 λ变换化为 λ矩阵 C(λ)．因为 c(λ)

整除每个 c i(λ)，故可设 c i(λ) = f i(λ)c(λ)，f i(λ) ∈ F[λ]．用− f i(λ)遍乘 λ矩阵C(λ)
的第 行，并加到第 i行，得到 λ矩阵

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c(λ) c(λ) ⋯ cn(λ)
 b(λ) ⋯ bn(λ)
⋮ ⋮ ⋮
 bm(λ) ⋯ bmn(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (6.4.2)

其中 bkℓ(λ) = ckℓ(λ) − fk(λ)c(λ)．由于 ckℓ(λ)整除每个 c i j(λ)，所以 c(λ)整除每
个 bkℓ．再对矩阵 (6.4.2)作初等 λ变换，即得到

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c(λ)  ⋯ 
 b(λ) ⋯ bn(λ)
⋮ ⋮ ⋮
 bm(λ) ⋯ bmn(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (6.4.3)

其中 c(λ)整除每个 bkℓ(λ)．
记 A(λ) = (bkℓ(λ))．对 λ矩阵 A(λ)重复上述过程，则 λ矩阵 A(λ)可经有限

次初等 λ变换化为
(
c(λ) 

 A(λ)
)．

其中 c(λ)整除 λ矩阵 A(λ)的每个元素．于是 λ矩阵 (6.4.3)可化为

⎛
⎜⎜⎜
⎝

c(λ)  
 c(λ) 
  A(λ)

⎞
⎟⎟⎟
⎠
． (6.4.4)

注意，由 λ矩阵 (6.4.3)化为 λ矩阵 (6.4.4)，只需对 λ矩阵 A(λ)施行初等 λ变
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换．由于 c(λ)整除 λ矩阵 A(λ)的每个元素，因此对换 A(λ)的某两行（或列)，得
到的 λ矩阵中每个元素都能被 c(λ)整除．
对于用非零多项式 f (λ) ∈ F[λ]遍乘 λ矩阵 A(λ)的第 i列，并加到第 j列后得

到的 λ矩阵，它的第 j列元素为 bk j(λ) + f (λ)bk j(λ)，显然它们都能被 c(λ)整除，
至于第 j列以外的元素，则是 λ矩阵 A(λ)的元素未经变动而得到的，当然也能被
c(λ)整除．
对于用非零的数遍乘 λ矩阵 A(λ)的某一行（或列）而得到的 λ矩阵，它的每个

元素显然都能被 c(λ)整除．因此 c(λ)整除 c(λ)以及 A(λ)的每个元素，而且
c(λ)整除 A(λ)的么个元素．
重复上面的过程，λ矩阵 A(λ)可以经有限次初等 λ变换化为以下的形式：

⎛
⎜
⎝

diag(c(λ)� c(λ)� . . . � ckk(λ)) 

 

⎞
⎟
⎠

(6.4.5)

其中非零多项式 c(λ)� c(λ)� . . . � ckk(λ)依次一个整除另一个．
显然初等 λ变换不改变 λ矩阵 A(λ)的秩，所以 k = rankA(λ) = r．
设 c i i(λ)的首项系数为 b i，则用 b−i 遍乘 λ矩阵 (6.4.5)的第 i行．于是 λ矩阵

A(λ)便化为 λ矩阵 B(λ)． ∎
由于对 λ矩阵 A(λ)施行行或列的初等 λ变换相当于用初等 λ方阵左乘或右

乘 λ矩阵 A(λ)，因此定理 6.4.2也可以叙述为：

定理 6.4.3 设数域 F上m × n阶 λ矩阵 A(λ)的秩为 r．则存在数域 F上m阶
初等 λ方阵 P(λ)� P(λ)� . . . � Ps(λ)和属于F上的 n阶初等 λ方阵Q(λ)�Q(λ)� . . . �
Qt(λ)，使得

Ps(λ)⋯� P(λ)A(λ)Q(λ)⋯Qt(λ) = (
D(λ) 
 

)�

其中 D(λ) = diag(d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ))，而 d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ) ∈ F[λ]是依次
一个整除另一个的首一多项式．

由定理 6.4.3立即得到

定理 6.4.4 λ矩阵 A(λ)可逆的充分必要条件是，λ矩阵 A(λ)可以表为有限
多个初等 λ方阵的乘积．

证明 设 n阶 λ方阵 A(λ)可逆，则 rankA(λ) = n．根据定理 6.4.3，存在 n阶初
等 λ方阵 P(λ)� . . . � Ps(λ)和 Q(λ)⋯�Qt(λ)，使得

Ps(λ)⋯� P(λ)A(λ)Q(λ)⋯Qt(λ) = B(λ)
= diag(d(λ)� . . . � dn(λ))．

显然，初等 λ方阵可逆，而且可逆 λ方阵的乘积仍可逆，所以 λ方阵 B(λ)可逆．
由定理 6.4.1，detB(λ) = d(λ)⋯dn(λ)是数域 F中非零的数，即 detB(λ)是零次多项
式，因此 d(λ)� . . . � dn(λ)都是零次多项式．由于 d(λ)� . . . � dn(λ)都是首一多项式，



⋅ 264 ⋅ 第六章 Jordan标准形 ¹

所以 d(λ) = ⋯ = dn(λ) = ．于是 B(λ) = I(n)，而且

A(λ) = P(λ)−⋯Ps(λ)−Qt(λ)−⋯Q(λ)−．

显然，初等 λ方阵的逆方阵仍是同一类型的初等 λ方阵，所以 λ方阵 A(λ)可
以表为有限多个初等 λ方阵的乘积．
反之，设 λ矩阵 A(λ)是有限多个初等 λ方阵的乘积．由于初等 λ方阵可逆，而

且可逆 λ方阵的乘积仍可逆，所以 λ矩阵 A(λ)可逆． ∎

定义 6.4.1 设 A(λ)与 B(λ)是数域 F上的m × n阶 λ矩阵．如果 λ矩阵 A(λ)
可经有限次行或列的初等 λ变换化为 λ矩阵 B(λ)，也即存在数域 F上m阶可逆 λ
方阵 P(λ)与数域 F上 n阶可逆 λ方阵 Q(λ)，使得

B(λ) = P(λ)A(λ)Q(λ)�

则称 λ矩阵 A(λ)与 B(λ)是相抵的．

容易验证，数域上m × n阶 λ矩阵之间的相抵关系满足自反性、对称性与传递
性，因此 λ矩阵之间的相抵关系是等价关系．于是，根据 λ矩阵之间的相抵关系可
以把数域 F上所有m × n阶 λ矩阵分类：彼此相抵的 λ矩阵归于同一类，而不相抵
的 λ矩阵归不同的类．
和通常数域 F上矩阵的相抵相同，两个基本问题是：λ矩阵在相抵下的标准形

是什么？λ矩阵在相抵下的全系不变量是什么？
先考虑 λ矩阵在相抵下的全系不变量．容易看出，相抵的 λ矩阵具有相同的

秩．也就是说，λ矩阵的秩是 λ矩阵在相抵下的不变量．但是，光有 λ矩阵的秩，还
不足以判断两个 λ矩阵是否相抵．例如，λ矩阵

A(λ) = (
 
 
)� B(λ) = (

 
 λ
)�

它们的秩都是 ．如果 λ矩阵 A(λ)与 B(λ)相抵，即

B(λ) = P(λ)A(λ)Q(λ) = P(λ)Q(λ)�

其中 P(λ)与Q(λ)是可逆的 阶 λ矩阵，则 B(λ)是可逆 λ方阵．但 detB(λ) = λ，它
不是零次多项式．由定理 6.4.1，λ方阵 B(λ)不可逆，矛盾．因此 λ矩阵A(λ)与 B(λ)
并不相抵．

这说明，λ矩阵的秩不足构成 λ矩阵在相抵下的全系不变量．所以必须寻求 λ
在相抵下的其它不变量．

定义 6.4.2 设 A(λ) ∈ (F[λ])m×n．A(λ)中所有 k阶非零子式的最大公因子称
为 A(λ)的 k阶行列式因子，记为Dk(λ)．如果 λ矩阵 A(λ)的所有 k阶子式全为零，
则约定 Dk(λ) = ．

容易看出，如果 rankA(λ) = r，则 Dr+(λ) =⋯ = Ds(λ) = ，其中 s =min{m� n}，
而且当  ⩽ k ⩽ r时，D(λ)� . . . �Dr(λ)都是非零多项式，同时依次一个整除一个．
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定理 6.4.5 m × n阶 λ矩阵 A(λ)与 B(λ)相抵的充分必要条件是，它们的行列
式因子相同．简单地说，λ矩阵的行列式因子是 λ矩阵在相抵下的全系不变量．

证明 必要性 设 λ矩阵A(λ)与B(λ)相抵，那么 λ矩阵B(λ)= P(λ)A(λ)Q(λ)，
其中 P(λ)与 Q(λ)分别是m阶与 n阶可逆 λ矩阵．
根据 Binet-Cauchy公式，B(λ)的 k阶子式

B(λ)( i ⋯ ik
j ⋯ jk ) = ∑

⩽ℓ<⋯<ℓk⩽m
P(λ)( i ⋯ ik

ℓ ⋯ ℓk )((A(λ)Q(λ))(
ℓ ⋯ ℓk
j ⋯ jk ))

= ∑∑
⩽ℓ<⋯<ℓk⩽m
⩽t<⋯<tk⩽n

P(λ)( i ⋯ ik
ℓ ⋯ ℓk )A(λ)(

ℓ ⋯ ℓk
t ⋯ tk )Q(λ)(

t ⋯ tk
j ⋯ jk )．

如果 A(λ)的 k阶行列式因子 Dk(λ) = ，则 A(λ)的每个 k阶子式都为零．由
上式，B(λ)的每个 k阶子式都为零．所以 B(λ)的 k阶行列式因子 D̃k(λ) = ．
如果 Dk(λ) ≠ ，则 Dk(λ)整除 A(λ)的每个 k阶子式，由上式，Dk(λ)整除 B(λ)

的每个 k阶子式，所以 Dk(λ)整除 D̃k(λ)．
由于相抵关系满足对称性，因此 D̃k(λ)整除 Dk(λ)．作为最大公因子 Dk(λ)与

D̃(λ)都是首一多项式，所以 Dk(λ) = D̃k(λ)．这就证明，相抵的 λ矩阵具有相同的
行列式因子．

充分性 设 λ矩阵 A(λ)与 B(λ)的行列式因子相同，且设 rankA(λ) = r．由定
理 6.4.2，λ矩阵 A(λ)相抵于如下的 λ矩阵：

C(λ) =
⎛
⎜
⎝

diag(d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ)) 

 

⎞
⎟
⎠
．

C(λ)的 k阶行列式因子记为 Dk(λ)．易知，D(λ) = d(λ)，D(λ) = d(λ)d(λ)，. . .，
Dr(λ) = d(λ)⋯dr(λ)，Dr+(λ) = ⋯ = Ds(λ) = ，其中 s = min{m� n}．因此，

d(λ) = D(λ)� d(λ) =
D(λ)
D(λ)

� . . . � dr(λ) =
Dr(λ)
Dr−(λ)

．

同样，λ矩阵 B(λ)相抵于如下的 λ矩阵：

G(λ) =
⎛
⎜
⎝

diag(d̃(λ)� d̃(λ)� . . . � d̃ r̃(λ)) 

 

⎞
⎟
⎠
．

λ矩阵G(λ)的 k阶行列式因子记为 D̃k(λ)，则

d̃(λ) = D̃(λ)� d̃(λ) =
D̃(λ)
D̃(λ)

� . . . � d̃ r̃(λ) =
D̃ r̃(λ)
D̃ r̃−(λ)

．

根据必要性，λ矩阵 A(λ)与 B(λ)的 k阶行列式分别为 Dk(λ)与 D̃k(λ)．由假
设，r = r̃，并且 Dk = D̃k．所以 dk(λ) = d̃k(λ)．因此 C(λ) = G(λ)．再由相抵关系的传
递性即知 λ矩阵 A(λ)与 B(λ)相抵． ∎
受定理 6.4.5的充分性证明的启发，可以引进如下的定义．

定义 6.4.3 设A(λ) ∈ (F[λ])m×n的秩为 r，A(λ)的 k阶行列式因子记为Dk(λ)．
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则称
dk(λ) ∶=

Dk(λ)
Dk−(λ)

为 A(λ)的不变因子，其中 k = � � . . . � r，并约定 D(λ) = ．

定理 6.4.6 设 r是m × n阶 λ矩阵 A(λ)的秩，d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ)是 A(λ)
的不变因子，则 λ矩阵 A(λ)相抵于如下的 Smith标准形：

⎛
⎜
⎝

diag(d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ)) 

 

⎞
⎟
⎠
． (6.4.6)

并且 λ矩阵的不变因子是 λ矩阵在相抵下的全系不变量．

证明 由定理 6.4.2，λ矩阵 A(λ)相抵于如下的 λ矩阵：

B(λ) =
⎛
⎜
⎝

diag(d̃(λ)� d̃(λ)� . . . � d̃r(λ)) 

 

⎞
⎟
⎠
�

其中 d̃(λ)� d̃(λ)� . . . � d̃r(λ)是依次一个整除另一个的首一多项式．
容易算出，λ矩阵 B(λ)的行列式因子 D(λ) = d̃(λ)，̃D(λ) = d̃(λ)d̃(λ)，. . .，

Dr(λ) = d̃(λ)⋯d̃r(λ)，Dr+(λ) = ⋯ = Ds(λ) = ，其中 s = min{m� n}．于是，

d̃k(λ) =
Dk(λ)
Dk−(λ)

．

由定理 6.4.5，D(λ)�D(λ)� . . . �Ds(λ)是 λ矩阵 A(λ)的行列式因子．故

d̃k(λ) =
Dk(λ)
Dk−(λ)

= dk(λ)�

其中 k = � . . . � r．这就证明，λ矩阵 A(λ)相抵于 Smith标准形 (6.4.6)．
由定理 6.4.5，相抵的 λ矩阵的行列式因子相同，因此不变因子也相同．
反之，如果两个 λ矩阵的不变因子相同，则它们的行列式因子也相同．由定理

6.4.5可知，这两个 λ矩阵相抵．所以 λ矩阵的不变因子是 λ矩阵在相抵下的全系不
变量． ∎
定理 6.4.5与定理 6.4.6解决了 λ矩阵在相抵下的标准形理论的两个基本问题．

下面将给出复数域上 λ矩阵在相抵下的全系不变量．
设 A(λ)是复数域上m × n阶 λ矩阵，rankA(λ) = r，且 d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ)

是 A(λ)的不变因子．由于复系数多项式可以分解为一次因子的乘积，因此可设

d(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)et �
d(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)et �

⋯⋯⋯⋯⋯⋯
dr(λ) = (λ − λ)er(λ − λ)er⋯(λ − λt)er t．

其中 λ� λ� . . . � λt是两两不同地复数，e i j是非负整数，i = � . . . � r，j = � . . . � t．
由于 d i(λ)整除 d i+(λ)，所以  ⩽ e j ⩽ e j ⩽⋯ ⩽ er j．当 e jℓ > 时，因子 (λ− λ j)e jℓ

称为矩阵 A(λ)的属于 λ j的初等因子，A(λ)的初等因子的全体称为 A(λ)的初等因
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子组．

定理 6.4.7 在复数域上的 λ矩阵的秩和初等因子组是 λ矩阵在相抵下的全系
不变量．

证明 设复数域上m×n阶 λ矩阵A(λ)与 B(λ)相抵，则 rankA(λ)= rank B(λ)，
并且 A(λ)和 B(λ)具有相同的不变因子．由初等因子组的定义可以看出，λ矩阵的
初等因子组由它的不变因子唯一确定，因此 A(λ)与 B(λ)具有相同的初等因子组．
反之设 rankA(λ) = rank B(λ) = r，且

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

. . . . . . . . . . . . . . . . .
(λ − λt)m t � (λ − λt)m t � . . . � (λ − λt)m tkt �

是 λ矩阵 A(λ)的初等因子组，其中m j ⩾ m j ⩾ ⋯ ⩾ m jk j > ，j = � � . . . � t．
由于 λ矩阵 A(λ)的不变因子 d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ)依次一个整除另一个，而

且 A(λ)的每个初等因子必定是 A(λ)的某个不变因子的一个因子，因此 dr(λ)是初
等因子组中分别属于 λ� λ� . . . � λt的最高次幂的初等因子的乘积，即

dr(λ) = (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t．

从 A(λ)的初等因子组中去掉初等因子 (λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λt)m t．

同理，不变因子 dr−(λ)是余下的初等因子中分别属于 λ� λ� . . . � λt的最高次

幂的初等因子的乘积，即

dr−(λ) = (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t．

当然，如果在余下的初等因子中不出现属于 λ j的初等因子，则令 (λ−λ j)m j = ，
即m j = ．
如此继续，即可确定 λ矩阵 A(λ)的所有不变因子 d(λ)� d(λ)� . . . � dr(λ)．这

表明，λ矩阵 A(λ)的不变因子由 A(λ)的秩和初等因子组唯一确定．由于 λ矩阵
A(λ)与 B(λ)的秩相等，初等因子组相同，所以 A(λ)与 B(λ)具有相同的不变因子．
由定理 6.4.6，λ矩阵 A(λ)与 B(λ)相抵． ∎
应当指出，定理 6.4.7中关于 λ矩阵的秩的条件是不能去掉的．即是说，光有初

等因子组，还不足以构成 λ矩阵在相抵下的全系不变量．请读者自己举例说明，具
有相同的初等因子组的两个m × n阶 λ矩阵并不一定相抵．

习 题 6.4

1. 求下列 λ矩阵的 Smith标准形，并求出它们的行列式因子，不变因子和初等因子组．

(1)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ(λ + )  
 λ 
  (λ + )

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ(λ − )  
 λ(λ − ) 
  (λ − )(λ − )

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�
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(3)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ −  − 
 λ −  −
  λ − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (4)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − λ λ λ
λ λ −λ

 + λ λ −λ

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

(5)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ −   
 λ −  
  λ − 
   λ −
     + λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (6)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ  ⋯ 
 λ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋯  λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

．

2. 证明，任意一个满秩 λ方阵 A(λ)都可表为 A(λ) = P(λ)Q(λ)，其中 P(λ)是可逆 λ方阵，
Q(λ)是上三角 λ方阵，而且它的对角元都是首一多项式，对角线以上的元素都是次数小于同一
列的对角元的次数的多项式．并证明，这种表法唯一．

3. 证明，对 n阶Hermite方阵H和H，λ方阵H + λH的不变因子都是实系数多项式．

§6.5 Jordan标准形的求法

本节将利用 λ矩阵在相抵下的标准形理论，重新处理复方阵在相似下的标准
形问题，所说的方阵都指复方阵．先证明一个引理．

引理 6.5.1 任意一个 n阶 λ方阵都可以表为矩阵系数的多项式．具体地说，
对给定的 n阶非零的复 λ矩阵 A(λ) = (a i j(λ))，恒存在 n阶复方阵 A�A� . . . �Am，

使得
A(λ) = Amλm + Am−λm− +⋯ + Aλ + A� (6.5.1)

其中 Am ≠ ．

证明 对于 λ矩阵 A(λ) = (a i j(λ))，每个元素 a i j(λ)都是复系数多项式，记为

a i j(λ) = a(m)i j λm + a(m−)i j λm− +⋯ + a()i j λ + a
()
i j �

其中  ⩽ i� j ⩽ n，并且存在某一对 i� j，使得 a(m)i j ≠ ．因此，

A(λ) = (a(m)i j )λ
m + (a(m−)i j )λm− +⋯ + (a()i j )λ + (a

()
i j )．

记 Ak = (a(k)i j )，k = � � � . . . �m．则上式即为 (6.5.1)． ∎
下面的定理给出方阵的相似与 λ方阵的相抵之间的重要关系．

定理 6.5.1 n阶复方阵 A与 B相似的充分必要条件是，λ方阵 λI(n) − A与
λI(n) − B相抵．

证明 设方阵 A与 B相似，即 B = P−AP，其中 P是某个 n阶可逆复方阵．则

λI(n) − B = P−(λI(n) − A)P．

方阵 P当然是可逆的 λ方阵．因此 λ矩阵 λI(n) − A与 λI(n) − B相抵．
反之，设 λ方阵 λI(n) − A与 λI(n) − B相抵，即

λI(n) − B = P(λ)(λI(n) − A)Q(λ)�
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其中 P(λ)与 Q(λ)是 n阶可逆的 λ方阵．由引理 6.5.1，可设

Q(λ) = Qkλk + Qk−λk− +⋯ + Qλ + Q�

Q(λ)− = Rmλm + Rm−λm− +⋯ + Rλ + R�

记
W = Q(B) = QkBk + Qk−Bk− +⋯ + QB + Q．

因为 Q(λ)− ⋅ Q(λ) = I(n)，所以

RmQ(λ)λm +⋯ + RQ(λ)λ + RQ(λ) = I(n)．

因此
RmWBm +⋯ + RWB + RW = I(n)． (6.5.2)

但是，由于 λI(n) − B = P(λ)(λ(n) − A)Q(λ)，所以

P(λ)−(λI(n) − B) = (λI(n) − A)Q(λ) = Q(λ)λ − AQ(λ)．

用方阵 B代换 λ，得到 Q(B)B = AQ(B)．即WB = AW．由此得到，

WB = AW�WB = AW� . . . �WBm = AmW．

于是式 (6.5.2)化为
(RmAm +⋯ + RA+ R)W = I(n)．

这表明，方阵W可逆，并且 B =W−AW． ∎
对于 n阶复方阵 A，λ方阵 λI(n) − A称为方阵 A的特征方阵．
显然特征方阵 λI(n) − A总是满秩的．因此由定理 6.5.1与定理 6.4.7，立即得到

定理 6.5.2 n阶复方阵 A与 B相似当且仅当它们的特征方阵 λI(n) − A与
λI(n) − B的初等因子组相同．
也就是说，复方阵的特征方阵的初等因子组是复方阵在相似下的全系不变量．

利用复方阵 A的特征方阵 λI(n) − A的初等因子组，可以给出复方阵 A在相似
下的 Jordan标准形．为此需要

引理 6.5.2 准对角 λ矩阵 A(λ) = diag(A(λ)� A(λ))的初等因子组由 A(λ)
与 A(λ)的初等因子组合并而成．

证明 设 d(λ)� . . . � dr(λ)和 dr+(λ)� . . . � dr+s(λ)分别是 λ矩阵 A(λ)和 A(λ)
的不变因子．则存在可逆 λ方阵 P(λ)� P(λ)和 Q(λ)�Q(λ)，使得

P(λ)A(λ)Q(λ) =
⎛
⎜
⎝

diag(d(λ)� . . . � dr(λ)) 

 

⎞
⎟
⎠
�

P(λ)A(λ)Q(λ) =
⎛
⎜
⎝

diag(dr+(λ)� . . . � dr+s(λ)) 

 

⎞
⎟
⎠
．

记
P(λ) = diag(P(λ)� P(λ))� Q(λ) = diag(Q(λ)� Q(λ))．
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显然 P(λ)和 Q(λ)都可逆，并且

P(λ)A(λ)Q(λ) = diag(D� �D� )�

其中
D = diag(d(λ)� . . . � dr(λ))� D = diag(dr+(λ)� . . . � dr+s(λ))．

记右端的 λ矩阵为 B(λ)．于是 λ矩阵 A(λ)与 B(λ)相抵，因此它们的初等因子组
相同．

下面求 λ矩阵 B(λ)的初等因子组．记

d(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λk)ek �
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

dr(λ) = (λ − λ)er(λ − λ)er⋯(λ − λk)erk �
dr+(λ) = (λ − λ)er+�(λ − λ)er+�⋯(λ − λk)er+�k �

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
d(λ) = (λ − λ)er+s�(λ − λ)er+s�⋯(λ − λk)er+s�k �

其中 e i j是非负整数，λ� λ� . . . � λk是两两不同地复数．由于不变因子依次一个整
除另一个，所以  ⩽ e j ⩽ e j ⩽ ⋯ ⩽ er j， ⩽ er+� j ⩽ er+� j ⩽ ⋯ ⩽ er+s� j，j = � � . . . � k．
显然，λ矩阵 A(λ)的初等因子组为 (λ − λ j)e i j( ⩽ i ⩽ r)，而 λ矩阵 A(λ)的初

等因子组为 (λ − λ j)er+i� j( ⩽ i ⩽ s)．
对于每个 j，将指数 e j� . . . � er j� er+� j� . . . � er+s� j重排为 e′ j� e′ j� . . . � e′r+s� j，使得

 ⩽ e′ j ⩽ e′ j ⩽ ⋯ ⩽ e′r+s� j．

容易看出，λ矩阵 B(λ)的 r + s阶行列式因子 Dr+s(λ)为

Dr+s(λ) = d(λ)⋯dr(λ)dr+(λ)⋯dr+s(λ)

= (λ − λ)e
′
+⋯+e

′
r+s�(λ − λ)e

′
+⋯+e

′
r+s�⋯(λ − λk)e

′
k+⋯+e

′
r+s�k．

B(λ)的所有非零 r + s − 阶子式为 Dr+s(λ)
d i(λ)

，i = � � . . . � r + s，而

Dr+s(λ)
d i(λ)

= (λ − λ)e
′
+⋯+e

′
r+s�−e i⋯(λ − λk)e

′
k+⋯+e

′
r+s�k−e i k．

由于 e′r+s� j ⩾ e i j，因此

e′ j +⋯ + e′r+s� j − e i j ⩾ e′ j +⋯ + e′r+s−� j．

并且等式当且仅当 e i j = e′r+s� j时成立．

所以，多项式
Dr+s(λ)
d(λ)

� . . . �
Dr+s(λ)
dr+s(λ)

的最大公因子，也即 B(λ)的 r+ s− 阶行列

式因子 Dr+s−(λ)为

Dr+s−(λ) = (λ − λ)e
′
+⋯+e

′
r+s−�⋯(λ − λk)e

′
k+⋯+e

′
r+s−�k．

与 B(λ)的第 r + s个不变因子为

d̃r+s(λ) = (λ − λ)e
′
r+s�⋯(λ − λk)e

′
r+s�k．
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同理可得，B(λ)的第 ℓ个不变因子为 (ℓ = � � . . . � r + s)：

d̃ℓ(λ) = (λ − λ)e
′
ℓ⋯(λ − λk)e

′
ℓk．

因此 B(λ)的初等因子组为

{(λ − λ j)e
′
ℓ j ∣ e′ℓ j > �  ⩽ ℓ ⩽ r + s�  ⩽ j ⩽ k}．

由于 e′ j� e′ j� . . . � e′r+s� j是 e� j� e j� . . . � er+s� j的重排，j = � � . . . � k，所以 λ矩阵 B(λ)的
初等因子组是 A(λ)与 A(λ)的初等因子组合并而成的． ∎

定理 6.5.3 设 n阶复方阵 A的特征方阵 λI(n) − A的初等因子组为
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

. . . . . . . . . . . . . . . . .
(λ − λt)m t � (λ − λt)m t � . . . � (λ − λt)m tkt �

(6.5.3)

其中m j ⩾ m j ⩾⋯ ⩾ m jk j > ，j = � � . . . � t；且 λ� λ� . . . � λt是两两不同地复数．则
复方阵 A相似于如下的 Jordan标准形：

J = diag(JT(m)(λ)� . . . � J
T
(mk )
(λ)� . . . . . . � JT(m t)(λt)� . . . � JT(m tkt )

(λt))�

其中对任意 ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t，

JT(m jℓ)(λ j) = λ jI(m jℓ) + N
T
(m jℓ)．

证明 先计算准对角方阵 J的对角块 JT(m jℓ)(λ j)的特征方阵 λI(m jℓ) − JT(m jℓ)(λ j)
的初等因子组．显然

λI(m jℓ) − J
T
(m jℓ)(λ j) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ − λ j  ⋯ ⋯ 
− λ − λ j ⋱ ⋮
 − ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 
 ⋯  − λ − λ j

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
m jℓ ×m jℓ

．

容易求出，它的行列式因子为

D(λ) = ⋯ = Dm jℓ−(λ) = �Dm jℓ(λ) = (λ − λ j)m jℓ．

所以，它的不变因子为

d(λ) = ⋯ = dm jℓ−(λ) = � dm jℓ(λ) = (λ − λ j)m jℓ．

于是特征方阵 λI(m jℓ) − JT(m jℓ)(λ j)的初等因子组为 (λ − λ j)m jℓ．

由引理 6.5.2，J的初等因子组即为 (6.5.3)．由定理 6.5.2，方阵 A与 J相似． ∎
至此我们重新用 λ矩阵在相抵下的标准形理论处理了复方阵在相似下的标准

形问题．现在的问题是，复方阵 A的特征方阵 λI(n) − A的初等因子组和 §6.3所定
义的复方阵 A的初等因子组有何联系？对此有
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定理 6.5.4 n阶复方阵 A的特征方阵 λI(n) −A的初等因子组即是 A的初等因
子组．

证明 设 n阶复方阵 A的特征方阵 λI(n) − A的初等因子组为

(λ − λ)e � (λ − λ)e � . . . � (λ − λt)e t．

这里复数 λ� λ� . . . � λt允许相同．则由定理 6.5.3得

P−AP = J = diag(JT(e)(λ)� J
T
(e)(λ)� . . . � J

T
(e t)(λt))�

其中 P为 n阶可逆复方阵．取 n维复线性空间 V 的基 {α� α� . . . � αn}．则由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A�
J (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)J�
P (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)P

(6.5.4)

便确定了 V 的线性变换A �J 与可逆线性变换P．由于

P −A P (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)P−AP
= (α� α� . . . � αn)J�

所以J = P −A P，即线性变换A 与J 等价．由定理 6.3.3，线性变换A 与J 的初

等因子组相同．现在确定线性变换J 的初等因子组．由于

JT(e j)(λ j) = λ jI(e j) + N
T
(e j)�

所以由 (6.5.4)得 J (α f j−+) = λ jα f j−+ + α f j−+�

J (α f j−+) = λ jα f j−+ + α f j−+�

⋯⋯⋯⋯
J (α f j−+e j−) = λ jα f j−+e j− + α f j �

J (α f j) = λ jα f j �

其中 f j = e + e +⋯ + e j，j = � � . . . � et．因此，

α f j−+ = (J − λ jI )(α f j−+)�
α f j−+ = (J − λ jI )(α f j−+)�

⋯⋯⋯⋯
α f j−+e j− = (J − λ jI )e j−(α f j−+)�

α f j = (J − λ jI )e j−(α f j−+)�

其中I 是 V 的单位变换．
记V中由向量 α f j−+� α f j−+� . . . � α f j−+e j−� α f j生成的子空间为 C j，则 C j是由向

量 α f j−+生成的循环子空间，并且

V = C ⊕ C ⊕⋯⊕ Ct．

容易算得，J ∣
C j
的最小多项式为 (λ − λ j)e j．这就证明，线性变换J 的初等因子组

也是
(λ − λ)e � (λ − λ)e � . . . � (λ − λt)e t． ∎
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最后总结一下求复方阵 A的 Jordan标准形的过程如下：
(1) 对特征方阵 λI(n) − A施行行或列的初等 λ变换，把 λI(n) − A化为 Smith标

准形，由此求得不变因子 d(λ)� d(λ)� . . . � dn(λ)；
(2) 把不变因子 d(λ)� d(λ)� . . . � dn(λ)分解为一次因子的乘积，求出初等因

子组
(λ − λ)e � (λ − λ)e � � . . . � (λ − λt)e t �

(3) 写出每个初等因子 (λ − λ j)e j 相应的 Jordan块 λ jI(e j) + NT
(e j)，j = � � . . . � t，

然后将它们组成准对角方阵，即得方阵 A的 Jordan标准形 J．
使得 P−AP为 Jordan标准形 J的可逆方阵 P称为过渡方阵．
过渡方阵 P的求法如下（请读者自己证明，如此求得的方阵 P确实是过渡方

阵）：

(1) 对特征方阵 λI(n) −A施行行或列的初等 λ变换，把 λI(n) −A化为 λI(n) − J，
便求得 n阶可逆 λ方阵 P(λ)和 Q(λ)，使得

P(λ)(λI(n) − A)Q(λ) = λI(n) − J�

(2) 通过行的初等 λ变换，把 n × n阶 λ矩阵 (Q(λ)� I(n))化为 (I(n)� R(λ))，
即可求出 Q(λ)的逆 Q(λ)− = R(λ)；

(3) 把 R(λ)写成矩阵系数的多项式，即

R(λ) = Rmλm + Rm−λm− + Rλ + R．

用方阵 A代换其中的 λ，得

R(A) = RmAm + Rm−Am− + RA + RI(n)．

方阵 R(A)即是所求的过渡方阵 P．

习 题 6.5

1. 求下列方阵的 Jordan标准形．

(1)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
 − 
 − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
− − 
− − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

(3)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
 − 
 − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (4)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

α  
 α 
α  α

⎞
⎟⎟⎟
⎠
，α ≠ �

(5)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  −
  −
  −

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (6)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −  
 − − 
   −
   −

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�
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(7)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −  ⋯ 
  − ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱  −
 ⋯ ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

� (8)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
   ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱ 
 ⋯ ⋯ ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

�

(9)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
   ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱ 
 ⋯ ⋯ ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠



n × n

� (10)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a    ⋯ 
 a   ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱ ⋱  
⋮ ⋱ a 
 ⋯ ⋯ ⋯  a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

，n ≥ ；

(11)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   ⋯ 
   ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 
 ⋱ 
  ⋯ ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

� (12)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 ⋯  an
⋮ ⋰ ⋰ 
 ⋰ ⋰ ⋮
an  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

．

2. 设 n阶方阵 J为

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ   ⋯ 
 λ  ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 
⋮ ⋱ λ 
 ⋯ ⋯  λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

f (λ)是关于 λ的多项式．证明：

f (J) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

f (λ) f ′(λ)
!

f ′′(λ)
!

⋯ f (n−)(λ)
(n − )!

 f (λ) f ′(λ)
!

⋯ f (n−)(λ)
(n − )!

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ f (λ) f ′(λ)
!

 ⋯ ⋯  f (λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

3. 证明，一组两两可交换的可对角化方阵可以用同一个可逆方阵相似于对角形．

4. 证明，方阵 A的最小多项式 d(λ)的某次幂能被 A的特征多项式 ϕ(λ)所整除．
5. 证明，方阵 A相似于对角形的充分必要条件为，它的初等因子都是一次的．
6. 设 A是可逆方阵．证明 AB和 BA相似．当 A不可逆时，结论是否仍成立？
7. 设方阵 A的特征值全是 ．证明方阵 A的任意次幂都与 A相似．
8. 设 A是 n维复线性空间 V 的线性变换A 在 V 的某组基下的方阵．证明A 是循环变换

的充分必要条件为，方阵 A的特征方阵 λI(n) − A的 n − 阶行列式因子 Dn−(λ) = ．



´ §6.6 一些例子 ⋅ 275 ⋅

§6.6 一些例子

本节通过一些例子来说明 Jordan标准形的应用．

例 6.6.1 n阶复方阵 A和它的转置 AT相似．

证法 1 容易看出，特征方阵 λI(n) − A和 λI(n) − AT的行列式因子相同．因此

特征方阵 λI(n) − A和 λI(n) − AT相抵．所以方阵 A和 AT相似． ∎
证法 2 设方阵 A的初等因子组为 (λ − λ)e � (λ − λ)e � . . . � (λ − λt)e t，则方阵

A相似于 Jordan标准形 J，即

P−AP = J = diag(λI(e) + N
T
(e)� λI(e) + N

T
(e)� . . . � λt I(e t) + N

T
(e t))�

其中 P是某个 n阶阶可逆复方阵．于是

PTAT(PT)− = JT = diag(λI(e) + N(e)� λI(e) + N(e)� . . . � λtI(e t) + N(e t))．

记

S j =
⎛
⎜⎜⎜
⎝


⋰



⎞
⎟⎟⎟
⎠
e j × e j

．

则
S−j (λ jI(e j) + N

T
(e j))S j = λ jI(e j) + N(e j)�

记 S = diag(S� S� . . . � St)，则

S−P−APS = JT = PTAT(PT)−．

所以 (PSPT)−A(PSPT) = AT，其中方阵 PSPT显然可逆． ∎
注 1 证法 2不但证明方阵 A和它的转置 AT相似，而且还指出可以选取可逆

对称方阵 P，使得 P−AP = AT．

注 2 由例 6.6.1，属于初等因子 (λ − λ j)e j 的 Jordan块 λ jI(e j) +NT
(e j)和 λ jI(e j) +

N(e j)相似，Jordan标准形

J = diag(λI(e) + N
T
(e)� λI(e) + N

T
(e)� . . . � λt I(e t) + N

T
(e t))

和
diag(λI(e) + N(e)� λI(e) + N(e)� . . . � λt I(e t) + N(e t)) (6.6.1)

相似．所以 λ jI(e j) + N(e j)也称为属于 (λ − λ j)e j 的 Jordan块，而形如 (6.6.1)的上三
角阵也称为 Jordan标准形．以后我们说方阵 A的 Jordan标准形都指形如 (6.6.1)的
上三角方阵．

例 6.6.2 任意一个 n阶复方阵 A都可以表示为两个 n阶对称方阵的乘积，而
且可以指定其中一个是非奇异的．
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证明 由例 6.6.1，存在 n阶可逆对称复方阵 S，使得 S−ATS = A．
记 S = S−，S = ATS．则 A = SS．由于 ATS = SA，因此

ST = (ATS)T = (SA)T = ATS = S�

所以 S是对称的．显然 S = S−是对称而且可逆的．记 S̃ = S−AT，̃S = S，则A= S̃ S̃．
由于

S−AT = AS−�

所以
S̃T = (S−AT)T = (AS−)T = S−A′ = S̃�

即方阵 S̃是对称的．显然 S̃ = S是可逆对称的． ∎

例 6.6.3 任意一个 n阶复方阵 A都相似于这样的上三角阵，它的非零的非对
角元都是任意小的正数．

证明 设 (λ− λ)e，(λ− λ)e，. . .，(λ− λt)e t 是方阵 A的初等因子组，则存在可
逆方阵 P，使得

P−AP = J = diag(λI(e) + N(e)� λI(e) + N(e)� . . . � λt I(e t) + N(e t))．

设 ε是任意小的正数，且

E(e j) = diag(ε� ε
� . . . � εe j)．

则

E−(e j)(λ jI(e j) + N(e j))E(e j) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ j ε
⋱ ⋱
⋱ ε

λ j

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
e j × e j

．

记
E = diag(E(e)� E(e)� . . . � E(e t))．

则
(PE)−A(PE) = diag(λI(e) + εN(e)� λI(e) + εN(e)� . . . � λt I(e t) + εN(e t))． ∎

注 由例 6.6.1，若把例 6.6.3中上三角方阵改成为下三角方阵，结论仍成立．

例 6.6.4 n阶复方阵 A的最小多项式 d(λ)等于 A的特征方阵 λI(n) − A的第
n个不变因子 dn(λ)．

证明 设方阵 A的初等因子组为

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

. . . . . . . . . . . . . . . . .
(λ − λt)m t � (λ − λt)m t � . . . � (λ − λt)m tkt �

其中 λ� λ� . . . � λt是两两不同的复数，m j ⩾ m j ⩾ ⋯ ⩾ m jk j，j = � � . . . � t．
那么特征方阵 λI(n) − A的第 n个不变因子为
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dn(λ) = (λ − λ)m(λ − λ)m⋯(λ − λt)m t．

记属于 (λ − λ j)m jℓ 的 Jordan块为

J jℓ = λ jI(m jℓ) + N(m jℓ)�

其中 ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t．则存在可逆方阵 P，使得

A = P− JP = P− diag(J� . . . � Jk � . . . . . . � Jt� . . . � Jtk t)P．

容易验证，如果 f (λ)是复系数多项式，且 A = P−BP，则 f (A) = P− f (B)P．而
且如果方阵 A = diag(A�A� . . . �Ak)，则

f (A) = diag( f (A)� f (A)� . . . � f (Ak))．

因此
dn(J) = diag(dn(J)� . . . � dn(Jk)� . . . . . . � dn(Jt)� . . . � dn(Jtk t))．

由于
dn(J jℓ) = (J jℓ − λI(m jℓ))

m(J jℓ − λI(m jℓ))
m⋯(J jℓ − λt I(m jℓ))

m t �

并且
(J jℓ − λ jI(m jℓ))

m j = (N(m jℓ))
m j = �

所以 dn(J jℓ) = ，其中 ℓ = � � . . . � k j，j = � � . . . � t．于是 dn(J) = ．因此

dn(A) = P−dn(J)P = ．

这就证明，dn(λ)是方阵 A的化零多项式．因为 d(λ)是方阵 A的最小多项式，所以
d(λ)整除 dn(λ)．而 d(λ)又是首一多项式，因此可设

d(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t �

其中 e j ⩽ m j，j = � � . . . � t．如果有某个 e j < m j，则

d(J) = diag(d(J)� . . . � d(Jk)� . . . . . . � d(Jt)� . . . � d(Jtk t))�

其中
d(J j) = (J j − λI(m j))

e(J j − λI(m j))
e⋯(J j − λtI(m j))

e t．

显然，当 i ≠ j时，
(J j − λ i I(m j))

e i

是上三角阵，而且对角元素都是 (λ j − λ i)e i ≠ ，所以 (J j − λ i I(m j))e i 可逆．
当 i = j时，由于 e j < m j，所以

(J j − λ jI(m j))
e j = (N(m j))

e j ≠ ．

因此 d(J j) ≠ ，从而 d(J) ≠ ．于是

d(A) = P−d(J)P ≠ �

这与最小多项式是方阵 A的化零多项式相矛盾．
所以 e j = m j，j = � � . . . � t，也即 d(λ) = dn(λ)． ∎

例 6.6.5 n阶复方阵 A相似于对角形的当且仅当 A的最小多项式没有重根．
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证明 设方阵 A相似于对角形

J = diag(λ� λ� . . . � λn)．

则方阵 J即是方阵 A的 Jordan标准形，所以方阵 A的初等因子组为

λ − λ� λ − λ� . . . � λ − λn．

设 λ� λ� . . . � λt是 λ� λ� . . . � λn中全部不同的复数，则方阵 A的最小多项式
（也即特征方阵 λI(n) − A的第 n个不变因子）为

d(λ) = (λ − λ)(λ − λ)⋯(λ − λt)．

因此 d(λ)没有重根．
反之，设方阵 A的最小多项式 d(λ)没有重根，则特征方阵 λI(n) − A的第 n个

不变因子没有重根．所以方阵 A的初等因子都是一次的．因此属于每个初等因子
的 Jordan块都是一阶方阵．这表明，方阵 A的 Jordan标准形是对角方阵． ∎

例 6.6.6 设 n阶复方阵 A的最小多项式 d(λ)的次数为 s，且 B = (b i j)是 s阶
方阵，其中 b i j = TrAi+ j．则方阵 A相似于对角形的充分必要条件是 detB ≠ ．

证明 设 λ� . . . � λt是 A的全部不同特征值，它们的代数重数依次为 e� . . . � et．
必要性 因为方阵 A相似于对角形，所以方阵 A的最小多项式 d(λ)没有重

根，因此 deg d(λ) = s = t．我们知道方阵 Ai+ j的特征值为 λ i+ j
 � λ i+ j

 � . . . � λ i+ j
t ，而且它

们的代数重数依次为 e� e� . . . � et，所以

TrAi+ j = eλ i+ j
 + eλ

i+ j
 +⋯ + esλ

i+ j
t ．

于是 detB = det(TrAi+ j) = det(eλ i+ j
 + eλ

i+ j
 +⋯ + esλ

i+ j
t )

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

eλ eλ ⋯ etλt
eλ eλ ⋯ etλt
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

eλt eλt ⋯ etλtt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ λ ⋯ λt
λ λ ⋯ λt
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
λt λt ⋯ λtt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= ee⋯etλ λ⋯λt ∏
⩽i< j⩽t

(λ i − λ j) ≠ ．

充分性 设 detB ≠ ．如果方阵 A不相似于对角形，则方阵 A的最小多项式
d(λ)有重根，因此 t < s．所以

detB = det(TrAi+ j) = det(eλ i+ j
 + eλ

i+ j
 +⋯ + esλ

i+ j
t )
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= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

eλ eλ ⋯ etλt  ⋯ 
eλ eλ ⋯ etλt  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

eλt
 eλt ⋯ etλtt  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
s − t

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ λ ⋯ λt


λ λ ⋯ λt
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
λt λt ⋯ λt

t

  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠= ．

矛盾．这就证明，方阵 A相似于对角形． ∎

例 6.6.7 如果 n阶复方阵 R相似于如下的准对角方阵

diag
⎛
⎝
(
 
 
)� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n − 个

⎞
⎠
�

则方阵 R称为反射．证明，如果对合矩阵 A (即满足 A = I(n)）不是纯量方阵，则方
阵 A可以分解为有限个反射的乘积．

证明 因为方阵 A是对合方阵，即 A = I(n)，所以 f (λ) = λ − 是方阵 A的
化零多项式．由于方阵 A的最小多项式 d(λ)整除方阵 A的化零多项式，因此
d(λ) = λ− ，或 λ+ ，或 λ − ．如果 d(λ) = λ− ，或者 λ+ ，则 A = I(n)，或 A = −I(n)，
即方阵 A为纯量方阵，不可能．所以 d(λ) = λ − ．
于是方阵 A的最小多项式没有重根．因此方阵 A相似于对角方阵，其对角元

应为方阵 A的特征值．由于方阵 A的特征值应是最小多项式的根，所以 A的特征
值只能是 或者 −．于是方阵 A相似于对角形

diag(−I(s)� I(n−s))．

注意  ⩽ s ⩽ n − ，否则方阵为纯量方阵．这表明，存在 n阶可逆复方阵 P，使得

A = P− diag(−�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

s个

� � � . . . � )P

= P− diag(−� � . . . � )P ⋅ P− diag(�−� � . . . � )P ×⋯
× P− diag(� . . . � �−

s
� � . . . � )P．

记
R i = P− diag(� . . . � �−

i
� � . . . � )P�

其中 i = � � . . . � s．取

Q i = diag
⎛
⎝
� . . . � �(

 −
 

)� 
i+
� � . . . � 

⎞
⎠
�

其中 i = � � . . . � s．则当  ⩽ i ⩽ s时

diag(� . . . � �−
i
� � . . . � ) = Q i diag

⎛
⎝
� . . . � �(

 
 
)� 

i+
� � . . . � 

⎞
⎠
Q−i ．
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所以 R i是反射，i = � � . . . � s．于是方阵 A是反射 R�R� . . . �Rs的乘积． ∎

例 6.6.8 设 A是m × n复矩阵，B和 C分别是 n阶和m阶复方阵，方阵 B和 C
没有公共的特征值，而且 AB = CA．证明 A = ．

证法 1 先考虑方阵 B和 C都是 Jordan块的情形，即设

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ 
⋱ ⋱
⋱ 

λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
n × n

� C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ 
⋱ ⋱
⋱ 

λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
m ×m

．

其中 λ ≠ λ．设 A = (a i j)m×n，则由 AB = CA得到，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λa a + λa ⋯ a�n− + λan
λa a + λa ⋯ a�n− + λan
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

λam a + λam ⋯ am�n− + λamn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λa + a λa + a ⋯ λan + an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

λam−� + am−� λam−� + am−� ⋯ λam−�n + am−�n
λam λam ⋯ λamn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

比较上式等号两端矩阵的元素，由比较第m行上第一个元素得到 λam =
λam，因为 λ ≠ λ，故 am = ；再比较第m上的第 个元素得到 am = ；. . . . . .；
再比较第m行上第 n个元素得到 amn = ．然后再比较第m − 行上的元素，得到

am−� = am−� = ⋯ = am−�n = ．

如此继续，即得 A = ．现在考虑一般情形．设

P−BP = J = diag(J� J� . . . � Jk)�
Q−CQ = J̃ = diag(J̃� J̃� . . . � J̃ℓ)�

其中 P和 Q分别是 n阶和m阶可逆复方阵，J� J� . . . � Jk和 J̃� J̃� . . . � J̃ℓ都是 Jordan
块．

记 Ã = Q−AP，则由 AB = CA得到，̃AJ = J̃ Ã．将方阵 Ã分块为 Ã = (A i j)，使得等
式 ÃJ = J̃ Ã能按分块进行运算．因此由 ÃJ = J̃ Ã得到，对任意  ⩽ i ⩽ ℓ， ⩽ j ⩽ k，

A i j J j = J̃ iA i j．

因为方阵 B和 C没有公共特征值，所以方阵 J j和 J̃ i也没有公共特征值．因此由上
一段的证明，A i j = ，所以 A = ． ∎
证法 2 设

P−BP = J = diag(J� J� . . . � Jk)�

其中 P是 n阶可逆复方阵，J� J� . . . � Jk是 Jordan块．
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现在设 ϕ(λ)是方阵 C的特征多项式，那么

ϕ(B) = Pϕ(J)P− = P diag(ϕ(J)�ϕ(J)� . . . �ϕ(Jk))P−．

设
ϕ(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t �

其中 λ� λ� . . . � λt是方阵 C的全部不同特征值，而

J i = µ i I(n i) + N(n i)�

其中 µ i是方阵 B的特征值．则

ϕ(J i) = ((µ i − λ)I(n i) + N(n i))
e((µ i − λ)I(n i) + N(n i))

e⋯((µ i − λt)I(n i) + N(n i))
e t
．

显然，每个
(µ i − λ j)I(n i) + N(n i)

都是上三角方阵，所以 ϕ(J i)是上三角方阵，而且对角元为

(µ i − λ)e(µ i − λ)e⋯(µ i − λt)e t．

因为方阵 B与 C没有公共特征值，所以 µ i ≠ λ j．因此上三角方阵 ϕ(J i)的对角
元不为零，所以 ϕ(J i)可逆．于是方阵 diag(ϕ(J)�ϕ(J)� . . . �ϕ(Jk))可逆，从而方阵
ϕ(B)可逆．由条件 AB = CA得到 ABℓ = CℓA．所以 Aϕ(B) = ϕ(C)A．
由于 ϕ(λ)是方阵 C的特征多项式，所以由 Cayley-Hamilton定理，ϕ(C) = ，即

Aϕ(B) = ．因为方阵 ϕ(B)可逆，所以 A = ． ∎

例 6.6.9 求出和 n阶复方阵 A可交换的所有 n阶复方阵 B．

解 设 λ� λ� . . . � λt是方阵 A的全部不同特征值，并且 A的初等因子组为

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

(λ − λ)m � (λ − λ)m � . . . � (λ − λ)mk �

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
(λ − λt)m t � (λ − λt)m t � . . . � (λ − λt)m tkt �

则
P−AP = J = diag(J� J� . . . � Jk � . . . . . . � Jt� Jt� . . . � Jtk t)�

其中 P是某个 n阶可逆复方阵，J jℓ是属于初等因子 (λ − λ j)m jℓ 的 Jordan块．
记

J j = diag(J j� J j� . . . � J jk j)�

其中 j = � � . . . � t．则
P−AP = J̃ = diag(J� J� . . . � Jt)．

记 B̃ = P−BP，并按 J̃ = diag(J� J� . . . � Jt)的分块方式将 B̃分块为 B̃ = (B i j)，其
中 B i j是 (m i +⋯ +m i k i) × (m j +⋯ +m jk j)阶子矩阵．
由于 AB = BA，所以 B̃J = JB̃．于是 B i j J j = J iB i j， ⩽ i� j ⩽ t．
显然当 i ≠ j时，J i和 J j没有公共特征值．由例 6.6.8，B i j = ．于是
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B̃ = diag(B�B� . . . �Bt t)�

而且对于 i = � � . . . � t，
B i i J i = J iB i i．

按方阵J i = diag(J j� J j� . . . � J jk i)的分块方式将 B i i分块为 B i i = (B(i)kℓ )，其中 B(i)kℓ
是m i k ×m iℓ阶子矩阵．因为 B i i J i = J iB i i，所以

B(i)kℓ J iℓ = J i kB
(i)
kℓ �  ⩽ k� ℓ ⩽ k i．

于是问题就化为：已知

J(p) = λI(p) + N(p)� J(q) = λI(q) + N(q)�

求 p × q阶矩阵 C = (c i j)，使得 CJ(p) = J(q)C．
因为

C(λI(q) + N(q)) = (λI(p) + N(p))C�

所以
CN(q) = N(p)C．

当 p = q时，由 CN(q) = N(p)C得到：

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 c c ⋯ c�p−
 c c ⋯ c�p−
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 cp cp ⋯ cp�p−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c c ⋯ cp
c c ⋯ cp
⋮ ⋮ ⋮
cp cp ⋯ cpp
  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

比较等号两端矩阵的元素，得到

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c c ⋯ cp
 c ⋯ cp−
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
 ⋯  c

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 c i = ci，i = � � . . . � p．当 p > q时，由 CN(q) = N(p)C得到

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c c ⋯ cp
 c ⋯ cp−
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
 ⋯  c

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(p − q) × q

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

当 p < q时，则

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(p−q)×q

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c c ⋯ cp
 c ⋯ cp−
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
 ⋯  c

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．
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这样一来就可以定出和方阵 J i可交换的方阵 B i，i = � � . . . � t，从而定出和方
阵 A交换的方阵 B． ∎

例 6.6.10 如果 n阶复方阵 A的特征多项式等于它的最小多项式，则 A称为
单纯方阵．设方阵 B和单纯方阵 A可交换，则方阵 B可表为方阵 A的多项式．

证明 设方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)为

ϕ(λ) = (λ − λ)e(λ − λ)e⋯(λ − λt)e t �

其中 λ� λ� . . . � λt是方阵 A的全部不同特征值．
因为方阵 A是单纯的，所以 A的最小多项式 d(λ) = ϕ(λ)．
由于 d(λ)是特征方阵 λI(n) − A的第 n个不变因子 dn(λ)，所以 deg dn(λ) = n，

即特征方阵 λI(n) − A的前 n − 个不变因子都是 ．因此方阵 A的初等因子组为

(λ − λ)e � (λ − λ)e � . . . � (λ − λt)e t．

于是
P−AP = J = diag(J� J� . . . � Jt)�

其中 P是某个 n阶可逆复方阵，

J j = λ jI(e j) + N(e j)

是属于初等因子的 Jordan块，j = � � . . . � t．
因为方阵 B和 A可交换，所以方阵 B̃ = P−BP和 J可交换．由例 6.6.9，

B̃ = P−BP = diag(B�B� . . . �Bt)�

其中对任意 j = � � . . . � t，

B j = b( j) I(e j) + b
( j)
 N(e j) + b

( j)
 N 

(e j) +⋯ + b
( j)
e j−N

e j−
(e j)．

现在确定一个复系数多项式 f (λ)，使得 B̃ = f (J)．为此，设 e = max{e� e� . . . �
et}，且设 µ( j) � µ( j) � . . . � µ( j)e j−是待定系数，j = � � . . . � t．记

h j(λ) = µ( j) +
µ( j)

!
(λ − λ j) +

µ( j)

!
(λ − λ j) +⋯ +

µ( j)e j−

(e j − )!
(λ − λ j)e j−�

g j(λ) =
ϕ(λ)
(λ − λ j)e j

= (λ − λ)e−⋯(λ − λ j−)e j−(λ − λ j+)e j+⋯(λ − λt)e t �

f j(λ) = h j(λ)g j(λ)�

其中 j = � � . . . � t．显然对于 i = � � . . . � j − � j + � . . . � t，k = � � � . . . � e j − ，

f (k)j (λ i) = ．

而且 g j(λ j) ≠ ．由于 f j(λ) = h j(λ)g j(λ)，所以

f (k)j (λ j) = h(k)j (λ j)g j(λ j) +C
kh
(k−)
j (λ j)g′j(λ j) +⋯ +Ck

kh j(λ j)g(k)j (λ j)

= µ( j)k g j(λ j) +C
kµ
( j)
k−g

′
j(λ j) +⋯ +Ck

kµ
( j)
 g(k)j (λ j)．



⋅ 284 ⋅ 第六章 Jordan标准形 ¹

令

k!

f (k)j (λ j) = b( j)k ．于是由

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ( j) =
b( j)

g j(λ j)
�

µ( j)k =
k!b( j)k −C


kµ
( j)
k−g

′
j(λ j) −⋯ −Ck

kµ
( j)
 g(k)j (λ j)

g j(λ j)
即可确定待定常数 µ( j) � µ( j) � . . . � µ( j)e j−，j = � � . . . � t．
容易验证，当 i ≠ j时，g j(J i) = ，因此 f j(J i) = ；当 i = j时，

f j(J j) = f j(λ j)I(e j) +
f ′j (λ j)
!

N(e j) +
f ′′j (λ j)
!

N 
(e j) +⋯ +

f (e j−)j (λ j)
(e j − )!

N e j−
(e j)

= b( j) I(e j) + b
( j)
 N(e j) + b

( j)
 N 

(e j) +⋯ + b
( j)
e j−N

e j−
(e j)

= B j．

记 f (λ) = f(λ) + f(λ) +⋯ + ft(λ)，则 f (J j) = B j．所以

f (J) = diag( f (J)� f (J)� . . . � f (Jt)) = diag(B�B� . . . �Bt) = B̃．

因此
f (A) = P f (J)P− = PB̃P− = B． ∎

注 例 6.6.10中构造多项式 f (λ)的方法具有一般意义，应予重视．例 6.6.10的
结论对任意非单纯的复方阵 A不再成立．但可以证明，若方阵 C和每一个与方阵
A可交换的方阵 B都可交换，则 C可以表为 A的多项式．请读者自证之．

例 6.6.11 设 A是 n阶可逆复方阵，则存在可逆方阵 B，使得 B = A．

证法 1 先考虑最简单情形，即设方阵 A是 Jordan块，也即设

A = λI(n) + N(n)．

取 n阶方阵 D =
√
λI(n) + N(n)．则 D = λI(n) + 

√
λN(n) + N 

(n)．方阵 D的

特征多项式为
ϕ(λ) = det(λI(n) − D) = (λ − λ)n．

因为 D的最小多形式 d(λ)整除特征多项式，所以 d(λ) = (λ − λ)ℓ， ⩽ ℓ ⩽ n．
如果 ℓ < n，则

d(D) = (D − λI(n))
ℓ = (D −

√
λI(n))

ℓ(D +
√
λI(n))

ℓ

= N ℓ
(n)(

√
λI(n) + N(n))

ℓ = ．

因为方阵 A可逆，所以 A的特征值 λ ≠ ，因此方阵 
√
λI(n) + N(n)可逆．于

是由上式 N ℓ
(n) = ．但是，当 ℓ < n时 N ℓ

(n) ≠ ．这就导出矛盾．所以 ℓ = n．
由于 deg d(λ) = n，所以方阵 D的前 n − 个不变因子全为 ．因此方阵 D的

初等因子组为 (λ − λ)n．显然方阵 A的初等因子也为 (λ − λ)n．所以方阵 A与 D

相似，即存在 n阶可逆方阵 P，使得

A = P−DP = (P−DP)．
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取 B = P−DP，即得所欲证的结论．
现在转到一般情形．设

A = P− diag(J� J� . . . � Jt)P�

其中 P是某个可逆方阵，J� J� . . . � Jt都是可逆的 Jordan块．
由上一段的证明，存在可逆方阵 B j，使得 J j = B

j，j = � � . . . � t．于是

A = P− diag(B
 �B


� . . . �B


t )P = (P− diag(B�B� . . . �Bt)P)


�

其中 P− diag(B�B� . . . �Bt)P可逆． ∎
证法 2 先考虑方阵 A是 Jordan块的情形，也即设

A = λI(n) + N(n)� λ ≠ ．

把方阵看成复数，于是问题转化为，已知复数 x，求复数 y，使得

λ + x = λ( +
x
λ
) = y．

令 y =
√
λ z，则

z = ( + x
λ
)



=  +

∞
∑
k=



( 

− )⋯( 


− k + )

k!
λ−k xk．

再把复数视为方阵，即用 N(n)代换 x．因为 N n
(n) = ，所以构造方阵 C如下：

C = I(n) +
n−
∑
k=



( 

− )⋯( 


− k + )

k!
λ−k N k

(n)．

显然方阵 C可逆．可以验证，C = I(n) +

λ

N(n)．令 B =
√
λC，则方阵 B可逆，且

B = λI(n) + N(n) = A．

因此结论对一个只由 Jordan块构成的方阵 A成立．然后再按证法 的一般情
形证明之． ∎
注 例 6.6.11可以推广为：设 p是正整数，A是 n阶可逆方阵．则存在 n阶可

逆复方阵 B，使得 A = Bp．当应当指出，关于方阵 A可逆的条件不能省略．请读者
自己给出例子．

习 题 6.6

1. 设 i i⋯in是自然数 � � . . . � n的一个排列．把 n阶单位方阵 I(n)的第 � � . . . � n行依次
调到第 i� i� . . . � in行，得到的方阵称为置换方阵．证明，置换方阵相似于对角形．

2. 证明，所有 n阶循环方阵
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a a ⋯ an−
an− a a ⋯ an−

. . . . . . . . . . . .
a a a ⋯ a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

可以经同一个可逆方阵 P化为标准形．
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3. 设 A和 B是 n阶方阵，且方阵 diag(A� A)和 diag(B� B)相似．证明，方阵 A和 B相似．
4. 已知 阶方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)和 d(λ)分别为

ϕ(λ) = (λ − )(λ + )� d(λ) = (λ − )(λ + )．

求方阵 A的 Jordan标准形．
5. 设 A是 n阶可逆矩阵，且 A和 Ak相似，k是正整数．证明，方阵 A的特征值都是单位根．
6. 设方阵 A和任意一个可逆方阵都可交换．证明，A是纯量方阵．
7. 设方阵 C和每一个与方阵 A可交换的多项式都可交换．证明，方阵 C可以表示为方阵 A

的多项式．

8. 设 n阶方阵 A不可逆．证明，rankA = rankA的充分必要条件是，方阵 A的属于特征值 
的初等因子都是一次的．

9. (Weyr)证明，n阶复方阵 A与 B相似当且仅当对于每个复数 a和每个正整数 k，

rank(aI(n) − A)
k = rank(aI(n) − B)

k
．

§6.7 实方阵的实相似

一般地说，对于数域 F上 n阶方阵 A和 B，如果存在数域 F上 n阶可逆方阵 P，
使得 B = P−AP，则称方阵 A和 B在数域 F上相似．特别，如果 n阶实方阵 A和 B在
实数域R上相似，则称方阵 A和 B实相似．本节将讨论实方阵在实相似下的标准
形问题．

显然，如果实方阵 A和 B实相似，则方阵 A和 B相似．反之，如果实方阵 A和 B
相似，方阵 A和 B是否实相似？对此，有

定理 6.7.1 n阶实方阵 A和 B相似的充分必要条件是，方阵 A和 B相似．

证明 仅证充分性．设方阵 A和 B相似，则存在 n阶可逆复方阵 P，使得 B =
P−AP．将方阵 P分为实部和虚部，即记 P = R + iQ，其中 i = −，R和Q都是 n阶实
方阵．如果 Q是零方阵，结论已然成立．因此可设实方阵 Q ≠ ．于是由 B = P−AP
得到，

(R + iQ)B = A(R + iQ)�

比较两端方阵的实部和虚部，得到

RB = AR� QB = AQ．

于是对任意实数 λ，A(R + λQ) = (R + λQ)B．记

f (λ) = det(R + λQ)．

显然 f (λ)是关于 λ的实系数多项式，当然也是关于 λ的复系数多项式．因为

f (i) = det(R + iQ) = P ≠ �

所以 f (λ)是非零多项式．因此 f (λ)至多有有限个实根．于是存在实数 λ，使得

f (λ) = det(R + λQ) ≠ ．
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这表明实方阵 R + λQ可逆，而且

B = (R + λQ)−A(R + λQ)．

也即方阵 A和 B实相似． ∎
定理 6.7.1表明，把实方阵看成复方阵，则实方阵在相似下的全系不变量也就

是实方阵在实相似下的全系不变量．因此，实方阵在实相似下的标准形理论的两

个基本问题中尚待解决的是：寻求实方阵的实相似的等价类的代表元．

当然，实相似等价类的代表元应当是实方阵．所以我们不能用实方阵 A在相
似下的 Jordan标准形 J直接作为实方阵在实相似下的标准形．尽管如此，我们还是
从实方阵 A在相似下的标准形 J出发，构造一个和方阵 J相似的实方阵 L．由于实
方阵 A和 J相似，且方阵 J和 L相似，所以由定理 6.7.1，实方阵 A和 L实相似．于是
即可求得实方阵 A在实相似的标准形．下面将给出具体构造方法．
容易看出，实方阵 A的行列式因子是实系数多项式，所以它的不变因子也是实

系数多项式．但是，实系数多项式的复根是共轭成对出现的，所以如果虚部不为零

的复数 τ是实方阵 A的某个不变因子的 k重根，则它的共轭复数 τ也是实方阵 A
的这个不变因子的 k重根．也就是说，如果 (λ − τ)k是实方阵 A的一个初等因子，
则 (λ − τ)k也是 A的初等因子．所以可设实方阵 A的初等因子组为

λe � λe � . . . � λes � (λ − λ) f � (λ − λ) f � . . . � (λ − λt) f t �
(λ − τ)g � (λ − τ)g � . . . � (λ − τk)gk � (λ − τ)g � (λ − τ)g � . . . � (λ − τk)gk．

其中 λ� λ� . . . � λt是非零实数，τ� τ� . . . � τk是虚部不为零的复数．
对于实方阵 A的初等因子 λe j，属于 λe j 的 Jordan块数 N(e j)，它是实方阵．
对于实方阵 A的形如 (λ− λ) f 的初等因子，其中 λ是非零实数，属于 (λ− λ) f

的 Jordan块为 λI(t) + N(t)．由于

diag(� λ− � . . . � λ−( f−) )(λI( f ) + N( f ))diag(� λ� . . . � λ f−
 ) = λ(I( f ) + N( f ))�

所以 λI( f ) + N( f )和 λM( f ) = λ(I( f ) + N( f ))相似．
对于实方阵 A的形如 (λ − τ)g和 (λ − τ)g的初等因子，其中 τ的虚部不为零，

属于 (λ − τ)g和 (λ − τ)g的 Jordan块分别为 τI(g) + N(g)和 τI(g) + N(g)．
由上一段可知，

diag(τI(g) + N(g)� τI(g) + N(g))

相似于 diag(τM(g)� τM(g))．
记 τ = ∣τ∣(cos θ + i sin θ)，其中 ∣τ∣是复数 τ的模，i = −，且记

L(g) = ∣τ∣
⎛
⎝

cos θM(g) sin θM(g)
− sin θM(g) cos θM(g)

⎞
⎠
．

则
⎛
⎝
I(g) −iI(g)
I(g) I(g)

⎞
⎠
⋅ L(g) ⋅

⎛
⎝


⎛
⎝
I(g) I(g)
iI(g) −iI(g)

⎞
⎠
⎞
⎠
= diag(τM(g)� τM(g))．
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故 diag(τM(g)� τM(g))相似于 L(g)，所以diag(τI(g) +N(g)� τI(g) +N(g))和 L(g)相似．

定理 6.7.2 设 n阶实方阵 A的初等因子组为

λe � λe � . . . � λes � (λ − λ) f � (λ − λ) f � . . . � (λ − λt) f t �
(λ − τ)g � (λ − τ)g � . . . � (λ − τk)gk � (λ − τk)gk �

(6.7.1)

其中 λ� λ� . . . � λt是非零实数，τ� τ� . . . � τk是虚部不为零的复数．则方阵 A实相
似于如下的标准形：

diag(Ne � . . . �N(es)� λM( f)� . . . � λtM( f t)� L(g)� . . . � L(gk))． (6.7.2)

其中M( f j) = I( f j) + N( f j)，j = � � . . . � t；而 τ i = ∣τ i ∣(cos θ i + i sin θ i)，i = � � . . . � k，

L(g i) = ∣τ i ∣
⎛
⎝

cos θ iM(g i) sin θ iM(g i)
− sin θ iM(g i) cos θ iM(g i)

⎞
⎠
．

证明 根据定理 6.5.3，实方阵 A相似于如下的 Jordan标准形 J：

J = diag(Ne � . . . �Nes � J� . . . � Jt� J� J� . . . � Jk� Jk)�

其中 J j是属于 (λ − λ j) f j 的 Jordan块，j = � � . . . � t；J j和 J j分别是属于 (λ − τ j)g j

和 (λ − τ j)g j 的 Jordan块，j = � � . . . � k．
由上一段的讨论，J j相似于 λ jM( f j)，diag(J j� J j)相似于 L(g j)．
显然，如果准对角方阵 diag(A� A)和 diag(B� B)的对角块 A j和 B j相似 ( j =

� )，则 diag(A� A)和 diag(B� B)相似．因此，方阵 J相似于方阵 (6.7.2)．由于方
阵 A和 J相似，所以方阵 A和 (6.7.2)相似．由定理 6.7.1，方阵 A和方阵 (6.7.2)实相
似． ∎

例 6.7.1 设 A是 n阶实方阵，且 A + I(n) = ．证明，存在 n阶实方阵 P，使
得

P−AP = (
 I(n)
−I(n) 

)．

证明 显然 f (λ) = λ + 是实方阵 A的化零多项式．因此方阵 A的最小多项
式 d(λ)只能是 λ+ i� λ− i或 λ = ，其中 i = −．由于 A是实方阵，所以 d(λ)是实系
数多项式．因此 d(λ) = λ + ．因为方阵的最小多项式的根式方阵的特征值，所以
方阵 A的特征值是 i和 −i，而且成对出现．因此方阵具有 n个特征值 i和 n个特征
值 −i．因为方阵 A的最小多项式没有重根，所以存在 n阶可逆复方阵 Q，使得

Q−AQ = (
iI(n) 
 −iI(n)

)．

但是


(
I(n) I(n)
iI(n) −iI(n)

)Q−AQ(
I(n) −iI(n)
I(n) iI(n)

) = (
 I(n)
−I(n) 

)．

这表明实方阵 A和实方阵
(

 I(n)
−I(n) 

)
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相似．再根据定理 6.7.1可知结论成立． ∎

习 题 6.7

1. 证明，方阵

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
   
   
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

相似于对角形，但不实相似于对角形．

2. 设 k维实线性空间 V 的线性变换A 的最小多项式 d(λ)为 d(λ) = (λ + aλ + b)k，其中
a� b为实数，且 a − b < ．证明，存在 V 的基，使得线性变换A 在这组基下的方阵为

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 
−b −a 

  
−b −a 

⋱ ⋱ ⋱
  
−b −a 

  
−b −a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

3. 证明，任意一个实方阵 A都相似于准对角形，其对角块具有如下形式：
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ 
λ 

⋱ ⋱
λ 

λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

或者 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  
−b −a  

   
−b −a  

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
   
−b −a  

  
−b −a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 λ� a和 b都是实数，且 a < b．
4. 设 A是数域 F上 n阶方阵．视 A为复方阵，它的特征多项式和最小多项式分别记为 ϕ(λ)

和 d(λ)．证明，作为数域 F上 n阶方阵，A的特征多项式和最小多项式仍分别为 ϕ(λ)和 d(λ)．
5. 设 A是数域 F上 n阶方阵．视 A为复方阵，它的行列式因子和不变因子分别记为

D(λ)� . . . �Dn(λ) 和 d(λ)� . . . � dn(λ)．证明，作为数域 F上 n阶方阵，A的行列式因子和不变
因子仍分别是 D(λ)� . . . �Dn(λ)和 d(λ)� . . . � dn(λ)．
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6. 设 A和 B是数域 F上 n阶方阵．证明，方阵 A和 B在数域 F上相似的充分必要条件是，
方阵 A和 B相似．



第七章

Euclid空间

b 前面几章讨论的线性空间实际上只有代数

结构．为了使线性空间更像通常的三维空

间，有必要在线性空间中增加几何结构．

b 我们首先限制在实线性空间．§7.1定义了
实线性空间中向量之间的内积，这实质上

便在实线性空间中引进了距离的概念，从

而赋予实线性空间一种几何结构．这样的

空间即是 Euclid空间．
b 由于 Euclid空间比线性空间具有更强的结
果，基的选择应当与这种结构相适应，所以

在 §7.2中通过正交性的讨论引进了标准正
交基，这就是 Euclid空间所应当考虑的基，
也是通常三维空间的笛卡尔坐标系的直接

推广．

b 于是，Euclid空间的每个线性变换在不同的
标准正交基下的矩阵表示是彼此正交相似

的方阵．这就自然产生了方阵在正交相似

下的分类．

b §7.3与 §7.4利用内积引进了规范变换与规
范方阵的概念．并解决了规范方阵在正交

相似下的分类问题，得出了规范方阵的正

交相似等价类完全由方阵的特征值所刻画

的结论．

b 将这一结果应用于更为特殊的一些具有明

显几何意义的变换以及相应的方阵上，§7.5
与 §7.6解决了正交方阵、对称方阵以及斜
对称方阵在正交相似下的分类问题．

b 由于正定对称方阵的特殊重要性以及应用

的广泛性，§7.7专门讨论了正定对称方阵，
并通过矩阵的奇异值的概念，解决了矩阵

在正交相似下的分类问题．

b §7.8用纯矩阵的方法讨论了一般方阵的正
交相似问题．随后，§7.9通过例子说明了这
一理论的各种应用．

§7.1 内 积

在空间解析几何里，我们知道，在空间 V 中建立直角坐标系后，向量 α便唯一
地确定一个坐标 (x� x� x)．在空间 V 中向量的长度和向量间的夹角可以用向量
的纯量积表示．设向量 α和 β的坐标分别是 (x� x� x)与 (y� y� y)，则向量 α与
β的纯量积为

(α� β) = xy + xy + xy．

于是向量 α的长度为
∥α∥ =

√
(α� α)�

向量 α与 β的夹角 θ的余弦为

cos θ = (α� β)√
(α� α)(β� β)

．
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为了在 n维实线性空间中引进向量的长度与向量间的夹角等概念．我们先分
析一下上述向量的纯量积 (α� β)的特性．
首先，它是定义在空间 V 上的一个二元实函数，即对任意一对向量 α� β，可以

确定唯一一个实数 xy + xy + xy与向量对 α� β相对应．
其次，向量的纯量积 (α� β)具有对称性，即对任意 α� β ∈V，均有 (α� β) = (β� α)；

而且对空间 V中任意非零向量 α，均有 (α� α) > ，纯量积 (α� β)的这一性质称为恒
正性．

最后，纯量积 (α� β)满足：对任意 α� α ∈ V，均有 (α+α� β) = (α� β)+(α� β)，
而且对任意 λ ∈ R，α ∈ V，均有 (λα� β) = λ(α� β)，其中R表示实数域．也就是说，如
果将纯量积 (α� β)中的向量 β视为不变，则纯量积 (α� β)是关于向量元 α的线性
函数．简单地说，纯量积 (α� β)关于向量元 α是线性的．同样，纯量积 (α� β)关于
向量元 β也是线性的．即是说，纯量积 (α� β)是双线性的．
现在将向量的纯量积 (α� β)推广到实线性空间．

定义 7.1.1 设实线性空间 V 上二元实函数 (α� β)满足下面三个性质：
(1)对称性 对任意 α� β ∈ V，(β� α) = (α� β)；
(2)恒正性 对任意 α ∈ V，α ≠ ，(α� α) > ；
(3)双线性性 对任意 α� α� α� β� β� β ∈ V，λ� µ ∈ R，均有

(α + α� β) = (α� β) + (α� β)� (λα� β) = λ(α� β)�
(α� β + β) = (α� β) + (α� β)� (α� µβ) = µ(α� β)�

则二元实函数 (α� β)称为实线性空间 V 的一个内积．

应当指出，在定义 7.1.1中，内积 (α� β)关于向量元 β的线性性质可以由内积
(α� β)对称性以及关于向量元 α的线性性质导出．这里为清楚起见，还是将它列入
定义中．另外，对实线性空间V而言，内积 (α� β)并不是唯一的．只要满足对称性、
恒正性以及双线性性的二元实函数都是实线性空间 V 的一个内积．
现在给出内积的基本性质．

命题 7.1.1 设 (α� β)是实线性空间 V 的内积，则 (� β) = (α� ) = ．

证明 由双线性性得到，(� β) = ( ⋅ α� β) = (α� β) = ．
由对称性得到，(α� ) = (� α) = ． ∎

命题 7.1.2 设 (α� β)是实线性空间 V 的内积，向量 α� α� . . . � αp� β� β� . . . �
βq ∈ V，并且 λ� λ� . . . � λp� µ� µ� . . . � µq ∈ R，则

(
p

∑
i=

λ iα i �
q

∑
j=

µ jβ j) =
p

∑
i=

q

∑
j=

λ iµ j(α i � β j)．

证明 首先用归纳法证明，

(
p

∑
i=

λ iα i � β) =
p

∑
i=

λ i(α i � β)． (7.1.1)
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当 p = 时式 (7.1.1)左端为 (λα� β)，因此由内积 (α� β)关于向量元 α的线性
性质，(λα� β) = λ(α� β)，即式 (7.1.1)当 p = 时成立．现在设式 (7.1.1)对 p − 成
立．于是由内积 (α� β)关于向量元 α的线性性质得到，

(
p

∑
i=

λ iα i � β) = (
p−

∑
i=

λ iα i + λpαp� β) = (
p−

∑
i=

λ iα i � β) + (λpαp� β)

= (
p−

∑
i=

λ iα i � β) + λp(αp� β)

由归纳假设，

=
p−

∑
i=

λ i(α i � β) + λp(αp� β) =
p

∑
i=

λ i(α i � β)�

所以式 (7.1.1)成立．
由内积 (α� β)的对称性得

(α�
q

∑
j=

µ jβ j) = (
q

∑
j=

µ jβ j� α) =
q

∑
j=

µ j(β j� α) =
q

∑
j=

µ j(α� β j)．

于是
(

p

∑
i=

λ iα i � β) =
p

∑
i=

λ i(α i �
q

∑
j=

µ jβ j) =
p

∑
i=

q

∑
j=

λ iµ j(α i � β j)． ∎

命题 7.1.3（Cauchy-Schwarz不等式）设 (α� β)是实线性空间 V 的一个内积，
则对任意 α� β ∈ V，均有

(α� β) ⩽ (α� α)(β� β)� (7.1.2)

等式当且仅当向量 α与 β线性相关时成立．

证明 当 α = 时，由命题 7.1.1，(� β) = ，(� ) = ．因此式 (7.1.2)成等式，故
当 α = 时式 (..)成立．
现在设 α ≠ ．设 t ∈ R，并记

f (t) = (tα + β� tα + β)�

显然 f (t) ⩾ ．由于
f (t) = t(α� α) + t(α� β) + (β� β)�

所以 f (t)是关于 t的二次多项式．因此二次多项式 f (t)的判别式

(α� β) − (α� α)(β� β) ⩽ �

其中等式当且仅当方程 f (t) = 具有唯一解时成立．即当 α ≠ 时，式 (7.1.2)也成
立．

设向量 α与 β线性相关，则存在不全为零的 λ� µ ∈ R，使得 λα + µβ = ．因为

α ≠ ，故 µ ≠ ．于是 λ
µ
α + β = ．所以

f ( λ
µ
) = ( λ

µ
α + β� λ

µ
α + β) = ．

即
λ
µ
是方程 f (t) = 的解．容易验证 λ

µ
是 f (t) = 的唯一解．
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反之，设 t是 f (t) = 的唯一解，则

f (t) = (tα + β� tα + β) = ．

由内积 (α� β)的恒正性得到，tα + β = ．于是向量 α与 β线性相关．这就证明，式
(7.1.2)中等式当且仅当向量 α与 β线性相关时成立． ∎
下面给出 n维实线性空间 V 的内积的方阵表示．设 {α� α� . . . � αn}是 n维实

线性空间 V 的一组基，(α� β)是 V 的一个内积，其中 α� β ∈ V．则

α = xα + xα +⋯ + xnαn� β = yα + yα +⋯ + ynαn．

因此
(α� β) = (

n

∑
i=

x iα i �
n

∑
j=

y jα j) =
n

∑
i=

n

∑
j=

x i y j(α i � α j)．

记 x = (x� x� . . . � xn)，y = (y� y� . . . � yn)，且记 n阶方阵

G =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(α� α) (α� α) ⋯ (α� αn)
(α� α) (α� α) ⋯ (α� αn)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(αn� α) (αn� α) ⋯ (αn� αn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

则
(α� β) = xGyT． (7.1.3)

方阵G = ((α i � α j))n×n称为内积 (α� β)在基 {α� α� . . . � αn}下的Gram方阵．
Gram方阵G = ((α i � α j))具有以下的性质．
(1) 方阵G是对称方阵，即GT = G．
事实上，方阵G的 (i� j)位置上的元素为 (α i � α j)．由内积 (α� β)的对称性，

(α i � α j) = (α j� α i)�

因此方阵G的 (i� j)位置上的元素等于 ( j� i)位置上的元素，所以GT = G．
(2) 正定性，即对任意 x ∈ Rn，xGxT ⩾ ，其中等式当且仅当 x = 时成立．
事实上对任意 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，α = xα +⋯ + xnαn ∈ V，由式 (7.1.3)和

内积的恒正性，(α� α) = xGxT ⩾ ，而且当且仅当 α = ，即 x = 时等式成立．
通常，满足 ST = S的 n阶方阵 S称为对称方阵．设 S是 n阶对称方阵，如果对

任意 x ∈ Rn，xSxT ⩾ ，且等式当且仅当 x = 时成立，则 S称为正定对称方阵．
综上所得

定理 7.1.1 设 (α� β)是 n维实线性空间 V 的内积，{α� α� . . . � αn}是 V 的一
组基，向量 α与 β在这组基下的坐标分别为 x与 y，而且内积 (α� β)在这组基下的
Gram方阵为G，则G是正定对称方阵，而且 (α� β) = xGyT．

定理 7.1.2 设 S是 n阶正定对称方阵，{α� α� . . . � αn}是 n维实线性空间 V
的基，向量 α与 β在这组基下的坐标分别为 x与 y，则由 (α� β) = xSyT所定义的二
元实函数 (α� β)是 V 的一个内积，而且在这组基下的 Gram方阵即为 S．
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证明 对于任意 α� β ∈ V，

(β� α) = ySxT = (xSyT)T = xSyT = (α� β)�

即二元实函数 (α� β)是对称的．
其次对任意 α ∈ V，(α� α) = xSxT．因为对称方阵 S是正定的，所以 (α� α) ⩾ ．

并且当且仅当 x = ，即 α = 时，(α� α) = ．因此 (α� β)是恒正的．
最后设 α� α̃ ∈ V 在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标分别为 x与 x̃，λ� µR，则

(λα + µα̃� β) = (λx + µx̃)SyT = λ(xSyT) + µ(x̃SyT)
= λ(α� β) + µ(α̃� β)．

因此二元实函数 (α� β)关于向量元 α是线性的．
由于二元实函数 (α� β)是对称的，因此 (α� β)关于向量元 β是线性的，即二元

实函数 (α� β)是双线性的．这就证明，(α� β)是 V 的一个内积．
记 S = (s i j)n×n．基向量 α i在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为

ε i = (� . . . � � 
i
� � . . . � )．

因此对  ⩽ i� j ⩽ n，
(α i � α j) = ε iSεTj = s i j．

于是 S = (s i j) = ((α i � α j))，即方阵 S是内积 (α� β)在基 {α� α� . . . � αn}下的
Gram方阵． ∎
定理 7.1.1表明，在 n维实线性空间 V中取定一组基 {α� α� . . . � αn}，V中的一

个内积 (α� β)便由 (7.1.3)确定一个Gram方阵G，而G是正定对称方阵．于是可以
建立由 V 的所有内积的集合到所有 n阶正定对称方阵的集合的映射 σ：

σ((α� β)) = G．

容易验证，映射 σ是单射．定理定理 7.1.2表明，映射 σ是满射．因此V的所有
内积的集合便和所有 n阶正定对称方阵集合存在一个一一对应．
现在转到 n维实线性空间 V 的一个内积在 V 的不同基下的方阵表示的关系．
为此先引进

定义 7.1.2 设 S和 S是 n阶实对称方阵．如果存在 n阶可逆实方阵 P，使得

S = PTSP�

则称对称方阵 S与 S是相合的．

定理 7.1.3 设 n维实线性空间 V 的内积 (α� β)在 V 的基 {α� α� . . . � αn}与
{β� β� . . . � βn}下的 Gram方阵分别为G与G，而且

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)P�

其中 P是 n阶可逆方阵．则G = PTGP，即方阵G与G是相合的．

证明 记 P = (p i j)n×n，则对于 j = � � . . . � n，
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β j =
n

∑
k=

pk jα j．

记G = (a i j)n×n，G = (b i j)n×n，其中 a i j = (α i � α j)，b i j = (β i � β j)．因此，

b i j = (β i � β j) = (
n

∑
k=

pkiαk�
n

∑
ℓ=

pℓ jαℓ)

=
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ j(αk� αℓ) =
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ jakℓ

= (pi � pi � . . . � pni)G(p j� p j� . . . � pn j)T．

这表明，b i j是方阵 PTGP的 (i� j)位置上的元素，所以G = PTGP． ∎
实对称方阵之间的相合关系式一种重要的关系．以后将详加讨论．

下面给出 Euclid空间的定义．

定义 7.1.3 实线性空间 V 连同一个取定的内积 (α� β)一起成为 Euclid空间．

应当指出，对 Euclid空间 V与 V，如果作为线性空间，V与 V是不同的空间，

则 Euclid空间 V与 V是不同的．甚至作为线性空间，V与 V是同一个空间，但确

定的内积不同时，则 Euclid空间 V与 V也是不同的．因此 Euclid空间的定义是和
实线性空间 V 以及 V 的内积 (α� β)的选取密切联系的．正因为如此，Euclid空间
也称为内积空间．对于定义 Euclid空间 V 的内积 (α� β)前面给出的命题 7.1.1，命
题 7.1.2与命题 7.1.3当然成立．
在 Euclid空间V中，利用内积 (α� β)的恒正性，可以定义向量 α ∈ V的范数（或

长度）∥α∥为
∥α∥ =

√
(α� α)．

范数为 的向量称为单位向量．对非零向量 α ∈ V，令

ξ = α
∥α∥

�

则 ξ是单位向量．
利用向量的范数，命题 7.1.3中的 Cauchy-Schwarz不等式 (7.1.2)可以改写成：

∣ (α� β)
∥α∥ ⋅ ∥β∥

∣ ⩽ �

其中 α和 β是非零向量．于是，对于非零向量 α与 β，可以定义它们的夹角 θ为

θ = arccos (α� β)√
(α� α)(β� β)

．

如果向量 α与 β的夹角 θ = π

，也即 (α� β) = ，则称向量 α和 β是正交的，记作

α ⊥ β．

当 α = 时，由于 (� β) = ，故也称零向量和 β正交．
关于向量的范数，有

命题 7.1.4 对任意 α� β ∈ V，
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∥α + β∥ ⩽ ∥α∥ + ∥β∥． (7.1.4)

证明 由范数的定义，

∥α + β∥ = (α + β� α + β) = (α� α) + (α� β) + (β� β)
= ∥α∥ + ∥α∥∥β∥ cos θ + ∥β∥．

根据 Cauchy-Schwarz不等式，

∥α + β∥ ⩽ ∥α∥ + ∥α∥∥β∥ + ∥β∥ = (∥α∥ + ∥β∥)． ∎

式 (7.1.4)称为向量范数的三角形不等式．
最后给出 Euclid空间的一些例子．

例 7.1.1 设Rn是所有有序 n元实数组 (x� x� . . . � xn)构成的实线性空间．设
α = (x� x� . . . � xn)，β = (y� y� . . . � yn) ∈ Rn．定义Rn上二元实函数 (α� β)为

(α� β) = xy + xy +⋯ + xn yn．

容易验证，二元实函数 (α� β)满足：对称性，恒正性与双线性性．因此 (α� β)
是实线性空间Rn的一个内积，它称为Rn的标准内积．实线性空间Rn连同标准内

积 (α� β)一起构成一个 Euclid空间．

例 7.1.2 设R是所有 维实向量 (x� x)构成的 维实向量空间．设 α =
(x� x)，β = (y� y) ∈ R．定义 维实向量空间R上的二元实函数 (α� β)为

(α� β) = xy − xy − xy + xy．

容易验证，二元实函数 (α� β)满足：对称性、恒正性和双线性性．所以二元实
函数 (α� β)是 维实向量空间R的一个内积．维实向量空间R连同内积 (α� β)
一起便构成一个 Euclid空间．

例 7.1.3 设Rn×n是所有 n阶实方阵构成的实线性空间．定义实线性空间
Rn×n上的二元实函数 (A�B)如下：设 A�B ∈ Rn×n，则

(A�B) = TrABT．

证明实线性空间Rn×n连同 (A�B)一起构成一个 Euclid空间．

证明 只需证明，二元实函数 (A�B)是Rn×n的一个内积．为此只需验证，二元

实函数 (A�B)满足对称性，恒正性和双线性性．
设 A�B ∈ Rn×n，则

(B�A) = TrBAT = Tr(ABT)T = TrABT = (A�B)．

所以二元实函数 (A�B)满足对称性．设 A = (a i j) ∈ Rn×n，A ≠ ，则

(A�A) = TrAAT = ∑
⩽i� j⩽n

ai j > ．

因此二元实函数 (A�B)是恒正的．设 A�A ∈ Rn×n，λ ∈ R，则

(A + A�B) = Tr(A + A)BT = Tr(ABT + ABT)
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= TrABT + TrABT = (A�B) + (A�B)�
(λA�B) = Tr(λA)BT = Tr λ(ABT) = λTrABT = λ(A�B)．

因此二元实函数 (A�B)关于向量元 A是线性的．
由对称性，二元实函数 (A�B)关于向量元 B也是线性的．因此二元实函数

(A�B)是双线性的．所以 (A�B)是实线性空间Rn×n的一个内积． ∎

例 7.1.4 设Rn是所有 n维实向量 (x� x� . . . � xn)构成的实线性空间，P是 n
阶可逆实方阵．定义实线性空间Rn上二元实函数 (α� β)如下：设 α� β ∈ Rn，则

(α� β) = αPPTβT．

验证二元实函数 (α� β)是实线性空间Rn的一个内积．

证明 设 α� β ∈ Rn，则

(β� α) = βPPTαT = (αPPTβT)T = αPPTβT = (α� β)�

即二元实函数 (α� β)是实对称的．
设 α ∈ Rn，α ≠ ，则方阵 P可逆，故 αP ≠ ．记 αP = (y� y� . . . � yn)，于是

(α� α) = αPPTαT = (αP)(αP)T = y + y +⋯ + yn > ．

因此二元实函数 (α� β)是恒正的．
设 α� α ∈ Rn，λ ∈ R，则

(α + α� β) = (α + α)PPTβT = αPPTβT + αPPTβT = (α� β) + (α� β)�
(λα� β) = (λα)PPTβT = λ(αPPTβT) = λ(α� β)．

因此二元实函数 (α� β)关于向量元 α是线性的．
由对称性，二元实函数 (α� β)关于向量元 β也是线性的．所以 (α� β)是双线性

的．因此 (α� β)是实线性空间Rn的一个内积． ∎
注 在例 7.1.4中取 n阶可逆实方阵 P为 n阶单位方阵 I(n)，取得实线性空间

Rn的标准内积．

例 7.1.5 设 L是区间 [� ]上所有连续实函数 f (x)构成的实线性空间．定
义实线性空间 L上二元实函数 ( f (x)� g(x))为：设 f (x)� g(x) ∈ L，则

( f (x)� g(x)) =
∫ 


f (x)g(x)dx．

则二元实函数 ( f (x)g(x))是线性空间 L的一个内积．实线性空间 L连同内积

( f (x)� g(x))一起构成一个 Euclid空间．

例 7.1.6 取实线性空间 L同例 7.1.5．定义实线性空间 L的变换A 如下：设

f (x) ∈ L，则令
(A ( f ))(x) = x f (x)．

容易验证，A 是 L的线性变换．定义实线性空间 L上二元实函数 PA( f (x)�
g(x))如下：设 f (x)� g(x) ∈ L，则
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PA( f (x)� g(x)) =
∫ 


(A ( f ))(x)(A (g))(x)dx．

验证 PA( f (x)� g(x))是实线性空间 L的内积．

证明 设 f (x)� g(x) ∈ L，则

PA(g(x)� f (x)) =
∫ 


(A (g))(x)(A ( f ))(x)dx =

∫ 


(A ( f ))(x)(A (g))(x)dx

= PA( f (x)� g(x))�

因此二元实函数 PA( f (x)� g(x))是对称的．
设 f (x) ∈ L，且A ( f ) = ，即实函数 f (x)在变换A 下的象为零函数．因此对

任意 x ∈ [� ]，
(A ( f ))(x) = x f (x) = ．

因为 x /≡ ，所以 f (x) ≡ ，即 f (x)是零函数．因此KerA = ．这表明，线性变
换A 是可逆的．现在设 f (x) ∈ L，f (x) /≡ ，则 (A ( f ))(x) /≡ ．因此

PA( f (x)� f (x)) =
∫ 


(A ( f )(x)) dx > ．

所以二元实函数 PA( f (x)� g(x))是恒正的．
设 f(x)� f(x) ∈ L，λ ∈ R，则

(A ( f + f))(x) = x( f + f)(x) = x f(x) + x f(x)
= (A ( f))(x) + (A ( f))(x)�

(A (λ f ))(x) = x(λ f )(x) = λ(x f (x)) = (λA ( f ))(x)．

因此

PA( f(x) + f(x)� g(x)) =
∫ 


(A ( f + f))(x)(A (g))(x)dx

=
∫ 


((A ( f))(x) + (A ( f))(x)) ⋅ (A (g))(x)dx

=
∫ 


(A ( f))(x)(A (g))(x)dx

+
∫ 


(A ( f))(x)(A (g))(x)dx

= PA( f(x)� g(x)) + PA( f(x)� g(x))�

PA(λ f (x)� g(x)) =
∫ 


(A (λ f ))(x)(A (g))(x)dx

=
∫ 


λ(A ( f ))(x)(A (g))(x)dx

= λPA( f (x)� g(x))．

所以二元实函数 PA( f (x)� g(x))关于向量元 f (x)是线性的．
根据对称性，二元实函数 PA( f (x)� g(x))关于向量元 g(x)也是线性的．从而

PA( f (x)� g(x))是双线性的．这就证明，二元实函数 PA( f (x)� g(x))是实线性空间
L的一个内积． ∎
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习 题 7.1

1. 设R是所有 维实行向量的集合连同标准内积构成的 维 Euclid空间，A = (a i j)是 阶
实对称方阵．对于 x� y ∈ R，定义

fA(x� y) = xAyT．

证明，二元实函数 fA(x� y)是内积的充分必要条件为 a > ，a > ，且 detA > ．
2. R的意义同习题 1．设 x = (x� x)，y = (y� y)，R的标准内积即为

(x� y) = x y + x y．

定义R的线性变换A 如下：对于 x = (x� x) ∈ R，令A (x) = (−x� x)．构造R的一个内积

[x� y]，使得对任意 x ∈ R，均有 [x�A (x)] = ．
3. 所有收敛的实数序列 x = (x� x� . . . )的集合记为 V．定义 V 中序列 x = (x� x� . . . )与

y = (y� y� . . . )的加法为
x + y = (x + y� x + y� . . . )�

定义纯量 λ ∈ R与序列 x = (x� x� . . . ) ∈ V 的乘积为

λx = (λx� λx� . . . )．

于是 V 在如此的加法和纯量与序列的乘法下成为实线性空间．证明，V 上二元实函数

(x� y) =
∞
∑
k=

xk yk

是 V 的一个内积，其中 x = (x� x� . . . )，y = (y� y� . . . ) ∈ V．
4. 设V和V是 Euclid空间．记V ×V = {(α� β) ∣ α ∈ V� β ∈ V}．在V ×V中定义加法：对

任意 (α� β)� (α� β) ∈ V × V，令

(α� β) + (α� β) = (α + α� β + β)�

定义纯量 λ ∈ R与向量 (α� β) ∈ V × V的乘积为

λ(α� β) = (λα� λβ)．

于是 V × V在如此的加法和纯量与向量的乘法下成为实线性空间．定义 V × V上二元实函数

为
[(α� β)� (α� β)] = [α� α] + [β� β]�

其中 α� α ∈ V，β� β ∈ V，且 [α� α]与 [β� β]分别是 V与 V的内积．

证明，二元实函数 [(α� β)� (α� β)]是 V × V的一个内积．

5. 证明：

(1) n维 Euclid空间 V 中向量 α与 β正交的充分必要条件是

∥α + β∥ = ∥α∥ + ∥β∥�

(2) 设 α� β ∈ V，且 ∥α∥ = ∥β∥，则向量 α + β与 α − β正交；
(3) (平行四边形法则)设 α� β ∈ V，则

∥α + β∥ + ∥α − β∥ = ∥α∥ + ∥β∥．

6. 证明，n维 Euclid空间 V 中向量 α� α� . . . � αn线性无关的充分必要条件是，它们的Gram
方阵G(α� α� . . . � αn) = ((α i � α j))n×n可逆，其中 (α� β)是 V 的内积．
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§7.2 正 交 性

先讨论 Euclid空间 V 中向量之间的正交性．

定理 7.2.1 Euclid空间中 k个两两正交的非零向量 α� α� . . . � αk线性无关．

证明 设 λ� λ� . . . � λk ∈ R，且 λα + λα +⋯+ λkαk = ．则由命题 7.1.1和命
题 7.1.2，

(
k

∑
i=

λ iα i � α j) =
k

∑
i=

λ i(α i � α j) = ．

因为 α i ⊥ α j，i ≠ j，所以 (α i � α j) = ，i ≠ j，因此上式可化为 λ j(α j� α j) = ．因
为向量 α j非零，所以 (α j� α j) > ，因此 λ j = ．这就证明，向量 α� α� . . . � αk线性无

关． ∎
定理 7.2.1的逆命题并不成立，即 Euclid空间 V 中 k个线性无关的向量并不一

定两两正交．另外，定理 7.2.1表明，n维 Euclid空间 V 中两两正交的非零向量组中
所含向量的个数不超过 n．问题是：n维 Euclid空间V中是否存在 n个两两正交的
非零向量构成的向量组？对此有

定理 7.2.2 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的一组基，则存在两两正
交的非零向量 β� β� . . . � βn ∈ V，使得对每个正整数 k，{β� β� . . . � βk}是 V 中向量
α� α� . . . � αk生成的子空间 Vk的一组基．

证明 首先，取 β = α．首先 {β}是子空间 V的一组基，因此结论对 k = 成
立．现在假设存在两两正交的非零向量组 β� β� . . . � βk−，使得 {β� β� . . . � βk−}是
Vk−的一组基．下面寻求向量 βk．由于 βk ∈ Vk，但 βk ∉ Vk−，因此可设

βk = αk + λk−βk− +⋯ + λβ�

其中 λ� λ� . . . � λk−是待定常数．
由于向量 βk应和 β� β� . . . � βk−正交，因此令 (βk� β j) = ．所以

(βk� β j) = (αk +
k−
∑
i=

λ iβ i � β j) = (αk� β j) +
k−
∑
i=

λ i(β i � β j) = ．

由归纳假设，向量 β� β� . . . � βk−两两正交，因此上式化为，

λ j = −
(αk� β j)
(β j� β j)

．

于是取

βk = αk −
(αk� βk−)
(βk−� βk−)

βk− −
(αk� βk−)
(βk−� βk−)

βk− −⋯ −
(αk� β)
(β� β)

β�

则 β� β� . . . � βk是两两正交的，而且 {β� β� . . . � βk}是子空间 Vk的一组基． ∎
定理 7.2.2证明中由 n维 Euclid空间 V 的一组基 {α� α� . . . � αn}得到两两正

交的向量组 {β� β� . . . � βn}的过程成为Gram-Schmidt正交化．当然，{β� β� . . . �
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βn}是 Euclid空间 V 的一组基，它称为 V 的正交基．

定义 7.2.1 设 {β� β� . . . � βn}是 Euclid空间V的正交基．如果每个向量 β j都

是单位向量，则 {β� β� . . . � βn}称为 V 的一组标准正交基．

由定理 7.2.2立即得到下面的定理．

定理 7.2.3 n维 Euclid空间 V 具有标准正交基．

证明 因为 V 是 n维实线性空间，所以 V 具有一组基 {α� α� . . . � αn}．由定
理 7.2.2，存在 V 的一组正交基 {β� β� . . . � βn}．记

ξ j =
β j

∥β j∥
�

则 ∥ξ j∥ = ，j = � � . . . � n．于是 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的一组标准正交基． ∎
注 对 n维 Euclid空间 V 的一组基 {α� α� . . . � αn}，可以用Gram-Schmidt正

交化过程得到 V 的正交基 {β� β� . . . � βn}，然后再将每个向量 β j单位化，即令

ξ j =
β j

∥β j∥
，便得到 V 的标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}．由正交基 {β� β� . . . � βn}得到

标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}的过程称为对基 {β� β� . . . � βn}施行单位化．

定理 7.2.4 n维 Euclid空间V中任意一组两两正交的单位向量组 {α� α� . . . �
αm}都可以扩充成 V 的一组标准正交基 {α� α� . . . � αm� αm+� . . . � αn}．

证明 由定理 7.2.1，m ⩽ n．现在对 n −m = k用归纳法．
显然当 k = 时，m = n，则 {α� α� . . . � αn}本身即为 V 的一组标准正交基．所

以结论对 k = 成立．
设结论对 n −m = k成立．下面证明结论对 n −m = k + 成立．
此时m < n．因此 {α� α� . . . � αm}不是 V 的基．记 V 中由向量 α� α� . . . � αm

生成的子空间记为 Vm，则存在 β ∈ V，但 β ∉ Vm．令

ξm+ = β + λmαm +⋯ + λα�

其中 λ� λ� . . . � λm是待定常数．设 (ξm+� α j) = ，则

(β + λmαm +⋯ + λα� α j) = (β� α j) + λ j(α j� α j) = (β� α j) + λ j = ．

因此 λ j = −(β� α j)．即取

ξm+ = β − (β� αm)αm −⋯ − (β� α)α�

并令
αm+ =

ξm+
∥ξm+∥

�

则 α� α� . . . � αm+是 V 中一组两两正交的单位向量．
由于 n − (m + ) = (n −m) −  = k，所以由归纳假设，{α� α� . . . � αm� αm+}可以

扩充成 V 的标准正交基

{α� α� . . . � αm� αm+� . . . � αn}�
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因此结论对 n −m = k + 成立． ∎
下面的定理给出 n维 Euclid空间 V 中两组标准正交基的联系．

定理 7.2.5 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}与 {η� η� . . . � ηn}是 n维 Euclid空间 V 的两组
标准正交基，则由基 {ξ� ξ� . . . � ξn}到基 {η� η� . . . � ηn}的过渡方阵 P是正交方
阵，即方阵 P满足

PPT = I(n) = PTP．

证明 由假设，
(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)P．

记 P = (p i j)n×n，则，
η j =

n

∑
i=

p i jξ i．

由于 {η� η� . . . � ηn}和 {ξ� ξ� . . . � ξn}都是标准正交基，因此，

(η i � η j) = δ i j = (ξ i � ξ j)．

所以

(η i � η j) = (
n

∑
k=

pki ξk�
n

∑
ℓ=

pℓ jξℓ) =
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ j(ξk� ξℓ)

=
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ jδkℓ =
n

∑
k=

pki pk j = δ i j．

写成矩阵形式，即得 PTP = I(n)．因此 P− = PT．所以 PPT = PP− = I(n)． ∎

定理 7.2.6 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 n维 Euclid空间 V 的一组标准正交基，P是 n
阶正交方阵，则由

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)P (7.2.1)

确定的向量组 {η� η� . . . � ηn}是 V 的标准正交基．

证明 记 P = (p i j)n×n．因为 P是正交方阵，所以 PTP = I(n)．因此
p

∑
k=

pki pk j = δ i j．

由于 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的标准正交基，所以 (ξk� ξℓ) = δkℓ．由式 (7.2.1)得到，

η j =
n

∑
k=

pk jξk．

因此对  ⩽ i� j ⩽ n，

(η i � η j) = (
n

∑
k=

pki ξk�
n

∑
ℓ=

pℓ jξℓ) =
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ j(ξk� ξℓ)

=
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ jδkℓ =
n

∑
k=

pki pk j = δ i j．

这就证明，{η� η� . . . � ηn}是 V 的一组标准正交基． ∎
定理 7.2.5和定理 7.2.6提到的正交方阵是一类正要的方阵．在讨论 Euclid空

间时经常要遇到它．容易看出，如果O是 n阶正交方阵，则OTO = I(n) = OOT，因此
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它的逆方阵 O−是方阵 O的转置．而且由

(OT)TOT = OOT = I(n) = OTO = OT(OT)T

可知，正交方阵 O的转置 OT也是正交方阵，也即正交方阵 O的逆方阵仍是正交方
阵．另外，如果 O和 O是正交方阵，则乘积 OO仍是正交方阵．

对于 n阶正交方阵O，将方阵O按行分块为O = (ξ� ξ� . . . � ξn)T．则 ξ� ξ� . . . �
ξn是 n维实的行向量．由于 OOT = I(n)，因此 ξ i ξTj = δ i j．这表明，如果取 n维实行
向量空间Rn的内积为标准内积，则正交方阵 O的 n个行向量 ξ� ξ� . . . � ξn构成 n
维 Euclid空间Rn的一组标准正交基．反之亦然．

同样，如果将正交方阵 O按列分块，则方阵 O的 n个列向量 η� η� . . . � ηn是 n
维列向量空间Rn的一组标准正交基．反之亦然．

记所有 n阶实正交方阵方阵的集合为On(R)．定理 7.2.5表明，在 n维 Euclid
空间 V 中取定一组标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，V 中的标准正交基 {η� η� . . . � ηn}
便由

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)O

确定一个 n阶正交方阵 O ∈ On(R)．于是可以建立 V 的所有标准正交基的集合到
On(R)的映射 σ：令

σ(η� η� . . . � ηn) = O．

定理 7.2.6表明，映射 σ是满射．容易验证，映射 σ是单射．所以 n维 Euclid空
间 V 中所有标准正交基集合便和所有 n阶实正交方阵集合On(R)建立了一一对
应．

Euclid空间 V 中向量间的正交性可以推广．

定义 7.2.2 设U是 Euclid空间V的子空间，β ∈ V．如果对任意 α ∈ U，(α� β) =
，则称向量 β和子空间U正交．V 中所有与子空间U正交的向量集合称为子空间
U的正交补，记为U⊥．

由于零向量和任意向量都正交，因此  ∈ U⊥．所以U⊥ ≠ ∅．其次设 β� β ∈ U⊥，
则对任意 α ∈ U，(α� β) = (α� β) = ，因此

(α� β + β) = (α� β) + (α� β) = ．

所以 β + β ∈ U⊥．最后设 λ ∈ R，β ∈ U⊥，则对任意 α ∈ U，

(α� λβ) = λ(α� β) = ．

所以 λβ ∈U⊥．这表明，子空间U的正交补U⊥是V的子空间．并且显然 (U⊥)⊥ =U．

定理 7.2.7 设U是 n维 Euclid空间 V 的子空间，则 V = U ⊕U⊥．

证明 设 dimU = k．
将 V 的内积 (α� β)限定在子空间U上，即限定向量元 α与 β只取U中的向

量，则 (α� β)是子空间U的内积．于是子空间U连同内积 (α� β)一起是一个 k维
Euclid空间．
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由定理 7.2.3，U具有标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξk}．显然，ξ� ξ� . . . � ξk是 V 中一
组两两正交的单位向量．由定理 7.2.4，它们可以扩充成 V 的标准正交基

{ξ� ξ� . . . � ξk� ξk+� ξk+� . . . � ξn}．

V 中由向量 ξk+� ξk+� . . . � ξn生成的子空间记为W．显然 V = U ⊕W．
设 α ∈ U，β ∈W，则 α = aξ + aξ +⋯ + ak ξk，β = bk+ξk+ +⋯ + bn ξn．因此

(α� β) = (
k

∑
i=

a i ξ i �
n

∑
j=k+

b jξ j) =
k

∑
i=

n

∑
j=k+

a ib j(ξ i � ξ j) = ．

即 β ⊆ U⊥．因此W ⊆ U⊥．
反之设 β ∈ U⊥，则 β = cξ + cξ +⋯ + cn ξn，并且对  ⩽ i ⩽ k，(ξ i � β) = ．所以

(ξ i � β) = (ξ i �
n

∑
j=

c jξ j) =
n

∑
j=

c j(ξ i � ξ j) = c i = �

因此 β = ck+ξk+ +⋯ + cn ξn ∈W．即U⊥ ⊆W．从而U⊥ =W．
综上所述，V = U ⊕U⊥． ∎
应当指出，定理 7.2.7表明，子空间U和它的正交补U⊥的交U ∩U⊥ = ．
最后用几个例子结束本节．

例 7.2.1 任意一个 n阶可逆实方阵 A都可以表为一个实正交方阵 O和一个
对角元全为正数的上三角方阵 T的乘积，即 A = OT．并且这种表法唯一．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的一组标准正交基．因为方阵
A可逆，所以由

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)A

所确定的向量组 {β� β� . . . � βn}是 V 的一组基．
对向量 β� β� . . . � βn施行Gram-Schmidt正交化，即令

ξ = β�

ξ = β −
(β� ξ)
(ξ� ξ)

ξ�

⋯⋯⋯

ξn = βn −
(βn� ξn−)
(ξn−� ξn−)

ξn− −⋯ −
(βn� ξ)
(ξ� ξ)

ξ�

则向量 ξ� ξ� . . . � ξn两两正交，而且都是非零向量．将上式写成矩阵的形式即得

(β� β� . . . � βn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝


(β� ξ)
(ξ� ξ)

⋯ (βn� ξ)
(ξ� ξ)

  ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ (βn� ξn−)
(ξn−� ξn−)

 ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

再把向量 ξ� ξ� . . . � ξn单位化，即令
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η =
ξ
∥ξ∥

� η =
ξ
∥ξ∥

� . . . . . . � ηn =
ξn
∥ξn∥
．

写成矩阵形式即为

(ξ� ξ� . . . � ξn) = (η� η� . . . � ηn)diag(∥ξ∥� ∥ξ∥� . . . � ∥ξn∥)�

其中 {η� η� . . . � ηn}是 V 的一组标准正交基．于是

(β� β� . . . � βn) = (η� η� . . . � ηn)T�

其中

T = diag(∥ξ∥� ∥ξ∥� . . . � ∥ξn∥)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝


(β� ξ)
(ξ� ξ)

⋯ (βn� ξ)
(ξ� ξ)

  ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ (βn� ξn−)
(ξn−� ξn−)

 ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

显然方阵 T是上三角的，而且每个对角元 ∥ξ i∥都是正数．
由于 {α� α� . . . � αn}与 {η� η� . . . � ηn}是 V 的标准正交基，故由定理 7.2.5，

(η� η� . . . � ηn) = (α� α� . . . � αn)O�

其中 O是正交方阵．因此

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)OT．

由于 V 中由一组基到另一组基的过渡矩阵是唯一的，所以 A = OT．
现在证明表法唯一．设 A = OT = OT，其中 O是正交方阵，T是对角元全为

正数的上三角阵．则OT
 O = TT−．记 C = OT

 O，由于O是正交方阵，故OT
 是正交

方阵，又正交方阵的乘积是正交方阵，因此 C是正交方阵．
另一方面，T是上三角方阵，它的逆方阵 T−也是上三角方阵．又上三角方阵

的乘积是上三角方阵，所以 C是上三角的正交方阵，从而 C是对角方阵，其对角元
为 或 −．由于 T = CT，且 T与 T的对角元全为正数，所以 C的对角元只能是 ，
即 C = I(n)，从而 O = O，T = T． ∎

例 7.2.2 设 n阶实正交方阵 O的第 i� i� . . . � ir行与第 j� j� . . . � jr列上的第
r阶子式为 N = O( i i ⋯ ir

j j ⋯ jr )，其中  ⩽ i < i⋯ < ir ⩽ n， ⩽ j < j⋯ < jr ⩽ n，且 r阶子
式 N的代数余子式为M，则 N = M detO．

证明 先证明 N是由方阵 O的西北角构成的情形．将方阵 O按前 r行与前 r
列分块，即设

O = (
O O

O O
)�

其中 O是 r阶方阵．因为方阵 O是正交的，所以

OOT = (
O O

O O
)(

OT
 OT



OT
 OT



) = I(n)�
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即得到 OOT
 + OOT

 = I(r)�
OOT

 + OOT
 = �

OOT
 + OOT

 = I(n−r)．

因此

(
O O

O O
)(

I(r) OT


 OT


) = (
O 
O I(n−r)

)．

两端取行列式即得到
detO detOT

 = detO．

于是 N = M detO．
再讨论一般情形．此时N = O( i i ⋯ ir

j j ⋯ jr )将方阵O的第 i� i� . . . � ir行依次经相
邻两行的对换调换到第 � � . . . � r行，并将第 j� j� . . . � jr列依次经相邻两列的对换
调换到第 � � . . . � r列，得到的方阵记为 O．由于对方阵 O施行两行互换或两列互
换相当于用初等置换方阵左乘或右乘于方阵，而初等置换方阵是正交方阵，两个正

交方阵的乘积仍是正交方阵，所以 O是正交方阵．由行列式性质可知，

detO = (−)i+i+⋯+ir+ j+ j+⋯+ jr detO．

方阵O中前 r行与前 r列构成的 r阶子式记为 N，显然 N = N．N在方阵 O中的

余子式记为M．由于M是 N在方阵 O中的代数余子式，所以

M = (−)i+i+⋯+ir+ j+ j+⋯+ jrM．

于是由上段证明

N = N = M detO = (−)i+i+⋯+ir+ j+ j+⋯+ jrM detO�

即
N = M detO． ∎

习 题 7.2

1. (Bessel不等式)设 α� α� . . . � αk是 n维 Euclid空间V的一组两两正交的单位向量，α ∈ V，
并记 a i = (α� α i)，i = � � . . . � k．证明

k

∑
i=
∣a i ∣ ⩽ ∥α∥�

而且向量
β = α −

k

∑
i=

a iα i

与每个向量 α i 都正交，i = � � . . . � k．
2. 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的一组向量．证明，下面的命题等价：
(1) {α� α� . . . � αn}是 V 的标准正交基；
(2) (Parseval等式)对任意 α� β ∈ V，

(α� β) =
n

∑
i=
(α� α i)(α i � β)�

(3) 对任意 α ∈ V，
∥α∥ =

n

∑
i=
∣(α� α i)∣．
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3. 所有次数小于 n + 的实系数多项式 f (x)的集合Rn+[x]连同内积

( f (x)� g(x)) =
∫ 


f (x)g(x)dx

一起构成 Euclid空间，其中 f (x)� g(x) ∈ Rn+[x]．设 f j(x) = x j，j = � � � . . . � n − ．求Rn+[x]中
与多项式 f(x)� f(x)� . . . � fn−(x)都正交的多项式．

4. Rn+[x]的意义同习题 3．利用Gram-Schmidt正交化，由Rn+[x]的基 {� x� . . . � xn}求出
Rn+[x]的一组标准正交基．

5. 设{ξ� ξ� . . . � ξn}是 n维Euclid空间V的一组标准正交基，向量 α j ∈V在这组基下的坐标
为 x j = (x j� x j� . . . � x jn)T，j = � � . . . � n．向量组 {α� α� . . . � αn}的Gram方阵为G(α� α� . . . � αn)
= ((α i � α j))n×n．证明， detG(α� α� . . . � αn) = (det(x i j))


．

6. 设 {α� α� . . . � αn}是 n维Euclid空间V的一组基．对 {α� α� . . . � αn}施行Gram-Schmidt
正交化得到的正交向量组记为 {β� β� . . . � βn}．证明，对于 j = � � . . . � n，

∥β j∥ =
det(α� α� . . . � α j)
det(α� α� . . . � α j−)

�

其中约定零个向量的Gram方阵的行列式为 ．
7. 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的一组向量．证明，

det(α� α� . . . � αn) ⩽ ∥α∥∥α∥⋯∥αn∥�

等式当且仅当 α� α� . . . � αn两两正交或其中含有零向量时成立．由此证明，如果 A = (a i j)是 n
阶实方阵，则

(detA) ⩽
n

∏
i=

n

∑
j=

ai j．

8. 举例说明，方阵 A的行向量两两正交，它的列向量并不一定两两正交．
9. 设 O是 n阶正交方阵．而方阵 A = diag(a� a� . . . � an)．证明，方阵 OA的特征值 λ满足

m ⩽ ∣λ∣ ⩽ M，其中

m = min{∣a j ∣ ∣  ⩽ j ⩽ n}� M = max{∣a j ∣ ∣  ⩽ j ⩽ n}．

10. 证明，正交方阵 O的任意一个子方阵的特征值的绝对值小于或等于 ．
11. 证明，如果 n阶正交方阵 O的行列式为 ，则方阵 O可以表为有限个形如

O jk = I(n) + (cos θ − )(E j j + Ekk) + sin θ(E jk − Ek j)

的方阵的乘积，其中 Est是 (s� t)位置上的元素为 而其它元素都为零的 n阶方阵，并且  ⩽ j < k ⩽
n．如果 n阶正交方阵 O的行列式为 −，则还应该添加上方阵 diag(� . . . � 

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
n− 个

�−)．

12. 设 α = β + iγ是正交方阵 O的属于特征值 λ的特征向量，其中 β与 γ是实向量，i = −．
证明，∣λ∣ = ，而且当 λ ∉ R时，实向量 β与 γ正交，且范数相等．

13. 设 λ是 n阶斜对称实方阵 K的非零特征值，α = β + iγ是属于 λ的特征向量，其中 β与 γ
是实向量．证明 λ是纯虚数，而且实向量 β与 γ正交，范数相等．

14. 设U与W是 n维 Euclid空间 V 的子空间．证明，

(U +W)⊥ = U⊥ ∩W⊥� (U ∩W)⊥ =W⊥ +W⊥．

15. 设R是所有 维实行向量空间连同标准内积一起构成的 Euclid空间．R中由向量

α = (� �−� )与 β = (� �−� )生成的的子空间记为U．求正交补U⊥的一组标准正交基．
16. 设R[x]是所有次数小于 的实系数多项式集合连同内积

( f (x)� g(x)) =
∫ 


f (x)g(x)dx
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一起构成的 Euclid空间，其中 f (x)� g(x) ∈ R[x]．
求R[x]中由零次多项式生成的子空间U的正交补U⊥．
17. 设 A是秩为 r的 n阶实方阵．证明，存在 n阶正交方阵 O和 n阶置换方阵，是的 A =

PTO，其中

T =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

t  ⋯ 
t t ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 
tr tr ⋯ trr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Or×(n−r)

T(n−r)×r O(n−r)×(n−r)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

并且对角元 t� t� . . . � trr都是正数．
18. 设Rn×n是所有 n阶实方阵集合连同内积 (X�Y) = Tr XYT构成的 Euclid空间，其中

X�Y ∈ Rn×n，求Rn×n中由纯量方阵生成的子空间U的正交补U⊥．
19. 设V和V是有限维 Euclid空间．记V ×V = {(α� β) ∣ α ∈ V� β ∈ V}．在V ×V中定义

加法：对 (α� β)� (α� β) ∈ V × V，令

(α� β) + (α� β) = (α + α� β + β)�

定义纯量 λ ∈ R与向量 (α� β) ∈ V × V的乘积为

λ(α� β) = (λα� λβ)．

于是 V × V在如此的加法和纯量与向量的乘法下成为实线性空间．设 f(α� β)与 f(γ� δ)分别
是 V与 V的内积．证明，V × V具有唯一一个内积 f ((α� β)� (α� β))，它满足：

(1) V = V⊥ ；
(2) 当 α� β ∈ V时，f ((α� )� (β� )) = f(α� β)；当 α� β ∈ V时，f ((� α)� (� β)) = f(α� β)．

§7.3 线性函数与伴随变换

先讨论 Euclid空间 V 上的线性函数．

定义 7.3.1 设 f (α)是 Euclid空间 V 上的实函数，其中 α ∈ V．如果对任意
λ� λ ∈ R，α� α ∈ V，

f (λα + λα) = λ f (α) + λ f (α)�

则 f (α)称为 V 上的线性函数．

例如，设 (α� β)是 Euclid空间 V 的内积，取定向量 β ∈ V，则 (α� β)是 V 上的一
个线性函数，记为 fβ(α)．
容易看出，如果 f (α)是 V 上的线性函数，则 f () = ，其中左端的 维 V 中的

零向量，右端的 为实数 ．其次，对任意 λ� λ� . . . � λk ∈ R，α� α� . . . � αk ∈ V，有

f (
k

∑
j=

λ jα j) =
k

∑
j=

λ j f (α j)．

Euclid空间 V 上所有线性函数的集合记为 V∗．在 V∗中定义加法如下：设
f� f ∈ V∗，即 f(α)与 f(α)是 V 上的线性函数，则 f与 f的和 f + f定义为：对
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任意 α ∈ V，令
( f + f)(α) = f(α) + f(α)．

容易验证，线性函数 f与 f的和 f + f是线性函数．
事实上，对于任意 λ� λ ∈ R，α� α ∈ V，

( f + f)(λα + λα) = f(λα + λα) + f(λα + λα)
= λ f(α) + λ f(α) + λ f(α) + λ f(α)
= λ( f(α) + f(α)) + λ( f(α) + f(α))
= λ( f + f)(α) + λ( f + f)(α)．

所以 f + f是 V 上的线性函数，即 f + f ∈ V∗．
其次定义纯量 λ ∈ R与 f ∈ V∗的乘积 λ f 如下：对任意 α ∈ V，令

(λ f )(α) = λ f (α)．

容易验证，λ f 仍是 V 上的线性函数．事实上，对于任意 λ� λ ∈ R，α� α ∈ V，

(λ f )(λα + λα) = λ f (λα + λα) = λλ f (α) + λλ f (α)
= λλ f (α) + λλ f (α) = λ(λ f )(α) + λ(λ f )(α)．

所以 λ f 是线性函数，即 λ f ∈ V∗．
容易验证，集合 V∗在上述加法与乘法下满足线性空间的八条定理．因此集合

V∗是一个实线性空间，它称为 Euclid空间 V 的对偶空间．
利用 Euclid空间 V的内积 (α� β)，可以建立 V到它的对偶空间 V∗的映射 σ如

下：对于 β ∈ V，fβ(α)是 V 上的线性函数，即 fβ ∈ V∗，于是令 σ(β) = fβ．

定理 7.3.1 n维 Euclid空间V到它的对偶空间V∗的映射 σ是同构映射，从而
V 与 V∗同构．

证明 首先证明，σ是单射．事实上，设 β� β ∈ V，且 σ(β) = σ(β)，即 fβ = fβ．
于是对任意 α ∈ V，fβ(α) = fβ(α)，即 (α� β) = (α� β)．因此 (α� β − β) = ．其中
向量 α是任意的，故可取 α = β − β．所以 (β − β� β − β) = ．因此 β − β = ，即
β = β．这表明，σ是单射．
其次证明，σ是满射．事实上，设 f ∈ V∗，即 f (α)是 V 上的线性函数．设 {ξ�

ξ� . . . � ξn}是 V 的标准正交基，且 α = xξ + xξ +⋯ + xn ξn，则

f (α) = f (
n

∑
j=

x jξ j) =
n

∑
j=

x j f (ξ j)．

另一方面，取 β = f (ξ)ξ + f (ξ)ξ +⋯ + f (ξn)ξn ∈ V，则

fβ(α) = (α� β) = (
n

∑
j=

x jξ j�
n

∑
k=

f (ξk)ξk) =
n

∑
j=

n

∑
k=

x j f (ξk)(ξ j� ξk)

=
n

∑
j=

n

∑
k=

x j f (ξk)δ jk =
n

∑
j=

x j f (ξ j) = f (α)．

由 α的任意性得到，f = fβ．即存在向量 β ∈ V，使得 σ(β) = fβ = f．故 σ是满射．
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又，映射 σ是保加法的．事实上，设 β� β ∈ V，则 σ(β + β) = fβ+β．而

fβ+β(α) = (α� β + β) = (α� β) + (α� β) = fβ(α) + fβ(α)
= ( fβ + fβ)(α)�

因此 fβ+β = fβ + fβ．所以 σ(β + β) = σ(β) + σ(β)．
最后，映射 σ是保乘法的．事实上，设 λ ∈ R，β ∈ V，则 σ(λβ) = fλβ．由于

fλβ(α) = (α� λβ) = λ(α� β) = λ fβ(α) = (λ fβ)(α)�

所以 fλβ = λ fβ，即 σ(λβ) = λσ(β)．
于是映射 σ是 V 到 V∗上的同构映射，从而 V 与它的对偶空间 V∗同构． ∎

定理 7.3.2 设 {β� β� . . . � βn}是 n维 Euclid空间 V的一组基，则 { fβ � fβ � . . . �
fβn}是对偶空间 V∗的一组基．它称为 β� β� . . . � βn的对偶基．

证明 由定理 7.3.1，dimV∗ = dimV = n．因此只需证明，fβ � fβ � . . . � fβn线性无

关．设 λ� λ� . . . � λn ∈ R，且 λ fβ + λ fβ +⋯ + fn fβn = ．由定理 7.3.1的证明可得

fλβ+λβ+⋯+λn βn = λ fβ + λ fβ +⋯ + λn fβn = �

因此对任意 α ∈ V，有

fλβ+λβ+⋯+λn βn(α) = (α� λβ + λβ +⋯ + λnβn) = ．

由 α的任意性，可取 α = λβ + λβ +⋯ + λnβn．于是

(λβ + λβ +⋯ + λnβn� λβ + λβ +⋯ + λnβn) = ．

因此 λβ + λβ +⋯ + λnβn = ．由于 {β� β� . . . � βn}是 V 的基，所以

λ = λ = ⋯ = λn = ．

这表明，fβ � fβ � . . . � fβn 线性无关． ∎
现在转到 n维 Euclid空间 V 的线性变换A 的伴随变换A ∗．

定理 7.3.3 设A 是 n维 Euclid空间 V 的线性变换，(α� β)是 V 的内积．则对
给定的向量 β ∈ V，存在唯一的向量 β ∈ V，使得对任意 α ∈ V，均有 (A (α)� β) =
(α� β)．

证明 记 f (α) = (A (α)� β)．显然 f (α)是V上的一个实函数．因为A 是V的
线性变换，所以对任意 λ� λ ∈ R，α� α ∈ V，

f (λα + λα) = (A (λα + λα)� β) = (λA (α) + λA (α)� β)
= λ(A (α)� β) + λ(A (α)� β) = λ f (α) + λ f (α)．

所以 f (α)是 V 上的线性函数．
由定理 7.3.1，存在唯一 β ∈ V，使得 f = fβ．即 (A (α)� β) = (α� β)． ∎
根据定理 7.3.3，可以引进如下定义．

定义 7.3.2 设A 是 n维 Euclid空间V的线性变换．定义V到自身的变换A ∗
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如下：设 β ∈ V，则存在唯一 β ∈ V，使得 (A (α)� β) = (α� β)，于是令A ∗(β) = β．变
换A ∗称为A 的伴随变换．

定理 7.3.4 线性变换A 的伴随变换A ∗是线性变换．

证明 设 λ�λ ∈ R，β� β ∈ V．记

A ∗(λβ + λβ) = λβ + λβ．

则由定义

(α� λβ + λβ) = (A (α)� λβ + λβ) = λ(A (α)� β) + λ(A (α)� β)
= λ(α� β) + λ(α� β) = (α� λβ + λβ)．

即
(α� λβ + λβ − (λβ + λβ)) = ．

由 α的任意性得到，λβ + λβ = λβ + λβ，即

A ∗(λβ + λβ) = λA ∗(β) + λA ∗(β)． ∎

下面给出伴随变换的一些例子．

例 7.3.1 设 V是所有 n维实行向量集合连同标准内积一起构成的 n维 Euclid

空间．设 A是 n阶实方阵．则由A (x) = xA，x ∈ V便确定V的一个线性变换A，求

A 的伴随变换A ∗．

解 n维 Euclid空间 V 的内积 (x� y)为

(x� y) = xy + xy +⋯ + xn yn = xyT．

其中 x = (x� x� . . . � xn)，y = (y� y� . . . � yn) ∈ V．因此对给定的 y ∈ V，

(A (x)� y) = (xA� y) = xAyT = x(yAT)T = (x� yAT)．

于是A ∗(y) = yAT．所以对任意 x ∈ V，A ∗(x) = xAT． ∎

例 7.3.2 设Rn×n是所有 n阶实方阵集合连同内积 (X�Y) = TrXYT一起构成

的 Euclid空间，其中 X�Y ∈ Rn×n．设 A是 n阶实方阵．定义Rn×n的变换A 如下：

对任意 X ∈ Rn×n，令A (X) = XA．则A 是Rn×n的线性变换．求A 的伴随变换A ∗．

解 对给定的 Y ∈ Rn×n，

(A (X)�Y) = (XA�Y) = Tr(XAYT) = Tr(X(YAT))T = (X�YAT)�

因此A ∗(Y) = YAT．所以对任意 X ∈ Rn×n，A ∗(X) = XAT． ∎

例 7.3.3 设R[x]是所有实系数多项式集合连同内积

( f (x)� g(x)) =
∫ 


f (x)g(x)dx

构成的 Euclid空间，其中 f (x)� g(x) ∈ R[x]．
对给定的 f (x) ∈ R[x]，定义R[x]的变换A f 如下：对任意 g(x) ∈ R[x]，令

A f (g(x)) = f (x)g(x)．
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于是A f 是R[x]的线性变换．求A f 的伴随变换A ∗
f ．

解 设 h(x) ∈ R[x]，则

(A f (g(x))� h(x)) =
∫ 


( f (x)g(x))h(x)dx =

∫ 


g(x)( f (x)h(x))dx

= (g(x)� f (x)h(x))．

因此A ∗
f (h(x)) = f (x)h(x)．即对任意 g(x) ∈ R[x]，

A ∗
f (g(x)) = f (x)g(x) = A f (g(x))．

由 g(x)的任意性得到，A ∗
f = A f． ∎

伴随变换具有以下性质．

定理 7.3.5 设A 与B是 n维 Euclid空间 V 的线性变换，λ ∈ R，则
(1) (A +B)∗ = A ∗ +B∗； (2) (λA )∗ = λA ∗；

(3) (A B)∗ =B∗A ∗； (4) (A ∗)∗ = A．

证明 (1) 只需证明，对任意 β ∈ V，(A +B)∗(β) = A ∗(β) +B∗(β)．事实上，
由伴随变换的定义，

((A +B)(α)� β) = (α� (A +B)∗(β))．

另一方面，

((A +B)(α)� β) = (A (α)� β) + (B(α)� β)
= (α�A ∗(β)) + (α�B∗(β)) = (α� (A ∗ +B∗)(β))．

所以 (α� (A +B)∗(β)) = (α� (A ∗ +B∗)(β))．由 α的任意性得到

(A +B)∗(β) = (A ∗ +B∗)(β)．

(2) 由伴随变换的定义，对任意 α� β ∈ V，

((λA )(α)� β) = (α� (λA )∗(β))．

另一方面，

((λA )(α)� β) = (λA (α)� β) = λ(A (α)� β) = λ(α�A ∗(β)) = (α� (λA ∗)(β))．

因此 (α� (λA )∗(β)) = (α� (λA ∗)(β))．由 α的任意性，

(λA )∗(β) = λA ∗(β)�

因此 (λA )∗ = λA ∗．

结论 (3)与 (4)的证明方法相同，此处从略． ∎
下面的定理给出线性变换与它的伴随变换的方阵表示的联系．

定理 7.3.6 设线性变换 A在 n维 Euclid空间 V 的标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}
下的方阵为 A，则它的伴随变换A ∗在同一组基下的方阵为 AT．

证明 设 A = (a i j)n×n，且
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A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A．

设A ∗在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵为 B = (b i j)n×n，即

A ∗(ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)B．

因此
A (ξ j) =

n

∑
k=

ak jξk� A ∗(ξ j) =
n

∑
k=

bk jξk．

由伴随变换的定义，对于  ⩽ i� j ⩽ n，有

(A (ξ i)� ξ j) = (ξ i �A ∗(ξ j))�

所以

(
n

∑
k=

aki ξk� ξ j) = (ξ j�
n

∑
ℓ=

bℓ jξℓ)� 即
n

∑
k=

aki(ξk� ξ j) =
n

∑
ℓ=

bℓ j(ξ j� ξℓ)．

由于 {ξ� ξ� . . . � ξn}是标准正交基，因此 (ξ i � ξ j) = δ i j．所以由上式得到
n

∑
k=

akiδk j =
n

∑
ℓ=

bℓ jδ jℓ．

于是 a ji = b i j， ⩽ i� j ⩽ n．这就证明 B = AT． ∎

定理 7.3.7 n维 Euclid空间V的线性变换A 的不变子空间U的正交补U⊥是
A 的伴随变换A ∗的不变子空间．

证明 由伴随变换的定义，对任意 α ∈U，(A (α)� β)= (α�A ∗(β))．由于U是A

的不变子空间，所以A (α) ∈U．如果 β ∈U⊥，则 (A (α)� β) = ，从而 (α�A ∗(β)) = ．
由 α的任意性得到，A ∗(β) ∈ U⊥．所以U⊥是A ∗的不变子空间． ∎
最后给出 n维 Euclid空间 V 的线性变换A 在 V 的不同标准正交基下的方阵

表示之间的联系．为此先引进定义

定义 7.3.3 设 A与 B是 n阶实方阵，如果存在 n阶实正交方阵 O，使得 B =
OTAO，则称方阵 A与 B正交相似．

容易验证，方阵之间的正交相似关系满足自反性，对称性与传递性．因此方阵

之间的正交相似关系是一种等价关系．根据这种等价关系，所有 n阶实方阵的集
合Rn×n可以划分为正交相似等价类，即彼此正交相似的方阵归在同一个正交相似

等价类，而彼此不正交相似的方阵归在不同的正交相似等价类．

与矩阵的相抵，方阵的相似相类似，关于方阵的正交相似，有两个基本问题，

即：在正交相似等价类中如何选取代表元？如何判定两个方阵是否正交相似？也

即方阵在正交相似下的全系不变量是什么？这些就是方阵在正交相似下的标准形

问题．本章将讨论某些特殊类型的方阵在正交相似下的标准形．

应当指出，对于正交方阵 O，它的逆方阵 O− = OT，因此正交相似的方阵一定

相似．反之，相似的方阵并不一定正交相似．另外，正交相似的方阵一定是相合的，

反之则不尽然．
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定理 7.3.8 设 A和 B是 n维 Euclid空间 V 的线性变换A 分别在 V 的标准正
交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}与 {η� η� . . . � ηn}下的方阵，则方阵 A与 B正交相似．

证明 由假设

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A� (7.3.1)
A (η� η� . . . � ηn) = (η� η� . . . � ηn)B． (7.3.2)

由定理 7.2.5， (η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)O� (7.3.3)

其中 O是某个 n阶实正交方阵．因此

A (η� η� . . . � ηn) = (A (ξ� ξ� . . . � ξn))O．
由式 (7.3.1)得到 = (ξ� ξ� . . . � ξn)AO．
由式 (7.3.3)得到 = (η� η� . . . � ηn)OTAO． (7.3.4)

比较式 (7.3.2)与式 (7.3.4)得到，B = OTAO．即方阵 A与 B正交相似． ∎

习 题 7.3

1. 设A 是 n维 Euclid空间V的线性变换．证明，TrA∗A ⩾ ，其中等式当且仅当线性变换A

为零变换时成立．

2. 设A 与B是 n维 Euclid空间 V 的线性变换，A 与B可交换，A ∗与A 可交换．证明，A

与B∗可交换．

3. 设A 是 n维 Euclid空间 V 的线性变换．证明，A 的伴随变换A ∗的象空间A ∗(V)是A

的核KerA 的正交补．

4. 设A 是 n维 Euclid空间 V 的可逆线性变换．证明A 的伴随变换A ∗也是可逆变换，并

且
(A ∗)− = (A −)∗．

5. 设 β与 γ是 n维 Euclid空间 V 的固定向量．证明，由A (α) = (α� β)γ所定义的变换A 是

V 的的线性变换，其中 α ∈ V．并求A 的伴随变换A ∗．

6. 设R[x]是所有次数小于 的实系数多项式集合连同内积

( f (x)� g(x)) =
∫ 


f (x)g(x)dx

构成的 Euclid空间，其中 f (x)� g(x) ∈ R[x]．
设D是R[x]的微商变换．求D的伴随变换D∗．

7. 设Rn×n是所有 n阶实方阵集合连同内积 (X�Y) = Tr XYT构成的 Euclid空间，其中 X�Y ∈
Rn×n．设 P是固定的 n阶可逆方阵，由

AP(X) = P−XP

所定义的变换AP显然是Rn×n的线性变换，其中 X ∈ Rn×n．求AP的伴随变换A ∗
P．

8. 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的标准正交基，V 的线性变换A 的这组基下的

方阵 A = (a i j)n×n．证明，对任意  ⩽ i� j ⩽ n，有

a i j = (A ∗(α i)� α j)．
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§7.4 规范变换

本节讨论 n维 Euclid空间 V 的一类重要的线性变换．

定义 7.4.1 如果 n维 Euclid空间 V 的线性变换A 与它的伴随变换A ∗可交

换，即
A A ∗ = A ∗A �

则A 称为规范变换．

根据定理 7.3.6，如果 n维 Euclid空间V的线性变换A 在V的一组基下的方阵
为 A，则它的伴随变换A ∗在同一组基下的方阵为 AT，因此可以引进规范方阵的概

念如下．

定义 7.4.2 如果 n阶实方阵 A与它的转置 AT可交换，则 AAT = ATA，则方阵
A称为规范方阵．

关于规范变换，有

定理 7.4.1 设A 是 n维 Euclid空间 V 的线性变换，则下述命题等价．
(1) A 是规范变换；

(2) 对任意 α ∈ V，∥A (α)∥ = ∥A ∗(α)∥；
(3) A 在 V 的标准正交基下的方阵为规范方阵．

证明 (1)Ô⇒ (2) 对任意 α ∈ V，

∥A (α)∥ = (A (α)�A (α)) = (α�A ∗A (α))．

因为A 为规范变换，所以A A ∗ = A ∗A，因此

∥A (α)∥ = (α�A A ∗(α)) = (A A ∗(α)� α) = (A ∗(α)�A ∗(α)) = ∥A ∗(α)∥．

(2)Ô⇒ (3) 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的标准正交基，且

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A�

其中 A是 n阶实方阵．由定理 7.3.5，A 的伴随变换A ∗在这组基下的的方阵为 AT，

即
A ∗(ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)AT．

记 A = (a i j)n×n，则对任意  ⩽ j ⩽ n，

A (ξ j) =
n

∑
k=

ak jξk� A ∗(ξ j) =
n

∑
ℓ=

a jℓ ξℓ．

于是

(A (ξ i)�A (ξ j)) = (
n

∑
k=

aki ξk�
n

∑
ℓ=

aℓ jξℓ) =
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

akiaℓ j(ξk� ξℓ)

=
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

akiaℓ jδkℓ =
n

∑
k=

akiak j．
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记 ATA = B = (b i j)n×n．上式表明 b i j = (A (ξ i)�A (ξ j))．同理，

(A ∗(ξ i)�A ∗(ξ j)) =
n

∑
k=

a i ka jk．

记 AAT = C = (c i j)n×n．上式表明，c i j = (A ∗(ξ i)�A ∗(ξ j))．由于

(A (ξ i + ξ j)�A (ξ i + ξ j)) = (A (ξ i) +A (ξ j)�A (ξ i) +A (ξ j))
= (A (ξ i)�A (ξ i)) + (A (ξ i)�A (ξ j)) + (A (ξ j)�A (ξ j))�

而由条件 (2)，

(A (ξ i + ξ j)�A (ξ i + ξ j)) = (A ∗(ξ i + ξ j)�A ∗(ξ i + ξ j))
= (A ∗(ξ i) +A ∗(ξ j)�A ∗(ξ i) +A ∗(ξ j))
= (A ∗(ξ i)�A ∗(ξ i)) + (A ∗(ξ i)�A ∗(ξ j))
+ (A ∗(ξ j)�A ∗(ξ j))�

所以
(A (ξ i)�A (ξ j)) = (A ∗(ξ i)�A ∗(ξ j))．

因此 b i j = c i j， ⩽ i� j ⩽ n，即 ATA = AAT．

(3)Ô⇒ (1) 由定理 7.3.5，

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A�
A ∗(ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)AT�

其中 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的标准正交基．因此，

A ∗A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)ATA�
A A ∗(ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)AAT．

由于方阵 A是规范的，所以 ATA = AAT．因此A ∗A = A A ∗． ∎

定理 7.4.2 规范变换A 的像空间 ImA 的正交补 (ImA )⊥ = KerA．

证明 设 β ∈ (ImA )⊥．则对任意 α ∈V，(A (α)� β) = ．因此 (α�A ∗(β)) = ．由
α的任意性得到，A ∗(β) = ．由定理 7.4.1，A (β) = ，即 β ∈ KerA．所以 (ImA )⊥ ⊆
KerA．

反之，设 β ∈ KerA，则A (β) = ．由定理 7.4.1，A ∗(β) = ．因此对任意 α ∈ V，
(α�A ∗(β)) = ．即得 (A (α)� β) = ．由 α的任意性，β ∈ (ImA )⊥．所以KerA ⊆
(ImA )⊥． ∎
注 定理 7.4.2的逆命题不成立．请读者自己举例说明之．

定理 7.4.3 设A 是 n维 Euclid空间 V 的规范变换，f (λ)与 g(λ)是实系数多
项式，则

(1) f (A )是规范变换；
(2) 设 f (λ)与 g(λ)互素，且 f (A )(α) = ，g(A )(β) = ，α� β ∈ V，则 α ⊥ β．

证明 (1) 设多项式 f (λ) = ∑ a jλ j，a� a� . . . � ak ∈ R．则
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f (A ) =
k

∑
j=

a jA
j．

由定理 7.3.5，
( f (A ))∗ =

k

∑
j=

a j(A ∗) j = f (A ∗)．

因为A 是规范变换，所以A A ∗ = A ∗A．因此

f (A ∗)A =
k

∑
j=

a j(A ∗) jA =
k

∑
j=

a jA (A ∗) j = A f (A ∗)．

从而 f (A ∗)A ℓ = A ℓ f (A ∗)，其中 ℓ是非负整数．由此得到，

f (A ∗) f (A ) = f (A ) f (A ∗)．

这就证明，f (A )是规范变换．
(2) 因为 f (λ)与 g(λ)互素，所以存在 u(λ)� v(λ) ∈ R[λ]，使得

u(λ) f (λ) + v(λ)g(λ) = ．

因此 u(A ) f (A ) + v(A )g(A ) = I．由于 f (A )(α) = ，g(A )(β) = ，所以

α = I (α) = v(A )g(A )(α)� β = I (β) = u(A ) f (A )(β)．

于是

(α� β) = (v(A )g(A )(α)� u(A ) f (A )(β))
= (v(A )(α)� u(A ) f (A )g(A )∗(β))．

由结论 (1)，g(A )是规范的．由定理 7.4.1，g(A )∗(β) = ．因此 α ⊥ β． ∎

定理 7.4.4 设 d(λ) = (λ− a) + b是 n维 Euclid空间V的规范变换A 的最小

多项式，其中 a� b为实数，且 b > ．则 n = k，k为正整数．并且存在A 的 维不变
子空间 V�V� . . . �Vk，使得

(1) 当 i ≠ j时，Vi ⊥ Vj，即对任意 α ∈ Vi，β ∈ Vj，α与 β正交；
(2) V = V ⊕ V ⊕⋯⊕ Vk；

(3) 对于 j = � � . . . � k，存在 Vj的标准正交基 {β j−� β j}，使得

A (β j−� β j) = (β j−� β j)(
a b
−b a

)．

证明 如果 n是奇数，则A 的特征多项式 ϕ(λ)是奇次实系数多项式，因此A

具有实特征值 λ．于是 λ是 d(λ)的根．但 d(λ) = (λ − a) + b只有复根 a ± ib，
b ≠ ，矛盾．所以 n = k．现在对 k用归纳法证明其余结论成立．
当 k = 时，n = ．记

B = 
b
(A − aI )．

因为A 是规范的，所以由定理 7.4.3，B也是规范的．由于 d(A ) = (A − aI ) +
bI = ，故B+I = ．因此V中存在单位向量 β，使得B(β) ≠ ．记 β = −B(β)．
因为B +I = ，所以B(β) = −B(β) = I (β) = β．于是
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A (β� β) = (β� β)(
a b
−b a

)．

下面证明，{β� β}是 V 的标准正交基．
因为B(β) + β = ，B(β) − β = ，所以

∥B(β) + β∥
 + ∥B(β) − β∥



= ∥B(β)∥
 + (B(β)� β) + ∥β∥

 + ∥B(β)∥
 − (B(β)� β) + ∥β∥



由于B是规范的，所以对任意 α，∥B(α)∥ = ∥B∗(α)∥．因此

= ∥B∗(β)∥
 + (B(β)� β) + ∥β∥

 + ∥B∗(β)∥
 − (B(β)� β) + ∥β∥



= ∥B∗(β)∥
 + (β�B

∗(β)) + ∥β∥
 + ∥B∗(β)∥

 − (β�B
∗(β)) + ∥β∥



= ∥B∗(β) + β∥
 + ∥B∗(β) − β∥



= ．

所以B∗(β) = β，B∗(β) = −β．于是

(β� β) = (−B∗(β)� β) = −(β�B(β))
= −(β� β) = −(β� β)．

所以 (β� β) = ，即 β ⊥ β．又

∥β∥
 = (β� β) = −(B(β)� β) = −(β�B

∗(β)) = (β� β) = ∥β∥
．

由于 β是单位向量，因此 β也是单位向量．这证明，{β� β}是 V 的标准正交基．
所以结论对 k = 成立．
现在设结论对 k − 成立．下面证明结论对 k成立．仍记

B = 
b
(A − bI )�

则B +I = ．于是存在单位向量 β ∈ V，使得B(β) ≠ ．记 β = −B(β)．重复上
段证明可知，β� β是正交的单位向量，而且

A (β� β) = (β� β)(
a b
−b a

)．

V 中由 β与 β生成的子空间记为 V．显然，{β� β}是 V的标准正交基，而且 V

是A 的不变子空间．由定理 7.2.7，V = V ⊕ V⊥ ．
设V⊥ 的标准正交基为 {ξ� ξ� . . . � ξk}．则 {β� β� ξ� ξ� . . . � ξk}是V的标准

正交基，而且

A (β� β� ξ� ξ� . . . � ξk) = (β� β� ξ� ξ� . . . � ξk)(
A A

 A
)�

其中

A = (
a b
−b a

)．

由定理 7.3.6，
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A ∗(β� β� ξ� ξ� . . . � ξk) = (β� β� ξ� ξ� . . . � ξk)(
AT

 
AT

 AT


)�

因此

A A ∗(β� β� ξ� ξ� . . . � ξk) = (β� β� ξ� ξ� . . . � ξk)(
A A

 A
)(

AT
 

AT
 AT



)�

A ∗A (β� β� ξ� ξ� . . . � ξk) = (β� β� ξ� ξ� . . . � ξk)(
AT

 
AT

 AT


)(
A A

 A
)．

因为A 是规范的，所以

(
A A

 A
)(

AT
 

AT
 AT



) = (
AT

 
AT

 AT


)(
A A

 A
)．

由此得到
AAT

 + AAT
 = AT

A．

取两端方阵的迹，得到 A = ．于是

A (ξ� ξ� . . . � ξk) = (ξ� ξ� . . . � ξk)A．

这表明，V⊥ 是A 的不变子空间．考虑线性变换A 在 V⊥ 的限制A ∣
V⊥
．

显然A 的最小多项式 d(λ)是A ∣
V⊥
的化零多项式，因此A ∣

V⊥
的最小多项式

d̃(λ)整除 d(λ)．由于 d(λ)是实数域上不可约的多项式，因此 d̃(λ) = d(λ)．于是由
归纳假设，存在A ∣

V⊥
的 维不变子空间 V�V� . . . �Vk，使得

V⊥ = V ⊕ V ⊕⋯⊕ Vk�

其中 i ≠ j时 Vi ⊥ Vj，而且 Vj具有标准正交基 {β j−� β j}，使得

A ∣
V⊥
(β j−� β j) = (β j−� β j)(

a b
−b a

)�

其中 j = � � . . . � k．由于A ∣
V⊥
是A 在 V⊥ 上的限制，所以 V�V� . . . �Vk是A 的不

变子空间，而且

A (β j−� β j) = (β j−� β j)(
a b
−b a

)�

其中 j = � � . . . � k．于是 V�V� . . . �Vk即是所需的A 的 维不变子空间． ∎

定理 7.4.5 设规范变换A 的最小多项式 d(λ)的全部不可约因子是

(λ − a) + b � (λ − a) + b� . . . . . . � (λ − as) + bs �
λ − λs+� λ − λs+� . . . . . . � λ − λs+t�

其中 a� a� . . . � as，λs+� λs+� . . . � λs+t是实数，而 b� b� . . . � bs是正数．则
(1) 每个不可约因子都只能在 d(λ)中出现一次，即

d(λ) = ((λ − a) + b )((λ − a) + b)⋯((λ − as) + bs )(λ − λs+)⋯(λ − λs+t)�

(2) V 中存在两两正交的A 的不变子空间W�W� . . . �Ws�Ws+⋯�Ws+t，使得
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A 在Wj上的限制A ∣
Wj
的最小多项式 d j(λ)为

d j(λ) = {
(λ − a j) + bj �  ⩽ j ⩽ s�

λ − λ j� s +  ⩽ j ⩽ s + t�
(3) V =W ⊕W ⊕⋯⊕Ws ⊕Ws+ ⊕⋯⊕Ws+t．

证明 设

d(λ) = ((λ − a) + b )
e⋯((λ − as) + bs )

es(λ − λs+)es+⋯(λ − λs+t)es+t �

其中 e� . . . � et� es+� . . . � es+t是正整数．
设某个 e j ⩾ ，且记相应的不可约因子为 p j(λ)．记

g j(λ) =
d(λ)
pj(λ)

�

即 d(λ)= pj(λ)g j(λ)．因为 d(λ)是A 的最小多项式，所以 d(A )= pj(A )g j(A )= ，
即对任意 α ∈ V，

pj(A )g j(A )(α) = ．

即 p j(A )g j(A )(α) ∈ Ker p i(A )，同时 p j(A )g j(A )(α) ∈ Im p j(A )．
因为A 是规范的，所以 p j(A )也是规范的．由定理 7.4.2，

Ker p i(A ) = (Im p j(A ))
⊥
．

所以
p j(A )g j(A )(α) ∈ Im p j(A ) ∩ (Im p j(A ))

⊥ = ．

即对任意 α ∈ V，
p j(A )g j(A )(α) = ．

这表明 p j(λ)g j(λ)是A 的化零多项式，其次数显然小于 d(λ)的次数，矛盾．所以
每个不可约因子 p j(λ)只能在 d(λ)中出现一次，即结论 (1)成立．
现在记

f j(λ) =
d(λ)
p j(λ)

�

其中当  ⩽ j ⩽ s时，p j(λ) = (λ − a j) + bj；当 s +  ⩽ j ⩽ s + t时，p(λ) = λ − λ j．

设Wj = Ker p j(A )，且取 β ∈Wj，则 p j(A )(β) = ．因此

p j(A )(A (β)) = A (p j(A )(β)) = ．

所以A (β) ∈Wj．即Wj是A 的不变子空间．记A 在Wj上的限制为A j．由于

p j(A j)(β) = p j(A )(β) = � β ∈Wj�

所以 p j(λ)是A j的化零多项式，因此A j的最小多项式整除 p j(λ)．但 p j(λ)是实
数域上不可约首一多项式，所以 p j(λ)即是A j的最小多项式．

显然当 i ≠ j时，p i(λ)与 p j(λ)互素．并且对任意 β i ∈Wi，β j ∈Wj，p i(A )(β i)= ，
p j(A )(β j) = ．由定理 7.4.3，β i ⊥ β j．因此W�W� . . . �Ws�Ws+� . . . �Ws+t是两两

正交的子空间．
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由于多项式 f j(λ)互素，所以存在实系数多项式 {u j(λ)}，使得∑ j u j(λ) f j(λ) =
．即∑ j u j(A ) f j(A ) = I．于是对任意 α ∈ V，

α = I (α) =∑
j
u j(A ) f j(A )(α)．

由于 p j(A )(u j(A ) f j(A ))(α) = u j(A )p j(A ) f j(A )(α)
= u j(A )d(A )(α) = �

所以 u j(A ) f j(A )(α) ∈Wj．因此

V =W +W +⋯ +Ws +Ws+ +⋯ +Ws+t．

因为诸Wj两两正交，所以

V =W ⊕W ⊕⋯⊕Ws ⊕Ws+ ⊕⋯⊕Ws+t．

这就证明了结论 (2)与结论 (3)成立． ∎
下面是关于规范变换的一个主要定理．

定理 7.4.6 设A 是 n维 Euclid空间V的规范变换，则存在 维不变子空间V�

V� . . . �Vs和 维不变子空间 Vs+�Vs+� . . . �Vn，它们两两正交，且

V = V ⊕ V ⊕⋯⊕ Vs ⊕ Vs+ ⊕⋯⊕ Vn．

并且存在 Vj的标准正交基 {β j−� β j}，j = � � . . . � s，以及 Vk的单位向量 βk，k =
s + � s + � . . . � n，使得A 在 V 的标准正交基 β� β� . . . � βn下的方阵是如下的准

对角形：

diag
⎛
⎝
(

a b
−b a

)� . . . �(
as bs
−bs as

)� λs+� λs+� . . . � λn
⎞
⎠
� (7.4.1)

其中 b� b� . . . � bs是正数，a� a� . . . � as� λs+� λs+� . . . � λn是实数，并且 a ± ib� a ±
ib� . . . � as ± ibs� λs+� λs+� . . . � λn是A 的全部特征值．

证明 根据定理 7.4.5，可设A 的最小多项式 d(λ)为

d(λ) = ((λ − ã) + b̃ )((λ − ã) + b̃)⋯((λ − ãℓ) + b̃ℓ)(λ − λ̃ℓ+)⋯(λ − λ̃ℓ+t)�

而且
V =W ⊕W ⊕⋯⊕Wℓ ⊕Wℓ+ ⊕⋯⊕Wℓ+t．

其中Wj是A 的不变子空间，显然A ∣
Wj
仍是规范的．

当  ⩽ j ⩽ ℓ时，A 在Wj上的限制A ∣
Wj
的最小多项式是 (λ− ã j)+ b̃j．因此由定

理 7.4.4，
Wj = Vj ⊕ Vj ⊕⋯⊕ Vjk j �

其中 Vj�Vj� . . . �Vjk j 是两两正交的A ∣
Wj
的不变子空间，而且存在 Vji的标准正交

基
{β( j)i−� β

( j)
i }．

此时，A ∣
Wj
在Wj的标准正交基
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{β( j) � β( j) � . . . � β( j)k j−� β
( j)
k j
}

下的方阵是

diag
⎛
⎝
(

ã j b̃ j

−b̃ j ã j
)� . . . �(

ã j b̃ j

−b̃ j ã j
)
⎞
⎠
．

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
k j 个

当 ℓ +  ⩽ j ⩽ ℓ + t时，A 在Wj上的限制A ∣
Wj
的最小多项式为 λ − λ̃ j．因此

A ∣
Wj
= λ̃ jI j，其中I j是Wj的单位变换．所以A ∣

Wj
的标准正交基

{β( j) � β( j) � . . . � β( j)k j
}

下的方阵是纯量方阵 λ̃ jI(k j)，并且Wj可以表为基向量 β( j)i 生成的一维子空间 Vji

的直和，即
Wj = Vj ⊕ Vj ⊕⋯⊕ Vjk j．

显然，子空间Vji是A 的不变子空间，i = � � . . . � k j，j = � � . . . � ℓ� ℓ+� . . . � ℓ+
t，而且

V =
ℓ

⊕
j=

k j

⊕
i=

Vji ⊕
ℓ+t
⊕

j=ℓ+

k j

⊕
i=

Vji．

同时，

{β() � . . . � β()k � . . . � β
(ℓ)
 � . . . � β(ℓ)kℓ � β

(ℓ+)
 � . . . � β(ℓ+)kℓ+ � . . . � β(ℓ+t) � . . . � β(ℓ+t)kℓ+t

}

是 V 的标准正交基，而且规范变换A 在这组基下的方阵即是方阵 (7.4.1)． ∎
定理 7.4.6的矩阵形式在下面定理中给出．

定理 7.4.7 设 a ± ib� a ± ib� . . . � as ± ibs� λs+� λs+� . . . � λn是 n阶实规范方
阵 A的全部特征值，其中 a� a� . . . � as� λs+� λs+� . . . � λn是实数，b� b� . . . � bs是正
数．则方阵 A正交相似于如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

a b
−b a

)� . . . �(
as bs
−bs as

)� λs+� λs+� . . . � λn
⎞
⎠
�

并且规范方阵的特征值是规范方阵在正交相似下的全系不变量．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的标准正交基．则由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A

便确定 V 的一个线性变换A．由于方阵 A是规范的，所以由定理 7.4.1，A 是规范
变换．由定理 7.4.5，A 的最小多项式 d(λ)为

d(λ) = ((λ − ã) + b̃ )⋯((λ − ãℓ) + b̃ℓ)(λ − λ̃ℓ+)⋯(λ − λ̃ℓ+t)．

即

d(λ) = (λ − ã + ĩb)(λ − ã − ĩb)⋯(λ − ãℓ + ĩbℓ)(λ − ãℓ − ĩbℓ)
× (λ − λ̃ℓ+)⋯(λ − λ̃ℓ+t)．

其中一次因子两两不同．由于A 的特征值一定是 d(λ)的根，因此 ã ± ĩb� ã ±
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ĩb� . . . � ãℓ ± ĩbℓ� λ̃ℓ+� . . . � λ̃ℓ+t是A 的全部不同的特征值．所以可设

ã j ± ĩb j = a j ± ib j� j = � � . . . � ℓ�
λ̃ℓ+ j = λs+ j� j = � � . . . � t．

即
d(λ) = ((λ + a) + ib )⋯((λ + aℓ) + ibℓ)(λ − λs+)⋯(λ − λs+t)．

于是由定理 7.4.6，存在V的标准正交基 {β� β� . . . � βn}，使得A 在这组基下的

方阵即为 (7.4.1)．由于线性变换A 在不同的标准正交基下的方阵是正交相似的，

因此规范方阵A 相似于方阵 (7.4.1)．
显然，相似方阵的特征值相同，因此正交相似的规范方阵的特征值相同．反之

设规范方阵 A与 B的特征值相同，则方阵 A与 B都正交相似于同一个形如 (7.4.1)
的准对角方阵 C．所以 A与 B正交相似．
这就证明，规范方阵的特征值是规范方阵在正交相似下的全系不变量． ∎

例 7.4.1 设 n阶实规范方阵 A与 n阶实方阵 B可交换．证明方阵 A与 BT可

交换．

证法 1 欲证 ABT = BTA，即 ABT − BTA = ．
由例 7.1.3可知，所有 n阶实方阵的集合Rn×n连同内积 (X�Y) = TrXYT构成一

个 Euclid空间，其中 X�Y ∈ Rn×n．

于是方阵 X ∈ Rn×n的范数 ∥X∥ = TrXXT．由内积的恒正性可知，方阵 X为零
方阵的必要且充分条件是 ∥X∥ = TrXXT = ．因此欲证的结论即化为

Tr(ABT − BTA)(ABT − BTA)T = ．

由于 Tr(ABT − BTA)(ABT − BTA)T = Tr(ABT − BTA)(BAT − ATB)
= Tr(ABTBAT − ABTATB − BTABAT + BTAATB)�

因为 TrX是Rn×n的线性函数，所以

= TrABTBAT − TrABTATB − TrBTABAT + TrBTAATB

因为 TrXY = TrYX，所以

= TrATABTB − TrBABTAT − TrBTABAT + TrAATBBT

由于 AB = BA，所以

= TrATABTB − TrABBTAT − TrBTBAAT + TrBBTAAT

因为方阵 A是规范的，所以 AAT = ATA，因此

= TrAATBTB − TrABBTAT − TrBTBAAT + TrBBTATA

再由 TrXY = TrYX得到，

= TrBTBAAT − TrBBTATA− TrBTBAAT + TrBBTATA
= ．
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因此 ABT = BTA，即方阵 A与 BT可交换 ∎
证法 2 设方阵 A的全部特征值为 a ± ib� a ± ib� . . . � as ± ibs� λs+� λs+�

. . . � λs+t，其中 a� a� . . . � as� λs+� . . . � λs+t是实数，b� b� . . . � bs是正数，而且相应
的代数重数为 e� e� . . . � es� es+� . . . � es+t．
由定理 7.4.7，存在 n阶实正交方阵 O，使得

OTAO = diag(D�D� . . . �Ds�Ds+� . . . �Ds+t) = D．

其中当  ⩽ j ⩽ s时，

D j = diag
⎛
⎝
(

a j b j

−b j a j
)� . . . �(

a j b j

−b j a j
)
⎞
⎠
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
e j 个

当 s +  ⩽ j ⩽ s + t时，D j = λ jI(e j)．
由 AB = BA得到，

(OTAO)(OTBO) = (OTBO)(OTAO)．

记 B̃ =OTBO，则DB̃ = B̃D．将方阵 B̃按方阵D的分块方式分块，并记 B̃ = (B i j)．
于是由 B̃D = DB̃得到，

B i jD j = D iB i j．

当 i ≠ j时，方阵 D i和 D j没有公共的特征值，因此由例 6.6.8，B i j = ．于是

B̃ = diag(B�B� . . . �Bs�Bs+� . . . �Bs+t) = D�

并且 B jD j = D jB j．当  ⩽ j ⩽ s时，

B j diag
⎛
⎝
(

a j b j

−b j a j
)� . . . �(

a j b j

−b j a j
)
⎞
⎠
= diag

⎛
⎝
(

a j b j

−b j a j
)� . . . �(

a j b j

−b j a j
)
⎞
⎠
B j．

将 B j按方阵 D j的分块方式分块为 B j = (Ckℓ)，其中 Ckℓ是 阶方阵．由上式得到

Ckℓ(
a j b j

−b j a j
) = (

a j b j

−b j a j
)Ckℓ．

记

Ckℓ = (
a b
c d

)．

则 aa j − bb j = aa j + cb j� ab j + ba j = ba j + db j�

ca j − db j = −ab j + ca j� cb j + da j = −bb j + da j．

因此，c = −b，d = a，即

CT
kℓ(

a j b j

−b j a j
) = (

a j b j

−b j a j
)CT

kℓ�

其中  ⩽ k� ℓ ⩽ e j，即对于  ⩽ j ⩽ s，有 BT
j D j = D jBT

j．

当 s +  ⩽ j ⩽ s + t时，D j = λ jI(e j)，因此 BT
j D j = D jBT

j．所以 B̃TD = DB̃T．即
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OTBTO ⋅ OTAO = OTAO ⋅ OTBTO．

因此 BTA = ABT． ∎

习 题 7.4

1. 举例说明，方阵 A本身不是规范的，但它的平方 A却是规范的．

2. 证明，规范方阵 A与 B正交相似的充分必要条件是，方阵 A与 B相似．
3. 方阵 A与 ATA可交换，方阵 A是否一定是规范的？
4. 证明，一组两两可交换的规范方阵可以同时正交相似于准对角形．即设 I是下标集合，规

范方阵集合 {Aν ∣ ν ∈ I}满足：对任意 µ� ν ∈ I，AνAµ = AµAν，则存在正交方阵O，使得方阵OTAνO
为定理 7.4.6中准对角形 (7.4.1)，其中 ν ∈ I．

5. 证明，n阶实方阵 A为规范的当且仅当存在实系数多项式 f (λ)，使得A ∗ = f (A )．
6. 设 α = β + iγ是实规范方阵 A的属于特征值 λ的特征向量，β与 γ是实向量．证明，
(1) α是 AT属于特征值 λ的特征向量； (2) 当 λ ∉ R时，β与 γ正交且范数相等．

§7.5 正交变换

本节讨论 n维 Euclid空间 V 的一类重要的线性变换，即正交变换．它是规范
变换的特殊情形．

定义 7.5.1 设A 是 n维 Euclid空间 V 的线性变换．如果对任意 α ∈ V，

∥A (α)∥ = ∥α∥�

则A 称为正交变换．简单地说，保持向量范数不变的线性变换称为正交变换．

显然，n维 Euclid空间 V 的单位变换I 是正交变换．

设U⊥是 n维 Euclid空间 V 的子空间U的正交补，则 V = U ⊕ U⊥．即对任意
α ∈ V 都可以表为 α = ξ + η，其中 ξ ∈ U，η ∈ U⊥．定义 V 的变换A 为：

A (α) = ξ − η．

于是A 是 V 的线性变换．由于

(A (α)�A (α)) = (ξ − η� ξ − η) = (ξ� ξ) − (ξ� η) + (η� η) = (ξ� ξ) + (η� η)�
(α� α) = (ξ + η� ξ + η) = (ξ� ξ) + (ξ� η) + (η� η) = (ξ� ξ) + (η� η)�

所以 ∥A (α)∥ = ∥α∥．因此A 是正交变换．这个变换称为 V 关于子空间U的反射．
关于正交变换，有

定理 7.5.1 设A 是 n维 Euclid空间的线性变换．则下述命题等价：

(1) A 是正交变换；

(2) A 是保内积的，即对任意 α� β ∈ V，(A (α)�A (β)) = (α� β)；
(3) A 把V的标准正交基变为标准正交基，即设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是V的标准正

交基，则 {A (ξ)�A (ξ)� . . . �A (ξn)}也是 V 的标准正交基；
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(4) A 在 V 的标准正交基下的方阵是正交方阵；
(5) A 是规范变换，而且A A ∗ = A ∗A = I．

证明 (1)Ô⇒ (2) 设 α� β ∈ V．因为A 是正交变换，所以

∥A (α + β)∥ = ∥α + β∥�

即
(A (α + β)�A (α + β)) = (α + β� α + β)．

于是，

(A (α + β)�A (α + β)) = (A (α) +A (β)�A (α) +A (β))
= (A (α)�A (α)) + (A (α)�A (β)) + (A (β)�A (β))
= (α + β� α + β) = (α� α) + (α� β) + (β� β)．

因为A 是正交变换，所以 (A (α)�A (α)) = (α� α)，(A (β)�A (β)) = (β� β)．因此

(A (α)�A (β)) = (α� β)�

即A 保内积．

(2)Ô⇒ (3) 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是V的标准正交基，则 (ξ i � ξ j) = δ i j．因为A 保

内积，所以 (A (ξ i)�A (ξ j)) = δ i j，即 {A (ξ)�A (ξ)� . . . �A (ξn)}是 V 的标准正交
基．

(3)Ô⇒ (4) 设A 在 V 的标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵为 A，即

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A�

其中 A = (a i j)n×n．则对任意 j = � � . . . � n，有

A (ξ j) =
n

∑
k=

ak jξk．

所以

(A (ξ i)�A (ξ j)) = (
n

∑
k=

aki ξk�
n

∑
ℓ=

aℓ jξℓ) =
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

akiaℓ j(ξk� ξℓ)

=
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

akiaℓ jδkℓ =
n

∑
k=

akiak j．

因为 {A (ξ)�A (ξ)� . . . �A (ξn)}也是标准正交基，所以 (A (ξ i)�A (ξ j)) = δ i j．因
此 n

∑
k=

akiak j = δ i j．

这表明，ATA = I(n)．从而 ATA = I(n) = AAT，即 A是正交方阵．
(4)Ô⇒ (5) 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的标准正交基，且

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A�

其中 A是 n阶实正交方阵．则

A ∗(ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)AT�
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其中 A∗是A 的伴随变换．于是

A A ∗(ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)AAT = (ξ� ξ� . . . � ξn)I(n)�
A ∗A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)ATA = (ξ� ξ� . . . � ξn)I(n)．

因此A ∗A = A A ∗ = I．

(5)Ô⇒ (1) 因为A ∗A = A A ∗ = I，所以对任意 α ∈ V，

(A (α)�A (α)) = (α�A ∗A (α)) = (α�I (α)) = (α� α)�

即 ∥A (α)∥ = ∥α∥． ∎
由定理 7.5.1直接得到，

定理 7.5.2 (1) 设线性变换A 是正交变换，则A 是可逆变换，而且它的逆变

换A − = A ∗也是正交变换；

(2) 设A 和B是正交变换，则乘积A B也是正交变换．

证明 (1) 由定理 7.5.1，对正交变换A，有A A ∗ = I = A ∗A，所以A 是可逆

的，且A − = A ∗．由于

A ∗(A ∗)∗ = A ∗A = I � (A ∗)∗A ∗ = A A ∗ = I �

所以A ∗是正交变换．

(2) 因为A 与B是正交变换，所以A A ∗ =A ∗A =I，BB∗ =B∗B =I．因此

(A B)∗A B =B∗(A ∗A )B =B∗B = I．

同理 (A B)(A B)∗ = I．即A B是正交变换． ∎
n维 Euclid空间 V 的所有正交变换的集合记为On(R)．在集合On(R)中可以

按照线性变换的乘法定义两个正交变换的乘积．由定理 7.5.2，正交变换的乘积仍
是正交变换，也就是说，集合On(R)在正交变换的乘法下是封闭的．由于线性变
换的乘法满足结合律，所以正交变换的乘法当然也满足结合律；由于单位变换是

正交变换，所以On(R)具有单位元I；由定理 7.5.2可知，如果变换A ∈ On(R)，则
A − ∈ On(R)．
因为On(R)对正交变换的乘法封闭，满足结合律，具有单位元，并且每个变换

都具有逆变换，所以通常把集合On(R)称为 n阶实正交群．而研究 n维 Euclid空
间 V 中的几何对象（如超二次曲面）在 n阶实正交群On(R)下的几何不变性质的
学科即称为 Euclid几何学．
研究 n阶实正交群的结构是所谓典型群的一个重要内容．由兴趣的读者可参

阅我国著名数学家华罗庚和万哲先所著的专著《典型群》（上海科学技术出版社，

1963年版）．
由定理 7.5.1可知，正交变换是特殊类型的规范变换．所以关于规范变换的结

论都可以移到正交变换．这里不再赘述．

定理 7.5.3 正交变换A 的特征值 λ的模为 ．
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证明 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 n维 Euclid空间 V 的标准正交基．由定理 7.5.1，A
在这组基下的方阵 A是正交方阵．显然 λ是 A的特征值．由例 5.9.1，A的特征值
λ的模为 ． ∎

定理 7.5.4 设 n维 Euclid空间 V 的正交变换A 的全部特征值为

eiθ  � e−iθ  � . . . � eiθ s � e−iθ s � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

�

其中  < θ ⩽ ⋯ ⩽ θ s < π．则存在 V 的标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得A 在这组基

下的方阵为如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)� . . . �(
cos θ s sin θ s

− sin θ s cos θ s
)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

⎞
⎠
． (7.5.1)

证明 由定理 7.5.1，A 是规范变换．记

eiθ j = cos θ j + i sin θ j．

则规范变换A 的特征值为

cos θ ± i sin θ� . . . � cos θ s ± i sin θ s� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

�

其中 sin θ j ≠ ．由定理 7.4.6，存在 V 的标准正交基，使得A 在这组基下的方阵即

为 (7.5.1)． ∎
定理 7.5.4的矩阵形式是

定理 7.5.5 设 n阶实正交方阵 O的全部特征值是

eiθ  � e−iθ  � . . . � eiθ s � e−iθ s � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

�

其中  < θ ⩽ ⋯ ⩽ θ s < π．则方阵 O正交相似于如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)� . . . �(
cos θ s sin θ s

− sin θ s cos θ s
)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

⎞
⎠
．

并且正交方阵的特征值是正交方阵在正交相似下的全系不变量．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的标准正交基．则由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)O

便确定 V 的一个线性变换A．

由定理 7.5.1，A 是正交变换．由定理 7.5.4，存在 V 的标准正交基 {β� β� . . . �
βn}，使得A 在这组基下的方阵即为 (7.5.1)．由于同一个线性变换A 在不同的标

准正交基下的方阵是正交相似的，所以方阵 A正交相似于准对角形 (7.5.1)．
由于正交相似的方阵一定相似，而相似的方阵的特征值相同，所以正交相似的

方阵具有相同的特征值．反之，设正交方阵 A与 B的特征值都是
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eiθ  � e−iθ  � . . . � eiθ s � e−iθ s � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

�

其中  < θ ⩽ ⋯ ⩽ θ s < π．则由上段证明，方阵 A与 B都正交相似于准对角方阵
(7.5.1)．因此由正交相似的对称性与传递性得知，方阵 A与 B正交相似．这就证明，
正交方阵的特征值是正交方阵在正交相似下的全系不变量． ∎

例 7.5.1 设 O是 n阶实正交方阵，且 rank(O − I(n)) = ．证明方阵 O正交相
似于对角方阵

diag(−� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

n−个

)．

证明 设方阵 O的全部特征值是

eiθ  � e−iθ  � . . . � eiθ s � e−iθ s � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

�

其中  < θ ⩽ ⋯ ⩽ θ s < π．则由定理 7.5.5，存在实正交方阵 O，使得 OT
 OO = D，这

里 D是准对角方阵 (7.5.1)．因此

OT
 (O − I(n))O = diag

⎛
⎝
(
cos θ −  sin θ
− sin θ cos θ − 

)� . . . �(
cos θ s −  sin θ s

− sin θ s cos θ s − 
)�

� . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

⎞
⎠
．

显然方阵的秩在正交相似下是不变的，因此

rankOT
 (O − I(n))O = ．

所以方阵 OT
 (O − I(n))O的每个 阶子式都是 ，即

det(
cos θ j −  sin θ j

− sin θ j cos θ j − 
) = ( − cos θ j) = ．

因此 cos θ j = ，即 θ j = ．但是这不可能，所以方阵 O的特征值只能是 ±．于是

OT
 (O − I(n))O = diag(� . . . � 

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−t个

)．

由于 rankOT
 (O − I(n))O = ，所以 t = n − ．因此

OT
 OO = diag(� . . . � 

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
n−个

�−)．

再取初等置换方阵
Pn = I(n) − E − Enn + En + En�

其中 E i j是 (i� j)位置上的元素为 、其它元素为 的 n阶方阵．显然初等置换方阵
Pn是正交方阵，而且

(OPn)TO(OPn) = PT
nO

T
 OOPn = diag(−� � . . . � 

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
n−个

)�
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其中方阵 OPn是正交的． ∎

例 7.5.2 任意一个 n阶实正交方阵都可以表为两个 n阶实对称方阵的乘积．

证明 此例是例 6.6.2的特例．这里用正交方阵在正交相似下的标准形重新给
出证明．

由定理 7.5.5，存在 n阶实正交方阵 O，使得

O = O diag
⎛
⎝
(

cos θ sin θ

− sin θ cos θ
)� . . . �(

cos θ s sin θ s

− sin θ s cos θ s
)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

⎞
⎠
OT

．

注意到，

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

) = (
 
 
)(
− sin θ cos θ
cos θ sin θ

)．

记

S = O
⎛
⎝
(
 
 
)� . . . �(

 
 
)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

⎞
⎠
OT

 �

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
s个

S = O diag
⎛
⎝
(
− sin θ cos θ

cos θ sin θ
)� . . . �(

− sin θ s cos θ s

cos θ s sin θ s
)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

⎞
⎠
OT

．

显然方阵 S与 S都是实对称的，而且 O = SS． ∎

习 题 7.5

1. 设A 是 n维 Euclid空间 V 的保内积变换，即对任意 α� β ∈ V，有

(A (α)�A (β)) = (α� β)．

证明，保内积变换A 是线性变换，因而A 是正交变换．举例说明，保向量范数的变换不一定

是线性变换．

2. 设 α和 β是 n维 Euclid空间 V 的向量，且 ∥α∥ = ∥β∥．证明，存在正交变换A，使得

A (α) = β．

3. 设 α� α与 β� β是 n维 Euclid空间V的两对向量，且 ∥α i∥ = ∥β i∥，i = � ，并且向量 α与

α的夹角等于 β与 β的夹角．证明，存在正交变换A，使得A (α i) = β i，i = � ．
4. 设 α� α� . . . � αk与 β� β� . . . � βk是 n维Euclid空间V的两组向量．证明，存在适合A (α j)=

β j，j = � � . . . � k的正交变换A 的充分必要条件是这两组向量的Gram方阵相等．
5. 求正交变换 O，使得 B = OTAO是正交方阵 A在正交相似下的标准形．

(1) A = 


⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
  −
−  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2) A = 



⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
  − −
 −  −
 − − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

6. 设 O = (a i j)是 阶实正交方阵，且 detO = ．证明，

( − TrO) + ∑
⩽i< j⩽

(a i j − a ji) = ．

此结论可否推广？
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7. 设A 是 n维 Euclid空间V的线性变换．如果存在A 的不变子空间U，使得对任意 α ∈U，
均有 ∥A (α)∥ = ∥α∥；对任意 α ∈ U⊥，均有A (α) = ，则A 称为部分正交的．证明，

(1) 部分正交变换的伴随变换仍是部分正交的；
(2) 部分正交变换的特征值的绝对值不超过 ．
8. 设 n阶正交方阵 O的特征值不等于 −．证明方阵 I(n) + O可逆，方阵

K = (I(n) − O)(I(n) + O)
−

是斜对称方阵，且
O = (I(n) − K)(I(n) + K)

−
．

§7.6 自伴变换与斜自伴变换

除正交变换外，还有两类重要的规范变换，即自伴变换与斜自伴变换．

定义 7.6.1 设A 是 n维 Euclid空间 V 的线性变换．如果A 与它的伴随变换

A ∗是同一个变换，即A = A ∗，则A 称为自伴变换；如果A 满足A ∗ = −A，则A

称为斜自伴变换．

由伴随变换的定义可以看出，线性变换A 是自伴变换的充分必要条件为，对

任意 α� β ∈ V，均有
(A (α)� β) = (α�A (β))．

而线性变换A 是斜自伴变换的充分必要条件为，对任意 α� β ∈ V，均有

(A (α)� β) = −(α�A (β))．

由定义 7.6.1可以看出，自伴变换与斜自伴变换都是规范变换．当然，除正交变
换、自伴变换以及斜自伴变换外，还有其它的规范变换．下面先讨论自伴变换．

定理 7.6.1 n维 Euclid空间 V 的线性变换A 是自伴变换的充分必要条件为，

A 在 V 的标准正交基下的方阵是对称方阵．

证明 设线性变换A 在 V 的标准正交基 {α� α� . . . � αn}下的方阵是 A，则A

的伴随变换A ∗在这组基下的方阵是 AT．于是A ∗ = A 等价于 AT = A． ∎
定理 7.6.1表明，如果在 n维 Euclid空间 V 中取定一组标准正交基 {α� α� . . . �

αn}，V 的自伴变换A 便和它在这组基下的方阵相对应．这一对应是 V 的所有自
伴变换集合到所有 n阶实对称方阵集合上的一个双射．于是自伴变换即是是对称
方阵的一种几何解释．

由于自伴变换是规范变换，因此关于规范变换的结论可以移到自伴变换上．

当然，由于自伴变换是特殊类型的规范变换，所以相应的结论也带有某种特殊性．

由 §5.9可知，实对称方阵的特征值都是实数．所以自伴变换的特征值也都是
实数．于是由定理 7.4.6得到

定理 7.6.2 设实数 λ� λ� . . . � λn是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换A 的全部
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特征值，其中 λ ⩾ λ ⩾⋯ ⩾ λn．则存在 V的一组标准正交基，使得A 在这组基下的

方阵是如下的对角形：
diag(λ� λ� . . . � λn)． (7.6.1)

证明 因为线性变换A 是自伴的，因此A 是规范的．又因为自伴变换A 的

特征值 λ� λ� . . . � λn全为实数，所以由定理 7.4.6即得结论． ∎
定理 7.6.2的矩阵形式是

定理 7.6.3 设实数 λ� λ� . . . � λn是 n阶实对称方阵 A的全部特征值，其中
λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λn．则方阵 A正交相似于如下的对角形：

diag(λ� λ� . . . � λn)．

而且实对称方阵的特征值是实对称方阵在正交相似下的全系不变量．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的一组标准正交基，则由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A

便确定 V 的一个线性变换A．

由于 A是实对称方阵，所以由定理 7.6.1，A 是自伴变换，且 λ� λ� . . . � λn是A

的全部特征值．由定理 7.6.2，存在 V 的标准正交基 {β� β� . . . � βn}，使得A 在这组

基下的方阵即为对角形 (7.6.1)．由于同一个线性变换A 在不同标准正交基下的方

阵是正交相似的，因此方阵 A正交相似于对角形 (7.6.1)．
显然正交相似的方阵具有相同的特征值，所以正交相似的实对称方阵也具有

相同的特征值．因此实对称方阵的特征值是实对称方阵的正交相似不变量．反之，

设实对称方阵 A与 B的所有特征值都是 λ� λ� . . . � λn，则由上段证明，方阵 A正交
相似于对角形 (7.6.1)，而对角形 (7.6.1)正交相似于方阵 B．由正交相似的传递性，
实对称方阵 A与 B正交相似．于是实对称方阵的特征值是实对称方阵在正交相似
下的全系不变量． ∎
定理 7.6.3中关于全系不变量的结论也可由实对称方阵是规范方阵，而规范方

阵的特征值是规范方阵在正交相似下的全系不变量的结论直接得到．

定理 7.6.3完全解决了实对称方阵在正交相似下的标准形理论的两个基本问
题．于是定理 7.6.3中的对角形 (7.6.1)称为实对称方阵在正交相似下的标准形．
定理 7.6.2也可以用其它方法证明．这里介绍一种重要的方法，即所谓的分析

方法．这种方法深刻地揭示自伴变换的特征值的几何意义，应予重视．当然涉及到

的分析知识囿于篇幅这里不能一一叙述．但相信学过多元微积分的读者是能够理

解的．先引进定义．

定义 7.6.2 设A 是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换，α是 V 的非零向量．记

R(α) =
(A (α)� α)
(α� α)

�

它称为自伴变换A 在 V 上的 Rayleigh商．
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显然自伴变换A 在 V上的 Rayleigh商 R(α)是定义在 V的所有非零向量集合
V∗上的实函数．而且对任意非零实数 α，R(aα) = R(α)．于是将 V 中所有单位向
量的集合

S = {α ∈ V ∣ ∥α∥ = }

称为 V 的 n维单位球面（或单位超球面），则A 在 V 上的 Rayleigh商 R(α)的值域
等于它在 n维单位球面 S上的限制的值域．
设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的一组标准正交基．下面给出自伴变

换A 在 V 上的 Rayleigh商 R(α)在这组基下的表达式．
记 α ∈ V∗在这组基下的坐标为 x = (x� x� . . . � xn)，即

α = xα + xα +⋯ + xnαn．

自伴变换A 在这组基下的方阵为 A = (a i j)n×n，即对任意 j = � � . . . � n，有

A (α j) =
n

∑
k=

ak jαk．

于是内积 (α� α) = xxT，(A (α)� α) = xAxT．因此

R(α) = xAxT

xxT
�  ≠ x ∈ Rn．

定理 7.6.4 设A 是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换，则
(1) A 在 V 上的 Rayleigh商 R(α)具有最小值 λn，并且 λn是 Rayleigh商 R(α)

限定在 n维单位球面 S上的最小值，即

λn = min
α∈V
∥α∥=

R(α)�

(2) λn是自伴变换A 的最小特征值，而且使 Rayleigh商 R(α)达到最小值 λn
的单位向量 αn即是属于特征值 λn的特征向量．

证明 和通常 维单位球面一样，n维单位球面 S是一个有界闭集．将自伴变
换A 在 V 上 Rayleigh商 R(α)限定在 n维单位球面 S上，则由 R(α)在标准正交基
下的表达式可以看出，R(α)是定义在 S上的连续函数．因此它具有最小值 λn．
由于定义在V上的 Rayleigh商 R(α)的值域与定义在 S上的值域相同，因此 λn

也是定义在 V 上的 Rayleigh商 R(α)的最小值．于是结论 (1)成立．
设单位向量 αn满足

R(αn) = min
α∈V
∥α∥=

R(α) = λn．

下面证明，αn即是A 的属于特征值 λn的特征向量．
任取 β ∈ V，设 t是实变量．则

f (t) = R(αn + tβ)

是 t的实函数，而且 f (t)在 t = 处取到最小值 f ()．对 t求微商得到，

f ′(t) = d
dt

R(αn + tβ) =
d
dt
(A (αn + tβ)� αn + tβ)
(αn + tβ� αn + tβ)
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=
(A (β)� αn) + (A (αn)� β) + t(A (β)� β)

(αn + tβ� αn + tβ)
− f (t)(αn� β) + t(β� β)

(αn + tβ� αn + tβ)
�

因为 f () = R(αn) = λn，所以

f ′() = (A (β)� αn) + (A (αn)� β) − λn(αn� β) = ．

由于A 是自伴的，所以 (A (β)� αn) = (β�A (αn))．因此

f ′() = ((β�A (αn)) − λn(β� αn)) = (β� A (αn) − λnαn) = ．

由 β的任意性得到，
A (αn) = λnαn．

因此结论 (2)成立． ∎
定理 7.6.4即是著名的 Rayleigh定理．它可以推广为

定理 7.6.5 设A 是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换．则存在 V 的标准正交基

{α� α� . . . � αn}�

使得

(1) 设Vj是V中由向量 α j+� α j+� . . . � αn生成的子空间，则Vj与它的的正交补

V⊥j 都是自伴变换A 的不变子空间，j = � � . . . � n，其中约定 Vn = ；
(2) 将自伴变换A 的 Rayleigh商 R(α)限定在 V⊥j 上，则定义在 V⊥j 上的 Ray-

leigh商 R(α)具有最小值 λ j，而且 λ j即是定义在V⊥j ∩ S上的 Rayleigh商 R(α)的最
小值，即对于任意 j = � � . . . � n，有

λ j = min
α∈V⊥j
∥α∥=

R(α)�

(3) λ j是自伴变换A 的特征值，而且使得定义在 V⊥j 上 Rayleigh商 R(α)取到
最小值 λ j的单位向量 α j是自伴变换A 的属于特征值 λ j的单位特征向量，即

R(α j) = λ j = min
α∈V⊥j
∥α∥=

R(α)�

(4) 自伴变换A 在标准正交基 {α� α� . . . � αn}下的方阵是如下对角形

diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λn．

证明 对空间的维数用归纳法．当 n = 时定理显然成立．现在设定理对 n − 
维 Euclid空间成立．下面证明定理对 n维 Euclid空间 V 成立．
由定理 7.6.4，将自伴变换A 的 Rayleigh商 R(α)视为定义在 V = ⊥ = V⊥n 的实

函数，其最小值即是定义在 V⊥n 与 n维单位球面的交上的 R(α)的最小值．而且 λn
是A 的特征值；而使得定义在 V⊥n 上的 R(α)取到最小值 λn的单位向量 αn是A

的属于 λn的特征向量．
由 αn生成的子空间记为 Vn−，它显然是A 的不变子空间．因为自伴变换A
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是规范的，因此 Vn−的正交补 V⊥n−也是A 的不变子空间，且 V⊥n−是 n − 维的．
自伴变换A 在 V⊥n−上的限制A ∣

V⊥n−
仍是自伴的．记 Ã = A ∣

V⊥n−
．显然，Ã 在

V⊥n−上的 Rayleigh商正好是自伴变换A 在 V 上的 Rayleigh商 R(α)在 V⊥n−上的限
制．于是由归纳假设，V⊥n−中存在标准正交基 {α� α� . . . � αn−}，使得 V⊥n−中由向
量 α j+� . . . � αn−生成的子空间 Ṽj与它的正交补 Ṽ⊥j 都是 Ã 的不变子空间．而且 Ã

的 Rayleigh商在 Ṽ⊥j 上的限制具有最小值 λ j，此值恰好是 Ã 的 Rayleigh商在 V⊥j 与
V⊥n−中 n − 维单位球面 S̃的交上的限制的最小值，而 Ṽ⊥j 中使得 Ã 的 Rayleigh商
在 Ṽ⊥j 上的限制达到最小值 λ j的单位向量 α j是 Ã 的属于特征值 λ j的单位特征向

量．

因为 α� α� . . . � αn− ∈ V⊥n−，αn ∈ Vn−，所以 {α� α� . . . � αn}是 V 的标准正交
基．而 Ṽ⊥j 是 V 中由向量 α� α� . . . � α j生成的子空间，因此 Ṽ⊥j 即是 V 中由向量
α j+� . . . � αn生成的子空间 Vj的正交补 V⊥j ，并且 Vj = Ṽj ⊕ Vn−．

由于 Ã 是A 在 V⊥n−上的限制，̃Vj与 Ṽ⊥j 都是 Ã 的不变子空间，所以 Vj与 V⊥j
也都是A 的不变子空间．因此结论 (1)对 n维 Euclid空间成立．
由于 Ṽ⊥j = V⊥j ，并且 Ã 的 Rayleigh商在 Ṽ⊥j 上的限制恰好是A 的 Rayleigh商

R(α)在 V⊥j 上的限制，因此结论 (2)与 (3)对 V 成立．
最后，由于 {α� α� . . . � αn}是A 的依次属于特征值 λ� λ� . . . � λn的单位特征

向量构成的标准正交基，所以

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)diag(λ� λ� . . . � λn)�

即结论 (4)也成立． ∎
与定理 7.6.4和定理 7.6.5相对称的结论是下面的定理 7.6.6和定理 7.6.7．

定理 7.6.6 设A 是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换，则
(1) A 在 V 上的 Rayleigh商 R(α)具有最大值 λ，并且 λ是 Rayleigh商 R(α)

限定在 n维单位球面 S上的最大值；
(2) λ是自伴变换A 的最大特征值，而且使 Rayleigh商 R(α)达到最大值 λ的

单位向量 α即是属于特征值 λ的特征向量．

定理 7.6.7 设A 是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换．则存在 V 的标准正交基

{α� α� . . . � αn}�

使得

(1) 设 Vj是 V 中由向量 α� α⋯� α j−生成的子空间，则 Vj与它的的正交补 V⊥j
都是自伴变换A 的不变子空间，j = � � . . . � n，其中约定 V = ；

(2) 将自伴变换A 的Rayleigh商R(α)限定在V⊥j 上，则定义在V⊥j 上的Rayleigh

商 R(α)具有最大值 λ j，而且 λ j即是定义在V⊥j ∩S上的 Rayleigh商 R(α)的最大值，
即对于任意 j = � � . . . � n，有
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λ j = max
α∈V⊥j
∥α∥=

R(α)�

(3) λ j是自伴变换A 的特征值，而且使得定义在 V⊥j 上 Rayleigh商 R(α)取到
最大值 λ j的单位向量 α j是自伴变换A 的属于特征值 λ j的单位特征向量，即

R(α j) = λ j = max
α∈V⊥j
∥α∥=

R(α)�

(4) 自伴变换A 在标准正交基 {α� α� . . . � αn}下的方阵是如下对角形

diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λn．

定理 7.6.6与定理 7.6.7的证明和定理 7.6.4与定理 7.6.5的证明完全相仿，不再
赘述．由定理 7.6.5或定理 7.6.7即得定理 7.6.2，从而给出了定理 7.6.2的另一证明．
现在转到斜自伴变换．

定理 7.6.8 n维 Euclid空间 V 的线性变换A 为斜自伴的充分必要条件是，A

在 V 的标准正交基下的方阵为斜对称方阵．

证明 设线性变换A 在 V 的标准正交基 {α� α� . . . � αn}下的方阵是 A，则A

的伴随变换A ∗在这组基下的方阵是 AT．于是A ∗ = −A 等价于 AT = −A． ∎
定理 7.6.8表明，如果在 n维 Euclid空间 V 中取定一组标准正交基后，斜自伴

变换便对应于它在这组基下的方阵——斜自伴方阵．这一对应是 V 的所有斜自伴
变换集合到所有 n阶实斜对称方阵集合上的一个双射．因此斜自伴变换即是斜对
称方阵的一种几何解释．

由 §5.9可知，斜对称方阵的非零特征值都是纯虚数，所以斜自伴变换的非零特
征值也都是纯虚数．于是有

定理 7.6.9 设 ±ib�±ib� . . . �±ibs是 n维 Euclid空间 V 的自斜伴变换A 的全

部非零特征值，其中 s ⩽ n，并且 b ⩾ b ⩾ ⋯ ⩾ bs，则存在 V 的标准正交基 {α� α�

. . . � αn}，使得A 在这组基下的方阵为如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

 b
−b 

)� . . . �(
 bs
−bs 

)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

⎞
⎠
． (7.6.2)

证明 因为A 是斜自伴变换，因此A 是规范变换．又斜自伴变换A 的全部

特征值为
±ib�±ib� . . . �±ibs� � . . . � 

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n−s个

�

所以由定理 7.4.6即得定理 7.6.9． ∎
定理 7.6.9的矩阵形式是

定理 7.6.10 设 ±ib�±ib� . . . �±ibs是 n阶实斜对称方阵 A的全部非零特征
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值，其中 s ⩽ n，并且 b ⩾ b ⩾ ⋯ ⩾ bs，则 A正交相似于如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

 b
−b 

)� . . . �(
 bs
−bs 

)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

⎞
⎠
．

而且实斜对称方阵的特征值是实斜对称方阵在正交相似下的全系不变量．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间 V 的一组标准正交基，则由

A (α� α� . . . � αn) = (α� α� . . . � αn)A

便确定 V 的一个线性变换A．

由于 A是实斜对称方阵，所以由定理 7.6.8，A 是斜自伴变换，由于方阵 A的所
有非零特征值 ±ib�±ib� . . . �±ibs显然是线性变换A 的所有非零特征值，由定理

7.6.9，存在 V 的标准正交基 {β� β� . . . � βn}，使得A 在这组基下的方阵即为对角形

(7.6.2)．由于同一个线性变换A 在不同标准正交基下的方阵是正交相似的，因此

方阵 A正交相似于对角形 (7.6.2)．
由于相似的方阵具有相同的特征值，所以正交相似的方阵的特征值相同．因

此实斜对称方阵的特征值是实斜对称方阵的正交相似不变量．反之，由于斜对称

方阵是规范的，因此由定理 7.4.7，特征值相同的实斜对称方阵相似．于是实斜对称
方阵的特征值是实斜对称方阵在正交相似下的全系不变量． ∎
定理 7.6.10完全解决了实斜对称方阵在正交相似下的标准形问题．于是定理

7.6.10中的准对角形 (7.6.2)称为实斜对称方阵在正交相似下的标准形．

习 题 7.6

1. 证明，n维 Euclid空间V的自伴变换A 与B的乘积A B仍是自伴的充分必要条件是，A

与B可交换．

2. 设R[x]是所有实系数多项式集合连同内积

( f (x)� g(x)) =
∫ 


f (x)g(x)dx

一起构成的 Euclid空间，其中 f (x)� g(x) ∈ R[x]．回答下面的问题：
(1) R[x]的线性变换A 定义如下：令A ( f (x)) = x f (x)，其中 f (x) ∈ R[x]．线性变换A 是

否是自伴的？

(2) Euclid空间R[x]的微商变换D是否是自伴的？

3. 设A 与B是 n维 Euclid空间 V 的线性变换，A 与A B是自伴的，且KerA ⊆ KerB．证

明，存在 V 的自伴变换C，使得C A =B．

4. 设A 是 n维 Euclid空间 V 的斜自伴变换．证明对任意 α ∈ V，(A (α)� α) = ．反之是否
成立？

5. 设 n维 Euclid空间 V 的线性变换A 满足A  = A，且对任意 α ∈ V，∥A (α)∥ ⩽ ∥α∥．证明
A 是自伴的．

6. 设 n维 Euclid空间 V 的自伴变换满足A k = I，k为正整数．证明A  = I．

7. 设A 是 维 Euclid空间 V 的斜自伴变换．证明，对任意 α ∈ V，均有

(A (α)�A (β)) = (detA )(α� β)．
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8. 设A 与B是 维 Euclid空间 V 的斜自伴变换，A ≠ ，且KerA = KerB．证明存在实数

λ，使得B = λA．
9. 设 λ是 n阶实对称方阵 S = (s i j)的最大特征值．证明，

λ ⩾

n

n

∑
k=

n

∑
ℓ=

skℓ．

10. 设A 是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换，V是A 的不变子空间．证明存在向量 α ∈ V，

使得
R(α) = min{R(α) ∣ α ∈ V∗ }．

并且 R(α)是自伴变换A 的特征值，α是属于特征值 R(α)的特征向量．
11. (Fischer)设 λ� λ� . . . � λn是 n维 Euclid空间V的自伴变换A 的特征值，且 λ ⩾ λ ⩾⋯ ⩾

λn．设 Vk是A 的不变子空间．证明，对于 k = � � . . . � n，有

λn+−k = min
Vk

max{R(α) ∣ α ∈ V∗k }．

12. 设所有 n维实行向量集合连同标准内积构成的 Euclid空间记为Rn，A是 n阶实对称方
阵．定义方阵 A的 Rayleigh商 R(x)为

R(x) = xAxT

xxT �

其中 x是Rn中非零行向量．将关于自伴变换的定理 7.6.4与定理 7.6.5移到实对称方阵上．
13. 设 λ(A) ⩾ λ(A) ⩾⋯ ⩾ λn(A)是 n阶实对称方阵 A的所有特征值．证明，对于任意 k×n

阶矩阵 X，k = � � . . . � n，有

sup
X

λk(XAXT)
λ(XXT)

= λk(A)� inf
X

λ(XAXT)
λk(XXT)

= λn+−k(A)．

§7.7 正定对称方阵与矩阵的奇异值分解

在 §7.6讨论自伴变换的特征值的分析性质时，使用了自伴变换A 的 Rayleigh
商

R(α) =
(A (α)� α)
(α� α)

�

其中重要的是函数
f (α) = (A (α)� α)�

它称为自伴变换A 的型．
在 n维 Euclid空间V中选取一组标准正交基 {α� α� . . . � αn}，向量 α在这组基

下的坐标记为 (x� x� . . . � xn)，自伴变换A 在这组基下的方阵记为 A．显然 A是对
称方阵．则自伴变换A 的型 f (α)在这组基下便具有如下形式：

f (α) = (A (α)� α) = xAxT� x ∈ Rn． (7.7.1)

由定理 7.6.2容易得到

定理 7.7.1 设 λ� λ� . . . � λn是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换A 的全部特征

值．则存在V的标准正交基{ξ� ξ� . . . � ξn}，使得自伴变换A 的型 f (α)= (A (α)� α)
在这组基下具有如下形式：
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f (α) = (A (α)� α) = λy + λy +⋯ + λn yn� (7.7.2)

其中 y = (y� y� . . . � yn)是向量 α ∈ V 在这组基下的坐标．

证明 由定理 7.6.2，存在 V 的标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，

A (ξ j) = λ jξ j．

由于向量 α ∈ V 在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标为 y = (y� y� . . . � yn)，所以

f (α) = (A (α)� α) = (A (
n

∑
j=

y jξ j)�
n

∑
ℓ=

yℓ ξℓ) = (
n

∑
j=

λ j y jξ j�
n

∑
ℓ=

yℓ ξℓ)

=
n

∑
j=

n

∑
ℓ=

λ j y j yℓ(ξ j� ξℓ) =
n

∑
j=

n

∑
ℓ=

λ j y j yℓδ jℓ =
n

∑
j=

λ j yj． ∎

根据自伴变换的型的选取情况，可以把自伴变换分成若干类型．

定义 7.7.1 设A 是 n维 Euclid空间 V 的自伴变换．如果对任意非零向量
α ∈ V，均有 (A (α)� α) > （或 (A (α)� α) ⩾ ，或 (A (α)� α) < ，或 (A (α)� α) ⩽ ），
则自伴变换A 称为正定的（或半正定，或负定，或半负定的）．

由定义可以看出，正定（负定）自伴变换一定是半正定（半负定）的．而且自伴

变换A 为正定（半正定）的当且仅当−A 为负定（半负定）的．于是下面得到的关于
正定（半正定）自伴变换的结论都可以自然地移到负定（半负定）自伴变换．

由于自伴变换A 在 V 的标准正交基下的方阵是对称方阵，所以关于实对称方
阵也有相仿的定义．

定义 7.7.2 设 A是 n阶实对称方阵．如果对任意非零向量 x = (x� x� . . . �
xn) ∈ Rn，均有 xSxT > （或 xSxT ⩾ ，或 xSxT < ，或 xSxT ⩽ ），则对称方阵 S称为
正定的（或半正定，或负定，或半负定的）．

定理 7.7.2 设自伴变换A 在 n维 Euclid空间V的标准正交基 {α� α� . . . � αn}
下的方阵为 A．则A 正定（或半正定）的充分必要条件是，对称方阵 A正定（或半
正定）．

证明 设自伴变换A 是正定（或半正定）的，那么对任意非零向量 α ∈ V，

(A (α)� α) >  （或 (A (α)� α) ⩾ ）．

设 α ∈ V 在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标为 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，则

(A (α)� α) = xA xT > � （或 ⩾ ）．

因此对称方阵 A是正定（半正定）的．反之亦然． ∎

引理 7.7.1 设 S是 n阶正定对称方阵，O是任意 n阶正交方阵．则方阵OTSO
是正定对称方阵．简单地说，对称方阵的正定性在正交相似下不变．

证明 设 x = (x� x� . . . � xn)是Rn中任意非零向量．因为方阵O是正交的，所
以方阵 OT可逆．因此向量 y = xOT ∈ Rn是非零的．由于 (OTSO)T = OTSO是对称
的．而且由于 S是正定的．所以
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x(OTSO)xT = ySyT > ．

因此方阵 OTSO是正定对称方阵． ∎
注 同理可知，对称方阵的半正定性，负定性以及半负定性都是正交相似下不

变的．

下面是关于正定对称方阵的重要定理．

定理 7.7.3 设 S = (s i j)是 n阶实对称方阵，则下述命题等价：
(1) 方阵 S是正定的；
(2) 方阵 S的每个特征值都是正的；
(3) 存在正定对称方阵 S，使得 S = S；
(4) 存在可逆方阵 P，使得 S = PTP；
(5) 方阵 S的每个主子式都是正的；
(6) 方阵 S的顺序主子式都是正的，这里所谓方阵 S的顺序主子式是指如下的

n个主子式：对于 k = � � . . . � n，

S(   ⋯ k
  ⋯ k ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

s s ⋯ sk
s s ⋯ sk
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
sk sk ⋯ skk

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

�

(7) 对每个 k = � � . . . � n，方阵 S的所有 k阶主子式之和都是正的．

证明 (1)Ô⇒ (2) 由定理 7.6.3，存在 n阶实正交方阵 O，使得

OTSO = diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ� λ� . . . � λn是 S的所有特征值．由引理 7.7.1，方阵 diag(λ� λ� . . . � λn)是正
定的．因此对非零向量 ε j = (� . . . � � 

j
� ⋯� ) ∈ Rn，j = � � . . . � n，有

ε j diag(λ� λ� . . . � λn)εTj = λ j > ．

(2)Ô⇒ (3) 由定理 7.6.3，存在 n阶实正交方阵 O，使得

OTSO = diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ� λ� . . . � λn是 S的所有特征值．因为 λ j > ，所以
√
λ j > ，j = � � . . . � n．于

是
S = (OT diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O)(OT diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O)．

记 S = OT diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O，则 S = S．

显然方阵 S是对称的．设 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，则

x diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)xT =

√
λ x

 +
√
λ x

 +⋯ +
√
λn x

n�

所以当 x非零时，x diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)xT > ．因此方阵 diag(

√
λ�
√
λ� . . . �√

λn)是正定的．由引理 7.7.1，方阵 S是正定的．
(3)Ô⇒ (4) 因为方阵 S = S = ST S，且 S是正定的，所以由 (2)，方阵 S的特
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征值都是正的．即方阵 S可逆．于是取 P = S，即得 S = PTP．
(4)Ô⇒ (5) 因为方阵 S = PTP，P可逆，故由 Binet-Cauchy公式，

S( i i ⋯ ik
i i ⋯ ik ) = ∑

⩽ j< j<⋯< jk⩽n
PT( i i ⋯ ik

j j ⋯ jk )P(
j j ⋯ jk
i i ⋯ ik )．

显然
PT( i i ⋯ ik

j j ⋯ jk ) = P(
j j ⋯ jk
i i ⋯ ik )．

因此
S( i i ⋯ ik

i i ⋯ ik ) = ∑
⩽ j< j<⋯< jk⩽n

(P( j j ⋯ jk
i i ⋯ ik ))


．

如果 S( i i ⋯ ik
i i ⋯ ik ) = ，则对每个  ⩽ j < j <⋯ < jk ⩽ n，P( j j ⋯ jk

i i ⋯ ik ) = ．由 Laplace展
开定理

det P = ∑
⩽ j< j<⋯< jk⩽n

(−)i+⋯+ik+ j+⋯+ jkP( j j ⋯ jk
i i ⋯ ik )P(

jk+ jk+ ⋯ jn
ik+ ik+ ⋯ in ) = ．

这与方阵 P可逆的假设相矛盾．所以对每个  ⩽ i < i < ⋯ < ik ⩽ n，k = � � . . . � n，

S( i i ⋯ ik
i i ⋯ ik ) > ．

(5)Ô⇒ (6) 显然．
(6)Ô⇒ (1) 对方阵 S的阶数 n用归纳法．当 n = 时结论显然成立．假设结

论对 n − 阶方阵 S成立．下面证明结论对 n阶方阵 S成立．
把 n阶方阵 S分块为

S = (
S yT

y snn
)�

其中 S是 n − 阶对称方阵，而 y ∈ Rn−．显然，方阵 S的顺序主子式即是方阵 S的
前 n − 个顺序主子式，所以方阵 S的顺序主子式都是正的．由归纳假设，方阵 S
是正定的．由 (2)，方阵 S可逆．于是

S = (
I(n−) 
yS− 

)(
S 
 snn − yS− yT

)(
I(n−) S− yT

 
)．

设 x是Rn中非零向量．记

x(
I(n−) 
yS− 

) = (z� zn)�

其中 z ∈ Rn−．则
xSxT = zSzT + (snn − yS− yT)zn．

由假设，det S = (det S)(snn − yS− yT) > ，det S > ，故 snn − yS− yT > ．因此对
任意非零 x ∈ Rn，

xSxT = zSzT + (snn − yS− yT)zn > ．

至此证明了 (1)— (6)的等价性．
(5)Ô⇒ (7) 显然．
(7)Ô⇒ (2) 记方阵 S的所有 k阶主子式之和为 sk，k = � � . . . � n．由 §5.7可
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知，方阵 S的特征多项式为 ϕ(λ)为

ϕ(λ) = λn − sλn− + sλn− −⋯ + (−)n−sn−λ + (−)nsn．

因为 sk > ，所以多项式 ϕ(λ)的系数是正负相间的，因此 ϕ(λ)不可能具有负
根．由于 sn > ，所以多项式 ϕ(λ)的根不能是零．这就证明，方阵 S的特征值都是
正的． ∎
关于半正定对称方阵也有相应的结论．

定理 7.7.4 设 S是 n阶对称方阵，则下述命题等价：
(1) 方阵 S是半正定的；
(2) 方阵 S的每个特征值都是非负的；
(3) 存在 n阶半正定对称方阵 S，rank S = rank S，使得 S = S；
(4) 存在 n阶方阵 P，rank P = rank S，使得 S = PTP；
(5) 方阵 S的每个主子式都是非负的；
(6) 方阵 S的所有 k阶主子式之和都是非负的，k = � � . . . � n．

证明 (1)Ô⇒ (2) 设 λ� λ� . . . � λn是 S的所有特征值，且 λ ⩾ λ ⩾⋯ ⩾ λn．则
由定理 7.6.3，方阵 S正交相似于对角形 diag(λ� λ� . . . � λn)．由引理 7.7.1的注，方阵
diag(λ� λ� . . . � λn)是半正定的．因此对非零向量 ε j = (� . . . � � 

j
� � . . . � ) ∈ Rn，有

ε j diag(λ� λ� . . . � λn)εTj = λ j ⩾ ．

(2)Ô⇒ (3) 记号同上．由定理 7.6.3，存在 n阶实正交方阵 O，使得

OTSO = diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λn ⩾ ．所以
√
λ ⩾
√
λ ⩾ ⋯ ⩾

√
λn ⩾ ，并且

S = (OT diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O)


．

记 S = OT diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O．显然方阵 S是对称的．

设 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，并且 rank S等于非负实数
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn中非

零的数的个数，即等于方阵 S的非零特征值的个数，也即 rank S = rank S．
设 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，则

x diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)xT =

√
λ x

 +
√
λ x

 +⋯ +
√
λn x

n ⩾ �

因此 diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)半正定．由引理 7.7.1的注，方阵 S是半正定的．

(3)Ô⇒ (4) 只需取 P = S即得 (4)成立．
(4)Ô⇒ (5) 记取自 S的第 i� i� . . . � ik行，第 i� i� . . . � ik列 ( ⩽ i < i <⋯ < ik ⩽

n)交叉位置上的元素构成的 k阶主子式为

S( i i ⋯ ik
i i ⋯ ik )．

则由 S = PTP得到，

S( i i ⋯ ik
i i ⋯ ik ) = ∑

⩽ j< j<⋯< jk⩽n
PT( i i ⋯ ik

j j ⋯ jk )P(
j j ⋯ jk
i i ⋯ ik )．
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显然
PT( i i ⋯ ik

j j ⋯ jk ) = P(
j j ⋯ jk
i i ⋯ ik )．

因此
S( i i ⋯ ik

i i ⋯ ik ) = ∑
⩽ j< j<⋯< jk⩽n

(P( j j ⋯ jk
i i ⋯ ik ))


⩾ ．

(5)Ô⇒ (6) 显然．
(6)Ô⇒ (1) 记方阵 S的所有 k阶主子式之和为 sk．由 §5.7可知，方阵 S的特

征多项式为 ϕ(λ)为

ϕ(λ) = λn − sλn− + sλn− −⋯ + (−)n−sn−λ + (−)nsn．

设 λ = −µ，µ是正数，则

ϕ(λ) = ϕ(−µ) = (−)n
n

∑
k=

skµn−k
 �

其中约定 s = ．由于 sk ⩾ ，k = � � . . . � n，因此
n

∑
k=

skµn−k
 = µn

 + sµn−
 +⋯ + sn ⩾ µn

 > �

所以负数 λ不可能是多项式 ϕ(λ)的根，即方阵 S的特征值都是非负的，设为
λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λn．由定理 7.6.3，方阵 S正交相似于对角形 diag(λ� λ� . . . � λn)．
设 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，则

x diag(λ� λ� . . . � λn)xT = λx
 + λx

 +⋯ + λnx
n ⩾ ．

所以 diag(λ� λ� . . . � λn)是半正定的．由引理 7.7.1的注，方阵 S是半正定的． ∎
应当指出，定理 7.7.4中使得半正定对称方阵 S = S 的半正定方阵 S是唯一的．

即有

定理 7.7.5 设 S与 S都是 n阶半正定对称方阵，且 S = S，则方阵 S是唯一
的．而且与方阵 S可交换的 n阶方阵 A也和方阵 S可交换．

证明 设方阵 S的所有特征值为 λ� λ� . . . � λn．由定理 7.7.4可设 λ ⩾ λ ⩾⋯ ⩾
λn．设 S与 S是半正定对称方阵，且

S = S = S�

并且 µ� µ� . . . � µn与 ν� ν� . . . � νn分别是方阵 S与 S的所有特征值．由定理 7.7.4，
可设 µ ⩾ µ ⩾ ⋯ ⩾ µn ⩾ 且 ν ⩾ ν ⩾ ⋯ ⩾ νn ⩾ ．由定理 7.6.3，存在正交方阵 O与

O，使得

S = OT
 diag(µ� µ� . . . � µn)O� S = OT

 diag(ν� ν� . . . � νn)O．

于是
S = OT

 diag(µ
 � µ


� . . . � µ


n)O = OT

 diag(ν � ν� . . . � νn)O．

这表明，µ
 � µ

� . . . � µ
n是方阵 S的所有特征值，并且 µ

 ⩾ µ
 ⩾ ⋯ ⩾ µ

n ⩾ ．因此
µ
j = λ j．同理，νj = λ j．于是
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OT
 diag(λ� λ� . . . � λn)O = OT

 diag(λ� λ� . . . � λn)O．

即
OOT

 diag(λ� λ� . . . � λn) = diag(λ� λ� . . . � λn)OOT
．

记 OOT
 = P = (p i j)n×n．比较上式两端方阵的 (i� j)元素，得到 p i jλ j = λ i p i j．

当 λ i = λ j时，显然 p i j
√
λ j =
√
λ i p i j；当 λ i ≠ λ j时，由 p i jλ j = λ i p i j可知 p i j = ，

因此 p i j
√
λ j =
√
λ i p i j仍成立．所以对任意  ⩽ i� j ⩽ n，均有

p i j

√
λ j =
√
λ i p i j．

写成矩阵形式，即得

OOT
 diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn) = diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)OOT

．

即
OT

 diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O = OT

 diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O．

由此得到，S = S．这就证明，适合 S = S 的半正定对称方阵 S是唯一的．
由定理 7.6.3，可设

S = OT diag(λ� λ� . . . � λn)O�

其中 O是某个正交方阵．由 AS = SA得到，

OAOT diag(λ� λ� . . . � λn) = diag(λ� λ� . . . � λn)OAOT．

由上段唯一性证明得到，

OAOT diag(
√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn) = diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)OAOT．

即
AOT diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O = OT diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)OA．

显然
S = (OT diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O)


．

由唯一性，
S = OT diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λn)O．

于是 AS = SA． ∎
对半正定对称方阵 S，使得 S = S 的唯一半正定对称方阵 S称为方阵 S的平

方根，记为 S 
，或

√
S．

对称方阵在正交相似下的标准形和关于半正定对称方阵的定理 7.7.2与定理
7.7.4可以导出实矩阵在正交相抵下的标准形．

定义 7.7.3 设 A与 B是m × n实矩阵．如果存在m阶与 n阶实正交方阵 O

与 O，使得 B = OAO，则矩阵 A与 B称为正交相抵的．

显然，如果m × n实矩阵 A与 B正交相抵，则 A与 B相抵，但反之并不尽然．
m × n实矩阵之间的正交相抵关系显然满足自反性、对称性与传递性．因此它

是m × n实矩阵之间的一种等价关系．于是所有m × n实矩阵的集合Rm×n在正交

相抵等价关系下分成正交相抵等价类：彼此正交相抵的m × n实矩阵归在同一个
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正交相抵等价类，而彼此不相抵的m × n实矩阵划归在不同的正交相抵等价类．关
于m × n实矩阵集合Rm×n在正交相抵下分类的两个基本问题是：

(1) 确定m × n实矩阵在正交相抵下的标准形；
(2) 确定m × n实矩阵在正交相抵下的全系不变量．
为讨论正交相抵的需要，引进下面的定义．

定义 7.7.4 设 A是m × n实矩阵，则 n阶方阵 ATA的非零特征值的算术平方
根称为矩阵 A的奇异值．

显然，(ATA)T = ATA，所以方阵 ATA是对称的．设 x ∈ Rn，并记 y = xAT，则

y ∈ Rn，并且
xATAxT = yyT = ∥y∥ ⩾ ．

因此 ATA是半正定对称方阵．由定理 7.7.4，方阵 ATA的非零特征值都是正的．因
此如果方阵 ATA的全部非零特征值为 λ� λ� . . . � λr，则矩阵 A的奇异值为

√
λ�√

λ� . . . �
√
λr，并且它们都是正的．另外，由 §3.3习题 11可知，

λm det(λI(n) − ATA) = λn det(λI(m) − AAT)�

所以方阵 ATA与 AAT具有相同的非零特征值．于是矩阵 A的奇异值也可以定义
为方阵 AAT的非零特征值的算术平方根．

定理 7.7.6 设 µ� µ� . . . � µr是m × n实矩阵 A的全部奇异值，其中 µ ⩾ µ ⩾
⋯ ⩾ µr > ，且 r = rankA．则矩阵 A正交相抵于如下的准对角形：

diag(diag(µ� µ� . . . � µr)� )� (7.7.3)

其中 是 (m − r) × (n − r)零矩阵．并且矩阵的奇异值是矩阵在正交相似下的全系
不变量．

证明 由定理 7.7.4，ATA是 n阶半正定对称方阵，而且它的所有非零特征值都
是正的，设为 µ

 � µ
� . . . � µ

r．因此存在 n阶正交方阵 O，使得

ATA = O diag(µ
 � µ


� . . . � µ


r � � . . . � ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)OT．

记 D = diag(µ� µ� . . . � µr)，O = (O�O)，其中 O是 n × r阶子矩阵．则

ATA = ODOT
．

因为方阵 O是正交的，所以

OTO = (
OT



OT


)(O� O) = (
OT

 O OT
 O

OT
 O OT

 O
) = I(n)．

因此 OT
 O = I(r)，OT

 O与 OT
 O分别是 r × (n − r)与 n − r阶零矩阵．于是由 ATA =

ODOT
 得到

(AOD−)T(AOD−) = I(r)� (AO)T(AO) = ．

这表明，P = AOD−是由 r个两两正交的m维实的单位列向量构成的m × r矩
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阵，而 AO是m × (n − r)零矩阵．由于m × r矩阵 P的 r个列向量可以扩充成m
维实的列向量空间连同标准内积构成的 Euclid空间Rm的标准正交基，所以存在

m × (m − r)矩阵 P，使得 P = (P� P)为正交方阵．因此，

P(
D 
 

)OT = (P� P)(
D 
 

)(
OT



OT


) = PDOT
 = AOOT

．

由于方阵 O是正交的，所以

OOT = (O� O)(
OT



OT


) = OOT
 + OOT

 = I(n)．

因此由 AO = 得到

P(
D 
 

)OT = AOOT
 = A(I(n) − OOT

 ) = A．

这就证明，m × n矩阵 A正交相抵于准对角形 (7.7.3)．
设m × n矩阵 A与 B正交相抵，即存在m阶与 n阶正交方阵 O与 O，使得

B = OAO，则 BTB = OT
 ATAO．因此方阵 BTB与 ATA具有相同的非零特征值．所

以矩阵 A与 B具有相同的奇异值，也就是说，矩阵的奇异值是矩阵在正交相抵下的
不变量．

反之，设矩阵 A与 B具有相同的奇异值 µ� µ� . . . � µr，且 µ ⩾ µ ⩾ ⋯ ⩾ µr > ．
则由上段证明，矩阵 A正交相抵于准对角方阵 (7.7.3)，而准对角方阵 (7.7.3)正交相
抵于矩阵 B．由正交相抵的传递性，矩阵 A与矩阵 B正交相抵． ∎
定理 7.7.6完全解决了矩阵在正交相抵下的标准形问题，其中准对角方阵

(7.7.3)称为矩阵在正交相抵下的标准形．将矩阵 A表为

A = O diag(diag(µ� µ� . . . � µr)� )O�

其中 O与 O是m阶与 n阶正交方阵，称为矩阵 A的奇异值分解．
矩阵的奇异值分解具有重要的应用．

定理 7.7.7（矩阵的极分解）任意 n阶实方阵 A都可以分解为一个半正定对称
方阵 S（或 S）与一个实正交方阵 O的乘积，即 A = SO（或者 A = OS），而且其中
半正定对称方阵 S（或者 S）是由方阵 A唯一确定的．

证明 设 µ� µ� . . . � µr是方阵 A的所有奇异值，则由定理 7.7.6，存在 n阶正交
方阵 O与 O，使得

A = O diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)O． (7.7.4)

显然
A = (O diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )OT

 )OO．

记S = O diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )OT
，O = OO．显然方阵 S是对称的，而方

阵 O是正交的．由定理 7.7.4，方阵 S是半正定的．于是 A = SO．
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设 A = SO = S̃Õ，其中 S̃是半正定对称矩阵，̃O是正交方阵．则 AAT = S = S̃．
由于方阵 AAT是半正定的，所以由定理 7.7.5，̃S = S．于是，使得 A = SO成立的半正
定对称方阵 S是唯一的．由式 (7.7.4)，

A = OO(OT
 diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )O)．

记 OO = O，S = OT
 diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )O，则方阵 O是正交的，方阵

S是半正定对称方阵，并且 A = OS（注意，在 A = SO与 A = OS中，方阵 O允许取
成同一个正交方阵）．由 ATA = S 即得方阵 S的唯一性． ∎
应当指出，当方阵 A可逆时，使得 A = SO成立的正交方阵 O也是唯一的；而

当方阵 A不可逆时，使得 A = SO成立的正交方阵 O不再唯一．

例 7.7.1 设 A与 B分别是m × n与 n × p实矩阵．证明，

Tr(AB)(AB)T ⩽ Tr(AAT)max{λ(BBT)}�

其中max{λ(BBT)}表示方阵 BBT的最大特征值．

证明 设 n × p矩阵 B的所有奇异值为 µ� µ� . . . � µr，且 µ ⩾ µ ⩾ ⋯ ⩾ µr > ．
则由定理 7.7.6，存在 n阶与 p阶实正交方阵 O与 O，使得

B = O diag(diag(µ� µ� . . . � µr)� )O．

其中 是一个 (n − r) × (p − r)的零矩阵．因此

BBT = O diag(µ
 � µ


� . . . � µ


r � � . . . � ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)OT
．

所以
(AB)(AB)T = AO diag(µ

 � µ

� . . . � µ


r � � . . . � ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)(AO)T．

记 AO = (a i j)m×n，则

Tr(AB)(AB)T =
m

∑
i=

r

∑
j=

µ
j a


i j ⩽ µ



m

∑
i=

r

∑
j=

ai j ⩽ µ


m

∑
i=

n

∑
j=

ai j．

由奇异值的定义，µ
 = max{λ(BBT)}，而

Tr(AAT) = Tr(AO)(AO)T =
m

∑
i=

n

∑
j=

ai j�

因此
Tr(AB)(AB)T ⩽ max{λ(BBT)}Tr(AAT)． ∎

习 题 7.7

为方便起见，引用如下记号：A > 表示 A是正定对称方阵；A ⩾ 表示 A是半正定对称方
阵；A > B表示对称方阵 A与 B之差 A− B > ；A ⩾ B表示对称方阵 A与 B之差 A− B ⩾ ．

1. 设 A与 B是 n阶方阵，A ⩾ ，B ⩾ ，且 A与 B正交相似．证明方阵 A与 B正交相似．
2. 设 S是 n阶对称方阵．证明存在唯一的 n阶对称方阵 S，使得 S = S．方阵 S称为方阵 S

的立方根，记为 √S．
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3. 设 A > ，B > ．证明 AB的所有特征值都是正的．
4. 设 S > ．证明存在可逆上三角阵 P，使得 S = PTP．
5. 设 n阶方阵 S ⩾ ，且 rank S = ．证明存在非零行向量 x ∈ Rn，使得 S = xTx．
6. 设 n阶对称方阵 S的前 n − 个顺序主子式大于零，并且 det S ⩾ ．证明 S ⩾ ．
7. 设 A ⩾ ，B ⩾ ．证明 det(A+ B) ⩾ detA．
8. 设 S ⩾ ．证明

det S ⩽ S(   ⋯ k
  ⋯ k )S( k+ k+ ⋯ n

k+ k+ ⋯ n )�

其中 k = � � . . . � n．
9. 设 S = (a i j)n×n > ．证明

det S ⩽ aa⋯ann�

并且等式当且仅当方阵 S为对角方阵时成立．
10. (Hadamard不等式)设 A = (a i j)是 n阶实方阵．证明

detA ⩽
n

∏
j=
(

n

∑
i=

ai j)


�

其中等式当且仅当方阵 A的 n个列向量两两正交时成立．
11. 设 S与 S是 n阶对称方阵，S ⩾ ，且 det(S + iS) = ，其中 i = −．证明，存在非零实行

向量 x ∈ Rn，使得 x(S + iS) = ．
12. 设 S > ．证明，对任意实行向量 x与 y，

(xSyT) ⩽ (xSxT)(ySyT)�

其中等式当且仅当向量 x与 y线性相关时成立．
13. 设 n阶实方阵 A的极分解唯一．证明方阵 A可逆．
14. 证明，n阶实方阵 A规范的充分必要条件是，方阵 A具有极分解 A= OS = SO，其中 S ⩾ ，

O为正交方阵．
15. 设A 是 n维 Euclid空间 V 的线性变换．证明存在 V 的部分正交变换B和半正定自伴

变换C，其中KerB = KerC，使得A = BC，并且变换B与C 是唯一的；证明线性变换A 规范

的充分必要条件是，变换B与C 可交换．

16. 证明，任意 n阶实方阵都可以分解为三个 n阶实对称方阵的乘积．
17. 设 A与 B是m × n实矩阵．证明，AAT = BBT的充分必要条件是 A = BO，其中 O是某个

n阶正交方阵．
18. 证明，实方阵 A的所有奇异值恰是所有非零特征值的充分必要条件是 A ⩾ ．
19. 设 σ(A) ⩾ σ(A) ⩾⋯ ⩾ σr(A)是 n阶实对称方阵 A的所有奇异值．证明，对于任意 k × n

阶矩阵 X，k = � � . . . � n，有

sup
X

σk(XA)
σ(X)

= σk(A)� inf
X

σ(XA)
σk(X)

= σn+−k(A)．
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§7.8 方阵的正交相似

本节将用矩阵方法讨论方阵在正交相似下的标准形．下面是关于方阵的正交

相似的一个重要定理．

定理 7.8.1 设 a ± ib� a ± ib� . . . � as ± ibs� λs+� λs+� . . . � λn是 n阶实方阵 A
的所有特征值，其中 i = −，a� a� . . . � as� b� b� . . . � bs� λs+� λs+� . . . � λn都是实数，
且 b ⩾ b ⩾ ⋯ ⩾ bs > ．则方阵 A正交相似于如下的准下三角形：

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A  ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 
A A ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮

As As ⋯ As ⋱ ⋮
αs+� αs+� ⋯ αs+�s λs+ ⋱ ⋮
αs+� αs+� ⋯ αs+�s βs+�s+ λs+ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 

αn αn ⋯ αns βn�s+ ⋯ βn�n− λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

． (7.8.1)

其中 Akℓ是 阶子方阵，αkℓ是  × 矩阵，βkℓ是实数，并且对任意 j = � � . . . � s，存在
阶可逆方阵 Pj，使得

A j = P−j (
a j b j

−b j a j
)Pj．

证明 对方阵的阶数 n用归纳法．当 n = 时定理显然成立．设 n = ．如果 
阶方阵 A的特征值 λ与 λ都是实数，则存在属于特征值 λ的单位特征（列）向量
α ∈ R，使得 Aα = λα．

把单位列向量 α扩充成R的标准正交基 {α� α}，则 O = (α� α)是 阶正交
方阵，

AO = A(α� α) = (α� α)(
a 
c λ

) = O(
a 
c λ

)．

显然 a = λ，且
A = O(

λ 
c λ

)OT．

因此当 A的特征值都是实数时定理成立．
如果 A的特征值都不是实数，则可设 A的特征值为 a ± ib．由于 A的特征值都

不相同，所以 A相似于对角形 diag(a + ib� a − ib)．显然方阵

(
a b
−b a

)

的特征值也是 a ± ib，所以方阵 A与之相似．由 §6.7，方阵 A与之实相似．这就证
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明，当 n = 时定理成立．现在假设定理对阶数小于 n的方阵成立．下面证明定理
对 n成立．

情形 1 n阶方阵 A具有实特征值 λn．此时可设 αn是属于特征值 λn的单位特
征（列）向量，即 Aαn = λnαn．把 αn扩充成 n维实列向量空间Rn的标准正交基

(α� α� . . . � αn)．则 O = (α� α� . . . � αn)是 n阶正交方阵，并且

AO = (Aα�Aα� . . . �Aαn) = (α� α� . . . � αn)(
A 
β λn

) = O(
A 
β λn

)�

其中 A是 n − 阶实方阵，β是 n − 维行向量．因此

A = O(
A 
β λn

)OT．

由归纳假设，存在 n− 阶正交方阵O，使得 A = OBOT
，其中 B是形如 (7.8.1)

的准下三角形．于是

A = O(
O 
 

)(
B 
βO λn

)(
OT

 
 

)OT．

记

O = O(
O 
 

)．

显然 O是正交方阵，且

A = O(
B 
βO λn

)OT
．

这表明，定理对情形 1成立．

情形 2 n阶方阵 A不具有实特征值 λn．此时 n = s．设 αs是属于特征值 as + ibs的
特征（列）向量，即 Aαs = (as + ibs)αs，αs ∈ Cs．记 αs = βs + iγs，其中 βs� γs ∈ Rn．则

由Aαs = (as + ibs)αs得到，

A(βs� γs) = (βs� γs)(
as bs
−bs as

)．

如果 λβs + µγs = ，其中 λ� µ是实数，则

A(βs� γs)(
λ
µ
) = (βs� γs)(

as bs
−bs as

)(
λ
µ
) = ．

即得
as(λβs + µγs) + bs(µβs − λγs) = ．

因为 λβs + µγs = ，所以 bs(µβs − λγs) = ．由于 bs > ，因此

{
λβs + µγs = �
µβs − λγs = ．

由此得到，(λ+µ)βs = ，(λ+µ)γs = ．由于 α ∈Cn是非零的，因此 βs� γs ∈Rn
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至少有一个是非零的，所以 λ + µ = ，即 λ = µ = ．这表明，列向量 βs� γs线性无
关．于是Rn中由向量 βs与 γs生成的子空间 Vs是 维的．
设 {ξs−� ξs}是 Vs的标准正交基．则

(ξs−� ξs) = (βs� γs)Ps�

其中过渡矩阵 Ps是 阶可逆方阵，并且

A(ξs−� ξs) = (ξs−� ξs)P−s (
as bs
−bs as

)Ps．

记

As = P−s (
as bs
−bs as

)Ps�

并将 {ξs−� ξs}扩充成Rn的标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξs−� ξs}．则

A(ξ� ξ� . . . � ξs−� ξs) = (ξ� ξ� . . . � ξs−� ξs)(
Ã 
B As

)�

其中 Ã是 s − 阶方阵．由于 {ξ� ξ� . . . � ξs−� ξs}是Rn的标准正交基，所以 n阶
方阵 O = (ξ� ξ� . . . � ξs−� ξs)是正交的．由上式，

A = O(
Ã 
B As

)OT．

对 s − 阶方阵 Ã用归纳假设，则

Ã = O

⎛
⎜⎜⎜
⎝

A 
⋮ ⋱

An−� ⋯ An−

⎞
⎟⎟⎟
⎠
OT

 �

其中 O是 s − 阶正交方阵，而 A� . . . �As−是 阶方阵．于是

A = O(
O 
 I()

)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜
⎝

A 
⋮ ⋱

An−� ⋯ An−

⎞
⎟⎟⎟
⎠



BO As

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(
OT

 
 I()

)OT．

记

O = O(
O 
 I()

)�

则

A = O

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜
⎝

A 
⋮ ⋱

An−� ⋯ An−

⎞
⎟⎟⎟
⎠



BO As

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

OT
．

于是定理对情形 2成立．这就完成了证明． ∎



´ §7.8 方阵的正交相似 ⋅ 353 ⋅

尽管定理 7.8.1没有解决方阵在正交相似下的标准形问题，但它却有许多重要
的应用．

定理 7.8.2（Schur定理）设 λ� λ� . . . � λn是 n阶实方阵 A的全部特征值．则

TrAAT ⩾
n

∑
j=
∣λ j∣


� (7.8.2)

并且等式当且仅当方阵 A为规范方阵时成立．

证明 因为方阵 A的迹 TrA是方阵在相似下的不变量，所以对任意 n阶正交
方阵 O，

TrAAT = Tr(OTAO)(OTAO)．

由定理 7.8.1，存在 n阶正交方阵 O，使得 OTAO为准下三角形 (7.8.1)，其中
λ j−� λ j为 a j ± ib j．因此

TrAAT =
s

∑
j=

TrA jAT
j +

n

∑
j=s+

λj + σ �

其中 σ是准下三角形 OTAO的非对角块上元素的平方和．所以

TrAAT ⩾
s

∑
j=

TrA jAT
j +

n

∑
j=s+

λj．

由于每个 A j是 阶的，并且特征值 λ j−与 λ j为 a j ± ib j，b j > ，所以

detA j = (a j + ib j)(a j − ib j) =


(∣λ j−∣

 + ∣λ j∣
)．

记

A j = (
c j d j

f j g j
)�

则
detA j = c jg j − d j f j ⩽



(cj + d

j + f j + gj ) =


TrAAT．

因此，
TrA jAT

j ⩾ ∣λs−∣
 + ∣λ j∣


�

其中等式当且仅当 (c jg j − d j f j) = cj + d
j + f j + gj，即 c j = g j，f j = −d j，也即 A j为规

范方阵时成立．所以
TrAAT ⩾

n

∑
j=
∣λ j∣


�

其中当且仅当 OTAO为准对角方阵而且每个 阶对角块为规范方阵，即 OTAO为
规范方阵时等式成立．而 OTAO为规范方阵显然当且仅当 A为规范方阵． ∎

定理 7.8.3 设 a ± ib� a ± ib� . . . � as ± ibs� λs+� λs+� . . . � λn是 n阶规范方阵
A的全部特征值，其中 i = −，a� a� . . . � as� b� b� . . . � bs� λs+� λs+� . . . � λn都是实
数，且 b ⩾ b ⩾ ⋯ ⩾ bs > ．则方阵 A正交相似于如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

a b
−b a

)� . . . �(
as bs
−bs as

)� λs+� λs+� . . . � λn
⎞
⎠
� (7.8.3)

并且规范方阵的特征值是规范方阵在正交相似下的全系不变量．
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证明 因为方阵是规范的，所以 Schur定理中式 (7.8.2)取等式．由 Schur定理
的证明可知，式 (7.8.2)取等式时，准下三角形 OTAO为准对角方阵，而且每个 阶
对角块 A j应具有形式

A j = (
c j d j

−d j c j
)．

由于对角块 A j的特征值为 a j ± ib j，所以 c j = a j，且 d j = ±b j，可设 d j = b j．于是

OTAO记为准对角阵 (7.8.3)．
至于规范方阵的特征值是规范方阵在正交相似下的全系不变量，定理 7.4.7已

经证明，这里不再赘述． ∎
利用定理 7.8.3就可以得对称方阵、斜对称方阵与正交方阵在正交相似下的标

准形．

例 7.8.1 设 A与 B都是 n阶规范方阵，且 AB也是规范方阵．证明 BA是规范
方阵．

证明 记方阵 A的所有特征值为 λ(A)� λ(A)� . . . � λn(A)．由 Schur定理，只
需证明，

Tr(BA)(BA)T =
n

∑
j=
∣λ j(BA)∣


．

事实上， Tr(BA)(BA)T = TrBAATBT

由于对任意同阶方阵 C与 D，TrCD = TrDC，所以

= TrAATBTB

因为方阵 A与 B是规范的，即 AAT = ATA，BBT = BTB，所以

= TrATABBT = TrABBTAT = Tr(AB)(AB)T

因为方阵 AB是规范的，所以由 Schur定理，

=
n

∑
j=
∣λ j(AB)∣



由于方阵 AB与 BA的特征多项式相同，所以方阵 AB与 BA的特征值相同，因此

=
n

∑
j=
∣λ j(BA)∣


．

于是由 Schur定理，方阵 BA也是规范的． ∎

习 题 7.8

1. 设 λ是 n阶实方阵 A = (a i j)的特征值．记 a = max{∣a i j ∣ ∣  ⩽ i� j ⩽ n}．利用 Schur定理证
明，

∣λ∣ ⩽ na．

2. 设 λ(A)� λ(A)� . . . � λn(A)是 n阶实方阵 A = (a i j)的特征值．证明 Schur不等式：
n

∑
j=
(Re λ j(A))

 ⩽ ∑
⩽i� j⩽n

∣
a i j + a ji


∣

�
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n

∑
j=
(Im λ j(A))

 ⩽ ∑
⩽i� j⩽n

∣
a i j − a ji


∣

．

§7.9 一些例子

例 7.9.1 设 A与 B是 n阶实对称方阵，且 A > ．证明方阵 A与 B可同时相合
于对角形，即存在 n阶可逆方阵 P，使得 PTAP与 PTBP都是对角方阵．

证明 因为 A > ，所以存在 n阶可逆方阵Q，使得 A = QTQ．记 R = (QT)−，则
RART = I(n)．方阵 RBRT显然是对称的．由定理 7.6.3，存在 n阶正交方阵 O，使得
ORBRTOT是对角方阵．显然 ORARTOT = I(n)．记 P = RTOT．方阵 P显然可逆，并
且 RTAP与 PTBP都是对角方阵． ∎

例 7.9.2 设 S是 n阶实对称方阵．证明 rank S = n的充分必要条件是，存在 n
阶方阵 A，使得 SA+ ATS为正定对称方阵．

证明 设 rank S = n，则方阵 S的行列式不为零，所以方阵 S的每个特征值都不
为零．不妨设方阵 S的全部特征值为 λ� λ� . . . � λp� λp+� . . . � λn，其中 λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾
λp >  > λp+ ⩾ ⋯ ⩾ λn．
于是存在 n阶正交方阵 O，使得

S = O diag(λ� λ� . . . � λp� λp+� . . . � λn)OT．

记
Q = diag(

√
λ�
√
λ� . . . �

√
λp�
√
−λp+� . . . �

√
−λn)．

方阵 Q显然是可逆的．记 P = OQ．方阵 P也是可逆的，并且

S = P diag(I(p)� −I(n−p))PT．

令
A = 


(PT)−(I(p)� −I(n−p))PT．

则方阵 A可逆，且 SA+ ATS = PPT，即方阵 SA+ ATS > ．
反之设存在 n阶方阵 A，使得 SA+ATS > ．则由定理 7.7.3，存在 n阶可逆方阵

P，使得
(PT)−(SA+ ATS)P− = I(n)．

设 rank S = r < n，则 rank(PT)−SP− = r，且方阵 (PT)−SP−是对称的．因此存
在 n阶正交方阵 O，使得

OT(PT)−SP−O = diag(Dr� )�

其中 Dr = diag(µ� µ� . . . � µr)．记 Q = PTO．则

S = Q diag(Dr� )QT� SA+ ATS = QQT．

因此
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Q diag(Dr� )QTA+ ATQ diag(Dr� )QT = QQT．

因为方阵 Q可逆，所以

diag(Dr� )QTA(OT)− + Q−ATQ diag(Dr� ) = I(n)． (7.9.1)

将方阵 QTA(OT)−按方阵 diag(Dr� )的分块方式分块，即记

QTA(OT)− = (
B B

B B
)�

其中 B是 r阶子矩阵．于是由 (7.9.1)得到

(
DrB + BT

Dr DrB

BT
Dr 

) = I(n)．

比较两端方阵的对角元，便得出矛盾．因此 rank S = n． ∎

例 7.9.3 设 P�Q与 R是 n阶实方阵，P > ，Q > ．证明，方阵 P − RTQ−R > 
的充分必要条件是，方阵 Q − RP−RT > ．

证明 因为方阵 P与Q地位是对称的，所以只需证明，如果 P −RTQ−R > ，则
Q − RP−RT > ．由于 P > ，故存在 n阶可逆方阵 T，使得 P = TTT．因此，

P − RTQ−R = TT(I(n) − (TT)−RTQ−RT−)T．

记
A = (TT)−RT� B = Q−RT−．

因为 P − RTQ−R > ，所以方阵 P − RTQ−R可逆．又方阵 T可逆，所以方阵
I(n) − AB可逆，因此方阵 I(n) − BA也可逆，并且它的逆方阵为

(I(n) − BA)
− = I(n) + B(I(n) − AB)

−
A

= I(n) + Q−RT−(I(n) − (TT)−RTQ−RT−)−(TT)−RT

= Q−(Q + R(P − RTQ−R)−RT)．

另一方面，

I(n) − BA = I(n) − Q−RT−(TT)−RT = Q−(Q − RP−RT)．

所以，

Q−RP−RT = Q((I(n) − BA)−)
− = Q(Q + R(P − RTQ−R)−RT)−Q． (7.9.2)

因为 P − RTQ−R > ，故它的逆方阵 (P − RTQ−R)− > ．因此

R(P − RTQ−R)−RT ⩾ ．

容易证明，如果 S > ，S ⩾ ，则 S + S > ．因此方阵

Q + R(P − RTQ−R)−RT > ．

由于方阵 Q > ，所以方阵 Q可逆，并且 QT = Q．于是由 (7.9.2)，

Q−RP−RT > ． ∎
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例 7.9.4 设 S = (a i j)n×n ⩾ ，且 S的每个行和都为零，即对于 i = � . . . � n，

R i =
n

∑
j=

a i j = ．

证明，
max{

√
a i i ∣  ⩽ i ⩽ n} ⩽

n

∑
i=

√
a i i．

证明 因为 S ⩾ ，所以由定理 7.7.4，存在 n阶方阵 P，使得 S = PTP．将方阵 P
按列分块，即记 P = (α� α� . . . � αn)，其中 α j ∈ Rn．于是

S = PTP = (α� α� . . . � αn)
T(α� α� . . . � αn)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(α� α) (α� α) ⋯ (α� αn)
(α� α) (α� α) ⋯ (α� αn)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(αn� α) (αn� α) ⋯ (αn� αn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 (α i � α j) = αT
i α j是Rn中向量 α i与 α j的标准内积．由此得到 a i j = (α i � α j)．

因为方阵 S的每个行和都为零，所以
n

∑
j=

a i j =
n

∑
j=
(α i � α j) = (α i �

n

∑
j=

α j) = ．

因此 n

∑
i=
(α i �

n

∑
j=

α j) = (
n

∑
i=

α i �
n

∑
j=

α j) = ．

于是 n

∑
i=

α i = � 即 α i = − ∑
⩽ j⩽n
j≠i

α j．

所以 ∥α i∥ ⩽ ∑
⩽ j⩽n
j≠i

∥α j∥� 即 ∥α i∥ ⩽
n

∑
j=
∥α j∥．

记 ∥α i∥ = max{∥α j∥ ∣ j = � � . . . � n}．则

∥α i∥ ⩽
n

∑
j=
∥α j∥．

但是 ∥α j∥ =
√
(α j� α j) =

√
a j j．所以上式化为

max{
√
a i i ∣  ⩽ i ⩽ n} ⩽

n

∑
i=

√
a i i． ∎

例 7.9.5 设 A是 n阶实方阵．证明

TrA ⩽ Tr(AAT)

 �

其中等式当且仅当 A ⩾ 时成立．

证明 设 µ� µ� . . . � µr是方阵 A的全部奇异值．则由定理 7.7.6，存在 n阶正交
方阵 O与 O，使得



⋅ 358 ⋅ 第七章 Euclid空间 ¹

A = O diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)O

= O(diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)OO)OT
．

由于方阵 A的迹 TrA是方阵在相似下的不变量，所以

TrA = Tr(diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)OO)．

记 O = OO = (b i j)．显然方阵 O是正交的．于是

TrA =
r

∑
i=

µ ib i i．

由于方阵 O是正交的，因此
∣b i i ∣ ⩽ (

n

∑
j=

bj j)


= ．

所以
TrA ⩽

r

∑
i=

µ i．

另一方面，
AAT = O diag(µ

 � µ

� . . . � µ


r � � . . . � )OT

．

所以
(AAT)


 = O diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )OT

．

因此
Tr(AAT)


 =

r

∑
i=

µ i ⩾ TrA．

如果 A ⩾ ，则 A = AAT，即 A = (AAT) 
．因此 TrA = Tr(AAT) 

，即等式成立．

反之设等式成立，则依上面的记号，
r

∑
i=

µ ib i i =
r

∑
i=

µ i � 即
r

∑
i=

µ i( − b i i) = ．

因为 µ i > ，且  − b i i ⩾ ，所以 b i i = ，i = � � . . . � r．因此

O = OO = (
I(r) 
 O

)�

其中 O是 n − r阶正交方阵．于是

A = O diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )(
I(r) 
 O

)OT


= O diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )OT
．

即 A ⩾ ． ∎

例 7.9.6 设 S是 n阶实对称方阵，Rn是 n维实行向量空间．记

V = {x ∈ Rn ∣ xSxT = }．

证明，V为Rn的子空间的充分必要条件是，S ⩾ ，或者 −S ⩾ ．
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证明 设 λ� λ� . . . � λn是方阵 S的全部非零特征值，则存在 n阶正交方阵 O，
使得

OSOT = diag(λ� λ� . . . � λr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)．

记方阵 O的 n个行向量为 α� α� . . . � αn，则 {α� α� . . . � αn}是Rn的标准正交

基，并且
α jS = λ jα j� j = � � . . . � r�
αkS = � k = r + � r + � . . . � n．

设 α ∈ Rn，则 α = aα + aα +⋯ + anαn，其中 a j ∈ R．于是

αSαT = λa + λa +⋯ + λrar． (7.9.3)

必要性 设V是Rn的子空间．取 α = aα + aα +⋯+ anαn ∈ V，由式 (7.9.3)，

αSαT = λa + λa +⋯ + λrar．

如果某个 α j ≠ ，则取

β = −aα − aα −⋯ − a j−α j− + a jα j − a j+α j+ −⋯ − anαn．

于是
βSβT = λa + λa +⋯ + λrar = ．

所以 β ∈ V．由于 V是线性空间，所以 α + β = a jα j ∈ V．于是

(α + β)S(α + β)T = λ jaj．

因此 λ j = ．这和 λ j ≠ 的假设相矛盾．所以 α = ar+αr+a +⋯ + anαn．

反之，由式 (7.9.3)，如果 α = ar+αr+a +⋯ + anαn，则 α ∈ V．

设方阵 S的非零特征值不全同号，即设 λ i > ，而 λ j = −µ j < ， ⩽ i ⩽ j ⩽ r．取

β = √
λ i
α i +

√
µ j
α j�

则由式 (7.9.3)，
βSβT = λ i(

√
λ i
)

+ λ j(

√
µ j
)

=  −  = �

即 β ∈ V．另一方面，由上段证明，α ∈ V当且仅当 α = ar+αr+a + ⋯ + anαn．因此

β ∉ V．矛盾．因此方阵 S的所有非零特征值都同号．这就证明，S ⩾ ，或者 −S ⩾ ．
充分性 由于 S ⩾ ，或者−S ⩾ ，所以方阵 S的全部特征值都同号．由式 (7.9.3)

可知，α ∈ V当且仅当 α = ar+αr+ +⋯+ anαn．这表明，V是Rn中由 αr+� . . . � αn生

成的子空间． ∎

例 7.9.7 设方阵 A = (a i j)m×m，B = (b i j)n×n，mn阶方阵

A⊗ B = (a i jB)

称为方阵 A与 B的张量积或Kronecker乘积．证明，当 A ⩾ 且 B ⩾ 时，A⊗ B ⩾ ．

证明 设 A�B分别有正交相似标准形：

A = P diag(λ� . . . � λn)P−� B = Q diag(µ� . . . � µn)Q−�
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其中 P�Q是正交方阵．则 A⊗ B有正交相似标准形：

A⊗ B = (P ⊗ Q)(diag(λ� . . . � λn)⊗ diag(µ� . . . � µn))(P ⊗ Q)−�

其中 P ⊗ Q仍是正交方阵．A⊗ B的所有特征值都是非负的，故 A⊗ B ⩾ ． ∎

例 7.9.8 设 A = (a i j)n×n与 B = (b i j)n×n是 n阶方阵．记

A ○ B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ab ab ⋯ anbn
ab ab ⋯ anbn
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

anbn anbn ⋯ annbnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

方阵 A ○ B称为方阵 A与 B的Hadamard乘积．
证明，当 A ⩾ 与 B ⩾ 时，Hadamard乘积 A ○ B ⩾ ．

证明 容易验证，方阵 A ○ B是对称的．下面证明，方阵 A ○ B是半正定的．
事实上，因为 A ⩾ ，所以存在 n阶方阵 P = (p i j)，使得 A = PTP．因此，

a i j =
n

∑
k=

pki pk j．

记 A ○ B = (c i j)，则
c i j = a i jb i j =

n

∑
k=

pki pk jb i j．

设 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，则

xA ○ BxT =
n

∑
i=

n

∑
j=

n

∑
k=

b i jx i pkix jpk j =
n

∑
k=

n

∑
i=

n

∑
j=

b i jx i pkix jpk j．

因为

dk =
n

∑
i=

n

∑
j=

b i jx i pkix jpk j

= (xpk� xpk� . . . � xnpkn)B(xpk� xpk� . . . � xnpkn)T�

且 B ⩾ ，所以 dk ⩾ ，k = � � . . . � n．因此 xA ○ BxT ⩾ ．这就证明，A ○ B ⩾ ． ∎

例 7.9.9 设 A是 n阶三对角方阵，即设

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a b
c a b

c a b
⋱ ⋱ ⋱

cn− an− bn
cn an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 b jc j > ．证明方阵 A的全部特征值都是实数，并且互不相等．

证明 先考虑方阵 A为对称的情形，即 b j = c j，j = � � . . . � n．此时方阵 A的所
有特征值都是实数．下面证明，方阵 A的特征值两两不同．
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由于实对称方阵 A正交相似于对角形，所以 A相似于对角形．因此方阵的最
小多项式 d(λ)没有重根．
另一方面 A的特征方阵 λI(n) − A的 n − 阶子式

(λI(n) − A)(   ⋯ n−
  ⋯ n ) = (−)

n−bb⋯bn ≠ ．

所以方阵 A的 n − 阶行列式因子 Dn−(λ) = ．于是方阵 A的不变因子为 d(λ) =
⋯ = dn−(λ) = ，dn(λ) = Dn(λ)．由于方阵 A的第 n个不变因子 dn(λ)即是方阵 A
的最小多项式 d(λ)．所以 d(λ) = Dn(λ)．
这表明，d(λ)即是方阵 A的特征多项式 ϕ(λ)，也即方阵 A的所有特征值都是

最小多项式 d(λ)的根．而 d(λ)没有重根，所以方阵 A的特征值两两不同．
现在考虑一般情形．由于 b jc j > ，j = � � . . . � n．所以

bb⋯b j

cc⋯c j
=
(bc)(bc)⋯(b jc j)

cc⋯cj
> ．

因此 √
bb⋯b j

cc⋯c j
> ．

记

P = diag(�
√

b
c
� . . . �

√
bb⋯b j

cc⋯c j
)�

则

PAP− =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a
√
bc√

bc a
√
bc√

cb a
√
bc

⋱ ⋱ ⋱
√
bn−cn− an−

√
bncn√

bncn an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

记 PAP− = S．则由上段证明，方阵 S的所有特征值都是实数，并且两两不同．
由于方阵的特征值是相似不变量，所以方阵 A的特征值都是实数，并且两两不
同． ∎

习 题 7.9

1. 设 A > ，且方阵 B与 A的 k次幂可交换，k为正整数．证明，方阵 B与 A可交换．
2. 设 A > ，且 B为对称方阵．证明多项式 det(λA− B)的根都是实数．
3. 设 n阶对称方阵 A > ，B是 n ×m列满秩矩阵．求 n +m阶对称方阵

C = (
A B
BT 

)

的逆方阵．其中 是m阶零方阵．
4. 设 A > ，B > ，且方阵 A与 B可交换．证明 AB > ．
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5. 设 n阶实方阵 A的顺序主子式都不为零．证明，存在对角元全为 的 n阶下三角方阵 P
与 Q，使得

A = P diag(d� d� . . . � dn)QT�

其中对于任意 k = � � . . . � n，
dk =

A(   ⋯ k
  ⋯ k )

A(   ⋯ k−
  ⋯ k− )

�

并约定 A(  ) = ．
6. 设 n阶对称方阵 A > ．证明，对任意行向量 x� y ∈ Rn，

(xAxT) + (yA− yT) ⩾ xyT．

等式成立的充分必要条件是什么？

7. 证明，对任意非零行向量 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn，均有

f (x) =
n

∑
j=

x
j −

n−
∑
j=

x jx j+ > ．

求 f (x)的最小值，以及 f (x)在条件 xn = 下的最小值．
8. 设 n阶对称方阵 A > ．证明，在 n维实行向量集合Rn连同标准内积构成的 Euclid空间

中，由不等式 xAxT ⩽ 所定义的区域是有界的，并且它的体积 V 为

V =
∫
xAxT⩽

dxdx⋯dxn =
π

n


Γ(n

+ )
(detA)


 �

其中 x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn．

9. 设 A > ，B > ．证明，方阵 A与 B的Hadamard乘积 A ○ B > ．
10. 设 A ⩽ B，C > ，且方阵 C与 A和 B都可交换．证明 AC ⩽ BC．
11. 设  ⩽ A ⩽ B．证明 detB ⩾ detA．
12. 设  < A ⩽ B．证明 B− ⩽ A−．
13. 设  ⩽ A ⩽ B．证明

√
A ⩽
√
B．

14. 设 A是对称方阵．记

∣A∣ =
√
A� A+ =



(∣A∣ + A)� A− =



(∣A∣ − A)．

证明：

(1) ∣A∣是满足 A ⩽ ∣A∣，−A ⩽ ∣A∣且与 A可交换的最小的对称方阵，这里所谓“最小”是指，如
果方阵 B满足 A ⩽ B，−A ⩽ B，且与 A可交换，则 ∣A∣ ⩽ B；

(2) A+是满足 A ⩽ A+且与 A可交换的最小的半正定对称方阵；
(3) A−是满足 A ⩽ A−且与 A可交换的最小的半正定对称方阵；
(4) 设 A与 B是可交换的对称方阵，则存在适合 A ⩽ C，B ⩽ C且与 A和 B都可交换的最小对

称方阵．

15. 证明，两个 n阶半正定对称方阵 S与 S可以同时相合于对角形，即存在 n阶可逆方阵
P，使得 PTSP与 PTSP都是对角方阵．(提示：方阵 S = S + S是半正定的)

16. 正定对称方阵的概念可以推广¬．设 A是 n阶实方阵（不必是对称的），如果对任意非零
行向量 x ∈ Rn，xAxT > ，则方阵 A称为正定的．记 A = S + K，其中

S = 

(A+ AT)� K = 


(A− AT)�

它们分别成为方阵 A的对称部分与斜对称部分．证明：
(1) 方阵 A正定的充分必要条件是，它的对称部分 S是正定的；

¬ C. R. Johnson, Positive De nite Matrices, Amer. Math. Monthly, 1970; 77: 259-264.
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(2) 设 fA(λ) = det(λS − K)，则当 A正定时，fA(λ)的非零的根是纯虚数；
(3) 设 A正定，并且 fA(λ)的所有非零的根为 ±ia�±ia� . . . �±ias，a ⩾ a ⩾ ⋯ ⩾ as > ，则 A

相合于如下的准对角形：

diag((
 a

−a 
)� . . . �(

 as
−as 

)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

)．

并且 fA(λ)的根是正定方阵在相合下的全系不变量．
17. 设 µ是实数，C是 n阶实方阵，且 A = µI(n) + iC是 n阶复正交方阵，即

AAT = I(n) = ATA�

其中 i = −．证明，方阵 C是斜对称的，并且
(1) 当 rankC < n时，A = ±I(n)；
(2) 当 rankC = n时，存在 n阶实正交方阵 O，使得

OTAO = diag
⎛
⎝
⎛
⎝

µ i
√
µ − 

−i
√
µ −  µ

⎞
⎠
� . . . �

⎛
⎝

µ i
√
µ − 

−i
√
µ −  µ

⎞
⎠
⎞
⎠
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n
 个

18. 设 A = B + iC是 n阶复正交方阵，其中 B与 C是 n阶实方阵．证明，存在 n阶实正交方
阵 O与 O，使得

OAO = diag
⎛
⎝
� . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

n−t个

�
⎛
⎝

µ i
√
µ
 − 

−i
√
µ
 −  µ

⎞
⎠
� . . . �

⎛
⎝

µt i
√
µ
t − 

−i
√
µ
t −  µt

⎞
⎠
⎞
⎠
�

其中 rankC = t，而 µ� . . . � µt是方阵 B的所有大于 的奇异值，且 是 B的 n − t重奇异值．
19. 设 λ� λ� . . . � λn是 n阶半正定对称方阵 A = (a i j)的所有特征值，λ ⩾ λ ⩾⋯ ⩾ λn− ⩾ λn ⩾

．并且设方阵 A的每个列和都是零．证明，

λn− ⩽
n

n − 
min{a j j ∣  ⩽ j ⩽ n}．

（提示：对称方阵 A− λn−(I(n) − n− J) > ，其中 J是每个元素都为 的 n阶方阵）
20. 设复方阵 A和 A适合 A = OAO，其中 O与 O是实正交方阵，则称复方阵 A与 A

正交相抵．证明，复正交方阵的实部的奇异值是复正交方阵在正交相抵下的全系不变量．

21. 设 A是 n阶正定对称方阵，x ∈ Rn．证明，

Jn =
∫ ∞
−∞
⋯

∫ ∞
−∞

e−(x�Ax) dx = π
n


(detA) 

�

其中 (x�Ax) = xAxT．

22. 设 A与 B是 n阶实对称方阵，且方阵 A是正定的．证明，∫ ∞
−∞
⋯

∫ ∞
−∞

e−(x�(A+iB)x) dx = π
n


(det(A+ iB))


�

其中 i = −，且 (x� (A+ iB)x) = xAxT + ixBxT．

23. 设A与 B为 n阶实对称方阵，且方阵A是正定的．证明，∣det(A+ iB)∣ ⩾ detA，其中 i =−．
24. 设 n阶对称方阵 A是正定的．去掉方阵 A的第 i行第 i列的子矩阵记为 A i．记 Q(x) =

xAxT，x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn．证明，Q(x)在 x i = 条件下的最小值是
detA
detA i

．

25. 设 A与 B是 n阶正定对称方阵．A i 与 B i 分别是去掉方阵 A与 B的第 i行第 i列的子矩
阵．证明， det(A+ B)

det(A i + B i)
⩾ detA
detA i

+ detB
detB i

．
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26. 设 A是 n阶正定对称方阵．证明，

min{ 
n
TrAB ∣ B为 n阶正定方阵且 detB = } = (detA)


n．

27. 设 A与 B是 n阶正定对称方阵．证明，

(det(A+ B))

n ⩾ (detA)


n + (detB)


n．

28. 设 λ(A)� λ(A)� . . . � λn(A)是 n阶对称方阵 A的特征值，并且 λ(A) ⩾ λ(A) ⩾ ⋯λn(A)．
证明，

(1) 设 A与 B是 n阶对称方阵，实数 a满足  ⩽ a ⩽ ，则

λ(aA+ ( − a)B) ⩽ aλ(A) + ( − a)λ(B)�
λn(aA+ ( − a)B) ⩾ aλn(A) + ( − a)λn(B)�

(2) 当 B半正定时，

λ(A+ B) ⩾ λ(A)� λn(A+ B) ⩾ λn(A)．

§7.10 Euclid空间的同构

和线性空间一样，需要考虑 Euclid空间是否同构的问题．由于一个 Euclid空间
是一个线性空间连同标准内积构成的，所以自然有如下的定义．

定义 7.10.1 设 σ是 Euclid空间 V 到 Euclid空间W的一个映射．如果映射 σ
是线性空间 V 到线性空间W上的同构映射，而且映射 σ是保内积的，即对任意
α� β ∈ V，均有

(σ(α)� σ(β)) = (α� β)�

其中 (σ(α)� σ(β))是W中向量 σ(α)与 σ(β)的内积，(α� β)是 V 中向量 α与 β的
内积，则 σ称为 Euclid空间 V 到 Euclid空间W上的同构映射，而 Euclid空间 V 与
W称为同构的．

关于 Euclid空间 V 到W上的同构映射 σ，有

定理 7.10.1 Euclid空间 V 到W上的映射 σ为同构映射的充分必要条件是，
映射 σ是线性空间 V 到W的同构映射，而且映射 σ是保向量范数的，即对任意
α ∈ V，均有

∥σ(α)∥ = ∥α∥．

证明 设 σ是 Euclid空间V到W上的同构映射．由定义 7.10.1，映射 σ是线性
空间 V到W上的同构映射，并且对任意 α� β ∈ V，均有 (σ(α)� σ(β)) = (α� β)．因此
对任意 α ∈ V，均有 (σ(α)� σ(α)) = (α� α)．即 ∥σ(α)∥ = ∥α∥．所以映射 σ是保向量
范数的．

反之设 σ是 V 到W上的同构映射，而且保向量范数．因此对任意 α� β ∈ V，有

∥σ(α)∥ = ∥α∥� ∥σ(β)∥ = ∥β∥� ∥σ(α + β)∥ = ∥α + β∥．
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所以 ∥σ(α + β)∥ = (σ(α + β)� σ(α + β))
= (σ(α)� σ(α)) + (σ(α)� σ(β)) + (σ(β)� σ(β))
= ∥σ(α)∥ + (σ(α)� σ(β)) + ∥σ(β)∥

= ∥α∥ + (σ(α)� σ(β)) + ∥β∥

= ∥α + β∥ + ((σ(α)� σ(β)) − (α� β))．

即对任意 α� β ∈ V，
(σ(α)� σ(β)) = (α� β)．

即映射 σ是保内积的，从而 σ是 Euclid空间 V 到W上的同构映射． ∎

定理 7.10.2 设 σ是 Euclid空间 V 到W上的同构映射．则映射 σ是可逆的，
并且它的逆映射 σ−是 Euclid空间W到 V 上的同构映射．

证明 由于 Euclid空间V到W上的同构映射 σ是线性空间V到W上的同构
映射，所以 σ是可逆的，并且它的逆映射 σ−是线性空间W到 V 上的同构映射．现
在证明，逆映射 σ−是保向量范数的．
事实上，对任意 β ∈W，β = σ(σ−(β))．由于映射 σ保向量范数，所以

∥β∥ = ∥σ(σ−(β))∥ = ∥σ−(β)∥．

因此映射 σ−保向量范数．
由定理 7.10.1，映射 σ−是 Euclid空间W到 V 上的同构映射． ∎

定理 7.10.3 设 σ与 σ分别是 Euclid空间 V 到W与W到U上的同构映射，
则 σσ是 Euclid空间 V 到U上的同构映射．

证明 显然，σ与 σ分别是线性空间V到W与W到U上的同构映射，则 σσ
是线性空间 V 到U上的同构映射．现在证明，映射 σσ保向量范数．
设 α ∈ V，由于 σ保向量范数，所以 ∥α∥ = ∥σ(α)∥．因为 σ(α) ∈W，且 σ保向

量范数，因此 ∥σ(α)∥ = ∥σσ(α)∥．所以对任意 α ∈ V，∥σσ(α)∥ = ∥α∥，即映射 σσ
保向量范数．

由定理 7.10.1，映射 σσ是 Euclid空间 V 到U上的同构映射． ∎
所有有限维 Euclid空间的集合记为 E．显然对任意 V �W ∈ E，要么 V 与W同

构，要么 V 与W不同构．于是 Euclid空间之间的同构关系是集合 E中元素之间的
一种关系．

容易验证，E中元素间的同构关系满足自反性，对称性与传递性．也即 Euclid
空间V与自身同构；如果 Euclid空间V与W同构，则 Euclid空间W与V同构；如
果Euclid空间V与W同构，且Euclid空间W与U同构，则Euclid空间V与U同构．
于是 Euclid空间之间的同构关系是集合 E中元素间的一种等价关系．集合 E便按
同构等价关系分成同构等价类：彼此同构的 Euclid空间归在同一个同构等价类，
彼此不同的 Euclid空间归在不同的同构等价类．
集合 E按同构等价关系分类的两个基本问题是：
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(1) 同构等价类的代表元是什么？
(2) 两个 Euclid空间属于同一个等价类的判准是什么？也即两个 Euclid空间

同构的充分必要条件是什么？

我们知道，所有 n维实行向量集合Rn连同标准内积构成一个 n维 Euclid空
间．所谓Rn的标准内积是指，对 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn) ∈ Rn，x与
y的标准内积 (x� y)为

(x� y) = xy + xy +⋯ + xn yn．

定理 7.10.4 任意 n维 Euclid空间 V 都和 n维 Euclid空间Rn同构．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 n维 Euclid空间V的一组标准正交基，则 α ∈ V可
以唯一地表为

α = xα + xα +⋯ + xnαn�

其中 x� x� . . . � xn ∈ R．定义映射 σ ∶V → Rn如下：设 α = xα + xα +⋯+ xnαn ∈ V，
则令

σ(α) = x = (x� x� . . . � xn) ∈ Rn．

容易验证，映射 σ是线性空间 V 到Rn上的同构映射．现在证明，映射 σ保向
量范数．设 α = xα + xα +⋯ + xnαn ∈ V，则

(α� α) = (
n

∑
i=

x iα i �
n

∑
i= j

x jα j) =
n

∑
i=

n

∑
j=

x ix j(α i � α j)

=
n

∑
i=

n

∑
j=

x ix jδ i j =
n

∑
i=

x
i = (x� x) = (σ(α)� σ(α))．

因此 ∥σ(α)∥ = ∥α∥．这就证明，映射 σ保向量范数．所以映射 σ是 Euclid空间
V 到Rn上的同构映射． ∎

定理 7.10.5 有限维 Euclid空间 V 与W同构当且仅当 dimV = dimW．

证明 设有限维 Euclid空间 V 与W同构，则由定义 7.10.1，作为线性空间，V
与W同构．因此 dimV = dimW．
反之，设 dimV = dimW = n，则由定理 7.10.4，Euclid空间 V 同构于 Euclid空间

Rn，而Rn同构于W．由同构关系的传递性，Euclid空间 V 与W同构． ∎
定理 7.10.4与定理 7.10.5完全解决了所有有限维 Euclid空间集合 E在同构等

价关系下分类的两个基本问题．定理 7.10.5表明，在 Euclid空间的一个同构等价类
中，所有 Euclid空间的维数都相同．定理 7.10.4表明，如果 Euclid空间的同构等价
类中 Euclid空间的维数为 n，则可取 Euclid空间Rn作为这个同构等价类的代表元．

也即在同构意义下，n维 Euclid空间 V 可以视为 n维实的行向量空间Rn．



第八章

酉 空 间

b 将上一章的概念与方法推广到复线性空

间，便在复线性空间上引出相应的结果．

b §8.1在复线性空间中引进了向量的内积，从
而得到了酉空间的概念，并相应产生了复

方阵在酉相似下的分类问题．

b §8.2解决了规范方阵、酉方阵、Hermite方阵
以及斜Hermite方阵这些具有重要几何意
义的方阵在酉相似下的分类问题．

b §8.3进一步讨论了正定Hermite方阵，并通

过奇异值的引进解决了方阵在酉相似下的

分类问题．

b 最后用一些例子说明这些结论的应用．

b 由于酉空间是 Euclid空间的推广，而且在处
理有关酉空间的问题采用的方法也和处理

Euclid空间中相应问题的方法大致相同，所
有在提到酉空间有关结论时大部分只叙不

证，一提而过．

§8.1 酉空间的定义

先给出复线性空间 V 上内积的定义．

定义 8.1.1 设 (α� β)是复线性空间 V 上的二元复值函数．如果 (α� β)满足
(1) Hermite对称性 对任意 α� β ∈ V，(β� α) = (α� β)，这里 µ表示复数 µ的共

轭复数；

(2)恒正性 对任意非零向量 α ∈ V，(α� α) > ；
(3)共轭双线性性 对任意 α� α� α� β� β� β ∈ V 和任意 λ� λ� µ� µ ∈ C，

(λα + λα� β) = λ(α� β) + λ(α� β)� (8.1.1)
(α� µβ + µβ) = µ(α� β) + µ(α� β)� (8.1.2)

则二元复值函数 (α� β)称为复线性空间 V 的一个内积．

应当指出，在复线性空间 V 的内积 (α� β)的定义中，内积 (α� β)的Hermite对
称性与式 (8.1.1)蕴涵式 (8.1.2)．为了叙述方便，这里还是把它列入定义中．
容易验证，复线性空间 V 的内积 (α� β)具有下列性质．

性质 8.1.1 对任意 α� β ∈ V，(α� ) =  = (β� )．

性质 8.1.2 对任意 α� . . . � αp� β� . . . � βq ∈ V 和 λ� . . . � λp� µ� . . . � µ ∈ C，

(
p

∑
i=

λ iα i �
q

∑
j=

µ jβ j) =
p

∑
i=

q

∑
j=

λ iµ j(α i � β j)．
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性质 8.1.3（Cauchy-Schwartz不等式）对任意 α� β ∈ V，

∣(α� β)∣ ⩽ (α� α)(β� β)�

并且等式当且仅当向量 α与 β线性相关时成立．

现在给出复线性空间 V 的内积 (α� β)的方阵表示．设 {α� α� . . . � αn}是 n维
复线性空间 V 的一组基．V 中向量 α与 β可以唯一地表为

α = xα + xα +⋯ + xnαn�

β = yα + xα +⋯ + ynαn．

则向量 α与 β的内积为
(α� β) =

n

∑
i=

n

∑
j=

x i y j(α i � α j)． (8.1.3)

记

G =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(α� α) (α� α) ⋯ (α� αn)
(α� α) (α� α) ⋯ (α� αn)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(αn� α) (αn� α) ⋯ (αn� αn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

则 n阶方阵G称为内积 (α� β)在基 {α� α� . . . � αn}下的Gram方阵．
记 x = (x� x� . . . � xn)，y = (y� y� . . . � yn)，则式 (8.1.3)可以写成

(α� β) = xGy∗�

其中 y∗是  × n矩阵 y的共轭转置．
内积 (α� β)在基 {α� α� . . . � αn}下的Gram方阵G具有下面的性质．
(1) Gram方阵G是Hermite方阵，即G∗ = G；
(2) 对任意非零行向量 x ∈ Cn，xGx∗ > ．
设H是 n阶Hermite方阵．如果对任意非零行向量 x ∈Cn，xHx∗ > ，则H称为

正定Hermite方阵．Gram方阵的上述性质表明，Gram方阵G是一个正定Hermite
方阵．

反之，设G是一个 n阶正定Hermite方阵．在 n维复线性空间 V 的基 {α� α�

. . . � αn}下，向量 α� β ∈ V 的坐标分别记为 x� y ∈ Cn．定义 V 上的二元复值函数
(α� β)为

(α� β) = xGy∗．

则容易验证，V 上二元复值函数 (α� β)满足Hermite对称性，恒正性以及共轭双线
性性．因而二元复值函数 (α� β)是复线性空间 V 的一个内积．
这表明，在 n维复线性空间 V 中取定一组基 {α� α� . . . � αn}之后，V 的内积

(α� β)便和它在这组基下的Gram方阵建立了对应．这一对应是 V 上所有内积的
集合到所有 n阶Hermite方阵集合上的一一对应．
现在讨论 n维复线性空间 V 的一个内积 (α� β)在不同基下的Gram方阵之间

的关系．
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设内积 (α� β)在 V 的基 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}下的Gram方阵分
别为G与G，由基 {α� α� . . . � αn}到基 {β� β� . . . � βn}的过渡矩阵为 P = (p i j)，即

(β� β� . . . � βn) = (α� α� . . . � αn)P．

因此，
β j =

n

∑
k=

pk jαk．

所以
(β i � β j) = (

n

∑
k=

pkiαk�
n

∑
ℓ=

pℓ jαℓ) =
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ j(αk� αℓ)．

由于G = ((α i � α j))n×n，G = ((β i � β j))n×n，所以上式即为

G = PGP∗．

一般地说，设H与H是 n阶Hermite方阵．如果存在 n阶可逆复方阵 P，使得

H = PHP∗�

则方阵H与H称为复相合的．

上面的讨论表明，同一个内积 (α� β)在不同基下的Gram方阵是复相合的．
方阵的复相合关系是方阵间的一种重要的等价关系．以后将详加讨论．

定义 8.1.2 复线性空间 V 连同取定的一个内积 (α� β)一起称为酉空间，仍记
为 V．

由于定义酉空间 V 的内积 (α� β)是恒正的，因此定义 V 中向量 α的范数 ∥α∥
为

∥α∥ =
√
(α� α)．

范数为 的向量称为单位向量．

定义 8.1.3 设 V 是酉空间，(α� β)是定义酉空间 V 的内积．设 α� β ∈ V．如果
(α� β) = ，则称向量 α与 β是正交的，记作 α ⊥ β．

由性质 8.1.1，酉空间中零向量和每个向量都正交．和 Euclid空间相仿，有

定理 8.1.1 酉空间 V 中任意 k个两两正交的非零向量 α� α� . . . � αk是线性

无关的．

定理 8.1.2 设 {α� α� . . . � αn}是 n维酉空间 V 的一组基，则 V 中存在一组两
两正交的非零向量 β� β� . . . � βn，使得对每个 k，{β� β� . . . � βk}是 V 中由向量 α�

α� . . . � αk生成的子空间 Vk的一组基．

证明 令

β = α�

β = α + λβ�

⋯⋯⋯
βk = αk + λk�k−βk− +⋯ + λkβ�
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其中 λ i j是待定常数， ⩽ j < i ⩽ k．对 i > j，令

(β i � β j) = (α i +
i−
∑
ℓ=

λ iℓβℓ� β j) = ．

由此得到，对 j = � . . . � i − ，
λ i j = −

(α i � β j)
(β j� β j)

�

即设 β = α�

β = α −
(α� β)
(β� β)

β�

⋯⋯⋯

βk = αk −
(αk� βk−)
(βk−� βk−)

βk− −⋯ −
(αk� β)
(β� β)

β．

这就说明向量 β� β� . . . � βk属于由 α� α� . . . � αk生成的子空间 Vk，且两两正

交．由定理 8.1.1，{β� β� . . . � βk}是 Vk的一组基． ∎
定理 8.1.2中给出的由 V 的基 {α� α� . . . � αn}得到两两正交的向量组 {β� β�

. . . � βn}称为对向量 α� α� . . . � αn施行Gram-Schmidt正交化．只要将 {β� β� . . . �
βn}的每个向量 β j单位化，即令

ξ j =
β j

∥β j∥
�

则 {ξ� ξ� . . . � ξn}即是 V 中由两两正交的单位向量构成的一组基．
一般地说，n维酉空间 V 中由 n个两两正交的单位向量构成的基称为 V 的一

组标准正交基．于是得到

定理 8.1.3 n维酉空间具有标准正交基．

由定理 8.1.2还可以得到

定理 8.1.4 n维酉空间 V 中任意一组两两正交的单位向量组 {α� α� . . . � αk}
都可以扩成 V 的一组标准正交基．

下面的定理给出 n维酉空间 V 中两组标准正交基之间的关系．

定理 8.1.5 设 n维酉空间 V 中由标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}到标准正交基
{η� η� . . . � ηn}的过渡方阵为U，即

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)U．

则U是酉方阵，即U满足
UU∗ = I(n) = U∗U�

其中U∗表示方阵U的共轭转置．

反之有

定理 8.1.6 设U是 n阶酉方阵，{ξ� ξ� . . . � ξn}是 n维酉空间 V 的标准正交
基．则由

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)U．
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所确定的向量组 {η� η� . . . � ηn}是 V 的标准正交基．

酉方阵是一类重要的方阵．容易证明，酉方阵U是可逆的，并且它的逆方阵
U− = U∗；同时酉方阵U的逆方阵U−仍是酉方阵．另外，两个酉方阵U与U的

乘积UU仍是酉方阵．最后，单位方阵显然是酉方阵．

定理 8.1.5表明，在 n维空间 V 中取定一组标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}之后，V
的标准正交基 {η� η� . . . � ηn}便对应于过渡方阵U．由于U是酉方阵，所以 V 的
所有标准正交基的集合便和所有 n阶酉方阵集合Un(C)建立了对应．定理 8.1.6
表明，这一对应是 V 的所有标准正交基集合到Un(C)上的一一对应．
定理 8.1.2与定理 8.1.3可以写成矩阵形式．

定理 8.1.7 任意 n阶可逆复方阵 A都可以表为一个酉方阵U与一个对角元
全为正数的上三角方阵 T的乘积，即 A = UT，并且表法唯一．

设Cn是所有 n维复行向量集合．在行向量的加法以及复数与行向量的乘法
下，Cn是复数域C上的线性空间．
设 α = (x� x� . . . � xn)与 β = (y� y� . . . � yn) ∈Cn，定义Cn上二元复值函数 (α� β)

为
(α� β) = xy + xy +⋯ + xn yn = αβ

∗．

容易验证，二元复值函数 (α� β)是Cn的一个内积，它称为Cn的标准内积．复

向量空间Cn连同标准内积一起构成一个酉空间，仍记为Cn．

设U是一个酉方阵，将酉方阵U按行分块，即记U = (α� α� . . . � αn)T．
显然，α� α� . . . � αn ∈ Cn．由于U是酉方阵，所以UU∗ = I(n)．因此，

(α i � α j) = α iα∗j = δ i j．

这表明，{α� α� . . . � αn}是 n维酉空间Cn的标准正交基．

反之，如果行向量组 {α� α� . . . � αn}是Cn的标准正交基，显然U = (α� α� . . . �
αn)T是一个酉方阵．
因此，复方阵U为酉方阵的充分必要条件是，U的 n个行向量构成Cn的一组

标准正交基．同样，对于方阵的 n个列向量，也有类似的结论．

定义 8.1.4 设W是酉空间 V 的子空间，β ∈ V．如果 β与W中任意向量 α都
正交，则称向量 β和子空间W正交，V 中所有与子空间W正交的向量的集合称为
子空间W的正交补，记为W⊥．

容易看出，
W⊥ = {β ∈ V ∣ (α� β) = � α ∈W}．

而且W⊥是 V 的一个子空间．

定理 8.1.8 对于 n维酉空间 V 的子空间W，有 V =W ⊕W⊥．

最后转到酉空间的同构．

定义 8.1.5 设 V 和W是酉空间．如果存在复线性空间 V 到W上的一个映
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射 σ，使得对任意 α� β ∈ V，均有

(σ(α)� σ(β)) = (α� β)�

其中 (α� β)是定义酉空间 V 的内积，而 (σ(α)� σ(β))是酉空间W中向量 σ(α)与
σ(β)的内积，即映射 σ是保内积的，则称 σ是 V 到W上的同构映射，而酉空间 V
与W称为同构的．

容易证明

定理 8.1.9 任意 n维酉空间 V 都同构于 n维复行向量空间连同标准内积构
成的酉空间Cn．有限维酉空间U与W同构的充分必要条件是，dimU = dimW．

习 题 8.1

1. 设 a� b� c� d是复数，C是 维复行向量空间，定义C上的二元复值函数 f (α� β)为

f (α� β) = ax y + bx y + cx y + dx y�

其中 α = (x� x)与 β = (y� y) ∈ C．试确定 a� b� c和 d，使得 f (α� β)是C的内积．

2. 证明，酉空间 V 中向量 α和 β正交的充分必要条件是，对任意一对复数 a与 b，

∥aα + bβ∥ = ∥aα∥ + ∥bβ∥．

3. 设 V 是 n维复线性空间．如果映射 σ ∶V → V 满足：对任意 α� β ∈ V 和任意复数 λ，

σ(α + β) = σ(α) + σ(β)� σ(λα) = λσ(α)� σ (α) = α�

则 σ称为共轭映射．V 中适合 σ(α) = α的向量 α称为关于共轭映射 σ的实向量．记

Rσ(V) = {α ∈ V ∣ σ(α) = α}．

证明

(1) Rσ 是 n维线性空间；
(2) 每个 α ∈ V 都可以唯一地表为 α = β + jγ，其中 β� γ ∈ Rσ(V)，而 j是复数；
(3) 设 (α� α)是V的内积．将内积 (α� α)的定义域取为 Rσ(V)，则 (α� α)是 Rσ(V)的内

积； (本题似有误)
(4) 设 (β� β)是 Rσ(V)的内积，则

(α� α) = (β� β) + (γ� γ) + j((β� γ) − (β� γ))

是 V 的内积，其中 α = β + jγ，α = β + jγ，且 β� β� γ� γ ∈ Rσ(V)．
4. 证明，任意二阶酉方阵U都可以分解为

U = (
eiθ  
 eiθ

)(
cos τ sin τ
− sin τ cos τ

)(
eiθ 
 eiθ

)�

其中 θ� θ� θ� θ和 τ都是实数．
5. 设 n阶复方阵 A为 A = B + iC，其中 B与 C是实方阵，且 i = −．证明，方阵 A为酉方阵的

充分必要条件是，方阵 BTC是对称的，且 BTB + CTC = I(n)．
6. 所有 n阶复方阵构成的复线性空间记为Cn×n，取内积为 (A�B) = TrAB∗，A�B ∈ Cn×n．求

Cn×n中所有对角方阵构成的子空间W的正交补．
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§8.2 复方阵的酉相似

Euclid空间的线性函数概念可以推广到酉空间．

定义 8.2.1 设 f (α)是酉空间 V 上的复值函数．如果对任意 α� α ∈ V 和复数
λ� λ，

f (λα + λα) = λ f (α) + λ f (α)�

则 f (α)称为 V 的线性函数．

n维酉空间 V 的所有线性函数的集合记为 V∗．集合 V∗在通常函数的加法以
及复数与函数的乘法下成为一个复线性空间，它称为酉空间 V 的对偶空间．
设 (α� β)是 n维酉空间 V 的内积．对给定 β ∈ V，

fβ(α) = (α� β)

是 V 的一个线性函数．定义映射 σ ∶V → V∗如下：设 β ∈ V，则令

σ(β) = fβ．

可以验证，映射 σ是酉空间 V 到线性空间 V∗的（线性空间）同构映射．因此 V
与它的对偶空间 V∗同构．
利用映射 σ，可以证明，如果 {β� β� . . . � βn}是 V 的基，则 { fβ � fβ � . . . � fβn}是

V∗的一组基，它称为 {β� β� . . . � βn}的对偶基．
设A 是 n维酉空间V的线性变换，(α� β)是V的内积．可以证明，对给定的向

量 β ∈ V，存在唯一的向量 β̃ ∈ V，使得

(A (α)� β) = (α� β̃)．

定义映射 Ã ∶V → V 如下：设 β ∈ V，则令A ∗(β) = β̃．
可以验证，映射A ∗是 V的一个线性变换，它称为线性变换A 的伴随变换．伴

随变换具有如下性质：

(1) (A +B)∗ = A ∗ +B∗； (2) (λA )∗ = λA ∗；

(3) (A B)∗ =B∗A ∗； (4) (A ∗)∗ = A；

(5) 设 V 的线性变换A 在 V 的标准正交基 {α� α� . . . � αn}下的方阵为 A，则
它的伴随变换A ∗在同一组基下的方阵为A ∗，即方阵 A的共轭转置；

(6) n维酉空间 V 的线性变换A 的不变子空间W的正交补W⊥是伴随变换

A ∗的不变子空间．

现在考虑酉空间 V 的一个线性变换在不同的标准正交基下的方阵的表示的
关系．先引进

定义 8.2.2 设 A与 B是 n阶复方阵．如果存在 n阶酉方阵U，使得 B =U∗AU，
则方阵 A与 B称为酉相似的．
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设 n维酉空间 V 的线性变换A 在 V 的标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}与标准正
交基 {η� η� . . . � ηn}下的方阵分别为 A与 B，即

A (ξ� ξ� . . . � ξn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)A�
A (η� η� . . . � ηn) = (η� η� . . . � ηn)B．

并且设由标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}到标准正交基 {η� η� . . . � ηn}的过渡方阵为
U，即

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)U．

由 §8.1可知，方阵U是酉方阵．于是，由上式，

A (η� η� . . . � ηn) = A ((ξ� ξ� . . . � ξn)U) = (A (ξ� ξ� . . . � ξn))U
= (ξ� ξ� . . . � ξn)AU = (η� η� . . . � ηn)U∗AU．

因此 B = U∗AU．所以酉空间 V 中线性变换A 在不同的标准正交基下的方阵是酉

相似的．

容易验证，方阵之间的酉相似关系满足自反性，对称性与传递性．因此它是所

有 n阶复方阵集合Mn(C)中元素间的一种等价关系．
于是集合Mn(C)便按酉相似关系分成酉相似等价类：彼此酉相似的方阵归

在同一个酉相似等价类，彼此不酉相似的方阵划归在不同的酉相似等价类．

所有 n阶复方阵集合Mn(C)在酉相似下分类的两个基本问题是：
(1) 在酉相似等价类中如何选取代表元，即复方阵在酉相似下的标准形是什

么？

(2) 如何判定两个复方阵是否酉相似，也即复方阵在酉相似下的全系不变量
是什么？

应当指出，如果 n阶复方阵 A与 B酉相似，即 B = U∗AU，其中U是酉方阵，则
U− = U∗，故 B = U−AU，即方阵 A与 B相似．反之则不然．
关于酉相似，有

定理 8.2.1 设 λ� λ� . . . � λn是 n阶复方阵 A的全部特征值．则存在 n阶酉方
阵U，使得

A = U∗

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ
λ
⋱

∗ λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

U． (8.2.1)

简单地说，复方阵 A酉相似于下三角形．

证明 对方阵的阶数 n用归纳法．当 n = 时显然结论成立．假设结论对 n − 
阶方阵成立，下面证明结论对 n阶方阵成立．
因为 λ是 n阶方阵 A的特征值，所以存在属于特征值 λ的特征（行）向量

α ∈ Cn，即
Aα = λα．
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将 α扩充成 n维酉空间Cn的标准正交基 {α� α� . . . � αn}，则U = (α� α� . . . �
αn)T是酉方阵．并且

UA =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α

⋮
αn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
A = (

λ 
β A

)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α

⋮
αn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= (

λ 
β A

)U�

其中 A是 n − 阶方阵．因此

A = U∗ (
λ 
β A

)U．

由归纳假设，存在 n − 阶酉方阵U，使得

A = U∗

⎛
⎜⎜⎜
⎝

µ

⋱
∗ µn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
U =∶ U∗ AU．

于是

A = U∗ (
 
 U∗

)(
λ 
Uβ A

)(
 
 U

)U．

记

U = (
 
 U

)U．

则U是 n阶酉方阵，并且
A = U∗(

λ 
Uβ A

)U． (8.2.2)

由于方阵 A的特征值是相似不变量，而下三角方阵的对角元即是下三角方阵
的特征值，因此 µ� µ� . . . � µn是方阵 A的特征值．于是式 (8.2.2)具有式 (8.2.1)的形
式． ∎

定义 8.2.3 满足 A∗A = AA∗的 n阶复方阵 A称为规范变换．满足 K∗ = −K的
n阶复方阵 K称为斜Hermite方阵．

显然，酉方阵、Hermite方阵与斜Hermite方阵都是规范方阵．

定理 8.2.2（Schur定理）n阶复方阵 A相似于对角方阵的充分必要条件是，A
为规范方阵．

证明 设方阵 A酉相似于对角方阵，则存在 n阶酉方阵U，使得

A = U∗(λ� λ� . . . � λn)U．

于是
A∗A = U∗ diag(λλ� λλ� . . . � λnλn)U = AA∗．

因此方阵 A是规范的．
反之，设方阵 A是规范的，且它的全部特征值为 λ� λ� . . . � λn，则由定理 8.2.1，

存在 n阶酉方阵U使得
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A = U∗
⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ
⋱

∗ λn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
U．

于是根据 A∗A = AA∗即可得到
⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ ∗
⋱

λn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ
⋱

∗ λn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ
⋱

∗ λn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

λ ∗
⋱

λn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(8.2.3)

比较上式两端方阵的 (n� n)未知上的元素得到

λnλn = λnλn + σ 
n �

其中 σ 
n是下三角方阵 ⎛

⎜⎜⎜
⎝

λ
⋱

∗ λn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(8.2.4)

的第 n行上非对角元的绝对值之平方和．因此 σ 
n = ．即下三角方阵 (8.2.4)中第

n行上非对角元全为零．再比较式 (8.2.3)两端方阵的 (n − � n − )位置上的元素，
如此继续，即知方阵 (8.2.4)的非对角元全为零．所以规范方阵 A酉相似于对角方
阵． ∎
由(8.2.1)还可以得到

定理 8.2.3（Schur不等式）设 λ� λ� . . . � λn是 n阶复方阵 A = (a i j)的全部特
征值．那么

TrAA∗ = ∑
⩽i� j⩽n

∣a i j∣
 ⩾

n

∑
i=
∣λ i ∣

．

并且等式当且仅当方阵 A为规范方阵时成立．

证明略．由(8.2.2)得到，

定理 8.2.4 n阶规范方阵 A酉相似于对角形．基存在 n阶酉方阵U，使得

U∗AU = diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ� λ� . . . � λn是规范方阵 A的特征值．
并且规范方阵的特征值是规范方阵在酉相似下的全系不变量．

(8.2.4)完全解决了规范方阵在酉相似下的标准形问题．
由于酉方阵的特征值的绝对值为 ，因此由(8.2.4)得到

定理 8.2.5 n阶酉方阵U酉相似于对角形．即存在 n阶酉方阵U，使得

U∗ UU = diag(eiθ  � eiθ � . . . � eiθn)�

其中 eiθ  � eiθ � . . . � eiθn 是酉方阵U的全部特征值．
并且酉方阵的特征值是酉方阵在酉相似下的全系不变量．
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由于Hermite方阵是规范方阵，而且Hermite方阵的特征值都是实数，所以
由(8.2.4)得到

定理 8.2.6 n阶Hermite方阵H酉相似于对角形．即存在 n阶酉方阵U，使得

U∗HU = diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ� λ� . . . � λn是方阵H的全部特征值，λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λn．
并且 Hermite方阵的特征值是 Hermite方阵在酉相似下的全系不变量．

由于斜Hermite方阵是规范方阵，而且斜Hermite方阵的非零特征值都是虚
数，所以由(8.2.4)得到

定理 8.2.7 n阶斜 Hermite方阵 K酉相似于对角形，即存在 n阶方阵U，使得

U∗KU = diag(iλ� iλ� . . . � iλr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)�

其中 iλ� iλ� . . . � iλr是方阵 K的全部非零特征值，且 λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λr．
并且斜 Hermite方阵的特征值是斜 Hermite方阵在酉相似下的全系不变量．

上述定理都具有相应的几何形式．和定理 8.2.1相应的是

定理 8.2.8 设A 是 n维酉空间 V 的线性变换．则存在 V 的标准正交基 {α�

α� . . . � αn}，使得线性变换在这组基下的方阵是如下的下三角形：

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ
λ
⋱

∗ λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中 λ� λ� . . . � λn是线性变换A 的全部特征值．

定义 8.2.4 (1) 适合A ∗A = A A ∗的线性变换A 称为规范变换；

(2) 适合U ∗U = I = UU ∗的线性变换U 称为酉变换；

(3) 适合H ∗ =H 的线性变换H 称为自拌变换；

(4) 适合K ∗ = −K 的线性变换K 称为斜自拌变换．

可以证明，n维酉空间 V 的线性变换A 为规范变换（或酉变换，或自拌变换，

或斜自拌变换）的充分必要条件是，A 在 V 的标准正交基下的方阵为规范方阵（或
酉方阵，或Hermite方阵，或斜Hermite方阵）．另外，n维酉空间 V 的线性变换A

为酉变换的充分必要条件是，对任意 α ∈ V，

∥A (α)∥ = ∥α∥．

n维酉空间 V 的所有酉变换的集合记为Un(C)．
容易验证，n维酉空间 V 的单位变换I ∈ Un(C)；如果U ∈ Un(C)，则U − ∈

Un(C)；如果U�U ∈ Un(C)，则UU ∈ Un(C)．由于集合Un(C)具有这些性质，
所以集合Un(C)也称为 n维酉空间 V 上的酉变换群，或简称酉群．
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酉群是一类重要的典型群．这里不拟讨论．

与定理 8.2.2相应的是

定理 8.2.9 设A 是 n维酉空间 V 的线性变换．则A 为规范变换的充分必要

条件是，存在 V 的一组标准正交基，使得A 在这组基下的方阵为对角方阵．

定理 8.2.5，定理 8.2.6与定理 8.2.7都有相应的几何形式．请读者自行补出．
最后给出一些例子．

例 8.2.1 证明，n阶复方阵 A为规范方阵的充分必要条件是，存在复系数多项
式 f (λ)，使得 A∗ = f (A)．

证明 充分性是显然的．下面证明必要性．

设 λ� λ� . . . � λt是规范方阵 A的全部不同特征值，它们的代数重数分别是 n�

n� . . . � nt．由定理 8.2.4，存在 n阶酉方阵U，使得

A = U∗ diag(λI(n)� λI(n)� . . . � λtI(n t))U．

由于方阵 A（酉）相似于对角形，所以方阵 A的最小多项式为

d(λ) = (λ − λ)(λ − λ)⋯(λ − λt)．

记 d(λ) = (λ − λ j)d j(λ)，j = � � . . . � t．并记

ϕ j(λ) =
λ j

d j(λ j)
d j(λ)．

设 D = diag(λI(n)� λI(n)� . . . � λt I(n t))．则对每个 i，

ϕ j(λ i I(n i)) = {
� 当 i ≠ j时；

λ jI(n j)� 当 i = j时．

因此，对每个 j，

ϕ j(D) = diag(ϕ j(λI(n))�ϕ j(λI(n))� . . . �ϕ j(λt I(n t)))
= diag(� . . . � � λ jI(n j)� � . . . � )．

令多项式 f (λ) =
n
∑
j=

ϕ j(λ)．则

f (D) =
n

∑
j=

ϕ j(D) = diag(λI(n)� λI(n)� . . . � λt I(n t)) = D．

所以
f (A) = f (U∗DU) = U∗ f (D)U = U∗DU = A∗． ∎

例 8.2.2 设 n阶复方阵 A与酉方阵U适合UA = AUT．证明，存在 n阶酉方阵
V，使得U = V ，并且 VA = AVT．

证明 由定理 8.2.5，存在 n阶酉方阵U，使得

U = U∗ diag(eiθ  � eiθ � . . . � eiθn)U�

其中 eiθ  � eiθ � . . . � eiθn 是U的全部特征值．记
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V = U∗ diag(ei
θ
 � ei

θ
 � . . . � ei

θn
 )U�

则 V  = U．
由于UA = AUT，所以

diag(eiθ  � eiθ � . . . � eiθn)UAUT
 = UAUT

 diag(eiθ  � eiθ � . . . � eiθn)．

记UAUT
 = B = (bkℓ)．比较上式两端方阵的 (k� ℓ)位置上的元素得到，

eiθ kbkℓ = eiθ ℓbkℓ．

由此得到
ei

θk
 bkℓ = ei

θℓ
 bkℓ．

于是得到

diag(ei
θ
 � ei

θ
 � . . . � ei

θn
 )UAUT

 = UAUT
 diag(ei

θ
 � ei

θ
 � . . . � ei

θn
 )．

即得到，VA = AVT． ∎

习 题 8.2

1. 设 α与 β分别是 n维酉空间 V 的线性变换A 与伴随变换A ∗的特征向量．证明，如果它

们所属的特征值不共轭，则它们相互正交．

2. 证明，n维酉空间 V 的线性变换A 为规范的充分必要条件是，A 的每个特征向量也是它

的伴随变换A ∗的特征向量．

3. 证明，n维酉空间 V 的线性变换A 为规范的充分必要条件是，A 的不变子空间也是它的

伴随变换A ∗的不变子空间．

4. 证明，n维酉空间 V 的线性变换A 为规范的充分必要条件是，A 的每个不变子空间的正

交补是A 的不变子空间．

5. 设规范方阵 A与方阵 B可交换．证明，方阵 A与方阵 B∗可交换．
6. 设规范方阵 A与规范方阵 B可交换．证明 AB是规范方阵．
7. 设 A与 B是规范方阵．证明方阵 A与 B酉相似的充分必要条件是，方阵 A与 B相似．
8. 证明，两两可交换的 n阶规范方阵集合可以同时酉相似于对角形．
9. 设 n阶规范方阵 A = B + iC，B∗ = B，C∗ = C，方阵 A的任意两个特征值的实部与虚部分别

不相等，且 x是方阵 A�B与 C中某个方阵的特征向量．证明，存在复数 λ，实数 µ与 ν，使得

Ax = λx� Bx = µx� Cx = νx�

并且 λ = µ + iν．
10. 所有 n阶复方阵的集合连同内积 (A�B) = TrAB∗构成的酉空间记为Cn×n，其中 A�B ∈

Cn×n．设G ∈ Cn×n．定义Cn×n的线性变换TG(A) = GA．证明，TG 为酉变换的充分必要条件是，

G为酉方阵．
11. 设W是 n维酉空间 V 的子空间，则 V =W ⊕W⊥，即对每个 α ∈ V，存在唯一一对向量

β� γ，其中 β ∈W，γ ∈W⊥，使得 α = β + γ．定义 V 的线性变换A 为：A (α) = β − γ．证明A 是酉

变换．

12. 设A 是 n维酉空间 V 的自拌变换．证明，
(1) 对任意 α ∈ V，∥α + iA (α)∥ = ∥α − iA (α)∥；
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(2) α + iA (α) = β + iA (β)的充分必要条件是 α = β；
(3) I − iA 与I + iA 都是可逆的；
(4) 变换

U = (I − iA )(I + iA )−

是酉变换，它称为A 的Cayley变换．
13. 设方阵 S与 T分别是实对称与实斜对称方阵，且 det(I(n) − T − iS) ≠ ．证明，

(I(n) + T + iS)(I(n) − T − iS)−

是酉方阵．

14. 设 n阶复方阵 O满足 OOT = I(n)，O∗ = O，则方阵 O称为正交Hermite的．证明，正交
Hermite方阵 O实正交相似于如下的准对角形：

diag((
a ib
−ib a

)� . . . �(
as ibs
−ibs as

)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t个

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s−t个

)�

其中 a� a� . . . � as和 b� b� . . . � bs都是实数，且 aj − bj = ，j = � � . . . � s．

§8.3 正定Hermite方阵与矩阵的奇异值分解

实对称方阵的正定性与半正定性等概念都可以推广．

定义 8.3.1 设H是 n阶 Hermite方阵．如果对任意非零复行向量 α ∈ Cn，依

次有
αHα∗ > 、αHα∗ ⩾ 、αHα∗ < 、αHα∗ ⩽ �

则方阵H依次称为正定、半正定、负定与半负定的，并且依次记为

H > 、H ⩾ 、H < 、H ⩽ ．

与正定实对称方阵相仿，可以证明

定理 8.3.1 设H是 n阶 Hermite方阵．则下列命题等价：

(1) 方阵H是正定的；
(2) 方阵H的每个特征值都是正的；
(3) 存在正定 Hermite方阵H，使得H = H

；

(4) 存在可逆复方阵 P，使得H = P∗P；
(5) 方阵H的每个主子式都是正的；
(6) 方阵H的每个顺序主子式都是正的；
(7) 对每个 k = � � . . . � n，方阵H的所有 k阶主子式之和都是正的．

关于半正定Hermite方阵，有

定理 8.3.2 设H是 n阶 Hermite方阵．则下列命题等价：

(1) 方阵H是半正定的；
(2) 方阵H的每个特征值都是非负的；
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(3) 存在半正定 Hermite方阵H，rankH = rankH，使得H = H
；

(4) 存在 n阶复方阵 P，rank P = rankH，使得H = P∗P；
(5) 方阵H的每个主子式都是非负的；
(6) 对每个 k = � � . . . � n，方阵H的所有 k阶主子式之和都是非负的．

定理 8.3.3 设H与H是 n阶半正定Hermite方阵，且H = H
，则方阵H是唯

一的．并且与方阵H可交换的方阵 A也和方阵H可交换．

实矩阵的正交相抵可以推广到复矩阵．

定义 8.3.2 设 A与 B是m× n复矩阵．如果存在m阶与 n阶酉方阵U与U，

使得 B = UAU，则矩阵 A与 B称为酉相抵的．

定义 8.3.3 设 A是m × n复矩阵．则 n阶半正定 Hermite方阵 A∗A的非零特
征值的算术平方根称为矩阵 A的奇异值．

矩阵 A的奇异值总是正数，而且它也可以定义为m阶半正定Hermite方阵
AA∗的非零特征值的平方根．

定理 8.3.4（矩阵的奇异值分解）设 µ� µ� . . . � µr是m × n阶复矩阵 A的所有
奇异值，µ ⩾ µ ⩾ ⋯ ⩾ µr > ．则矩阵 A酉相抵如下的标准形：

diag(diag(µ� µ� . . . � µr)� )�

其中 是 (m − r) × (n − r)零矩阵．即存在m阶与 n阶酉方阵U与U，使得

A = U diag(diag(µ� µ� . . . � µr)� )U． (8.3.1)

并且矩阵的奇异值是矩阵在酉相抵下的全系不变量．

利用复矩阵在酉相抵下的标准形，容易证明

定理 8.3.5（矩阵的极分解）设 A是 n阶复方阵．则存在 n阶半正定 Hermite

方阵H与H，以及酉方阵U，使得

A = HU = UH�

其中H与H由方阵 A唯一确定．

利用矩阵在酉相抵下的标准形，可以给出第 3章中关于矩阵的广义逆的存在
性的一个简捷证明．重述一下广义逆的定义．设 A是m × n矩阵，则适合矩阵方程
组 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

AXA = A�
XAX = X�
(AX)∗ = AX�
(XA)∗ = XA�

(P)

的 n ×m矩阵 X称为矩阵 A的Moore-Penrose广义逆，记为 A+．

定理 8.3.6 任意m × n矩阵 A的Moore-Penrose广义逆 A+存在而且唯一．

证明 设 µ� µ� . . . � µr是矩阵 A的全部奇异值．由定理 8.3.4，存在m阶与 n
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阶酉方阵U与U，使得

A = U diag(diag(µ� µ� . . . � µr)� )U�

其中 是 (m − r) × (n − r)零矩阵．取

X = U∗ diag(diag(µ− � µ
−

� . . . � µ
−

r)� )U
∗
 �

其中 是 (n − r)× (m − r)零矩阵．容易证明，n ×m矩阵 X是矩阵方程组 (P)的解．
因此Moore-Penrose广义逆 A+存在．唯一性的证明仍如定理 3.7.2． ∎
定理 8.3.6的证明中给出了矩阵 A的Moore-Penrose广义逆 A+的表达式．即如

果m × n矩阵 A的奇异值分解为

A = U diag(D� )U�

其中 D = diag(µ� µ� . . . � µr)，且 µ� µ� . . . � µr为矩阵的全部奇异值，则

A+ = U∗ diag(D−� )U∗．

习 题 8.3

1. 设 n阶复方阵 A = B + iC，其中

B = 

(A+ A)� C = − i


(A− A)�

并且 A是半正定Hermite方阵．证明 rankA ⩽ rank B，rankC ⩽ rank B．
2. 设H是 n阶正定Hermite方阵，A是 n ×m列满秩矩阵．求逆方阵

(
H A
A∗ 

)
−

．

3. 设 A是 n阶复方阵，Cn是 n维复行向量空间．记

K(A) = {x ∈ Cn ∣ xA = }�

它称为方阵 A的零空间．设H与H是 n阶Hermite方阵，其中H ⩾ ，rankH = r，且 K(H) ⊆
K(H)．证明，存在 n × r列满秩矩阵 P与 r阶实对角方阵 D，使得H = PP∗且H = PDP∗．

4. 设H与H是 n阶正定Hermite方阵．证明方阵HH的特征值都是正的．

5. 设 λ与 λn是 n阶正定Hermite方阵H的最大与最小特征值，α是任意 n维非零复行向
量．证明 λn

λ
⩽ f (α) = (αα∗)

(αH−α∗)(αHα∗)
⩽ ．

6. 设 A与 B是 n阶Hermite方阵．证明，

Tr(AB) ⩽ TrAB�

并且等式当且仅当 AB = BA时成立．
7. 设 A与 B是 n阶Hermite方阵．证明，

TrAB ⩽ TrA + TrB�

并且等式当且仅当 A = B时成立．
8. 证明，复方阵 A的每个奇异值都是 A的特征值当且仅当方阵 A为半正定Hermite方阵．
9. 设 A是规范方阵．证明 A+A = AA+．
10. 设 A是m × n列满秩矩阵．证明，A+ = A∗的充分必要条件是 A∗A = I(n)．
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§8.4 一些例子

例 8.4.1 设H与H是 n阶Hermite方阵，且H > ．证明，Hermite方阵H +
H > 的充分必要条件是，方阵H− H的特征值都大于 −．

证明 因为H > ，所以由定理 8.3.1，存在 n阶可逆复方阵 P，使得

(P∗)−HP− = I(n)．

显然方阵 (P∗)−HP−仍是Hermite的．因此存在 n阶酉方阵U，使得

U∗(P∗)−HP−U = diag(µ� µ� . . . � µn)．

记 Q = P∗U．显然方阵 Q可逆，并且

H = QQ∗� H = Q diag(µ� µ� . . . � µn)Q∗．

于是，
H +H = Q diag( + µ�  + µ� . . . �  + µn)Q∗．

由于H +H > ，所以 diag( + µ�  + µ� . . . �  + µn) > ．因此  + µ i > ，即 µ i > −．
由于

H− H = (Q∗)− diag(µ� µ� . . . � µn)Q∗�

所以 µ� µ� . . . � µn是方阵H− H的特征值．于是方阵H− H的特征值都大于 −．
反之设方阵H− H的特征值都大于 −．则由上段证明，µ� µ� . . . � µn都大于

−．因此
diag( + µ�  + µ� . . . �  + µn) > ．

所以方阵H +H > ． ∎

例 8.4.2（樊畿 (Ky Fan)与O. Tausky）设H与H是 n阶Hermite方阵，H > ，
且HH是Hermite方阵．证明，HH > 的充分必要条件是，Hermite方阵H的特

征值都是正的．

证明 因为H > ，所以由定理 8.3.1，方阵H的特征值都是正的．因此逆方阵

H− 的特征值也都是正的．于是方阵H− > ．由定理 8.3.1，存在某个 n阶可逆复方
阵 P，使得

(P∗)−H− P− = I(n)．

显然方阵 (P∗)−HP−仍是Hermite的．所以存在 n阶酉方阵U，使得

U∗(P∗)−HP−U = diag(µ� µ� . . . � µn)．

又
U∗(P∗)−H− P−U = I(n)．

记 Q = U∗P．则方阵 Q可逆，并且

H− = Q∗Q� H = Q∗ diag(µ� µ� . . . � µn)Q．
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因此
HH = Q− diag(µ� µ� . . . � µn)Q．

由此可知，如果HH > ，则方阵HH的特征值 µ� µ� . . . � µn都是正的，所以

方阵H > ．反之设方阵H > ，则 diag(µ� µ� . . . � µn) > ．所以方阵HH的特征

值 µ� µ� . . . � µn都是正的．因此HH > ． ∎

例 8.4.3（O. Tausky）设 n阶正定 Hermite方阵H = A+ iB，其中 A与 B是 n阶
实方阵，且 i = −．证明 detA ⩾ detH．并且等式当且仅当 B = 时成立．

证明 容易验证，方阵 A与 B分别是实对称与实斜对称的，而且因为H > ，所
以

A > ．

由定理 7.7.3，存在某个 n阶可逆实方阵 P，使得

(PT)−AP− = I(n)．

显然方阵 (PT)−BP−仍是实斜对称的．因此由定理 7.6.3，存在 n阶实正交方
阵 O，使得

OT(PT)−BP−O = diag((
 b
−b 

)� . . . �(
 bs
−bs 

)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

)�

其中 b ⩾ b ⩾ ⋯ ⩾ bs，且 rank B = s．又

OT(PT)−AP−O = I(n)．

记 Q = PTO．显然方阵 Q可逆，并且 A = QQT，

B = Q diag((
 b
−b 

)� . . . �(
 bs
−bs 

)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

)QT．

于是

H = A+ iB = Q diag((
 ib
−ib 

)� . . . �(
 ibs
−ibs 

)� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

)QT．

因此
detH = detQ detQT( − b )( − b)⋯( − bs )．

由于H > ，所以方阵H的 阶子式

det(
 ib j

−ib j 
) =  − bj > �

即 ∣b j∣ < ．所以
detH ⩽ detQQT = detA．

其中等式当且仅当 b = b = ⋯ = bs = ．即方阵 B = 时成立． ∎

例 8.4.4（华罗庚）设 A与 B是 n阶复方阵，I(n) − A∗A > 且 I(n) − B∗B > ．证
明，

∣det(I(n) − A∗B)∣
 ⩾ det(I(n) − A∗A)det(I(n) − B∗B)．
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证明 因为

(
I(n) 
−A∗ I(n)

)(
I(n) B
A∗ I(n)

) = (
I(n) B
 I(n) − A∗B

)．

所以
det(

I(n) B
A∗ I(n)

) = det(I(n) − A∗B)．

同理
det(

I(n) −A
−B∗ I(n)

) = det(I(n) − B∗A) = det(I(n) − A∗B)．

所以
∣det(I(n) − A∗B)∣

 = det(
I(n) B
A∗ I(n)

)(
I(n) −A
−B∗ I(n)

)

= det(
I(n) − BB∗ B − A
A∗ − B∗ I(n) − A∗A

)．

由于 I(n) − A∗A > ，所以方阵 I(n) − A∗A可逆．因此

(
I(n) −(B − A)(I(n) − A∗A)−

 I(n)
)(

I(n) − BB∗ B − A
A∗ − B∗ I(n) − A∗A

)

=
⎛
⎜
⎝

I(n) − BB∗ − (B − A)(I(n) − A∗A)−(A∗ − B∗) 

A∗ − B∗ I(n) − A∗A

⎞
⎟
⎠
．

于是

∣det(I(n) − A∗B)∣
 = det(I(n) − A∗A)
× det((I(n) − BB∗) + (B − A)(I(n) − A∗A)−(B∗ − A∗))．

由方阵的极分解定理，存在酉方阵U与半正定Hermite方阵H，使得 B = UH．
因此由假设，

I(n) − B∗B = I(n) −H > ．

而
I(n) − BB∗ = I(n) −UHU∗ = U(I(n) −H)U∗．

由于Hermite方阵的正定性在酉相合下不变，所以 I(n) − BB∗ > ．
另一方面，由于 I(n) − A∗A > ，所以 (I(n) − A∗A)

− > ．因此方阵

(B − A)(I(n) − A∗A)−(B − A)∗ ⩾ ．

于是

det((I(n) − BB∗) + (B − A)(I(n) − A∗A)−(B − A)∗) ⩾ det(I(n) − BB∗)．

但 det(I(n) − BB∗) = det(I(n) − B∗B)．所以

∣det(I(n) − A∗B)∣
 ⩾ det(I(n) − A∗A)det(I(n) − B∗B)． ∎

例 8.4.5 设 n阶 Hermite方阵H的秩为 r．证明，

r ⩾ (TrH)


TrH
．
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证明 因为方阵H是Hermite的，所以存在 n阶酉方阵U，使得

UHU∗ = diag(λ� λ� . . . � λn)�

其中 λ� λ� . . . � λn是方阵H的全部特征值．
由于 rankH = r，所以方阵 diag(λ� λ� . . . � λn)的秩也为 r．因此可设 rr+ = ⋯ =

rn = ，且 λ� λ� . . . � λr全不为零．所以

(TrH) = (λ + λ +⋯ + λr)．

利用 Cauchy不等式得到
(TrH) ⩽ r

r

∑
i=

λi．

显然方阵H的所有非零特征值为 λ� λ� . . . � λ r．因此

TrH =
r

∑
i=

λi．

于是，(TrH) ⩽ rTrH． ∎

例 8.4.6（Mitchell）证明方阵 A相似于对角形的充分必要条件是，存在正定
Hermite方阵H，使得方阵HAH−为规范方阵．

证明 设方阵 A相似于对角形，即存在可逆方阵 P，使得

A = P diag(λ� λ� . . . � λn)P−．

根据方阵的极分解，存在正定Hermite方阵H与酉方阵U，使得 P = HU．因
此

H− AH = U diag(λ� λ� . . . � λn)U∗．

取H = H− ，显然方阵H是正定Hermite的，而且方阵HAH−是规范的．
反之，因为方阵HAH−是规范的，所以存在酉方阵U，使得

UHAH−U∗ = diag(λ� λ� . . . � λn)．

记 P = UH．显然，方阵 P可逆，而且

PAP− = diag(λ� λ� . . . � λn)．

即方阵 A相似于对角形． ∎

例 8.4.7 设 µ� µ� . . . � µr是 n阶复对称方阵 S的全部奇异值，µ ⩾ µ ⩾ ⋯ ⩾
µr > ．证明，存在 n阶酉方阵U，使得

USUT = diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)．

证明 由定理 8.3.4，存在 n阶酉方阵U与U，使得

S = U diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)U．

因为方阵 S是对称的，所以
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U U diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � ) = diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )(U U)T．

显然方阵U U是酉方阵．由例 8.2.2，存在 n阶酉方阵 V，使得U U = V ，并且

V diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � ) = diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )VT．

于是 VU∗ SU VT = V diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )UU VT

= diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )VTV ⋅ VVT

= diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � )．

记U = VU∗．显然方阵U是酉方阵，并且

USUT = diag(µ� µ� . . . � µr� � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)． ∎

注 设 A与 B是 n阶复方阵．如果存在 n阶酉方阵U，使得 B = UAUT，则方阵

A与 B称为酉相合的．
容易验证，方阵之间的酉相合关系满足自反性，对称性与传递性．所以方阵之

间的酉相合关系式所有 n阶复方阵集合中元素之间的一种等价关系．于是所有 n
阶复方阵集合在酉相合等价关系下分成酉相合等价类．

例 8.4.7表明，复对称方阵酉相合于对角形，而且非零对角元是方阵的奇异值．
由此不难证明，复对称方阵的奇异值是复对称方阵在酉相合下的全系不变量．

习 题 8.4

1. 设 n阶Hermite方阵H = (h i j) > ．证明

detH ⩽ hh⋯hnn．

2. 设 A = (a i j)是 n阶复方阵．证明

∣detA∣ ⩽
n

∏
i=
(

n

∑
j=
∣a i j ∣)．

3. 设 n阶Hermite方阵H > ．证明

detH ⩽ H(   ⋯ r
  ⋯ r )H(

(r+) (r+) ⋯ n
(r+) (r+) ⋯ n )．

4. 设 n阶复方阵 A的每个元素的模都等于 ．证明

∣detA∣ ⩽ nn．

5. 设H与H是正定Hermite方阵，且H −H是正定的．证明，方阵H− −H− 是正定的．
6. 设 A是m × n行满秩复矩阵，B为 n × p复矩阵．证明

det(B∗(I(n) − A∗(AA∗)−A)B) ⩽ detB∗B．



第九章

双线性函数

b 本章讨论线性空间上的双线性函数，以及

由此产生的方阵在相合下的分类问题．

b §9.1首先给出双线性函数的概念，然后指
出，在线性空间的不同基下，同一个双线性

函数的矩阵表示是彼此相合的方阵．于是，

在几何上研究双线性函数，就相当于研究

方阵在相合下的分类．

b 最有意义的双线性函数是对称双线性函数．

它对应于对称方阵．

b §9.2详尽地讨论了对称方阵在相合下的分
类，并以此解决了二次型的问题．

b §9.3讨论了斜对称双线性函数，也即斜对称
方阵在相合下的分类．

b 在复线性空间上，将双线性函数稍加推广，

便得到共轭双线性函数的概念．

b 由共轭双线性函数在不同基下的矩阵表示

引出了方阵在复相合下的分类问题．

b §9.4讨论了具有重要意义的一类特殊的共
轭双线性函数——Hermite共轭双线性函
数，也即研究了Hermite方阵在复相合下的
分类同题，从而解决了Hermite型的相应问
题．

§9.1 双线性函数

先给出下面的

定义 9.1.1 设V是数域 F上的 n维线性空间，α� β ∈ V，f (α� β)是定义在V上
且取值在数域 F的二元函数，如果对于任意向量 α� β� α� α� β� β ∈ V，以及任意纯
量 λ� λ� µ� µ ∈ F，均有

f (λα + λα� β) = λ f (α� β) + λ f (α� β)� (9.1.1)
f (α� µβ + µβ) = µ f (α� β) + µ f (α� β)� (9.1.2)

则 f (α� β)称为 V 上的双线性函数．

例如，设 L(α)与 L(α)是 V 上的线性函数，α� β ∈ V．定义

f (α� β) = L(α)L(β)．

容易验证，f (α� β)是V上满足条件 (9.1.1)和条件 (9.1.2)的二元函数．所以，f (α� β)
是 V 上的双线性函数．
又例如，设V是数域F上的所有m×n矩阵构成的m×n维线性空间，X�Y ∈ V．

对于给定的 A ∈ V，定义 V 上二元函数 fA(X�Y)为

fA(X�Y) = Tr(XTAY)．
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容易验证，二元函数 fA(X�Y)满足条件 (9.1.1)与条件 (9.1.2)，因此，fA(X�Y)是 V
上的双线性函数．

根据定义 9.1.1，容易证明，数域F上的 n维线性空间V上的双线性函数 f (α� β)
具有如下性质．

命题 9.1.1 设 f (α� β)是 V 上的双线性函数，则对任意 α� β ∈ V，

f (α� ) =  = f (� β)．

命题 9.1.2 设 f (α� β)是 V 上的双线性函数，则对任意向量 α� α� . . . � αp� β�

β� . . . � βq ∈ V，以及任意 λ� λ� . . . � λp� µ� µ� . . . � µq ∈ F，

f (
p

∑
i=

λ iα i �
q

∑
j=

µ jβ j) =
p

∑
i=

q

∑
j=

λ iµ j f (α i � β j)． (9.1.3)

现在给出数域 F上的 n维线性空间 V 上的双线性函数 f (α� β)在 V 的基下的
方阵表示．设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的一组基，向量 α与 β在这组基下的坐标分别是
x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)，即

α =
n

∑
i=

x i ξ i � β =
n

∑
j=

y jξ j．

则由式 (9.1.3)，

f (α� β) = f (
n

∑
i=

x i ξ i �
n

∑
j=

y jξ j) =
n

∑
i=

n

∑
j=

x i y j f (ξ i � ξ j)．

记 n阶方阵 A为

A = ( f (ξ i � ξ j)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

f (ξ� ξ) f (ξ� ξ) ⋯ f (ξ� ξn)
f (ξ� ξ) f (ξ� ξ) ⋯ f (ξ� ξn)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

f (ξn� ξ) f (ξn� ξ) ⋯ f (ξn� ξn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

则
f (α� β) = xAyT． (9.1.4)

方阵 A称为双线性函数 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵．
容易看出，V上两个不同的双线性函数 f (α� β)与 g(α� β)在V的基 {ξ� ξ� . . . �

ξn}下的方阵 A = ( f (ξ i � ξ j))与 B = (g(ξ i � ξ j))是不同的．
数域 F上的 n维线性空间 V 的所有双线性函数集合记为 L(V �V �F)．
设 f � g ∈ L(V �V �F)，α� β ∈ V，定义

( f + g)(α� β) = f (α� β) + g(α� β)．

容易验证，( f + g)(α� β)是V上的双线性函数，即 f + g ∈ L(V �V �F)．双线性函
数 ( f + g)(α� β)称为双线性函数 (α� β)与 g(α� β)的和．
设 f ∈ L(V �V �F)，λ ∈ F，α� β ∈ V，定义

(λ f )(α� β) = λ f (α� β)．



⋅ 390 ⋅ 第九章 双线性函数 ¹

显然 (λ f )(α� β)是 V 上的双线性函数，即 λ f ∈ L(V �V �F)．双线性函数 (λ f )(α� β)
称为双线性函数 f (α� β)与纯量 λ的乘积．
于是在集合 L(V �V �F)中引进了双线性函数的加法以及纯量与双线性函数的

乘法．可以验证，集合 L(V �V �F)在如此的加法与乘法下构成一个线性空间．

定理 9.1.1 数域 F上的所有 n阶方阵 A构成的线性空间记为 Fn×n．则线性空

间 L(V �V �F)与 Fn×n同构．从而

dim L(V �V �F) = (dimV)．

证明 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 n维线性空间 V 的一组基，双线性函数 f ∈ L(V �

V �F)在这组基下的方阵为 A = ( f (ξ i � ξ j))．建立由线性空间 L(V �V �F)到 Fn×n的

映射 σ如下：对于任意 f ∈ (V �V �F)，令

σ( f ) = A．

由于不同的双线性函数 f � g ∈ L(V �V �F)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵 A =
( f (ξ i � ξ j))与 B = (g(ξ i � ξ j))是不同的，因此 σ( f ) ≠ σ(g)．这表明映射 σ是单射．
现在设 A = (a i j) ∈ Fn×n．定义 V 上的二元函数 f (α� β)为

f (α� β) = xAyT =
n

∑
i=

n

∑
j=

a i jx i y j�

其中 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)分别是向量 α与 β在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}
下的坐标．容易验证，f (α� β)是 V 上的双线性函数，即 f ∈ L(V �V �F)．
由于 ξ i在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标为

ε i = (� . . . � � 
i
� � . . . � )�

因此
f (ξ i � ξ j) = a i j�

其中  ⩽ i� j ⩽ n．所以 A是双线性函数 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵．于是
σ( f ) = A．这表明映射 σ是满射．
从而 σ是线性空间 L(V �V �F)到 Fn×n上的双射．

设 f � g ∈ L(V �V �F)，并且双线性函数 f (α� β)与 g(α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}
下的方阵依次为 A = ( f (ξ i � ξ j))与 B = (g(ξ i � ξ j))，即 σ( f ) = A，σ(g) = B．则对于
λ� µ ∈ F，

(λ f + µg)(ξ i � ξ j) = (λ f )(ξ i � ξ j) + (µg)(ξ i � ξ j) = λ f (ξ i � ξ j) + µg(ξ i � ξ j)．

这表明，(λ f + µg)(α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵 ((λ f + µg)(ξ i � ξ j))满足

((λ f + µg)(ξ i � ξ j)) = λ( f (ξ i � ξ j)) + µ(g(ξ i � ξ j)) = λA+ µB．

于是 σ(λ f + µg) = ((λ f + µg)(ξ i � ξ j)) = λA+ µB
= λσ( f ) + µσ(g)．
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这表明，映射 σ保线性运算．所以映射 σ是线性空间 L(V �V �F)到 Fn×n上的同构

映射．

由于线性空间 L(V �V �F)与 Fn×n同构，而且线性空间 Fn×n是 n维的，所以

dim L(V �V �F) = (dimV) ∎

现在考虑一个双线性函数在不同基下的方阵表示之间的联系．为此重述一下

方阵相合的概念．设 A与 B是数域 F上的 n阶方阵．如果存在数域 F上的 n阶可
逆方阵 P，使得 B = PTAP，其中 PT是方阵 P的转置，则方阵 A与 B称为相合的．

定理 9.1.2 设数域 F上的 n维线性空间 V 上的双线性函数 f (α� β)在 V 的基
{ξ� ξ� . . . � ξn}与 {η� η� . . . � ηn}下的方阵分别是A= ( f (ξ i � ξ j))与 B = ( f (η i � η j))，
并且

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)P� (9.1.5)

其中 P是数域 F上的 n阶可逆方阵．则

B = PTAP．

简单地说，同一个双线性函数在不同基下的方阵是相合的．

证明 记 P = (p i j)．则由式 (9.1.5)，对于 k = � � . . . � n，

ηk =
n

∑
ℓ=

pℓk ξℓ．

因此由式 (9.1.3)，

f (η i � η j) = f (
n

∑
k=

pki ξk�
n

∑
ℓ=

pℓ jξℓ) =
n

∑
k=

n

∑
ℓ=

pki pℓ j f (ξk� ξℓ)．

将此式写成矩阵形式，即得到

f (η i � η j) = (pi � pi � . . . � pni)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

f (ξ� ξ) f (ξ� ξ) ⋯ f (ξ� ξn)
f (ξ� ξ) f (ξ� ξ) ⋯ f (ξ� ξn)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

f (ξn� ξ) f (ξn� ξ) ⋯ f (ξn� ξn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

p j
p j
⋮
pn j

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

其中  ⩽ i� j ⩽ n．于是得到

B = ( f (η i � η j)) = PT( f (ξ i � ξ j))P = PTAP． ∎

由于方阵的秩是方阵在相合下的不变量，即相合的方阵具有相同的秩，因此定

理 9.1.2表明，双线性函数 f (α� β)在 V 的某组基下的方阵的秩并不依赖于基的选
取，而是由双线性函数 f (α� β)自身所确定的．
于是双线性函数 f (α� β)在某组基下的方阵的秩便定义为 f (α� β)的秩，记为

rank f．如果双线性函数 f (α� β)的秩为 n，即 f (α� β)在V的基下的方阵是可逆的，
则 f (α� β)称为非退化的．否则双线性函数 f (α� β)称为退化的．
应当指出，在第 7章中所讨论的 n维实线性空间 V 的内积 (α� β)是 V 上的双

线性函数．利用内积 (α� β)，可以引进向量的正交性，即如果向量 α与 β的内积
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(α� β) = ，则向量 α与 β称为正交的．向量关于内积 f (α� β)的正交性可以推广到
一般双线性函数．

定义 9.1.2 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 上的线性函数．如果向
量 α� β ∈ V满足 f (α� β) = ，则称向量 α关于双线性函数 f 左正交于向量 β，并称向
量 β关于 f 右正交于向量 α，且分别记作 α ⊥L β，β ⊥R α．

一般地说，向量关于双线性函数 f (α� β)的正交性并不是对称的，也就是说，向
量 α关于 f 左正交于向量 β并不意味着向量 β关于 f 也左正交于向量 α．
向量关于双线性函数的正交性可以推广到子空间情形．

定义 9.1.3 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 上的双线性函数，W是
V的子空间，α ∈ V．如果对任意向量 β ∈W，均有 f (α� β) = （或 f (β� α) = ），则向
量 α称为关于 f 左（或右）正交于子空间W，记为 α ⊥L W（或 α ⊥R W)．

V 中所有左正交于子空间W的向量集合记为W⊥L，即

W⊥L = {α ∈ V ∣ f (α� β) = �对任意 β ∈W}．

同样，V 中所有右正交于子空间W的向量集合记为W⊥R，即

W⊥R = {β ∈ V ∣ f (α� β) = �对任意 α ∈W}．

特别，V⊥L 与 V⊥R 分别称为 V 关于双线性函数 f (α� β)的左根基与右根基．
容易验证，W⊥L 与W⊥R 都是 V 的子空间，并且有

命题 9.1.3 设W与U是 V 的子空间，且W ⊆ U．则有
(1) U⊥L ⊆W⊥L，U⊥R ⊆W⊥R � (2) (W⊥L)⊥R ⊇W� (W⊥R)⊥L ⊇W．

请试者根据定义自证之．

下面的定理给出双线性函数的秩与左根基及右根基的联系．

定理 9.1.3 对数域 F上的 n维线性空间V的双线性函数 f (α� β)，下述等式成
立：

dimV⊥L = dimV⊥R = dimV − rank f．

证明 设 f (α� β)在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵为 A = ( f (ξ i � ξ j))，向量
α� β ∈ V 在这组基下的坐标分别为 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)．则由
式 (9.1.4)，

f (α� β) = xAyT．

设 α ∈ V⊥L，则对任意 β ∈ V，f (α� β) = ．因此对任意行向量 y ∈ Fn，xAyT = ．
所以 xA = ．这表明，V⊥L 中向量 α在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标 x是齐次方程组
xA = 的解．齐次方程组 xA = 的解空间记为WA．建立左根基 V⊥L 到WA的映射

σ如下：设 α ∈ V⊥L 在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标为 x，则令

σ(α) = x．

由于左根基 V⊥L 中不同的向量在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标是不同的，所以
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σ是单射．设 x ∈WA，则 V 中存在向量 α，使得 α在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标即
为 x．由于 x ∈WA，所以 xA = ．因此对任意 y ∈ Fn，xAyT = ，所以对任意 β ∈ V，
f (α� β) = ．即 α ∈ V⊥L．而且 σ(α) = x．这表明，σ是满射．
从而 σ是左根基 V⊥L 到解空间WA的双射．另外，容易验证，σ保线性运算．
这就证明了 σ是左根基 V⊥L 到解空间WA的同构映射，即 V⊥L 与WA同构．而

dimWA = n − rankA�

所以 dimV⊥L = dimV − rank f．
同理可证，dimV⊥R = dimV − rank f． ∎
由定理 9.1.3直接得到下面的推论．

推论 9.1.1 数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数 f (α� β)非退化的充分
必要条件是，空间 V 关于 f 的左根基 V⊥L 为零子空间．

将上述推论中的左根基 V⊥L 改为右根基 V⊥R，结论仍成立．
设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数．取定向量 α ∈ V．则

f (α� β)显然是空间 V 上的一个线性函数．这个线性函数记为 L(α)，即

(L(α))(β) = f (α� β)．

V 上的线性函数 L(α)显然属于线性空间 V 的对偶空间 V∗．建立线性空间 V 到
它的对偶空间 V∗的映射A 如下：设 α ∈ V，则令

A (α) = L(α)．

关于映射A，有

命题 9.1.4 映射A 是线性空间 V 到它的对偶空间 V∗的线性映射．

证明 设 λ� λ ∈ F，α� α ∈ V，则

A (λα + λα) = L(λα + λα)．

因此对任意 β ∈ V，

(L(λα + λα))(β) = f (λα + λα� β)．

由于 f (α� β)是双线性的，所以

(L(λα + λα))(β) = λ f (α� β) + λ f (α� β)．

由 β的任意性得到

(L(λα + λα))(β) = λ(L(α))(β) + λ(L(α))(β)
= (λL(α) + λL(α))(β)．

所以 A (λα + λα) = L(λα + λα) = λL(α) + λL(α)
= λA (α) + λA (α)．

因此映射A 是线性的． ∎
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命题 9.1.5 线性空间 V 到对偶空间 V∗的线性映射A 的核KerA 等于空间

V 关于双线性函数 f (α� β)的左根基 V⊥L．

证明 设 α ∈ KerA，则A (α) = L(α) = ，即 L(α)是 V 上的零线性函数．因此
对任意 β ∈ V，

(L(α))(β) = f (α� β) = ．

所以 α ∈ V⊥L，即KerA ⊆ V⊥L．
将上述证明过程反推，即得 V⊥L ⊆ KerA．所以KerA = V⊥L． ∎
利用映射A，可以给出双线性函数非退化的另一个充分必要条件．

定理 9.1.4 数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数 f (α� β)非退化的充
分必要条件是，对于 V 上的任意线性函数 g(β)，总存在向量 α ∈ V，使得 g(β) =
f (α� β)，其中向量 β遍历 V 中所有的向量．

证明 必要性 设双线性函数 f (α� β)是非退化的，则由定理 9.1.3的推论，线
性空间 V 关于 f 的左根基 V⊥L = ．
由命题 9.1.5，线性空间 V 到对偶空间 V∗的映射A 的核KerA = ．
根据线性映射的象空间与核的维数定理可知，dim ImA = dimV，其中 ImA 是

映射A 的象空间．由于线性空间 V 与对偶空间 V∗的维数相同，所以

dim ImA = dimV∗．

因此 ImA = V∗．这表明，映射A 是满射．所以对V上的任意函数 g(β)，即 g ∈ V∗，
必有向量 α ∈ V，使得A (α) = L(α) = g．因此对任意 β ∈ V，

g(β) = (L(α))(β) = f (α� β)．

充分性 设对于 V 上的任意线性函数 g(β)，总存在向量 α ∈ V，使得 g(β) =
f (α� β)．则

g(β) = f (α� β) = (L(α))(β)．

所以 g = L(α) = A (α)．这表明，线性空间 V 到对偶空间 V∗的映射A 是满射．

由线性映射的象空间与核的维数定理可知，dimKerA = ，即KerA = ．由命
题 9.1.5，V⊥L = ．由定理 9.1.3的推论，双线性函数 f (α� β)是非退化的． ∎
与定理 9.1.4相对应的是

定理 9.1.5 数域 F上的 n维线性空间 V 上的双线性函数 f (α� β)非退化的充
分必要条件是，对 V上任意线性函数 g(α)，总存在向量 β ∈ V，使得 g(α) = f (α� β)，
其中 α遍历 V 中所有的向量．

证明 取定向量 β ∈ V，显然，f (α� β)是 V 上的线性函数，记之为 (R(β))(α)．
定义线性空间 V 到对偶空间 V∗的映射B如下：设 β ∈ V，则令

B(β) = R(β)．

和命题 9.1.4与命题 9.1.5相仿，可以证明B是由线性空间V到对偶空间V∗的线性
映射，并且KerB = V⊥R．再仿照定理 9.1.4的证明，即可证明定理 9.1.5． ∎
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前面曾经指出，向量关于双线性函数 f (α� β)的正交性一般是不对称的．这对
讨论向量关于双线性函数 f (α� β)的正交性必然带来许多的麻烦．自然要问，对哪
些双线性函数 f (α� β)，向量关于 f (α� β)的正交性是对称的？
为了讨论这个问题，引进下面的定义．

定义 9.1.4 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 上的双线性函数．如果
对任意向量 α� β ∈ V，均有

f (β� α) = f (α� β)�

则 f (α� β)称为对称的；如果对任意 α� β ∈ V，均有

f (β� α) = − f (α� β)�

则 f (α� β)称为斜对称或者交代的．

定理 9.1.6 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 上的双线性函数．则向
量关于 f (α� β)的正交性是对称的当且仅当双线性函数 f (α� β)是对称的，或者是
斜对称的．

证明 设向量关于双线性函数 f (α� β)的正交性是对称的．也就是说，如果向
量 α关于 f 左正交于向量 β，则向量 β关于 f 也左正交于向量 α，即若 f (α� β) = ，
则 f (β� α) = ．
任取向量 α� β� γ ∈ V．定义向量 ξ = f (α� β)γ − f (α� γ)β．则

f (α� ξ) = f (α� β) f (α� γ) − f (α� γ) f (α� β) = ．

即 α ⊥L ξ．由正交的对称性，ξ ⊥L α，即对任意向量 α� β� γ ∈ V，

f (ξ� α) = f (α� β) f (γ� α) − f (α� γ) f (β� α) = ． (9.1.6)

在上式中令 β = α，则得到

f (α� α)( f (γ� α) − f (α� γ)) = ． (9.1.7)

现在我们要根据式 (9.1.7)证明，要么对所有 α� γ ∈ V，均有 f (α� γ) = f (γ� α)，要
么对所有 α ∈ V，均有 f (α� α) = ．
事实上，若不然，则存在向量 η� ζ ∈ V，使得 f (η� ζ) ≠ f (ζ� η)，同时还存在向量

ε ∈ V，使得 f (ε� ε) ≠ ．因此由式 (9.1.7)，f (η� η) = f (ζ� ζ) = ，并且 f (ε� η) = f (η� ε)，
f (ε� ζ) = f (ζ� ε)．由于 f (η� ζ) ≠ f (ζ� η)，所以由式 (9.1.6)得到，

f (ε� η) = f (η� ε) = � f (ε� ζ) = f (ζ� ε) = ．

于是，
f (η� ε + ζ) = f (η� ζ) ≠ f (ζ� η) = f (ε + ζ� η)．

再由式 (9.1.7)得到，f (ε + ζ� ε + ζ) = ．但是，

f (ε + ζ� ε + ζ) = f (ε� ε) + f (ε� ζ) + f (ζ� ε) + f (ζ� ζ) = f (ε� ε) ≠ ．

这就产生矛盾．所以要么对所有的 α� γ ∈ V，f (γ� α) = f (α� γ)，要么对所有 α ∈ V，
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f (α� α) = ．前者表明，双线性函数 f (α� β)是对称的．至于后者，设 α� β ∈ V，则

f (α + β� α + β) = f (α� α) + f (β� α) + f (α� β) + f (β� β)
= f (α� β) + f (β� α) = ．

因此 f (β� α) = − f (α� β)．所以后者表明，双线性函数 f (α� β)是斜对称的．
这就证明了必要性．至于充分性，则是显然的． ∎
对于对称或斜对称双线性函数 f (α� β)，向量关于 f (α� β)的正交性是对称的．

因此 f (α� β)的左根基 V⊥L 即是 f (α� β)的右根基 V⊥R．于是可以定义 f (α� β)的根
基 V⊥为

V⊥ = {α ∈ V ∣ f (α� β) = ，对任意 β ∈ V}．

定理 9.1.7 任意一个双线性函数都可以唯一地表为一个对称双线性函数与

一个斜对称双线性函数之和．

具体地说，设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数，则存在 V
上的对称双线性函数 g(α� β)与斜对称双线性函数 h(α� β)，使得

f (α� β) = g(α� β) + h(α� β)．

而且 g(α� β)与 h(α� β)是唯一的．

证明 取

g(α� β) = 

( f (α� β) + f (β� α))� h(α� β) = 


( f (α� β) − f (β� α))．

则 g(α� β)与 h(α� β)显然是 V 上的双线性函数．对任意 α� β ∈ V，

g(β� α) = 

( f (β� α) + f (α� β)) = 


( f (α� β) + f (β� α)) = g(α� β)�

h(β� α) = 

( f (β� α) − f (α� β)) = − 


( f (α� β) − f (β� α)) = −h(α� β)．

这表明，g(α� β)与 h(α� β)分别是对称与斜对称双线性函数．显然

f (α� β) = g(α� β) + h(α� β)．

这就证明了双线性函数 f (α� β)可以表为对称双线性函数 g(α� β)与斜对称双线性
函数 h(α� β)之和．
设 g(α� β)与 h(α� β)分别是对称与斜对称双线性函数，并且

f (α� β) = g(α� β) + h(α� β)．

则 f (β� α) = g(β� α) + h(β� α) = g(α� β) − h(α� β)．

所以

g(α� β) =


( f (α� β) + f (β� α)) = g(α� β)�

h(α� β) =


( f (α� β) − f (β� α)) = h(α� β)．

这就证明，将双线性函数 f (α� β)表为对称与斜对称双线性函数之和的表法是
唯一的． ∎
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数域 F上的 n维线性空间 V 的所有对称双线性函数集合与所有斜对称双
线性函数集合分别记为 S(V �V �F)与 K(V �V �F)．容易验证，它们是线性空间
L(V �V �F)的子空间．定理 9.1.7表明，线性空间 L(V �V �F)是子空间 S(V �V �F)与
K(V �V �F)的直和．
对称与斜对称双线性函数是两类重要的双线性函数．接下来的两节将进行专

门讨论．

习 题 9.1

1. 设R是 维实的行向量空间，向量 α = (α� α)，β = (y� y) ∈ R．判断在R上，下列函

数是否是双线性函数：

(1) f (α� β) = ； (2) f (α� β) = (x − y) + x y；
(3) f (α� β) = (x + y) − (x − y)； (4) f (α� β) = x y − x y．
2. 所有  × 实矩阵构成的实线性空间记为R×．设方阵 A为

A = (
 
 

)．

对于 X�Y ∈ R×，定义空间R×上的双线性函数 f (X�Y)为

f (X�Y) = Tr(XTAY)．

(1) 求双线性函数 f (X�Y)在空间R×的基 {E� E� E� E� E� E}下的方阵，其中 E i j是

第 i行第 j列交叉位置上的元素为 而其它元素为 的  × 矩阵， ⩽ i ⩽ ， ⩽ j ⩽ ；
(2) 判断双线性函数 f (X�Y)是否是非退化的．
3. 设Cn×n是所有 n阶复方阵构成的复线性空间，V 是空间Cn×n中所有迹为零的方阵构成

的子空间．对于 X�Y ∈ Cn×n，定义空间Cn×n上双线性函数 f (X�Y)为

f (X�Y) = nTr(XY) − (Tr X)(TrY)．

证明

(1) f (X�Y)是空间Cn×n上退化的双线性函数；

(2) 取双线性函数 f (X�Y)的定义域为 V，则 V 上双线性函数 f (X�Y)是非退化的．
(3) 设 A是 n阶非零的斜Hermite方阵，即 A∗ = −A，这里 A∗是 A的共轭转置，则 f (A�A) ⩽ ．
4. 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数．证明，对空间 V 的任意子空间

V与 V有
(V + V)⊥L = V⊥L ∩ V

⊥L
 � (V + V)⊥R = V⊥R ∩ V

⊥R
 ．

如果 f (α� β)非退化，则有

(V ∩ V)⊥L = V⊥L + V
⊥L
 � (V ∩ V)⊥R = V⊥R + V

⊥R
 ．

5. 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数，W是 V 的子空间，将 f (α� β)的
定义域限定在W上时，f (α� β)是非退化的．证明

V =W ⊕W⊥L =W ⊕W⊥R．

6. 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V的非退化双线性函数，h(α� β)是 V上的双线性
函数．证明

(1) 存在 V 的唯一线性变换Ah，使得对任意 α� β ∈ V，h(α� β) = f (Ah(α)� β)；
(2) 双线性函数 h(α� β)非退化的充分必要条件是，线性变换 Ah可逆；
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(3) 存在 V 的唯一可逆线性变换B，使得对任意 α� β ∈ V，f (β� α) = f (B(α)� β)．
7. 设 f (α� β)是 V上的非退化双线性函数，A 是 V的线性变换，证明，存在 V的唯一线性变

换A ∗，使得对任意 α� β ∈ V，f (A (α)� β) = f (α�A ∗(β))．
8. 设 f (α� β)是 V 上的双线性函数．证明，存在 V 的基 {α� α� . . . � αn}与 {β� β� . . . � βn}，

使得
( f (α i � β i)) = diag(� � . . . � 

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
r个

� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)�

其中 r = rank f．
9. 设 f (α� β)是 V 上的双线性函数．对于给定的向量 β� γ ∈ V，定义 V 到自身的映射 β ⊗ γ

如下：设 α ∈ V，则令 (β⊗ γ)(α) = f (α� β)γ．显然 β⊗ γ是V的线性变换．求线性变换 β⊗ γ的迹
Tr(β ⊗ γ)．

10. 设 f (α� β)是 V 上的双线性函数．证明，f (α� β)可以分解为两个线性函数的乘积的充
分必要条件是，f (α� β)的秩为 ．

§9.2 对称双线性函数与二次型

设 V 是数域 F上的 n维线性空间，S(V �V �F)是 V 上所有对称双线性函数的
集合．

定理 9.2.1 集合 S(V �V �F)与数域 F上所有 n阶对称方阵集合 S(n�F)之间
存在一个一一对应．

证明 设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的一组基，f (α� β) ∈ S(V �V �F)在这组基下的方
阵为

S = ( f (ξ i � ξ j)) = (s i j)．

由于 f (α� β) ∈ S(V �V �F)，所以 f (ξ j� ξ i) = f (ξ i � ξ j)，即 ST = S，S ∈ S(n�F)．
建立集合 S(V �V �F)到 S(n�F)的映射 σ如下：对于 f (α� β) ∈ S(V �V �F)，令

σ( f ) = S�

其中 S是双线性函数 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵．
由于不同的双线性函数在同一组基下的方阵是不同的，所以 σ是单射．
设 S ∈ S(n�F)．定义 V 上二元函数 f (α� β)为

f (α� β) = xSyT�

其中 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)分别是 V 中向量 α与 β在基 (ξ� ξ�
. . . � ξn)下的坐标．
由定理 9.1.1的证明，f (α� β)是 V 上的双线性函数．由于

f (β� α) = ySxT = (xSyT)T = xSyT = f (α� β)�

其中 α� β ∈ V，所以 f (α� β)是对称的，即 f (α� β) ∈ S(V �V �F)．
显然方阵 S是双线性函数 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵．因此由映射
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σ的定义，σ( f ) = S．所以 σ是满射．从而 σ是双射． ∎

定理 9.2.2 设 f (α� β) ∈ S(V �V �F)．则存在 V 的一组基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得
f (α� β)在这组基下的方阵是如下的对角形：

diag(a� a� . . . � ar� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)� (9.2.1)

其中 a� a� . . . � ar ∈ F均非零，而 r = rank f．
换句话说，f (α� β)在这组基下的表达式为

f (α� β) = axy + axy +⋯ + arxr yr�

其中 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)分别是 V 中向量 α与 β在这组基下
的坐标．

证明 对空间的维数 n用归纳法．当 n = 时定理显然成立．
假设定理对 n − 维线性空间成立．现在证明定理对 n维空间也成立．
如果对称双线性函数是零函数，即对任意 α� β ∈ V，f (α� β) = ，则定理显然成

立．因此可设 f (α� β)是非零的．于是存在 α� β ∈ V，使得 f (α� β) ≠ ．由于

f (α + β� α + β) − f (α − β� α − β) =  f (α� β) ≠ �

因此存在 ξ ∈ V，使得 f (ξ� ξ) ≠ ．记 a = f (ξ� ξ)．
V 中由向量 ξ生成的子空间记为W．由于 f (α� β) ∈ S(V �V �F)，所以向量关

于 f 的正交性是对称的．因此可以不区分“左正交”与“右正交”，而统称为“正交”．
子空间W关于 f (α� β)的正交子空间记为W⊥，即

W⊥ = {β ∈ V ∣ f (α� β) = �对任意 α ∈W}．

现在证明，V =W ⊕W⊥．为此先证明W ∩W⊥ = ．事实上，设 α ∈W ∩W⊥，则

α ∈W．由于W是向量 ξ生成的子空间，所以 α = λξ，λ ∈ F．由于 α ∈W ∩W⊥，所

以
f (α� α) = λ f (ξ� ξ) = ．

但 f (ξ� ξ) ≠ ，所以 λ = ．因此 α = ，即W ∩W⊥ = ．
其次证明V =W+W⊥．设 α ∈V，取 β = α−λξ，其中 λ是待定参数．令 f (ξ� β) =

，则得到
f (ξ� α) − λ f (ξ� ξ) = ．

由于 f (ξ� ξ) ≠ ，所以
λ = f (ξ� α)

f (ξ� ξ)
�

于是
β = α − f (ξ� α)

f (ξ� ξ)
ξ ∈W⊥．

因此
α = f (ξ� α)

f (ξ� ξ)
ξ + (α −

f (ξ� α)
f (ξ� ξ)

ξ) ∈W +W⊥．
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这就证明了 V ⊆W +W⊥．显然W +W⊥ ⊆ V，所以 V =W ⊕W⊥．

由于 dimW = ，dimV = n，所以 dimW⊥ = n − ．将双线性函数 f (α� β)的定义
域限制在W⊥上，则 f (α� β)是 n − 维空间W⊥上的对称双线性函数．

由归纳假设，存在W⊥的一组基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得W⊥上的双线性函数

f (α� β)在这组基下的方阵是如下的对角形：

diag(a� a� . . . � as� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

)�

其中 a� . . . � as全不为零．
因为 V =W ⊕W⊥，所以 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的基，而且 f (α� β)在这组基下的

方阵即为
diag(a� a� . . . � as� � � . . . � 

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n−s个

)．

由 f (α� β)的秩的定义可知，s = rank f． ∎
应当指出，在定理 9.2.2中，由于对称双线性函数 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}

下的方阵为对角方阵 (9.2.1)，所以当 i ≠ j时，f (ξ i � ξ j) = ，也即 ξ i � ξ j关于 f (α� β)是
正交的．

一般地说，如果 V 的基 {α� α� . . . � αn}中任意两个向量 α i与 α j关于 f (α� β)
是正交的，则这组基称为 V 的关于 f (α� β)的正交基．
定理 9.2.2表明，对于任意一个对称双线性函数 f (α� β)，在 V 中都存在关于

f (α� β)的正变基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)在这组正交基下的方阵是对角形
(9.2.1)，而且 V 中由基向量 ξr+� . . . � ξn生成的子空间即是 f (α� β)的根基 V⊥．
定理 9.2.2可以写成矩阵形式如下．

定理 9.2.3 设 S ∈ S(n�F)．则存在数域 F上的 n阶可逆方阵 P，使得

PTSP = diag(a� a� . . . � ar� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)�

其中 a� a� . . . � ar是数域 F中非零的数，而 r是对称方阵 S的秩．
简单地说，数域 F上的 n阶对称方阵相合于对角形．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是数域 F上的 n维线性空间 V 的一组基，向量 α� β ∈
V在这组基下的坐标分别是 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)．定义 V上的
二元函数 f (α� β)如下：

f (α� β) = xSyT．

由定理 9.2.1的证明，f (α� β) ∈ S(V �V �F)．由定理 9.2.2，存在V的关于 f (α� β)
的正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵为对角方阵 (9.2.1)．由定
理 9.1.2，方阵 S与对角方阵 (9.2.1)是相合的． ∎
现在转到 n维实线性空间 V 上的对称双线性函数，即 F = R的情形．

定理9.2.4 设 f (α� β) ∈ S(V �V �R)，则存在V的基{ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)
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在这组基下的方阵是如下的对角形：

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))� (9.2.2)

其中 (n−p−q)是 n − p − q阶零方阵，并且 p + q = r是 f (α� β)的秩．
换句话说，f (α� β)在这组基下的表达式为

f (α� β) = xy + xy +⋯ + xp yp − xp+yp+ −⋯ − xp+q yp+q�

其中 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)分别是 V 中向量 α与 β在这组基下
的坐标．

证明 由定理 9.2.2，存在V的基 {α� α� . . . � αn}，使得 f (α� β)在这组基下的方
阵为对角形 (9.2.1)．适当调整基向量 α� α� . . . � αn的次序，可以假定 a� a� . . . � ap

都是正的，而 ap+� . . . � ap+q都是负的，其中 p + q = r = rank f．记

ξ i =
√
a i
α i � i = � � . . . � p�

ξ j =
√
−a j

α j� j = p + � . . . � p + q�

ξk = αk� k = p + q + � . . . � n．

显然 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的一组基，并且 f (α� β)在这组基下的方阵即为 (9.2.2)．
∎

现在考察定理 9.2.4中对角形 diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))的对角元 +与 −的个
数 p与 q的几何意义．为此引进

定义 9.2.1 设 f (α� β)是 n维实线性空间 V 上的对称双线性函数．
如果对任意非零向量 α ∈ V，均有 f (α� α) > ，则 f (α� β)称为正定的；
如果对任意向量 α ∈ V，均有 f (α� α) ⩾ ，则 f (α� β)称为半正定的．

可以类似定义负定与半负定的对称双线性函数．

按照定理 9.2.4的记号，V 中由基向量 ξ� ξ� . . . � ξp、ξp+� . . . � ξp+q与 ξp+q+� . . . �
ξn生成的子空间依次记为 V+，V−与 V⊥．显然，dimV+ = p，dimV− = q，并且

V = V+ ⊕ V− ⊕ V⊥�

其中 V⊥是 f (α� β)的根基．对于向量 α = aξ + aξ +⋯ + apξp，显然

f (α� α) = a + a +⋯ + ap ⩾ �

并且等式当且仅当 α = 时成立．也就是说，将 f (α� β)限定在 V+上，则 f (α� β)
是实线性空间 V+上的正定对称双线性函数．同理．将 f (α� β)限定在 V−上，则
f (α� β)是实线性空间 V−上的负定对称双线性函数．

定理 9.2.5 设 f (α� β)是 n维实线性空间 V 上的对称双线性函数，则空间 V
可以分解为子空间 V+，V−与 V⊥的直和．即

V = V+ ⊕ V− ⊕ V⊥�
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使得 f (α� β)在 V+与 V−上的限制分别是正定与负定的，而 V⊥是 f (α� β)的根基．
如果空间 V 还可以分解为子空间子空间 V+ ，V− 与 V⊥ 的直和，即

V = V+ ⊕ V− ⊕ V⊥ �

使得 f (α� β)在 V+ 与 V− 上的限制分别是正定与负定的，则

dimV+ = dimV+� dimV− = dimV−．

证明 定理的前半结论是定理 9.2.4的另一种叙述方式．下面证明后半结论．
设 α ∈ V+ ∩ (V− ⊕V⊥)．由于 α ∈ V+ ，所以 f (α� α) ⩾ ．由于 α ∈ V− ⊕V⊥，所以

α = β + γ�

其中 β ∈ V−，γ ∈ V⊥．因此

f (α� α) = f (β� β) + f (β� γ) + f (γ� β) + f (γ� γ)．

因为 γ ∈ V⊥，所以

f (β� γ) = f (γ� β) = f (γ� γ) = ．

因此 f (α� α) = f (β� β)．由于 β ∈ V−，所以 f (α� α) = f (β� β) ⩽ ．于是 f (α� α) =
．由于 f (α� β)在 V+ 上的限制是正定的，因此 α = ．即V+ ∩ (V− ⊕V⊥) = ．这表
明，

V+ + (V− ⊕ V⊥) = V+ ⊕ (V− ⊕ V⊥) ⊆ V．

所以
dimV+ + dim(V− ⊕ V⊥) ⩽ dimV．

由于 V = V+ ⊕ V− ⊕ V⊥，所以

dim(V− ⊕ V⊥) = dimV − dimV+．

于是 dimV+ − dimV+ ⩽ ．即 dimV+ ⩽ dimV+．
考察 V+ ∩ (V− ⊕ V⊥)，即可得到 dimV+ ⩽ dimV+ ．因此 dimV+ = dimV+．
同理可证，dimV− = dimV−． ∎
定理 9.2.5说明，对于 n维实线性空间 V 上的对称双线性函数 f (α� β)，空间 V

可以分解为三个部分 V+，V−与 V⊥，使得 f (α� β)在 V+与 V−上的限制分别是正
定与负定的，而V⊥是 f (α� β)的根基，并且子空间V+，V−与V⊥的维数与分解的方
式无关，它们是由 f (α� β)自身所决定的．因此 p = dimV+与 q = dimV−分别称为
f (α� β)的正、负惯性指数，它们之差 p− q称为 f (α� β)的符号差，记为 δ( f )．显然，

rank f = p + q� δ( f ) = p − rank f．

于是定理 9.2.5称为关于对称双线性函数的惯性定理．
定理 9.2.4和定理 9.2.5可以用来解决实对称方阵在相合下分类的问题．
设 S ∈ S(n�R)，且 {α� α� . . . � αn}是 n维实线性空间 V 的一组基．令

f (α� β) = xSyT�
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其中 x与 y分别是向量 α与 β在这组基下的坐标．则 f (α� β)是V上的对称双线性
函数．由定理 9.2.4，存在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵为
对角形

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．

由于对称双线性函数 f (α� β)在不同基下的方阵是相合的，所以方阵 S相合于
对角形 diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．
如果方阵 S还相合于对角形 diag(I(p′)�−I(q′)� (n−p′−q′))，则存在V的基 {η� η�

. . . � ηn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵即为 diag(I(p′)�−I(q′)� (n−p′−q′))．
由定理 9.2.5，p′ = p，q′ = q．也就是说，方阵 S所相合的对角形 diag(I(p)�−I(q)�

(n−p−q))的对角元中 +的个数 p与 −的个数 q是由方阵 S自身所决定的．它们也
就分别称为方阵 S的正、负惯性指数．而正、负惯性指数 p与 q之差称为方阵 S的
符号差，记为 δ(S)．显然 p + q = rank S，δ(S) = p − rank S．由于

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))

是由方阵 S自身所决定的，所以它称为方阵 S在相合下的标准形．
设方阵 S� S ∈ S(n�R)相合，即存在 n阶可逆实方阵 P，使得

S = PTSP．

则取 n维实线性空间V的一组基 {α� α� . . . � αn}，并令 f (α� β) = xSyT，其中 x与 y
分别是向量 α与 β在这组基下的坐标．显然 f (α� β)是空间 V 上的对称双线性函
数．记

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)P．

则 {η� η� . . . � ηn}是 V 的基，并且 f (α� β)在这组基下的方阵即为 S．
由上一段的说明，方阵 S与 S的正、负惯性指数也就是 f (α� β)的正、负惯性

指数．因此 S与 S的正、负惯性指数相同，从而它们的符号差相同．由于相合的方
阵一定是相抵的，所以 S与 S的秩相同．这表明，实对称方阵的秩和符号差是实
对称方阵在相合下的不变量．

反之，设实对称方阵 S与 S的秩与符号差相同，则由 p + q = rank S与 p − q =
δ(S)，即知方阵 S与 S的正、负惯性指数相同，分别记为 p与 q．由上段说明，方阵
S与 S都相合于对角形

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．

由于相合关系满足对称性与传递性，所以方阵 S与 S相合．这表明，实对称方阵
的秩与符号差是实对称方阵在相合下的全系不变量．综合上述，即得

定理 9.2.6 设 n阶实对称方阵 S的正、负惯性指数分别为 p与 q，则方阵 S相
合于如下的标准形：

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．

并且实对称方阵的秩与符号差是实对称方阵在相合下的全系不变量．
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由于 Euclid空间是赋予一个给定的内积的实线性空间，所以可以讨论 Euclid
空间上的对称双线性函数．

定义 9.2.2 n维 Euclid空间 V 上的对称双线性函数 f (α� β)在 V 的标准正交
基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵 S的特征值称为 f (α� β)的特征值．

由定理 9.1.2可以看出，V 上的对称线性函数 f (α� β)在 V 的不同标准正交基
下的方阵是相合的．由于 V 的一组标准正交基到另一组标准正交基的过渡矩阵
是正交方阵，所以 f (α� β)在 V 的不同标准正交基下的方阵是正交相似的．而正
交相似的方阵具有相同的特征值．所以，f (α� β)的特征值的定义与标准正交基
{ξ� ξ� . . . � ξn}的选取无关．也就是说，对称双线性函数 f (α� β)的特征值是有确切
定义的．

定理9.2.7 设 λ� λ� . . . � λr是 n维 Euclid空间V的对称双线性函数 f (α� β)的
全部非零特征值，λ ⩾ λ ⩾⋯⩾ λr，r = rank f．则存在V的标准正交基{ξ� ξ� . . . � ξn}，
使得 f (α� β)在这组基下的方阵为如下的对角形：

diag(λ� λ� . . . � λr� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)． (9.2.3)

换句话说，f (α� β)在这组基下的表达式为

f (α� β) = λxy + λxy +⋯ + λrxr yr� (9.2.4)

其中 x = (x� . . . � xn)与 y = (y� . . . � yn)分别是 V 中向量 α与 β在这组基下的坐标．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是V的标准正交基，且 f (α� β) = x̃S ỹT，其中 x̃与 ỹ分
别是向量 α与 β在这组基下的坐标，而 S是 n阶实对称方阵．由定理 7.6.3，存在 n
阶实正交方阵 O，使得

OTSO = diag(λ� λ� . . . � λr� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)�

其中 λ� λ� . . . � λr是方阵 S（也即 f (α� β)）的特征值．令

(ξ� ξ� . . . � ξn) = (α� α� . . . � αn)O�

则 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的标准正交基．
设向量 α与 β在这组基下的坐标分别为 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . �

yn)．则 x̃ = xOT，̃y = yOT．因此

f (α� β) = x̃S ỹT = xOTSOyT = x(diag(λ� λ� . . . � λr� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

))yT

= λxy + λxy +⋯ + λrxr yr． ∎

对于复线性空间 V 上的对称双线性函数，由定理 9.2.2得到

定理 9.2.8 设 f (α� β) ∈ S(V �V �C)，则存在 n维复线性空间 V 的一组基 {ξ�
ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵为如下的对角形：
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diag(I(r)� (n−r))� (9.2.5)

其中 r = rank f．换句话说，

f (α� β) = xy + xy +⋯ + xr yr�

其中 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)分别是 V 中向量 α与 β在这组基下
的坐标．

证明 由定理 9.2.2，存在V的基 {α� α� . . . � αn}，使得 f (α� β)在这组基下的方
阵为对角形 (9.2.1)．于是当  ⩽ i ≠ j ⩽ n时，f (α i � α j) = ；当  ⩽ i ⩽ r时，f (α i � α i) = a i；

而当 r +  ⩽ i ⩽ n时，f (α i � α i) = ．令

ξ i =

√
a i
α i �  ⩽ i ⩽ r� ξ j = α j� r +  ⩽ j ⩽ n．

显然 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的基．容易验证，当  ⩽ i ≠ j ⩽ n时，f (ξ i � ξ j) = ；当
 ⩽ i ⩽ r时，f (ξ i � ξ i) = ；而当 r +  ⩽ i ⩽ n时，f (ξ i � ξ i) = ．所以 f (α� β)在基 {ξ� ξ�
. . . � ξn}下的方阵即为 (9.2.5)． ∎
定理 9.2.8的矩阵形式是

定理 9.2.9 设 S ∈ S(n�C)．则存在 n阶可逆复方阵 P，使得

PTSP = diag(I(r)� (n−r))�

其中 r = rank S，即 n阶复对称方阵 S相合于对角形 (9.2.5)．而且复对称方阵的秩是

复对称方阵在相合下的全系不变量．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是 n维复线性空间 V 的一组基．定义 V 上的对称双
线性函数 f (α� β)为 f (α� β) = xSyT，其中 x与 y分别是V中向量 α与 β在这组基下
的坐标．

于是 S即是 f (α� β)在这组基下的方阵．由定理 9.2.7，存在 V 的基 {ξ� ξ� . . . �
ξn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵为对角形 (9.2.5)．由于一个双线性函数在不同
基下的方阵是相合的，所以方阵 S相合于对角形 (9.2.5)．
设 n阶复对称方阵 S与 S相合，即存在 n阶可逆复方阵 P，使得 S = PTSP，因

此 S与 S相抵，所以方阵 S与 S的秩相等，也就是说，复对称方阵的秩是复对称
方阵在相合下的不变量．

反之，设 n阶复对称方阵 S与 S的秩相等，且为 r，则由上段证明，方阵 S与 S
都相合于对角形 (9.2.5)．由于方阵的相合关系满足对称性与传递性，所以方阵 S
与 S相合．
这就证明了复对称方阵的秩是复对称方阵在相合下的全系不变量． ∎
定理 9.2.9完全解决了复对称方阵在相合下的标准形问题．定理 9.2.9中对角

形 (9.2.5)称为复对称方阵在相合下的标准形．
与对称双线性函数密切关联的是所谓二次型．

定义 9.2.3 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 上的对称双线性函数．
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则 Q(α) = f (α� α)称为空间 V 上的二次型．

显然二次型 Q(α)是空间 V 上的一元函数．
由定理 9.2.1的证明，对称双线性函数 f (α� β)在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方

阵 S = (a i j)是数城 F上的 n阶对称方阵，并且 f (α� β) = xSyT，其中 x与 y分别是向
量 α与 β在这组基下的坐标．因此

Q(α) = xSxT = ∑
⩽i� j⩽n

a i jx ix j =
n

∑
i=

a i ix
i +  ∑

⩽i< j⩽n
a i jx ix j． (9.2.6)

式 (9.2.6)你为二次型 Q(α)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的表达式，而方阵 S称为二次型
Q(α)在这组基下的方阵．
反之，设 S = (a i j)是数城 F上的 n阶对称方阵．令 f (α� β) = xSyT．则 f (α� β)

是空间 V 上的对称双线性函数．并且 Q(α) = xSxT是 V 上的二次型．
有关对称双线性函数 f (α� β)的术语都可以移到二次型 Q(α)．
例如，数域 F上的 n维线性空间 V 上的对称双线性函数 f (α� β)的秩称为由

f (α� β)决定的二次型 Q(α)的秩．n维实线性空间 V 上的对称双线性函数 f (α� β)
的正、负惯性指数与符号差分别称为 f (α� β)决定的二次型Q(α)的正、负惯性指数
与符号差．如果 n维实线性空间 V 上的对称双线性函数 f (α� β)是正定（或者半正
定、负定与半负定）的，则由 f (α� β)决定的二次型 Q(α)称为正定（或者半正定、负
定与半负定）的．

由于二次型 Q(α)是由对称双线性函数 f (α� β)所决定的，所以有关对称双线
性函数 f (α� β)的结论都可以移到二次型 Q(α)．

定理 9.2.10 设 Q(α)是数域 F上的 n维线性空间 V 上的二次型．则存在 V
的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得

Q(α) = ax
 + ax

 +⋯ + arx
r � (9.2.7)

其中 x = (x� x� . . . � xn)是向量 α在这组基下的坐标，而 a� a� . . . � ar ∈ F均不为零，
r为二次型 Q(α)的秩．

定理 9.2.11 设 Q(α)是 n维实线性空间 V 上的二次型，则存在 V 的基 {ξ�
ξ� . . . � ξn}，使得

Q(α) = x
 + x

 +⋯ + x
p − x

p+ −⋯ − x
p+q� (9.2.8)

其中 x = (x� x� . . . � xn)是向量 α在这组基下的坐标，而 p与 q分别是二次型 Q(α)
的正、负惯性指数．

定理 9.2.12 设Q(α)是 n维 Euclid空间V上的二次型，则存在V的标准正交
基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得

Q(α) = λx
 + λx

 +⋯ + λrx
r � (9.2.9)

其中 x = (x� x� . . . � xn)是向量 α在这组基下的坐标，而 λ� λ� . . . � λr是二次型
Q(α)的全部非零特征值．也即决定二次型 Q(α)的对称双线性函数 f (α� β)的全
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部非零特征值，并且 λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λr．

应当指出，如果 n维实线性空间 V 上的二次型 Q(α)是正定的，并且它在 V
的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵为 S，即 Q(α) = xSxT，其中 x = (x� x� . . . � xn)是向量
α在这组基下的坐标．显然 x ∈ Rn．由于 Q(α)是正定的，所以对任意非零 α ∈ V，
Q(α) > ，即对任意非零 x ∈ Rn，xSxT > ．因此方阵 S是正定的．反之亦然．这表
明，二次型 Q(α)为正定的充分必要条件是，它的方阵 S是正定的．于是可以利
用§7.7中关于正定对称方阵的结论来判定二次型 Q(α)的正定性．当然也可以
用定理 9.2.11来判定．
由定理 9.2.11直接得到，二次型 Q(α)半正定的充分必要条件是，它的秩等于

符号差．而 Q(α)正定的充分必要条件是，它的秩等于符号差，并且秩为 n．

定理 9.2.13 设 Q(α)是 n维复线性空间 V 上的二次型，则存在 V 的基 {ξ�
ξ� . . . � ξn}，使得

Q(α) = x
 + x

 +⋯ + x
r � (9.2.10)

其中 x = (x� x� . . . � xn)是向量 α在这组基下的坐标，而 r是二次型 Q(α)的秩．

最后介绍二次型化简方法．

一、Euclid空间的二次型的化简

设 n维 Euclid空间V的二次型Q(α)在V的标准正交基 {ξ� . . . � ξn}下的表达
式为

Q(α) = xSxT =
n

∑
i=

a i ix
i +  ∑

⩽i< j⩽n
a i jx ix j�

其中 x = (x� x� . . . � xn)是向量 α在基 {α� α� . . . � αn}下的坐标，而 S = (a i j)是二
次型 Q(α)在这组基下的方阵．
问题是寻求 V 的一组标准正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得

Q(α) = λy + λy +⋯ + λr yr �

其中 y = (y� y� . . . � yn)是向量 α在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标，而 λ� λ� . . . � λr是
Q(α)的全部非零特征值，λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λr．
这就是所谓化二次型 Q(α)为主轴形式问题．
化二次型 Q(α)为主轴形式的步骤如下．
(1) 利用对称方阵 S的特征多项式 ϕ(λ) = det(λI(n) − S)，求出方阵 S的全部不

同特征值 λ� λ� . . . � λt，λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λt，以及它们的代数重数 e� e� . . . � et；
(2) 对每个 i，确定属于 λ i的特征子空间，也即确定齐次方程组 x(λI(n) − S) = 

的解空间 Vλ i，其中 x是 n维实的行向量．解空间 Vλ i 是 e i维的，i = � � . . . � t；
(3) 解空间 Vλ i 是 n维实的行向量空间Rn的子空间，而Rn在标准内积下成为

一个 Euclid空间．求出解空间 Vλ i 的标准正交基，记为 {η
(i)
 � η(i) � . . . � η(i)e i }；

(4) 将解空间 Vλ �Vλ � . . . �Vλ t 的标准正交基合并，即得Rn的标准正交基
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{η() � . . . � η()e � η
()
 � . . . � η()e � . . . � η(t) � . . . � η(t)e t }．

记
O = (η() � . . . � η()e � η

()
 � . . . � η()e � . . . � η(t) � . . . � η(t)e t )

T
．

则 O是 n阶实正交方阵，并且

OSOT = diag(λI(e)� λI(e)� . . . � λt I(e t))�

(5) 设 (ξ� ξ� . . . � ξn) = (α� α� . . . � αn)OT，则 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 V 的标准正交
基，而且 Q(α)在这组基下具有主轴形式：

Q(α) = λy + λy +⋯ + λt yt．

二、实线性空间的二次型的化简

设 n维实线性空间 V 的二次型 Q(α)在 V 的基 {α� . . . � αn}下的表达式为

Q(α) = xSxT =
n

∑
i=

a i ix
i +  ∑

⩽i< j⩽n
a i jx ix j� (9.2.11)

其中 x = (x� x� . . . � xn)是向量 α在这组基下的坐标，而 S = (a i j)是Q(α)在此基下
的方阵．

问题是寻求 V 的一组基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 Q(α)在这组基下的表达式为

Q(α) = y +⋯ + yp − yp+ −⋯ − yp+q� (9.2.12)

其中 y = (y� y� . . . � yn)是向量 α在此基下的坐标，而 p与 q分别是 Q(α)的正、负
惯性指数．这就是所谓化二次型为标准形问题．

如果 Q(α)是零函数，则无需化简．因此设 Q(α) ≠ ，也即方阵 S = (a i j) ≠ ．
(1) 设表达式 (9.2.11)中含有平方项 ax

，即 a ≠ ，则式 (9.2.11)可以改写为

Q(α) = ax
 + (

n

∑
j=

a jx j)x + ∑
⩽i� j⩽n

a i jx ix j．

将上式配方，即

Q(α) = a(x
 + (

n

∑
j=

a j
a

x j)x + (
n

∑
j=

a j
a

x j)

)

− a(
n

∑
j=

a j
a

x j)

+ ∑
⩽i� j⩽n

a jx ix j．(9.2.13)

记
Q(β) = ∑

⩽i� j⩽n
a i jx ix j − a(

n

∑
j=

a j
a

x j)

．

令 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

y =
√
∣a∣(x +

n

∑
j=

a j
a

x j)�

y i = x i � i = � � . . . � n．
即令
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(y� y� . . . � yn) = (x� x� . . . � xn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 
a
a

 ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an
a

 ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

√
∣a∣  ⋯ 
  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (9.2.14)

则式 (9.2.13)化为
Q(α) = ±y + Q(β)� (9.2.15)

其中 y 的系数的正负号与 a相同．由 (9.2.14)可以看出，由 (9.2.11)化为 (9.2.15)
所作的变换是坐标变换．相应的基变换是

(ξ� ξ� . . . � ξn) = (α� α� . . . � αn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −a
a

⋯ −an
a

  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

√
∣a∣

 ⋯ 

  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

而式 (9.2.15)是 Q(α)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的表达式．式 (9.2.15)中的 Q(β)为

Q(β) = ∑
⩽i� j⩽n

a j y i y j − a(
n

∑
j=

a j
a

y j)

．

它是 V 中向量 ξ� ξ� . . . � ξn生成的 n − 维实线性空间的二次型．
(2) 设式 (9.2.11)中不含平方项 ax

，但含某个平方项 a i ix
i， ⩽ i ⩽ n，则令

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y = x i � y i = x�
y j = x j� j ≠ � j ≠ i�  ⩽ j ⩽ n．

即令
(y� y� . . . � yn) = (x� x� . . . � xn)Pi � (9.2.16)

其中 Pi是对换 n阶单位方阵 I(n)的第 行与第 i行所得到的初等置换方阵．式
(9.2.16)给出的变换是坐标变换，相应的基变换是

(ξ� ξ� . . . � ξn) = (α� α� . . . � αn)Pi．

易知 Q(α)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的表达式含有平方项 a i i y．于是就化为 (1)．
(3) 设表达式 (9.2.11)中不含平方项，即 a� a� . . . � ann全为零，且 a ≠ ．将

式 (..)改写为

Q(α) = axx + (
n

∑
j=
(a jx + a jx)x j) +  ∑

⩽i< j⩽n
a i jx ix j． (9.2.17)

令 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

y =


x +



x� y =



x −



x�

y i = x i � i = �� . . . � n．
即令
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(y� y� . . . � yn) = (x� x� . . . � xn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝



− 


 ⋯ 






 ⋯ 

   ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

． (9.2.18)

与坐标变换 (9.2.18)相应的基变换是

(ξ� ξ� . . . � ξn) = (α� α� . . . � αn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −  ⋯ 
   ⋯ 
   ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

Q(α)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的表达式为

Q(α) = ay − ay + 
n

∑
j=
(a j + a j)yy j + 

n

∑
j=
(a j − a j)yy j +  ∑

⩽i< j⩽n
a i j y i y j．

于是化为 (1)．
(4) 设表达式 (9.2.11)不含平方项，即 a� a� . . . � ann全为零，且 a = ，但某个

a i j ≠ ，i ≠ j．令
(y� y� . . . � yn) = (x� x� . . . � xn)PiP j�

即作基变换
(ξ� ξ� . . . � ξn) = (α� α� . . . � αn)PiP j�

也即对换基 {α� α� . . . � αn}中向量 α与 α i以及向量 α与 α j的位置，得 V 的一组
新基，并记新基为 {ξ� ξ� . . . � ξn}．则 Q(α)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的表达式不含平
方项，但乘积项 yy的系数为 a i j ≠ ，于是化为 (3)．
这表明，式 (9.2.11)可以经过基变换，使得 Q(α)在新基下的表达式为 (9.2.15)．

然后再对 n − 维实线性空间上的二次型 Q(β)重复上面的过程，即可将式 (9.2.11)
化为式 (9.2.12)．上述化二次型 Q(α)为标准形的方法实质上是配方法．这种方法
也可以用矩阵形式表述．设二次型 Q(α)在基 {α� α� . . . � αn}下的方阵 S = (a i j) ≠
．如果方阵 S的对角元 a = ，而 a i i ≠ ， ⩽ i ⩽ n，则

S = PT
iSPi(

a i i ∗
∗ ∗

)� (9.2.19)

其中 Pi是对换 n阶单位方阵 I(n)的第 行与第 i行所得到的初等置换方阵．
对方阵 S前乘与后乘同一个初等置换方阵，也即对调方阵 S的第 i行与第 j

行，然后对调第 i列与第 j列，称为对方阵 S施行一次同步置换．
式 (9.2.19)表明，当 a = ，而 a i i ≠ 时，方阵 S可以经过同步置换，使得到的方

阵 S的西北角元素不为零，而且方阵 S是对称的．显然方阵 S与 S相合，如果方
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阵 S的对角元全为零，则因方阵 S ≠ ，故有某个元素 a i j ≠ ，i ≠ j．于是

S = PT
 j(PT

iSPi)P j =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 a i j ∗
a i j 

⋱
∗ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

即对称方阵 S可以经同步置换化为对称方阵 S，而方阵 S的第 行与第 列交叉
位置上的元素不为零．所以当方阵 S的对角元为零时，可以设方阵 S的元素 a ≠ ．
取 n阶可逆实方阵 P为

P = diag
⎛
⎝
(

 
− 

)� I(n−)
⎞
⎠
�

则

S = PTSP =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎝
a 
 a

⎞
⎠
∗

∗ ∗

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

对称方阵 S相合于 S，而且 S的西北角元素不为零．
上面的讨论表明，如果对称方阵 S = (a i j) ≠ ，则不妨设 a ≠ ．于是仿照式

(9.2.14)的基变换形式，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  ⋯ 

−a
a

 ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
−an
a

 ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a a ⋯ an
a a ⋯ an
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an an ⋯ ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 −a
a

⋯ −an
a

  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a  ⋯ 

 a −
aa
a

⋯ an −
aan
a

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 an −

aan
a

⋯ ann −
anan
a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．(9.2.20)

将上式写成分块矩阵形式．设

S = (
a β
βT S

)�

其中 S是 n − 阶子方阵，β是  × (n − )子矩阵．则

(
 

−a− βT I(n−)
)(

a β
βT S

)(
 −a− β
 I(n−)

) = (
a 
 S − a− βTβ

)． (9.2.21)

顺带指出，式 (9.2.21)是式 (9.2.20)的分块矩阵形式．式 (9.2.20)源于 (1)对式
(9.2.11)的二次型 Q(α)进行配方．而式 (9.2.21)是第 3章中提到的 Schur公式的特
殊情形．因此可以说 Schur公式是配方法的一种推广．
由于
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⎛
⎜
⎝


∣a∣



 I(n−)

⎞
⎟
⎠

T

(
a 
 S − a− βTβ

)
⎛
⎜
⎝


∣a∣



 I(n−)

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

a
∣a∣



 S − a− βTβ

⎞
⎟
⎠
�

其中 S − a− βTβ是 n − 阶实对称方阵，且 a
∣a∣
= ±．

于是只要对 S − a− βTβ重复上面的做法，即可求得 n阶可逆实方阵 Q，使得
方阵相合于对角形

diag(δ� δ� . . . � δr� � . . . � )�

其中 δ i = ±， ⩽ i ⩽ r，且 r = rank S．再作适当的同步置换，即可将方阵 S化为相合
下的标准形．

由于正交相似的方阵一定是相合的，因此也可以将实对称方阵 S按 Euclid空
间中二次型化简的方法先化为正交相似下的标准形，然后再化为相合下的标准形．

至于 n维复线性空间上的二次型的化简，方法大体同实线性空间．

例 9.2.1 设 维 Euclid空间 V 的二次型 Q(α)在 V 的标准正交基 {α� α� α}
下的表达式为

Q(α) = xx + xx�

其中 x = (x� x� x)是 V中向量 α在基 {α� α� α}下的坐标．将二次型 Q(α)化为
主轴形式．

解 将二次型 Q(α)在基 {α� α� α}下的表达式写成矩阵形式

Q(α) = xSxT�

其中

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝



















⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

则方阵 S的特征多项式

ϕ(λ) = det(λI() − S) = λ −


λ．

所以方阵 S的特征值为 √



� −
√



� ．

方阵 S的属于特征值
√


的单位特征向量 ξ在基 {α� α� α}下的坐标记为

x = (x� x� x)，则 x满足方程 x(
√



I() − S) = ，即得齐次方程组：
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√



x −


x = �

− 

x+
√



x −


x = �

−
√



x +


x = ．
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解得 x = x，x =
√
 x．

由于 ξ是单位向量，所以 x
 + x

 + x
 =

x



= ，因此 x = ±



．取 x =



，则

x = ( 

�

√



�


)．

同理可以求得分别属于方阵 S的特征值 −
√


与 的单位特征向量 ξ与 ξ在

基 {α� α� α}下的坐标为

( 

�−
√



�


) 与 (

√



� �
√


)．

由于属于方阵 S的不同特征值的特征向量是正交的，所以

O =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝




√








−
√




√





√



⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

是正交方阵．而且

OTSO = diag(
√



�−
√



� )� (ξ� ξ� ξ) = (α� α� α)O．

设向量 α在基 {ξ� ξ� ξ}下的坐标为 y = (y� y� y)，则 x = yOT．因此

Q(α) = xSxT = y(OTSO)yT

= y diag(
√



�−
√



� )yT =
√



y −
√



y．

上式即是二次型 Q(α)在基 {ξ� ξ� ξ}下的表达式，而且是主轴形式． ∎

例 9.2.2 把 维实线性空间 V 的二次型

Q(α) = x
 + x

 + x
 − x

 − xx + xx − xx + xx − xx (9.2.22)

化为标准形．

解 将二次型 Q(α)配方，

Q(α) = x
 + x(−x + x − x) + x

 + x
 − x

 + xx − xx
= (x

 + x(−x + x − x) + (−x + x − x)) − (−x + x − x)

+ x
 + x

 − x
 + xx − xx

= (x − x + x − x) − x
 + xx − xx + xx．

作坐标变换

{
u = x − x + x − x�
u i = x i � i = � �．

于是
Q(α) = u

 − u
 + uu − uu + uu．

再配方，
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Q(α) = u
 − (



(u − u) + (u − u)u + u

) + u
 + uu +



u


= u
 − (
√
u −

√

u +
√
u)


+ (
√
u +

√

u)


．

令 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y = u� y =
√
u +

√

u�

y =
√
u −

√

u +
√
u� y = u．

则
Q(α) = y + y − y． (9.2.23)

由形式 (9.2.22)的二次型 Q(α)化为标准形 (9.2.23)的坐标变换是
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y = x − x + x − x� y =
√
 x +

√

x�

y =
√
 x −

√

x +
√
u� y = x．

∎

例 9.2.3 把 维实线性空间 V 上的二次型

Q(α) = xx + xx
化为标准形．

解 把二次型 Q(α)写成矩阵形式：

Q(α) = (x� x� x)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝



















⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

x
x
x

⎞
⎟⎟⎟
⎠
∶= xSxT． (9.2.24)

记 Q =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

 − 
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
，则 QTSQ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 



 − − 










⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．记 R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 



  − 


  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

，则

RT(QTSQ)R = diag(�−� )．

记 P = (QR)−，则
S = PT diag(�−� )P�

因此
Q(α) = xPT diag(�−� )PxT．

作坐标变换 y = xPT，即
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

y =


x +



x +



x� y = −



x +



x −



x�

y = x．
则二次型 Q(α)化为标准形

Q(α) = y diag(�−� )yT = y − y． ∎
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例 9.2.4 设 S与 S − αTα是 n阶可逆实对称方阵，其中 a是 n维实的行向量．
证明对称方阵 S的符号差 δ(S)满足

δ(S) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

δ(S − αTα) + � αS−αT > �
δ(S − αTα)� αS−αT < ．

证明 考虑 n + 阶实对称方阵

S = (
 α
αT S

)．

因为

(
 
−αT I(n)

)(
 α
αT S

)(
 −α
 I(n)

) = (
 
 S − αTα

)�

(
 −αS−

 I(n)
)(

 α
αT S

)(
 

−S−αT I(n)
) = (

 − αSαT 
 S

)�

所以 n + 阶实对称方阵

S = (
 
 S − αTα

) 与 S = (
 − αSαT 

 S
)

相合，因此它们的符号差相同．显然 δ(S) =  + δ(S − αTα)．
当 αS−αT > ，即 −αS−αT < 时，δ(S) = δ(S)−．因此，+δ(S−αTα) = δ(S)−，

即 δ(S) = δ(S − ααT) + ．
当 αS−αT < ，即 −αS−αT > 时，δ(S) = δ(S)+．因此 +δ(S−αTα) = δ(S)+，

即 δ(S) = δ(S − αTα)． ∎

习 题 9.2

1. 巳知有理数域Q上的 阶对称方阵 S为

S =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−  
  −
 − 

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

求Q上的 阶可逆方阵 P，使得 PTSP是对角形．
2. 求有理数域Q上的 阶可逆方阵 P，使得

PT diag(� )P = diag(� )．

3. 求下列实对称方阵在相合（通过实方阵）下的标准形．

(1)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

  
  
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
� (2)

⎛
⎝
(n) I(n)
I(n) (n)

⎞
⎠
�

(3)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

   
   
   
   

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (4)
⎛
⎜⎜⎜
⎝

(n) I(n) 
I(n) (n) 
  

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�
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(5)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 ⋯  
⋮ ⋰ ⋰ 
 ⋰ ⋰ ⋮
  ⋯ 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠n × n

� (6)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝





  ⋯ 







 ⋯ 

 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 

 ⋯ 







 ⋯  





⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
n × n

．

4. 把下列实线性空间 V 上的二次型化为标准形．
(1) x

 + x
 + xx + xx + xx； (2) x

 + x
 + x

 + x
 + xx + xx；

(3)
n−
∑
j=

x jx j+； (4) ∑
⩽i< j⩽n

x ix j；

(5) ∑
⩽i< j⩽n
(−)i+ jx ix j； (6) ∑

⩽i< j⩽n
∣i − j∣x ix j．

5. 证明，如果二次型 Q(α) = 当且仅当 α = ，则 Q(α)或者是正定的，或者是负定的．
6. 设二次型 Q(α) = xSxT，其中方阵 S的顺序子式 S(   ⋯ j

  ⋯ j ) ≠ ，j = � � . . . � n．证明，二次
型 Q(α)可以化为

Q(α) = S(  )y

 +

S(  
  )

S(  )
y +⋯ +

S(   ⋯ n
  ⋯ n )

S(   ⋯ n−
  ⋯ n− )

yn．

7. 求下列复对称方阵在相合（通过复方阵）下的标准形，其中 i = −．

(1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  + i  + i ⋯ n + i
 + i   ⋯ 
 + i   ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 

n + i  ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

� (2)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝


i


  ⋯ 
i



i


 ⋯ 

 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 

 ⋯ 
i



i


 ⋯  
i




⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
n × n

�

(3)
n−
∑
j=

x jx j+� (4) ∑
⩽k<ℓ⩽n

(k + iℓ)xkxℓ．

8. 设 f (α� β)是 n维实线性空间V上的双线性函数，并且对任意非零向量 α ∈V，f (α� α) > ．
证明，存在 V 的一组基 (ξ� ξ� . . . � ξn)，使得 f (α� β)在这组基下的方阵是如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

 a
−a 

)� . . . �(
 as
−as 

)� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

⎞
⎠
�

其中 a ⩾ a ⩾ ⋯ ⩾ as ⩾ ．
9. 定义所有 n阶实方阵构成的实线性空间Rn×n上的对称双线性函数 f (X�Y)为

f (X�Y) = Tr XYT．

其中 X�Y ∈ Rn×n．求 f (X�Y)的正、负惯性指数．
10. 设

Q(α) = ∑
⩽i� j⩽n

a i jx ix j

是 n维实线性空间 V 的正定二次型．证明

Q(β) = ∑
⩽i� j⩽n
i� j≠k

(a i j −
a i ka jk

akk
)x ix j

是关于自变量 x� x� . . . � xk−� xk+� . . . � xn的正定二次型．
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11. 设 f (α� β)是 n维实的行向量集合连同标准内积构成的 Euclid空间Rn上的双线性函

数，On(R)是 Euclid空间Rn的所有正交变换的集合．如果对任意A ∈ On(R)，均有

f (A (α)�A (β)) = f (α� β)�

则 f (α� β)称为在On(R)下是不变的．求所有在On(R)下不变的双线性函数 f (α� β)．
12. 将上一习题中实数域R改为复数域C，即求 n维复的行向量空间C上的所有在On(C)

下不变的双线性函数 f (α� β)，这里On(C)是所有 n阶复正交方阵的集合．
13. 设C是所有 维复的行向量 α = (x� x)构成的复线性空间，Q(α) = x

 − x
 是C的二

次型．设线性变换A ∶Cn → C满足，对任意 α ∈ C，

Q(A (α)) = Q(α)�

则A 称为保二次型 Q(α)的．证明
(1) 设A 在C的基 {ε� ε}下的方阵为 A = (a i j)，其中 ε = (� )，ε = (� )，则 a = ±a，

a = ±a，a − a = ；
(2) 如果 detA = ，则存在非零复数 c，使得

A = 


⎛
⎜⎜
⎝

c + 
c

c − 
c

c − 
c

c + 
c

⎞
⎟⎟
⎠
�

如果 detA = −，则存在非零复数 c，使得

A = 


⎛
⎜⎜
⎝

c + 
c

c − 
c

−c + 
c
−c − 

c

⎞
⎟⎟
⎠
．

14. 伪 Euclid空间．所谓 Euclid空间是指赋以内积 (α� β)的实线性空间 V，而内积 (α� β)是
V 上的正定对称双线性函数．Euclid空间概念之推广即是伪 Euclid空间．其定义如下：n维实线
性空间 V 上的非退化对称双线性函数 (α� β)称为 V 的一个内积．实线性空间 V 连同取定的一
个内积 (α� β)称为伪 Euclid空间，内积 (α� β)的正惯性指数 p称为伪 Euclid空间 V 的指数．如
果 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}满足

(ξ i � ξ j) = ε iδ i j�

其中  ⩽ i� j ⩽ n，当  ⩽ i ⩽ p时，e i = ，当 p +  ⩽ i ⩽ n时，ε i = −，则 {ξ� ξ� . . . � ξn}称为伪 Euclid
空间 V 的一组标准正交基．如果线性变换A ∶V → V 满足，对任意 α� β ∈ V，

(A (α)�A (β)) = (α� β)�

则A 称为伪正交变换．证明

(1) 伪正交变换是可逆的，并且它的逆变换仍是伪正交变换；
(2) 伪正交变换的乘积仍是伪正交变换．
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§9.3 斜对称双线性函数

本节讨论数域 F上的 n维线性空间 V 的斜对称双线性函数．
容易证明，对于斜对称双线性函数，下述命题成立．

命题 9.3.1 数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数 f (α� β)为斜对称的充
分必要条件是，对任意向量 α ∈ V，f (α� α) = ．

命题 9.3.2 数域 F上的 n维线性空间 V 的双线性函数 f (α� β)为斜对称的充
分必要条件是，f (α� β)在 V 的基下的方阵是斜对称的．

命题 9.3.3 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的斜对称双线性函数，
则 V 中向量关于 f (α� β)的正交性是对称的．

命题 9.3.4 数域 F上的 n维线性空间 V 的所有斜对称双线性函数集合记为
K(V �V �F)，数域F上的所有 n阶斜对称方阵集合记为K(n�F)．则集合K(V �V �F)
与 K(n�F)之间存在双射．

命题 9.3.3是定理 9.1.6的直接结论．其它几个命题的证明留给读者作练习．

定理 9.3.1 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的斜对称双线性函数，
则存在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵是如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

 
− 

)� . . . �(
 
− 

)� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

⎞
⎠
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
s个

(9.3.1)

其中 rank f = s．换句话说，

f (α� β) = (xy − xy) +⋯ + (xs−ys − xs ys−)� (9.3.2)

其中 x = (x� . . . � xn)与 y = (y� . . . � yn)分别是 V 中向量 α与 β在这组基下的坐标．

证明 对空间 V 的维数 n用归纳法．当 n = 时结论显然成立．
假设结论对维数小于 n的空间成立．下面证明结论对 n维空间 V 成立．
如果 f (α� β)是零函数，即对任意 α� β ∈ V，f (α� β) = ，则结论显然成立．因此

可设存在向量 η� ζ ∈ V，使得 f (η� ζ) = b ≠ ．
记 ξ = η，ξ = b−ζ，且

f (ξ� ξ) = f (ξ� ξ) = � f (ξ� ξ) = ．

如果存在数 a� a ∈ F，使得 aξ + aξ = ，则

f (ξ� aξ + aξ) = a f (ξ� ξ) = ．

因此 a = ．同理可证 a = ．于是向量 ξ� ξ线性无关．所以V中由向量 ξ与
ξ生成的子空间W是 维的．
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子空间W关于 f (α� β)的正交子空间记为W⊥．我们将证明，V =W ⊕W⊥．

事实上，设 α ∈W ∩W⊥．由于 α ∈W，而子空间W是向量 ξ与 ξ生成的，所以

α = aξ + aξ�

其中 a� a ∈ F．另一方面，由于 α ∈W⊥，所以

f (ξ� α) = a f (ξ� ξ) = �
f (ξ� α) = a f (ξ� ξ) = −a f (ξ� ξ) = ．

因此 a = a = ，即 α = ．所以W ∩W⊥ = ．于是

W +W⊥ =W ⊕W⊥．

其次，设 α ∈ V．考虑向量 β = α − λξ − λξ，其中 λ� λ是待定常数．令

f (ξ� β) = f (ξ� α) − λ f (ξ� ξ) = �
f (ξ� β) = f (ξ� α) + λ f (ξ� ξ) = ．

则得到 λ = − f (ξ� α)，λ = f (ξ� α)．于是

α = (− f (ξ� α)ξ + f (ξ� α)ξ) + (α + f (ξ� α)ξ − f (ξ� α)ξ)�

其中

− f (ξ� α)ξ + f (ξ� α)ξ ∈W� α + f (ξ� α)ξ − f (ξ� α)ξ ∈W⊥�

即 α ∈W +W⊥．因此 V =W +W⊥ =W ⊕W⊥．

把斜对称双线性函数 f (α� β)限定在W⊥上，则 f (α� β)是 n−维线性空间W⊥

上的斜对称双线性函数．由归纳假设，存在W⊥的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)
在这组基下的方阵是如下的准对角形：

diag
⎛
⎝
(

 
− 

)� . . . �(
 
− 

)� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−−t个

⎞
⎠
．

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t个

由于 V =W ⊕W⊥，所以 {ξ� ξ� ξ� . . . � ξn}是 V的基，并且 f (α� β)在此基下的方阵
为

diag
⎛
⎝
(

 
− 

)� . . . �(
 
− 

)� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−−t个

⎞
⎠
．

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t+个

显然 (t + ) = rank f． ∎
定理 9.3.1的矩阵形式在以下定理中给出．

定理 9.3.2 设 K是数域 F上的 n阶斜对称方阵．则存在数域 F上的 n阶可逆
方阵 P，使得

PTKP = diag
⎛
⎝
(

 
− 

)� . . . �(
 
− 

)� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−s个

⎞
⎠
�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
s个

其中 s = rankK．换句话说，数域 F上的 n阶斜对称方阵相合（通过数域 F上的方
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阵）于标准形 (9.3.1)，斜对称方阵的秩是斜对称方阵在相合下的全系不变量．

证明 设 {α� α� . . . � αn}是数域 F上的 n维线性空间 V 的一组基，定义 V 上
的二元函数 f (α� β)为

f (α� β) = xKyT�

其中 x与 y分别是 V 中向量 α与 β在这组基下的坐标．
由于方阵 K是斜对称的，所以 f (α� β)是 V 上的斜对称双线性函数．由定

理 9.3.1存在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵为准对角形
(9.3.1)．
由于同一个双线性函数在不同的基下的方阵是相合的，所以方阵 K相合于准

对角方阵 (9.3.1)．显然 s = rankK．
设斜对称方阵 K与 K相合，则方阵 K与 K显然相抵，所以 rankK = rankK．

即斜对称方阵的秩是斜对称方阵在相合下的不变量．

反之，设斜对称方阵 K与 K的秩相等，且其秩都是 s，则它们都相合于准对
角形 (9.3.1)．由于方阵的相合关系具有对称性与传递性，所以方阵 K与 K相合．

因此斜对称方阵的秩是斜对称方阵在相合下的全系不变量． ∎
定理 9.3.2完全解决了斜对称方阵在相合下的标准形问题．

习 题 9.3

1. 设 阶斜对称方阵 K为

K =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  − 
−   −
 −  
−  − 

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

求 阶有理系数可逆方阵 P，使得

PTKP = diag
⎛
⎝
(

 
− 

)� (
 
− 

)
⎞
⎠

2. 设 V 是数域 F上的 n维线性空间，L(V �V �F)是 V 上的所有双线性函数构成的数域 F上
的线性空间．对任意 f ∈ L(V �V �F)，记

(P ( f ))(α� β) = 

f (α� β) − 


f (β� α)．

显然P ( f ) ∈ L(V �V � F)．定义空间 L(V �V �F)的变换P 如下：对于 f ∈ L(V �V �F)，令 f 在
P 下的象为P ( f )．证明

(1) P 是 L(V �V �F)的线性变换，并且P  = P；

(2) P 的秩为


n(n − )；

(3) 设B是 V 的线性变换，对任意 f ∈ L(V �V �F)，记

(B̃( f ))(α� β) = f (B(α)�B(β))．

显然，̃B( f ) ∈ L(V �V �F)．定义空间 L(V �V �F)的变换 B̃如下：对于 f ∈ L(V �V �F)，令 f 在
B̃下的象为 B̃( f )．则 B̃是 L(V �V �F)的线性变换，而且和P 可交换．
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3. 设 V 是数域 F上的 n维线性空间，L(α)与 L(α)是 V 上的线性函数．证明

f (α� β) = L(α)L(β) − L(β)L(α)

是 V 上的斜对称双线性函数，而且当且仅当 L� L ∈ V∗线性相关时，f (α� β)为零函数．
4. 设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的斜对称双线性函数．证明，rank f = 的充分

必要条件是，存在线性无关的 L� L ∈ V∗，使得

f (α� β) = L(α)L(β) − L(β)L(α)．

5. 设R是 维实的行向量空间，f (α� β)是R上的斜对称双线性函数．证明，存在 L� L ∈
(R)∗，使得

f (α� β) = L(α)L(β) − L(β)L(α)．

6. 设 V 是数域 F上的 n维线性空间，f (α� β)与 g(α� β)是 V 上的斜对称双线性函数．
证明 rank f = rank g的充分必要条件是，存在 V 的线性变换A 使得对任意 α� β ∈ V，均有
f (A (α)�A (β)) = g(α� β)．

7. 辛几何．所谓Euclid空间是赋以一个给定的内积 (α� β)的实线性空间，而内积 (α� β)是正
定对称双线性函数，它当然是非退化的．如果将内积取成非退化斜对称双线性函数，则引出所谓

辛空间．其定义如下：设 f (α� β)是数域 F上的 n维线性空间 V 的非退化斜对称双线性函数，则
f (α� β)称为 V 的一个辛内积．线性空间 V 连同一个取定的辛内积 f (α� β)称为辛空间．显然辛
空间V应是偶数维的．设 dimV = n = k．如果辛空间V的向量组 {α� α� . . . � αk � β� β� . . . � βk}
适合

f (α i � α j) = � f (β i � β j) = � f (α i � β j) = δ i j�

其中  ⩽ i� j ⩽ k，δ i j是Kronecker符号，则

{α� α� . . . � αk � β� β� . . . � βk}

称为V的一组辛基．如果线性变换A ∶V → V适合 f (A (α)�A (β)) = f (α� β)，则A 称为辛变换．

如果A ∶V → V 是辛空间 V 的线性变换，α� β ∈ V，则由

f (A (λ)� β) = f (α� Ã (β))

所定义的变换 Ã ∶V → V 称为A 的辛伴随变换．如果 Ã = A（或者 Ã = −A），则线性变换A 称

为辛自伴（或者辛斜自伴）的．证明

(1) 每一个辛空间 V 都具有辛基；
(2) 设 h(α� β)与 g(α� β)是 V 的辛内积，则存在可逆线性变换A ∶V → V，使得对任意 α� β ∈

V，
g(α� β) = h(A (α)�A (β))�

(3) 对每个线性变换A ∶V → V，均有 (Ã )∼ = A，并且都可以唯一地分解为一个辛自伴变换

与一个辛斜自伴变换的和；

(4) 辛空间 V 的辛斜自伴变换A 在 V 的辛基下的方阵 A具有如下形式：

A = (
M N
K L

)�

其中M�N�K与 L都是数域 F上的 k阶方阵，并且 N = N∗，K = K∗，L = −M∗，这里 ◻∗表示方阵
的共轭转置．
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§9.4 共轭双线性函数与Hermite型

本节将推广双线性函数的概念．

定义 9.4.1 设 f (α� β)是 n维复线性空间 V 上的二元函数．如果对任意向量
α� β� α� α� β� β ∈ V，以及任意复数 λ� λ� µ� µ ∈ C，均有

f (λα + λα� β) = λ f (α� β) + λ f (α� β) (9.4.1)
f (α� µβ + µβ) = µ f (α� β) + µ f (α� β) (9.4.2)

其中 µ表示复数 µ的共轭复数，则二元函数 f (α� β)称为共轭双线性的．

容易看出，V 上的共轭双线性函数 f (α� β)具有如下性质．

命题 9.4.1 设 f (α� β)是 V 上的共轭双线性函数，则对任意 α� β ∈ V，

f (α� ) =  = f (� β)．

命题 9.4.2 设 f (α� β)是 V 上的共轭双线性函数，则对任意 α� . . . � αp� β� . . . �
βq ∈ V，λ� . . . � λp� µ� . . . � µq ∈ C，

f (
p

∑
k=

λkαk�
q

∑
ℓ=

µℓβℓ) =
p

∑
k=

q

∑
ℓ=

λkµℓ f (αk� βℓ)． (9.4.3)

现在给出 V 上的共轭双线性函数 f (α� β)在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵
表示．设向量 α� β ∈ V 在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标分别是

x = (x� x� . . . � xn) 与 y = (y� y� . . . � yn)�

即
α =

n

∑
k=

xk ξk� β =
n

∑
ℓ=

yℓ ξℓ．

则由式 (9.4.3)，

f (α� β) = f (
n

∑
k=

xk ξk�
n

∑
ℓ=

yℓ ξℓ) = ∑
⩽k�ℓ⩽n

xk yℓ f (ξk� ξℓ)． (9.4.4)

记 n阶方阵 A = ( f (ξk� ξℓ))n×n，则上式化为

f (α� β) = xAy∗� (9.4.5)

其中 y∗ = yT是 y = (y� y� . . . � yn)的共轭转置．
方阵 A称为共轭双线性函数 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵．而式

(9.4.4)称为 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的表达式．
显然，不同的共轭双线性函数在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵是不同的．
反之，设 A是 n阶复方阵，则令

f (α� β) = xAy∗�

其中 x与 y分别是向量 α� β在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标．
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容易验证，f (α� β) = xAy∗是 V 上的共轭双线性函数．
这表明，如果在 V 中取定一组基，并建立 V 上的所有共轭双线性函数的集合

到所有 n阶复方阵集合的映射 σ：共轭双线性函数在映射 σ下的象为它在这组基
下的方阵，则映射 σ是双射．所以，V 上的所有共轭双线性函数集合与所有 n阶复
方阵集合之间存在一一对应．

为了给出V上的共轭双线性函数 f (α� β)在不同基下的方阵表示之间的关系，
先引进下面的定义．

定义 9.4.2 设 A与 B是 n阶复方阵．如果存在 n阶可逆复方阵 P，使得 B =
P∗P，其中 P∗ = PT是方阵 P的共轭转置．则方阵 A与 B称为复相合的．

容易验证，复方阵间的复相合关系满足自反性，对称性与传递性．因此复相合

关系是所有 n阶复方阵集合Cn×n中方阵间的一种等价关系．集合Cn×n便按照复

相合等价关系划分为复相合等价类．

定理 9.4.1 设 n维复线性空间 V 上的共轭双线性函数 f (α� β)在 V 的基 {ξ�
ξ� . . . � ξn}与 {η� η� . . . � ηn}下的方阵分别为 A = ( f (ξk� ξℓ))与 B = ( f (ηk� ηℓ))，并
且

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)P�

其中 P是 n阶可逆复方阵 P的共轭．则

B = P∗AP．

也就是说，同一个共轭双线性函数在不同基下的方阵是复相合的．

证明 与定理 9.1.2的证明相仿，略． ∎
由于复相合的方阵是相抵的，因此它们的秩相等．所以根据定理 9.4.1，共轭双

线性函数 f (α� β)在 V 的基下的方阵的秩定义为 f (α� β)的秩．记为 rank f．
特别，如果 rank f = dimV，则 f (α� β)称为非退化的．
在共轭双线性函数中，重要的是Hermite共轭双线性函数．其定义如下．

定义 9.4.3 设 f (α� β)是 V 上的共轭双线性函数．如果对任意向量 α� β ∈ V，
有

f (β� α) = f (α� β)�

则 f (α� β)称为Hermite的．

定理 9.4.2 设 V 上的共轭双线性函数 f (α� β)在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的
方阵为 A = ( f (ξk� ξℓ))n×n，则 f (α� β)为 Hermite的充分必要条件是，方阵 A为 Her-

mite方阵，即方阵 A满足 A∗ = A．

证明 由于 f (α� β)是Hermite的，所以对任意  ⩽ k� ℓ ⩽ n，有

f (ξℓ� ξk) = f (ξk� ξℓ)．

也即 A∗ = A．因此方阵 A是Hermite方阵．
反之，设 A是Hermite方阵．由于 A是 f (α� β)在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵，
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所以
f (α� β) = xAy∗�

其中 x与 y分别是向量 α与 β在基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的坐标．于是

f (α� β) = xAy∗ = xAyT = (xAyT)T = yA∗x∗．

由于 A是Hermite方阵，所以 A∗ = A．因此对任意 α� β ∈ V，

f (α� β) = yAx∗ = f (β� α)．

即 f (α� β)是Hermite的． ∎
由定理 9.4.2可以得到，V 上的所有Hermite共轭双线性函数集合与所有Her-

mite方阵集合之间存在一一对应．
利用Hermite方阵在酉相似下的标准形，可以证明

定理 9.4.3 设H是 n阶 Hermite方阵．则存在 n阶可逆复方阵 P，使得

P∗HP = diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))� (9.4.6)

其中 (n−p−q)是 n − p − q阶零方阵，并且 p + q = r．
简单地说，Hermite方阵H复相合于对角形 (9.4.6)．

证明 设 λ� λ� . . . � λr是Hermite方阵H的全部非零特征值，λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λr．
则存在 n阶酉方阵U，使得

U∗HU = diag(λ� λ� . . . � λr� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)．

可设 λ ⩾ λ ⩾ ⋯ ⩾ λp >  > λp+ ⩾ ⋯ ⩾ λp+q，p + q = r．记

Q = diag( √
λ
� . . . �

√
λp

�
√
−λp+

� . . . �
√
−λp+q

� � � . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−r个

)．

则方阵 Q可逆，并且

Q∗U∗HUQ = diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．

记 P = UQ．显然方阵 P可逆，并且式 (9.4.6)成立． ∎
由定理 9.4.3的证明可以看出，式 (9.4.6)中 p与 p分别是Hermite方阵H的正

特征值与负特征值的个数．

由定理 9.4.3立即得到

定理 9.4.4 设 f (α� β)是 n维复线性空间V上的Hermite共轭双线性函数，则

存在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得 f (α� β)在这组基下的方阵为对角形 (9.4.6)：

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．

换句话说，f (α� β)在这组基下的表达式为

f (α� β) = xy +⋯ + xp yp − xp+yp+ −⋯ − xp+q yp+q�

其中 x = (x� x� . . . � xn)与 y = (y� y� . . . � yn)分别是 α与 β在这组基下的坐标．
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现在分析定理 9.4.4中式 (9.4.6)的非负整数 p与 q的意义．

定义 9.4.4 设 f (α� β)是 n维复线性空间 V 上的 Hermite共轭双线性函数．

如果对任意非零向量 α ∈ V，f (α� α) > ，则 f (α� β)称为正定的；
如果对任意向量 α ∈ V，f (α� α) ⩾ ，则 f (α� β)称为半正定的．

可以类似地定义负定或半负定的Hermite共轭双线性函数．
对于 n维复线性空间 V 上的Hermite共轭双线性函数 f (α� β)，记

V⊥ = {α ∈ V ∣ f (α� β) = �对任意 β ∈ V}．

容易验证，V⊥是 V 的子空间，它称为 f (α� β)的根基．
定理 9.4.4说明，对于 V 上的Hermite共轭双线性函数 f (α� β)，在 V 中存在一

组基
{ξ� ξ� . . . � ξn}�

使得对任意 k与 ℓ， ⩽ k ≠ ℓ ⩽ n，f (ξk� ξℓ) = ．具有这一性质的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}称
为关于 f (α� β)的正交基．于是定理 9.4.4断言，关于 f (α� β)的正交基是存在的．
其次，V 中由基向量 {ξ� ξ� . . . � ξp}生成的子空间记为 V+，由基向量 {ξp+�

. . . � ξp+q}生成的子空间记为 V−，而由基向量 {ξp+q+� . . . � ξn}生成的子空间记为
W，则

V = V+ ⊕ V− ⊕W．

并且对任意非零向量 α ∈ V+，均有 f (α� α) > ，即 f (α� β)限定在 V+上是正定的．
同样，f (α� β)在 V−上的限制是负定的．
最后，容易证明，W是关于 f (α� β)的根基 V⊥．于是有

定理 9.4.5 设 f (α� β)是 n维复线性空间 V 上的 Hermite共轭双线性函数．

则 V 可以分解为子空间 V+，V−与 V⊥的直和，使得 f (α� β)在 V+上的限制是正定
的，在 V−上的限制是负定的，而 V⊥是关于 f (α� β)的根基．
如果 V 还可以分解为子空间 V+ ，V− 与 V⊥ 的直和，使得 f (α� β)在 V+ 与 V−

上的限制分别是正定与负定的，则 dimV+ = dimV+，dimV− = dimV−．

定理 9.4.5说明，对于 n维复线性空间V上的Hermite共轭双线性函数 f (α� β)，
可以将它的定义域 V 分成三个部分：V+，V−，V⊥．而且子空间 V+，V−与 V⊥的维
数与分解的方式无关，是由 f (α� β)自身所确定的．
因此，V+与 V−的维数分别称为 f (α� β)的正、负惯性指数．而 V+与 V−的维

数之差，也即正、负惯性指数之差称为 f (α� β)的符号差，记为 δ( f )．
由定理 9.4.4，如果Hermite共轭双线性函数 f (α� β)在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}

下的方阵为对角形 (9.4.6)，则 f (α� β)的正、负惯性指数即是对角元中 +的个数 p
与 −的个数 q．
现在考虑 n阶Hermite方阵在复相合下的标准形．
设H是 n阶Hermite方阵，{α� α� . . . � αn}是 n维复线性空间 V 的一组基．令
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f (α� β) = xHy∗�

其中 x与 y分别是 V 中向量 α与 β在这组基下的坐标．
定理 9.4.2表明，f (α� β)是V上的Hermite共轭双线性函数．由定理 9.4.3，方阵

H复相合于对角形
diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．

如果方阵H复相合于另一个对角形 diag(I(p′)�−I(q′)� (n−p′−q′))，那么根据定理
9.4.5，p = p′，q = q′．因此对角方阵 diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))的对角元中 +的个数 p
与 −的个数 q是由方阵H自身决定的．
于是对角形 (9.4.6)称为Hermite方阵H在复相合下的标准形，而 p与 q分别称

为方阵H的正、负惯性指数，正、负惯性指数之差称为方阵H的符号差，记为 δ(H)．
显然，

p + q = r� δ(H) = p − r．

定理 9.4.6 n阶 Hermite方阵H复相合于如下的标准形：

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))�

其中 p与 q分别是方阵H的正、负惯性指数．而且 Hermite方阵H的秩与符号差
是 Hermite方阵在复相合下的全系不变量．

证明 只需证明后一结论．设Hermite方阵H与H复相合，即设H = P∗HP，
其中 P是 n阶可逆方阵．显然方阵H与H相抵，所以方阵H与H的秩相等．下

面证明，方阵H与H的符号差相等．事实上，设 {ξ� ξ� . . . � ξn}是 n维复线性空
间 V 的一组基．定义 V 上的二元函数 f (α� β)为

f (α� β) = xHy∗�

其中 x与 y分别是向量 α与 β在这组基下的坐标．
由定理 9.4.2，f (α� β)是Hermite共轭双线性函数．设

(η� η� . . . � ηn) = (ξ� ξ� . . . � ξn)P−．

由于方阵 P可逆，所以 {η� η� . . . � ηn}是 V 的一组基．
向量 α在基 {η� η� . . . � ηn}下的坐标记为 x̃，则 x̃ = xP∗．因此，

f (α� β) = xHy∗ = x̃H ỹ∗�

其中 x̃与 ỹ分别是向量 α与 β在基 {η� η� . . . � ηn}下的坐标．所以方阵H是Her-
mite共轭双线性函数 f (α� β)在基 {η� η� . . . � ηn}下的方阵．也就是说，复相合的
Hermite方阵H与H决定同一个共轭双线性函数 f (α� β)．
由定理 9.4.4与定理 9.4.5，存在V的基 {ζ� ζ� . . . � ζn}，使得 f (α� β)在这组基下

的方阵即为
diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))�

其中 p与 q分别是 f (α� β)的正、负惯性指数．
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由于一个共轭双线性函数在不同基下的方阵是复相合的，所以方阵H与H

都复相合于对角形 diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．这表明，方阵H与H的正、负惯性

指数都是 p与 q．由于方阵H与H的秩相等，因此它们的符号差也相等．所以

Hermite方阵的秩与符号差是Hermite方阵在复相合下的不变量．
反之，设Hermite方阵H与H的秩和符号差分别相等，则它们的正、负惯性

指数分别相等，且设它们的正、负惯性指数分别是 p与 q．于是由定理前一结论，方
阵H与H都复相合于对角形

diag(I(p)�−I(q)� (n−p−q))．

由于复相合关系满足对称性与传递性，所以方阵H与H复相合．这就证明，

Hermite方阵的秩与符号差是Hermite方阵在复相合下的全系不变量． ∎
最后讨论Hermite型．

定义 9.4.5 设 f (α� β)是 n维复线性空间 V 上的 Hermite共轭双线性函数．

则H(α) = f (α� α)称为 V 上的Hermite型，其中 α ∈ V．
如果 f (α� β)是正定（或者半正定、负定与半负定）的，则 Hermite型H(α)称

为正定（或者半正定、负定与半负定）的．

设Hermite共轭双线性函数 f (α� β)在 V 的基 {ξ� ξ� . . . � ξn}下的方阵为H =
(hkℓ)，其中 hkℓ = f (ξk� ξℓ)，即

f (α� β) = xHy∗�

其中 x与 y分别是向量 α与 β在这组基下的坐标．则

H(α) = f (α� α) = xHx∗ = ∑
⩽k�ℓ⩽n

hkℓxkx ℓ．

上式称为Hermite型H(α)在这组基下的表达式，方阵H称为H(α)在这组基下的
方阵．而 f (α� α)的秩，正、负惯性指数与符号差即称为H(α)的秩，正、负惯性指数
与符号差．

由定理 9.4.4立即得到

定理 9.4.7 设H(α)是 n维复线性空间V上的Hermite型，则存在V的基 {ξ�
ξ� . . . � ξn}，使得

H(α) = xx  +⋯ + xpx p − xp+x p+ −⋯ − xp+qx p+q�

其中 p与 q分别是 Hermite型H(α)的正、负惯性指数，而 x = (x� x� . . . � xn)是向
量 α在这组基下的坐标．

与二次型相仿，可以证明

定理 9.4.8 n维复线性空间 V 上的 Hermite型H(α)为正定（或半正定）的必
要与充分条件是，Hermite型H(α)在 V 的基下的方阵为正定（或半正定）Hermite

方阵．
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利用Hermite方阵在酉相似下的标准形，可以证明

定理 9.4.9 设H(α)是 n维酉空间 V 上的 Hermite型．则存在 V 的一组标准
正交基 {ξ� ξ� . . . � ξn}，使得

H(α) = λxx  + λxx +⋯ + λrxrx r�

其中 r是H(α)的秩，而 x = (x� x� . . . � xn)是向量 α在这组基下的坐标．

习 题 9.4

1. 把下列Hermite型H(α)化为标准形，其中 i = −：

(1) H(α) =
n−
∑
j=
(x jx j+ + x j+x j)� (2) H(α) = ∑

⩽k�ℓ⩽n
∣k − iℓ∣xkx ℓ．

2. 求下列Hermite型H(α)的秩与符号差．

(1) H(α) = a
n

∑
j=

x jx j + ∑
⩽k≠ℓ⩽n

(xkx ℓ + xℓxk)� (2) H(α) = ∑
⩽k≠ℓ⩽n

∣xk − xℓ ∣．

3. 设 n维复线性空间 V 上的Hermite型为

H(α) = ∑
⩽k�ℓ⩽n

(akℓ + k + ℓ)xkx ℓ�

其中 a是常数．证明，H(α)的秩与符号差和复数 a无关．
4. 设 r与 s分别是 n维复线性空间 V 上的Hermite型H(α)的秩与符号差．证明，存在 V 的

子空间W，使得 dimW = 

(r − s)，并且对任意非零向量 α ∈W均有H(α) < ．

5. 把下列Hermite方阵在复相合下化为标准形．

(1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

  + i  + i ⋯ (n − ) + i
 − i   ⋯ 
 − i   ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 

(n − ) − i  ⋯  

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

�

(2)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝


i


  ⋯ 

− i



i


 ⋯ 

 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 

 ⋯  − i



i


 ⋯   − i




⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
n × n

．
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前 言

从现代数学的观点来重新审视与认识数学基础课是数学教育现代化的

一个重要途径．

外微分形式使微积分从古典走向现代，而模的理论使线性代数从古典

走向现代．这本小书就是从模的观点来重新审视与认识线性代数．本书不

是大学数学基础课线性代数的教材，读者的对象是已经念过线性代数与近

世代数这两门基础课的大学生，希望他们阅读过这本小书后，能在高一个层

次上来认识线性代数．

线性代数是研究线性空间（向量空间）、模和其上的线性变换以及与之

有关的问题（如线性、双线性、二次函数等）的数学学科．在本书的第一讲中

介绍了向量空间、线性变换以及其它一些基本概念；在第二讲中讨论了向量

空间以及其上的线性泛函与对偶空间，其上的双线性形式、二次型及度量向

量空间，正交几何与辛几何的分类，还有大家十分熟悉的内积空间；第三讲

中讨论了向量空间上的线性变换以及与之相关伴随算子及内积空间上的共

轭算子；第四讲与第五讲是本书的主要部分，是用模的观点来重新审视与认

识线性代数．在第四讲中定义了环上的模，尤其着重讨论了主理想整环上

的模及其分解定理．若 F是域，则 F上的多项式环 F[x]是主理想整环；若 V
是域 F上的向量空间，给定V上的一个线性变换 τ后，可以定义数乘，使得V
可以看作主理想整环 F[x]上的模．从这个观点可以将第四讲中关于主理想
整环上的模的理论与定理，“翻译”成为向量空间中的理论与定理，而这些内

容正是大家在大学数学基础课线性代数中熟悉的主要内容，但这已是从更

高一个层次，从模的观点来重新审视与认识它们了．

我要深切感谢上海交通大学章璞教授、中国科学技术大学李炯生教授、

赵林城教授和北京师范大学张英伯教授，他们先后分别认真地阅读了本书

的书稿，并提出了十分宝贵的意见，他们花了很多精力，对书稿反复修改使

本书增色不少．我也要深切感谢程艺、叶向东、陈发来与刘太顺教授对本书

的关心与支持．科学出版社杨波、李鹏奇与姚莉丽等同志为本书出版作了很

大的努力，使我感激不尽．我还要感谢余华敏小姐为精心打印本书所付出的

辛勤劳动．

这本小书中的错误与不妥之处一定不少，还望读者不吝赐教．

龚 昇
二〇〇四年六月于北京玉海园



第一讲

一些基本的代数结构

在这一讲中，首先讨论了线性代数的研究对象，然后回顾了群、环、域以及向量

空间、线性变换等基本代数结构的定义．由于今后的讨论大部分都是在主理想整

环上进行的，所以着重讨论了主理想整环的一些基本性质．

A1.1 线性代数所研究的对象

什么是线性代数？它所研究的对象是什么？

要说清楚这点，先得弄清楚什么是代数．而代数的定义又是随时代的变化而

不断的变化，不妨十分简略地回顾一下．

小学里学习的数学叫算术，主要是讨论数字的一些运算，这些内容人们很早就

已经知道，并沿用了几千年，直到后来，产生了“数字符号化”，才彻底改变了这种状

况．“数字符号化”就是用符号代替数字．这件事在我国发生在宋元时代（约公元 13
世纪五六十年代），当时有“天元术”及“四元术”．也就是将未知数记作“天”元，后

来将两个、三个及四个未知数记作“天”、“地”、“人”、“物”等四元，也就是相当于现

在用 x� y� z�w来表达四个未知数．有了这些“元”，也就可以解一些代数方程与联
立方程组了．在西方，彻底完成数字符号化是在公元 16世纪．“数字符号化”的产
生标志着代数学“史前时期”的结束和代数学的诞生．它包括了一元二次方程的求

解，多元（一般为一元、二元至多四元）一次方程的求解等．而这些正是目前中学代

数课程的内容．

从公元 17到 18世纪中期，代数被理解为在代数符号上进行计算的数学，如解
三次、四次代数方程，给出了这些方程的解法及根的具体表达式，建立了一些代数

恒等式如二项式定理等．从公元 18到 19世纪代数学的首要问题是求代数方程

anxn + an−xn− +⋯ + ax + a =  (A1.1.1)

的根式解，即推导出方程的系数经加、减、乘、除并开方所构成的公式来表示方程

的根．在已知一次、二次、三次、及四次代数方程的根式解后，不知多少人企图找出

五次及更高次代数代数方程的根式解，但都以失败告终．直到 1770年，J. Lagrange
(1736–1813)看到了五次及高次方程不可能做到这点．又过了半个世纪，1824年N.
Abel (1802–1829)解决了这个问题，即对于五次和五次以上一般方程求根式解是不
可能的．但什么样的代数方程能根式可解，这是 1880年由 E. Galois (1811–1832)彻
底解决的．他证明了：方程根式可解当且仅当它的Galois群可解．Abel与Galois
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不仅解决了三百年来无法解决的著名难题，更重要的是：他们为了解决这个难题，

建立起“域”和“群”的概念，为后来近世代数的产生作了准备．

与此相关的问题是要证明方程 (A1.1.1)的根的存在性．即若方程 (A1.1.1)的系
数都是复数，则至少有一个复数根．这就是著名的代数基本定理．18世纪末，C. F.
Gauss (1777–1855)给出了这个定理的证明．
从 19世纪中叶，代数学最终从方程式论转向代数运算的研究．代数学及代

数运算的一般理论与近代观点于 20世纪初在D. Hilbert (1862–1943)，E. Steinitz
(1871–1928)，A. E. Noether (1882–1935)，E. Artin (1898–1932)等人的影响下得以
明确．

近世代数的主要内容是集合及这些集合上的代数运算．集合本身和作为代数

运算的载体的集合是不加区分的，故实质上研究的是代数运算本身．说更仔细一

些，考虑非空集合 S上一个或几个二元运算．运算作用在集合两个元素之间得到
的元素仍在集合中，对集合施行运算要适合一些法则（或称公理），则集合对于运算

成一代数结构．研究代数结构的性质是近世代数的内容与任务．主要的代数结构

有：群、环、体、域、模等，这将在下一节详细定义之．

特别要强调的是：研究一个代数结构，除了要了解它的内部构造和结构性质

外，一个重要而基本的方法是研究这个代数结构的表示，或这个代数结构上的模．

例如作为一个群上的模，粗略地说，就是这个群在一个向量空间上的作用，作用的

效果如何当然反映出这个群本身的性质；而一个环上的模，粗略地说，就是这个环

在一个Abel群上的作用．模本身既可以看成一个代数结构，更重要的，它是一个代
数结构在另一个代数结构上的作用．因此，可以说，现代代数学的两大主题是结构

与表示理论．

线性代数是研究线性空间（向量空间）、模和其上的线性变换以及与之有关的

问题（如线性、双线性、二次函数等）的数学学科．也就是说，此时，代数结构是线

性空间．仅仅讨论线性空间的结构是不够的，还要考虑线性变换在其上的作用．从

表示论的观点看，带有线性变换的线性空间就是主理想整环上的模．这就是本书

希望用模的观点来考虑线性代数的出发点．

从这里还可以看出，线性代数所研究的是：线性空间；模是线性空间的扩充；

作用在线性空间上的线性变换，大致上说，线性变换就是将一个线性空间映到另一

个线性空间，且保持线性空间上的运算的映射；定义在线性空间上的线性泛函及

其推广双线性形式，而二次型不过是双线性形式的特例．因此，可以说“线性”是线

性代数的灵魂；线性代数只考虑“线性”的问题，而“非线性”的问题就不在讨论之

列了．
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A1.2 主理想整环

回顾一下一些重要的代数结构的定义．

1. 群 (group) 这是最基本、最重要的代数结构．
群是一非空集合G，其上有一个二元运算 ∗（通常称为乘法）满足：
(1)封闭性 对所有 a� b ∈ G，则

a ∗ b ∈ G�

(2)结合律 对所有 a� b� c ∈ G，则

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)�

(3)有单位元 G中存在一元素 e，使得对任意 a ∈ G，都有

e ∗ a = a ∗ e = a�

(4)有逆元 对G中每一元素 a，存在G中的元素 a−，使得

a ∗ a− = a− ∗ a = e．

若群G还满足
(5)交换律 对所有 a� b ∈ G，有

a ∗ b = b ∗ a�

则称G为Abel群或交换群．通常此时运算 ∗称为加法，并用 +来替代．
若集合G只满足 ()和 ()，则称G为半群 (semi-group)．

2. 环 (ring) 环是一个非空集合 R，有两个二元运算，加法（常记作 +）及乘法
（常用毗连表示）满足：

(1)加法Abel群 R对加法成一个Abel群；
(2)乘法半群 R对乘法成一个半群；
(3)分配律 对所有 a� b ∈ R，有

a(b + c) = ab = ac 及 (a + b)c = ac + bc．

若环 R还满足：
(4)交换律 对所有 a� b ∈ R，有

ab = ba�

则称 R为交换环．若环 R中有元素 e，使得

ae = ea�

则称 R为有单位元 (identity)的环，单位元常记作 ．
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本书中讨论的大多数环均为有单位元的交换环．

使 c = 的最小正整数 c，称为环 R的特征 (characteristic)．若没有这样的 c，则
称 R的特征为 ．

3. 整环，也叫作整域 (intergral domain) R为交换环，非零元素 r ∈ R称为零
因子 (zero divisor)，如果存在非零元素 s ∈ R，使得 rs = ．一个无零因子的有单位元
的交换环称为整环．与此等价的说法是：

一个满足消去律 (cancellation law)的有单位元的交换环称为整环．
所谓消去律是，若 x� y� r ∈ R且 r ≠ ，则 rx = r y蕴涵 x = y．

4. 体，也叫除环 (division ring)或拟域 (skew eld) 一个有单位元的环称为
体，如果所有非零元素全体对乘法作成群．也就是有除法的有单位元的环．

5. 域 ( eld) 可交换的体称为域．

6. 主理想整环 (principal ideal domain) 若 R是环，R中一个子集 I称为 R的
一个理想 (ideal)，如果

(1) I对 R中的加法成Abel群； (2) 若 a ∈ I，r ∈ R，则 ar ∈ I及 ra ∈ I．
如果将条件 (1)易以
(′) 对 I中任意两个 a� b，则 a − b ∈ I，

易证条件 (1)和 (2)与条件 (′)和 (2)等价．有些书上用条件 (1)和 (2)来定义理想．
若 R为有单位元的交换环，S为 R的一个子集，则易知集合

⟨s� . . . � sn⟩ = {rs +⋯ + rnsn ∣ r i ∈ R� s i ∈ S}

为 R的一个理想，称其为由 S生成 (generated)的理想．称由一个元素 a生成的理
想

⟨a⟩ = {ra ∣ r ∈ R}

为由 a生成的主理想 (principal ideal)．
每一个理想都是主理想的整环称为主理想整环．

今后讨论将着重在主理想整环上进行，不妨再对此多说几句．整数全体Z是
整环，且也是主理想整环．这是因为Z的任一理想 I都是有 I中的最小正整数 a生
成的．

若 F为域，所有系数均在 F上的单变量多项式的集合 F[x]是一个有单位元的
交换环．若 p(x)� q(x) ∈ F[x]，且 p(x)q(x) = ，则有 p(x) = 或 q(x) = ，故 F[x]是
一个整环．不但如此，要证明以下一条十分重要且有用的定理．

定理 A1.2.1 F[x]是主理想整环．

证明 设 I是F[x]的一个理想，m(x)是 I中最低次的首一多项式 (monic poly-
nomial)，即首项系数为 的多项式．首先看出，在 I中，这样的多项式是唯一的．事
实上，若还有一个首一的多项式 n(x)，且 deg n(x) = degm(x)，则
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b(x) = m(x) − n(x) ∈ I．

将 b(x)乘以其最高次项系数的逆，得一首一多项式 b(x)，而 b(x) ∈ I，但deg b(x)=
deg b(x) < degm(x)．故 b(x) = ，因此 b(x) = ，即m(x) = n(x)．
现在来证 I由m(x)生成．
因为 I是理想，m(x) ∈ I，故 ⟨m(x)⟩ ⊆ I．往证反方向的包含关系．若 p(x) ∈ I，

则 p(x)用m(x)相除，得到

p(x) = m(x)q(x) + r(x)�

这里 r(x) = 或  ⩽ deg r(x) < degm(x)．由于 I是理想，故

r(x) = p(x) −m(x)q(x) ∈ I．

将 r(x)乘以其最高此项系数的逆，得一首一多项式 r(x)，而 r(x) ∈ I，故

 ⩽ deg r(x) = deg r(x) < degm(x)．

由于m(x)的次数的最小性，所以 r(x) = ，故 r(x) = ，即

p(x) = q(x)m(x) ∈ ⟨m(x)⟩．

这就证明了 I ⊆ ⟨m(x)⟩．因此，I = ⟨m(x)⟩． ∎
还可以证明如下命题．

命题 A1.2.1 若 p(x)� . . . � pn(x) ∈ F[x]，则

⟨p(x)� . . . � pn(x)⟩ = ⟨gcd(p(x)� . . . � pn(x))⟩�

这里 gcd(p(x)� . . . � pn(x))为 p� . . . � pn的最大公因子．

证明 令 I = ⟨p(x)� . . . � pn(x)⟩，由定理A1.2.1可知，有 I中唯一的一个最低
次的首一多项式m(x)，使得 I = ⟨m(x)⟩．由于 p i(x) ∈ ⟨m(x)⟩，故有多项式 a i(x) ∈
F[x]，使得

p i(x) = a i(x)m(x)．

因此，m(x) ∣ p i(x)，即m(x)是 p(x)� . . . � pn(x)的公因子．
若有 q(x) ∣ p i(x)，则 p i(x) ∈ ⟨q(x)⟩．由于 ⟨p(x)� . . . � pn(x)⟩是包含 p(x)� . . . �

pn(x)的最小理想，故

⟨m(x)⟩ = ⟨p(x)� . . . � pn(x)⟩ ⊆ ⟨q(x)⟩．

因此m(x) ∈ ⟨q(x)⟩，即 q(x) ∣m(x)，故m(x)为 p(x)� . . . � pn(x)的最大公因子． ∎
值得注意的是：由两个变数 x与 y的多项式的全体组成的多项式环R =F[x� y]

是整环，但不再是主理想整环．

下面来证一个有用且重要的主理想整环上的素因子分解定理．

先给出一些定义．设 R是整环．
(1) r� s ∈ R，称 r可除 (divide) s，记作 r ∣ s，若存在 x ∈ R，使得 s = xr；
(2) u ∈ R称为一个可逆元 (unit)，若有 v ∈ R，使得 uv = ；
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(3) 若 a� b ∈ R，称 a� b相伴 (associate)，若有 R中可逆元 u，使得 a = ub；
(4) 一个非零非可逆元 p ∈ R称为素元 (prime)，若 p ∣ ab蕴涵 p ∣ a或 p ∣ b；
(5) 一个非零可逆元 p ∈ R称为不可约元 (irreducible)，若 p = ab蕴涵 a或 b是

可逆元．

由此可以得到

(1) u ∈ R为逆元当且仅当 ⟨u⟩ = R； (2) r� s相伴当且仅当 ⟨r⟩ = ⟨s⟩；
(3) r可除 s当且仅当 ⟨s⟩ ⊆ ⟨r⟩；
(4) r真除 (properly divide) s当且仅当 ⟨s⟩ ⫋ ⟨r⟩．
所谓 r真除 (properly divide) s，是指 s = xr，其中 x不是一个可逆元．
对整数环Z，一个整数是素元（素数）当且仅当它是不可约元．但一般来说，这

两者是不一致的．但对于主理想整环，这两者却是一致的．

定理 A1.2.2 若 R是一个主理想整环，则 R中的一个元素是素元当且仅当它
是不可约元．

证明 若 p是素元，令 p = ab，则 p ∣ ab，因此 p ∣ a或 p ∣ b．若 p ∣ a，则 a = xp，于
是

p = ab = xpb．

由于 R是整环，故消去律成立，在上式中消去 p后得到  = xb，因此 b是一个可
逆元，故 p不可约．需要注意的是，在这部分证明中只用到 R是整环，并未用到 R
是主理想整环，故这部分对 R是整环也成立．即在整环中素元一定是不可约元．
下面证明不可约元一定是素元．先来证明：若 r ∈ R是不可约元，则主理想 ⟨r⟩

是极大理想 (maximal ideal)，即 ⟨r⟩ ≠ R，且不存在理想 ⟨a⟩使得 ⟨r⟩ ⫋ ⟨a⟩ ⫋ R．
若有 ⟨a⟩，使得 ⟨r⟩ ⊆ ⟨a⟩ ⊆ R，则 r = xa，x ∈ R．由于 r为不可约元，故 a或 x为

可逆元．若 a为可逆元，则由前述 (1)，⟨a⟩ = R；若 x为可逆元，则由前述 (2)，⟨a⟩ =
⟨xa⟩ = ⟨r⟩．这得到矛盾，故 ⟨r⟩为极大理想．
若 r为不可约元，且 r ∣ ab，要证 r ∣ a或 r ∣ b，即 r是素元．由前述 (3)，ab ∈ ⟨r⟩．

由刚才已证的知道 ⟨r⟩是极大理想，要证 a ∈ ⟨r⟩或 b ∈ ⟨r⟩．若 a ∉ ⟨r⟩，由于 ⟨r⟩是
极大理想，故 ⟨a� r⟩ = R，因此有 x� y ∈ R，使得  = xa + yr．将此式两边又乘以 b，得
b = xab + yrb，由 r ∣ ab得 r ∣ xab，又显然有 r ∣ yrb，因此 r ∣ b，即 b ∈ ⟨r⟩．
同样可证，若 b ∉ ⟨r⟩，则有 a ∈ ⟨r⟩．这就证明了 r为素元． ∎
如果环 R有理想序列 I� I� . . .，满足

I i ⊆ I i+� i = � � . . . �

则称 {I i}为一个理想升链 (ascending chain of ideals)．
先来证明如下命题．

命题 A1.2.2 若 R是主理想整环，则任一理想升链 {⟨a i⟩}一定是有限的，即存
在某个正整数m，使得

⟨am⟩ = ⟨am+⟩ = ⟨am+⟩ = ⋯．
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证明 令 I = ⋃i⟨a i⟩，先证明 I是 R一个理想．
事实上，对于任意 b� c ∈ I，则 b� c分别属于某个 ⟨a j⟩或 ⟨ak⟩．不妨假设 j ⩽ k，

于是 ⟨a j⟩ ⊆ ⟨ak⟩．因此 b ∈ ⟨ak⟩，b − c ∈ ⟨ak⟩．对于任意 d ∈ R，b ∈ ⟨a j⟩，得 bd ∈ ⟨a j⟩，
ab ∈ ⟨a j⟩．因此 bd ∈ I，db ∈ I．所以 I是 R的一个理想．
由于 R是主理想整环，故 I = ⟨ f ⟩．由 I的定义 f 属于某个 ⟨am⟩，从而 I ⊆ ⟨am⟩．

反之，显然 ⟨am⟩ ⊆ I．所以 I = ⟨am⟩对于任意大于m的整数 n有 ⟨am⟩ ⊆ ⟨an⟩ ⊆ I，由
⟨am⟩ = I可得 ⟨an⟩ = I．最后得到

I = ⟨am⟩ = ⟨am+⟩ = ⟨am+⟩ = ⋯． ∎

由此可得如下定理．

定理 A1.2.3（主理想整环上素元分解定理）若 R是主理想整环，则任一 r ∈ R，
r ≠ 可以写成

r = upp⋯pn�

这里 u是可逆元，p� . . . � pn是素元．并且除去排列次序及可逆元 u外，这样的因子
分解是唯一的．

证明 由定理A1.2.2，R是主理想整环时，素元与不可约元是一致的，故只要将
r ∈ R分解为不可约元的乘积即可．
若 r ∈ R，如果 r为不可约元，则定理已证．若不是，则 r = rr，而 r� r都不是可

逆元，若 r� r都是不可约元，则定理已证．否则，若 r不是不可约元，则 r = rr，而
r� r都不是可逆元．这个步骤一直进行下去，则 r分解为

r = rr = r(rr) = (rr)(rr) = (rrr)(rr) = ⋯．

每步分解将 r分解为非可逆元的乘积，但这种分解经过有限步后必然停止．这是因
为

r ∣ r� r ∣ r� r ∣ r� . . . �

故由上述 (3)，得到一个上升的理想序列

⟨r⟩ ⊆ ⟨r⟩ ⊆ ⟨r⟩ ⊆ ⟨r⟩ ⊆ ⋯． (A1.2.1)

由于所有 r i均不可逆，故由上述 (4)，上式的包含是真包含．如果这种分解不能停
止，则得到一个上升的理想无穷序列．然而由命题A1.2.2，这个升链一定有限，即
有 n使得

⟨rn⟩ = ⟨r(n+)⟩ = ⋯�

这与理想序列 (A1.2.1)中的包含关系是真包含相矛盾．于是

r = rr⋯rn−rn�

这里 rn是不可约元．记 rr⋯rn− = s，则 r = srn．对 s重复上面的证明，则可分解
性得证．

利用主理想整环上素元与不可约元的一致性，几乎是重复整数环Z的算术基
本定理（唯一素数分解定理）的唯一性的证明，可以给出定理A1.2.3的唯一性证明．
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此处从略． ∎

A1.3 向量空间与线性变换

在前面A1.1中已经讲到，线性代数是研究线性空间，即向量空间、模和其上的
线性变换以及与之有相关的问题，如线性函数、双线性形式等等的数学学科．

先来定义线性空间．线性空间 (linear space)，也称向量空间 (vector space)，来
源于解析几何中三维空间的推广．当时向量是定义为有大小、有方向的量，现在给

出的定义是抽象的定义，使用的范围当然要广泛得多．

定义A1.3.1 若F是域，其中元素称为纯量 (scalar)．F中的一个向量空间为一
个非空集合V，它的元素称为向量 (vector)，有运算+，对 (u� v) ∈ V ×V，有 u+v ∈ V；
以及 F与 V 的运算数乘，用毗连表示，对 (r�u) ∈ F × V，有 ru ∈ V，且满足以下这些
条件：

(1) V 对 +作成 Abel群；

(2) F对 V 的数乘满足：对所有的 r� s ∈ F，u� v ∈ V 有
分配律

r(u + v) = ru + rv� (r + s)u = ru + su�

结合律
(rs)u = r(su)�

及
u = u．

这样定义的向量空间当然要比解析几何中定义的向量空间要广泛得多．

例如：

(1) 若 F为域，所有将 F映到 F的函数的全体是一个向量空间；
(2) 所有元素取自域 F的m × n矩阵的全体，对矩阵加法与矩阵的数乘成一个

向量空间，记作Mm×n(F)；若m = n，则记作Mn(F)．
再来定义线性变换．粗略地说，线性变换是将一个向量空间映到另一个向量

空间，且保持向量空间中的运算的映射．

定义 A1.3.2 若 V 与W是 F上的两个向量空间，映射 τ∶V →W称为一个线
性变换 (linear transformation)，若对任意 r� s ∈ F及 u� v ∈ V，有

τ(ru + sv) = rτ(u) + sτ(v)．

记从 V 到W的线性变换的全体为L(V �W)．
称线性变换 τ∶V → V 为 V 上的线性算子 (linear operator)．记 V 上所有的线

性算子的全体为L(V)．

在各种代数结构中，就有一种结构叫作代数，定义如下．
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定义 A1.3.3 若 F为域，F上的一个代数 (algebra)A为一个非空集合A，且有
两种运算：加法（记作 +），乘法（用毗连表示）以及 F对A的运算数乘（也用毗连
表示）满足以下规律：

(1) 对加法与 F对A的数乘，A是一个向量空间；
(2) 对加法与乘法，A是一个有单位元的环；
(3) 若 r ∈ F及 a� b ∈ A，有

r(ab) = (ra)b = a(rb)．

也就是说，代数是有向量乘法的向量空间，代数是可以对每个元素进行数乘的

环．也可以说代数既是向量空间又同时是环，是向量空间与环的结合．

若 V 是 F上的一个向量空间，对于L(V)，取L(V)中两个元素的乘法为映射
的复合，取L(V)中的恒等映射为L(V)中乘法的单位元，则容易验证：L(V)确实
是 F上的一个代数．这个代数的元素就是L(V)的元素．当然，还有其它的代数，
如李代数、Clifford代数等等．
线性变换与向量空间是相辅相成的，是相互依存的．向量空间是线性变换的

载体，没有向量空间，线性变换无用武之地，对它进行研究也就没多大意义．反

之，向量空间本身如果没有线性变换作用于其上，则向量空间是死的，没有多少话

可说．

如在A1.1中所说的，近世代数的主要内容是集合与这些集合上的代数运算．
集合本身和作为代数运算的载体的集合是不加区分的，故实质上研究的是代数运

算本身．而线性代数实质上是在研究L(V)．如上所述，L(V)的确是一个代数．
讨论数域 F上带有一个线性变换 τ的线性空间 V，从模的观点就是讨论 F[x]

上的模．这就是本书从模的观点来讨论线性代数的出发点．

A1.4 同构、等价、相似与相合

若 S�T是两个集合，f ∶ S → T是从 S到 T的一个映射．
称 f 为单射 (injective)或一对一 (one to one)，若 x ≠ y蕴涵 f (x) ≠ f (y)；
称 f 为满射 (surjective)或映上 (onto)，若 f (S) = T；
称 f 为双射 (bijective)，若 f 既是单射又是满射；
称 f (S) = { f (s) ∣ s ∈ S}为 f 的像 (image)，记作 Im f．
若V �W是 F上的两个向量空间，τ ∈ L(V �W)，称 {s ∈ S ∣ f (s) = }为映射 f 的

核 (kernel)，记作Ker f．则有
(1) τ是满射当且仅当 Im τ =W； (2) τ是单射当且仅当Ker τ = ．
若线性变换 τ ∈ L(V �W)是双射，则称 τ是从 V 到W的同构变换 (isomor-

phism)，称线性空间 V 与W同构，记作 V ≈W．
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同构是线性变换中极为重要的概念，两个向量空间是同构的，则有线性变换，

使这两个空间的点一一对应，且保持线性关系不变．这时我们往往将这两个向量

空间视为同一个．如对向量空间进行分类，就是指在同构意义下的分类．

更一般地，有等价关系．若 S是一非空集合，S上的一个二元关系 ∼称为 S上
的等价关系 (equivalence relation)，若它满足如下三个条件：

(1)自反性 (re exivity) 对所有 a ∈ S，有 a ∼ a；
(2)对称性 (symmetry) 对所有 a� b ∈ S，有 a ∼ b蕴涵 b ∼ a；
(3)传递性 (transitivity) 对所有 a� b� c ∈ S，有 a ∼ b，b ∼ c蕴涵 a ∼ c．
若 a ∈ S，集合 [a] = {b ∈ S ∣ b ∼ a}称为 a的等价类 (equivalent class)．若 S是非

空集合，S的一个划分 (partition)是 S的一个非空子集的集合 {A� . . . �An� . . .}满
足

(1) A i ∩ A j = ∅对所有 i ≠ j都成立； (2) S = A ∪⋯ ∪ An ∪⋯．
此时，这些 A i称为 S的一个块 (block)．
显然，若 ∼是 S的一个等价关系，则由 ∼所得到的不同的等价类是 S划分的块．

反之，若P是 S的一个划分，定义

a ∼ b⇐⇒ a� b在P的同一类中�

则 ∼是 S上的一个等价关系，它的等价类就是P的块．
于是，S的等价关系与 S的划分是一一对应的．
设 ∼是 S的等价关系，S的一个子集 C称为对 ∼而言的标准形式 (canonical

form)，若对每一个 s ∈ S，在 C中有唯一的一个 c，使得 c ∼ s．
显然，对于向量空间，同构就是等价关系，在后面几讲中，将讨论在这个等价关

系下，向量空间的标准形式．

若 A�B ∈Mn(F)，称 A与 B等价 (equivalent)，若存在可逆阵 P�Q，使得

A = PBQ�

称 A与 B相似 (similar)，若存在可逆阵 P，使得

A = PBP−�

称 A与 B相合 (congruent)，若存在可逆阵 P，使得

A = PBPT�

这里 PT为矩阵 P的转置．
易见，这三种矩阵的关系都是等价关系．在一个有限维向量空间上同一个线

性算子在不同基下所对应的矩阵之间的关系是相似关系（详见A3.1）．本书的第五
讲中将给出相似关系下的标准形式．在一个有限维向量空间上同一个双线性形式

在不同基下所对应的矩阵之间的关系是相合关系（详见A2.3）．本书的第三讲中将
给出相合关系下的标准形式．在两个有限维向量空间之间的线性变换，在两个向
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量空间的各自取定一组的基下所对应的矩阵之间的关系是等价关系（详见A3.1）．
若 A ∈Mn(F)，熟知对 A有三个初等运算：
(1) 对 A中的一行（列）乘以非零的 r ∈ F；
(2) 将 A中的两行（列）交换；
(3) 将 A中的一行（列）乘以非零的 r ∈ F加到另一行（列）上．
对 A进行行（列）的初等运算相当于对 A左（右）乘以相应的矩阵．不难证明，

任意 A ∈Mn(F)，经过行与列的初等运算可以变为

Nk = (
Ik 
 

)�

这里 k ⩽ n，Ik是 k阶单位方阵．因此，在矩阵等价这个等价关系下，矩阵 A ∈Mn(F)
的标准形式就是 Nk，k = � � � . . . � n．



第二讲

向量空间

在本书一开始，就明确指出，线性代数是研究线性空间，即向量空间、模和其上

的线性变换及其与之相关问题的数学学科．在A1.3中，定义A1.3.1以及定义A1.3.2
分别给出了向量空间与线性变换的定义．在这一讲中，将详细讨论向量空间．

A2.1 基与矩阵表示

关于向量空间有以下这些常规、常用的定义．

1. S是数域 F上的向量空间 V 的子集，如果将 V 的加法与 F对 V 的数乘限制
在 S上，S也成为一个向量空间，则称 S为 V 的子空间．

2. 若 V� . . . �Vn是域 F上的向量空间，令

V = {(v� . . . � vn) ∣ v i ∈ Vi � i = � . . . � n}�

且在其上定义加法

(u� . . . �un) + (v� . . . � vn) = (u + v� . . . �un + vn)�

F对 V 的数乘为
r(v� . . . � vn) = (rv� . . . � rvn)�

这里 r ∈ F，则 V 成为一个向量空间，称为向量空间 V� . . . �Vn的直和 (direct sum)，
记作

V = V ⊕⋯⊕ Vn．

若 S是向量空间 V 的一个子空间，且有子空间 T，使得 V = S ⊕ T，则称 T为 S
的补 (complement)，记作 S c．可证 V 的任一子空间一定有补．

3. 向量空间 V 中的一个非空子集 S称为线性无关 (linearly independent)，如
果由

rv +⋯ + rnvn = 

可导出 r = ⋯ = rn = ，这里 v i ∈ S，r i ∈ F．
V 中一个子集如果不是线性无关，则称其为线性相关 (linearly dependent)．

4. 向量空间 V 的一个集合 T称为生成 (span) V，如果 V 中的每个向量可以写
成 T中的一些向量的线性组合，即对每个 v ∈ V，可以写成

v = ru +⋯ + rmum�
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这里 r i ∈ F，u i ∈ T．
向量空间 V 中由子集 S所有元素的线性组合的全体组成 V 中的一个子空间，

记作
⟨S⟩ = span S = {rv +⋯ + rnvn ∣ r i ∈ F� v i ∈ S� n = � � . . .}．

5. 向量空间 V 的一个线性无关且生成 V 的子集，称为 V 的一组基 (basis)．向
量空间 V的基的基数 (cardinality)称为 V的维数 (dimension)，记作 dimV．当基为
有限集时，这就是基中元素的个数．

这样定义的基是否存在？这样定义的维数是否合理？

命题 A2.1.1 除了零空间 {}之外，任意向量空间一定存在一组基．

证明 设 V 是非零向量空间，V 中线性无关的子集的全体记作A．任取一个
非零向量组成的集合就是一个线性无关子集，故A非空．
在A中可按集合的包含关系“⊆”定义一个偏序，若 I ⊆ I ⊆ ⋯ 是 V 中线性

无关子集的一条链，则U = ⋃i I i仍为一个线性无关子集，故任一条链必有上界．
因此，由 Zorn引理¬，A中必有极大元，即 V 有极大线性无关组 (maximal linearly
independent set) S，即 S是线性无关的，但任意真包含有 S的集合一定不是线性无
关的，于是 S一定生成 V．否则必有向量 v ∈ V − S，它不是 S中的向量的线性组合．
于是 S ∪ {v}是真包含有 S的线性无关集，但这是一个矛盾．这就证明了向量空间
基的存在性． ∎

命题 A2.1.2 这样定义的维数是合理的．

证明 先来证明如下的结果：

若 V 是一向量空间，而向量 v� . . . � vn是线性无关的，向量 s� . . . � sm生成 V，则
n ⩽ m．先列出这两个向量集

s� . . . � sm� v� . . . � vn．

将后一个的 vn移到前一个，成为

vn� s� . . . � sm� v� . . . � vn−．

由于 s� . . . � sm生成 V，故 vn可表为 s� . . . � sm的线性组合，故可以从众 s i中移走其
中的一个，例如 s j，这样使移走 s j后的前一个向量集仍能生成 V，得到新的两个向
量集

vn� s� . . . � ŝ j� . . . � sm� v� . . . � vn−．

其中 ŝ j表示 s j已被移走．现在再将 vn−从后一个集合移到前一个集合，得

vn−� vn� s� . . . � ŝ j� . . . � sm� v� . . . � vn−．

同样理由可从前一个集合移走某个 sk，使得移走后的前一个集合仍可生成 V，得到

vn−� vn� s� . . . � ŝ j� . . . � ŝk� . . . � sm� v� . . . � vn−．

¬ Zorn引理 若 P为一个偏序集合 (partially ordered set)，并且每个链都有上界，则 P中有极大元．详见 [1]．
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将以上这些步骤可以一直进行下去，直到所有的 v i或所有 sℓ全部移完．这
一过程称为对向量集 {s� . . . � sm}进行 Steinitz替换．若所有的 sℓ首先移完，即
m < n，则前一个集合只是后一个集合 v� . . . � vn的一个真子集，而这又生成 V，这与
v� . . . � vn是线性无关矛盾，故必须有m ⩽ n．

由此结果立即得到：若 V 由有限个向量所生成，则 V 的任意两个基有相同的
基数，即在此情形，维数的定义式合理的．至于 V 由无限个向量所生成的情形，也
可证明同样的结论，这里就从略了． ∎

6. 若 S是域 F上的向量空间 V 的子空间，u� v ∈ V，若 u − v ∈ S，则称 u与 v同
余模 S (congruent modulo S)，记作

u ≡ v (mod S)．

将所有与 v同余的元素的全体记为 [v]，即 u ∈ [v]当且仅当 u ≡ v (mod S)．称
[v]为向量空间 V 的一个陪集 (coset)．易知同余是一个等价关系，它将 V 进行划
分，[v]是块．若 V∗是对同余关系而言的标准形式，则陪集全体可记作

V/S = {v + S ∣ v ∈ V∗}．

在 V/S中定义加法为

(u + S) + (v + S) = (u + v) + S�

F对 V/S的数乘为
r(u + S) = ru + S�

则 V/S成为一个向量空间，成为 V 模 S的商空间 (quotient space)．
由以上这些定义，可以得到如下命题．

命题 A2.1.3 如果 S是域 F上 n维向量空间 V 的集合，则以下叙述是等价的：
(1) S是 V 的基；
(2) V 中的每一向量 v可唯一地写成

v = rv +⋯ + rnvn�

这里 v i ∈ S，r i ∈ F；
(3) S是 V 中的极小生成元集； (4) S是 V 中极大线性无关组．

命题 A2.1.4 若 S与 T为有限维线性空间 V 的两个子空间，则

dim S + dimT = dim(S + T) + dim(S ∩ T)． (A2.1.1)

若V是域 F上 n维向量空间，B = {b� . . . � bn}是V的一组基，则对每一个向量
w ∈ V，存在唯一的一组数 (r� . . . � rn)，使得 V 可以写成

w = rb +⋯ + rnbn = (b� . . . � bn)(r� . . . � rn)
T
．

故对基 B来讲，w可用列向量 (r� . . . � rn)T表示之，记作 [w]B，称为w在基 B下的
坐标．如果 C = {c� . . . � cn}也是 V 的一组基，则存在 n阶可逆矩阵MB�C = (A� . . . �
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An)，这里 A i表示一个 n维列向量，使得

[w]C = MB�C[w]B．

取w = b i，则得到 A i = [b i]C，即MB�C = ([b]C� . . . � [bn]C)．
若 V 是域 F上 n维向量空间，B是 V 的一组基，考虑映射

ϕB∶
V Ð→ Fn�

v z→ [v]B．

易证：ϕB是V到 Fn的同构映射，即 ϕB是双射且是一个线性变换．因此V与 Fn同

构．这就得到如下定理．

定理 A2.1.1 域 F上 n维向量空间 V同构于 Fn．域 F上两个向量空间同构当
且仅当它们的维数相等．

这个定理告诉我们：在同构意义下，n维向量空间只有一个，即 Fn．

A2.2 对偶空间

有了线性空间，即向量空间，首先要讨论的是其上最简单的一类函数——线性

函数．

定义 A2.2.1 若 V 是域 F上的向量空间，函数 f ∶V → V 称为 V 上的线性函数
(linear function)或线性泛函 (linear functional)，如果对任意 r� s ∈ F和 u� v ∈ V 有

f (ru + sv) = r f (u) + s f (v)．

V 上所有线性泛函的全体记为 V∗．若 f � g ∈ V∗，定义加法为：对任意 v ∈ V，

( f + g)(v) = f (v) + g(v)�

F对 V∗的数乘为：对任意 r ∈ F，v ∈ V，

(r f )(v) = r f (v)．

易见这样定义了加法与数乘之后，V∗也是一个向量空间，这时称其为 V 的对
偶空间 (dual space)．
设 V 是一个 n维向量空间，B = {v� . . . � vn}是 V 的一组基．对每个 v i，可以定

义一个线性泛函 v∗i ∈ V∗，使得
v∗i (v j) = δ i j� (A2.2.1)

这里 δ i j是Kronecker函数．易证 B∗ = {v∗ � . . . � v∗n}是 V∗的一组基，这时称 B∗为 B
的对偶基 (dual basis)．由此立即可以得到

dimV = dimV∗．

由于V∗也是向量空间，故V∗有对偶空间V∗∗ = (V∗)∗．若V是有限维向量空
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间，则
dimV∗∗ = dimV∗ = dimV．

因此由定理A2.1.1可知：对有限维向量空间 V，有 V∗∗ ≈ V．考虑映射

τ∶
V Ð→ V∗�

v =
n

∑
i=

x iv i z→ v∗ =
n

∑
i=

x iv∗i．

易知 τ是一个同构映射．对任意 u =
n

∑
i=

y jv j ∈ V，由 (A2.2.1)，

v∗(u) =
n

∑
i=

x iv∗i (u) =
n

∑
i=

x iv∗i (
n

∑
i=

y jv j) =
n

∑
i=

x i y i．

同样对每个 v∗i，可以定义一个线性泛函 v∗∗i ∈ V∗∗，使得

v∗∗i (v∗j ) = δ i j�

这里 δ i j也是Kronecker函数．易证 B∗∗ = {v∗∗ � . . . � v∗∗n }是 V∗∗的一组基，它为 B∗

的对偶基，V∗ ≈ V∗∗．考虑映射

τ∶
V∗ Ð→ V∗∗�

v∗ =
n

∑
i=

x iv∗i z→ v∗∗ =
n

∑
i=

x iv∗∗i ．

易知 τ是一个同构映射．对任意w =
n

∑
i=

z iv∗i ∈ V∗，由 (A2.2.1)，

w(v j) =
n

∑
i=

z iv∗i (v j) = z j．

故w =
n

∑
i=

w(v i)v∗i．于是

v∗∗(w) =
n

∑
i=

x iv∗∗i (w) =
n

∑
i=

x iv∗∗i (
n

∑
i=

w(v i)v∗i )

=
n

∑
i=

x iw(v i) = w(
n

∑
i=

x iv i) = w(v)．

现在令 τ = ττ，则易知 τ∶V → V∗∗是一个同构映射，且

τ(v) = τ(τ(v)) = τ(v∗) = v∗∗

对每个 v ∈ V 都成立．已证 v∗∗(w) = w(v)对每个w ∈ V∗都成立．由此可见，v在 V
到 V∗∗的同构映射 τ下的像不依赖于 V 中基的选取．称这样的同构映射为自然同
构映射．在这样的自然同构映射下，可以把 v与 τ(v) = v∗∗等同，从而把 V 与 V∗∗

等同起来．也就是可以把 V 看成 V∗的对偶空间，这样 V 与 V∗互为对偶空间．这
就是把 V∗称为 V 的对偶空间的原因．
一个十分重要的线性泛函是零化子．

定义 A2.2.2 若M是向量空间 V 的非空集合，V∗中的集合

M○ = { f ∈ V∗ ∣ f (M) = }
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称为M的零化子 (annihilator)，这里 f (M) = { f (v) ∣ v ∈ M}．

关于零化子有如下一些结论．

命题 A2.2.1 M○是 V∗的子空间，即使M不是 V 的子空间．

命题 A2.2.2 当M是 n维向量空间的子空间时，有

dimM + dimM○ = n．

证明 若 U = {u� . . . �uk}是M的一组基，将 U扩充为

B = {u� . . . �uk� v� . . . � vn−k}�

使 B成为 V 的一组基，则

B∗ = {u∗ � . . . �u∗k � v∗ � . . . � v∗n−k}

是 B的对偶基．往证 {v∗ � . . . � v∗n−k}是M○的一组基．
显然它们是线性无关的，只需证它们张成M○．
若 f ∈ M○，则 f ∈ V∗，故 f 可写成

f = ru∗ +⋯ + rku∗k + sv∗ +⋯ + sn−kv∗n−k�

这里 r i ∈ F，s j ∈ F．由于 f ∈ M○，故 f (u i) = ，但 f (u i) = r i，故 r i = ．因此

f = sv∗ +⋯ + sn−kv∗n−k．

于是 {v∗ � . . . � v∗n−k}张成M○． ∎

命题 A2.2.3 若M�N是向量空间 V 的子集，且M ⊆ N，则

N○ ⊆ M○．

命题 A2.2.4 若 V 是有限维向量空间，如视 V∗∗与 V 等同，则对 V 的任一子
集M，都有

M○○ = spanM�

若 S为 V 的子空间，则
S○○ = S．

命题 A2.2.5 若 S�T是有限维向量空间的子空间，则

(S ∩ T)○ = S○ + T○� (S + T)○ = S○ ∩ T○．

命题 A2.2.6 若向量空间 V 是它的两个子空间 S与 T的直和，则
(1) S∗ ≈ T○及 T∗ ≈ S○； (2) (S ⊕ T)∗ = S○ ⊕ T○．

证明 (1) 若 f ∈ T○ ⊆ V∗，则 f (T) = ，定义映射

τ∶ f → f ∣
S
�

即将 f ∈ T○映为 f 在 S上的限制，显然，f ∣
S
∈ S∗，故这确实是 T○到 S∗的映射，易知

这是线性的．

若 f ∣
S
= ，则 f (S) = ，而已知 f (T) = ，这导出 f = ，故映射 τ是单射．
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若 g ∈ S∗，定义 f 为
f (s + t) = g(s)�

这里 s ∈ S，t ∈ T，显然 f ∈ V∗．由于 f (+ t) = g() = 对所有 t ∈ T都成立，故 f ∈ T○．
而 f ∣

S
= g，故对任意 g ∈ S∗，都有 f ∈ T○ ⊆ V∗，使得 f ∣

S
= g，故 τ是满射．

综上所述，T○ ≈ S∗．同理可证 T∗ ≈ S○．
(2) 若 f ∈ S○ ∩ T○，则 f (S) = 及 f (T) = ，故 f = ，即 S○ ∩ T○ = {}．而 S○�T○

是 V∗的子空间，故 (S ⊕ T)∗ ⊇ S○ ⊕ T○．
若 f ∈ (S ⊕ T)∗，定义

g(s + t) = f (t)� h(s + t) = f (s)�

这里 s ∈ S，t ∈ T．显然，g� h ∈ (S ⊕ T)∗．由于 g(S) = 及 h(T) = ，故 g ∈ S○，h ∈ T○，
而

f (s + t) = f (s) + f (t) = g(s + t) + h(s + t) = (g + h)(s + t)．

因此，f = g + h ∈ S○ ⊕ T○，于是 (S ⊕ T)∗ ⊆ S○ ⊕ T○． ∎

A2.3 双线性形式

在上一节中，讨论了向量空间上最简单的一类函数——线性函数，即线性泛

函，对有限维向量空间证明了它的对偶空间的对偶空间同构于它自己．还定义与

讨论了对偶空间中一类重要的子空间——零化子空间，这在今后十分有用．

1. 讨论了线性函数，顺理成章的是讨论向量空间上的双线性形式及二次型．

在这一节中，讨论的向量空间全是有限维的．

定义 A2.3.1 若 V 是域 F上的向量空间，映射 ⟨ � ⟩∶V → V 称为双线性形式
(bilinear form)，若其对每个坐标而言都是线性函数，即对任意 α� β ∈ F，x� y� z ∈ V
有

⟨αx + βy� z⟩ = α⟨x� z⟩ + β⟨y� z⟩

及
⟨z� αx + βy⟩ = α⟨z� x⟩ + β⟨z� y⟩．

特别的，⟨x� x⟩，x ∈ V 称为 V 上的二次型 (quadratic form)．
如果对任意 x� y ∈ V，有

⟨x� y⟩ = ⟨y� x⟩�

则称 ⟨ � ⟩为对称 (symmetric)的双线性形式．
如果对任意 x� y ∈ V，有

⟨x� y⟩ = −⟨y� x⟩�

则称 ⟨ � ⟩为斜对称 (skew-symmetric)的双线性形式．
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命题 A2.3.1 设 F的特征不为 ，⟨ � ⟩是斜对称的当且仅当对任意的 z ∈ V，有
⟨z� z⟩ = ．

证明 若对任意的 z ∈ V 有 ⟨z� z⟩ = ，任取 x� y ∈ V，则

 = ⟨x + y� x + y⟩ = ⟨x� x⟩ + ⟨x� y⟩ + ⟨y� x⟩ + ⟨y� y⟩ = ⟨x� y⟩ + ⟨y� x⟩�

即 ⟨x� y⟩ = −⟨y� x⟩，故 ⟨ � ⟩斜对称．这部分对任意特征都对．
若 ⟨ � ⟩斜对称，则对任意 x ∈ V，有 ⟨x� x⟩ = −⟨x� x⟩，即 ⟨x� x⟩ = ，由于 F的特征

不等于 ，从而 ⟨x� x⟩ = ． ∎

2. 在向量空间 V 上，如果定义了双线性形式 ⟨ � ⟩，则称 (V � ⟨ � ⟩)为度量向量
空间 (metric vector space)，有时候也简写成 V．而取定的双线性形式 ⟨ � ⟩称为
度量空间 V 的度量．一个度量向量空间称为非奇异 (non-singular)的，若对任
意 v ∈ V，⟨x� v⟩ = 蕴涵 x = ．若 (V � ⟨ � ⟩)是非奇异度量向量空间，且 ⟨ � ⟩是对称
的，则称 (V � ⟨ � ⟩)为域 F上的对称度量向量空间，这时也称 V 是 F上的正交几
何 (orthogonal geometry)．若 (V � ⟨ � ⟩)是非奇异度量向量空间，且 ⟨ � ⟩是斜对称
的，则称 (V � ⟨ � ⟩)为域 F上的斜对称向量空间，这时也称 V 是域 F上的辛几何
(symplectic geometry)．
我们只讨论正交几何与辛几何．先来证明重要的秩与零度定理．

若V �W为两个向量空间，τ ∈ L(V �W)，则有Ker τ与 Im τ．称 dimKer τ为 τ的
零度 (nullity)，记作 null τ；称 dim Im τ为 τ的秩 (rank)，记作 rank τ．

定理 A2.3.1（秩与零度定理）若 τ ∈ L(V �W)，则

rank τ + null τ = dimV．

证明 由于 τ ∈ L(V �W)，故Ker τ是 V的一个子空间，于是有补空间 (Ker τ)c，
即

V = Ker τ ⊕ (Ker τ)c．

设K是Ker τ的基，C是 (Ker τ)c的基．由于K ∩ C = ∅及K ∪ C是 V 的基，故

dimV = dimKer τ + dim(Ker τ)c．

将 τ限制在 (Ker τ)c上，记作 τc，则易证

τc ∶ (Ker τ)c → Im τ

是同构映射，因此定理成立．事实上，若 v ∈ (Ker τ)c，且 τc(v) = ，由于 τc是 τ在
(Ker τ)c上的限制，故 τ(v) = ．于是 v ∈ Ker τ ∩ (Ker τ)c，从而 v = ，这表明 τc是单
射．若 τ(v) ∈ Im τ，则 v = u +w，这里 u ∈ Ker τ，w ∈ (Ker τ)c．于是

τ(v) = τ(u) + τ(w) = τ(w) = τc(w)�

从而 τ(v) ∈ Im τc，即 Im τ ⊆ Im τc，而 Im τc ⊆ Im τ是显然的，故 Im τ = Im τc．因此 τc

是将 (Ker τ)c映到 Im τ上的满射．而 τc显然是线性的，从而
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(Ker τ)c ≈ Im τ． ∎

有定理A2.3.1可以得出一些了重要推论．

推论 A2.3.1 若 τ ∈ L(V �W)，且 dimV = dimW <∞，那么 τ为单射当且仅当
τ为满射．

推论A2.3.2（第一同构定理）若 τ ∈ L(V �W)，V/Ker τ是V模Ker τ的商空间，
则

V/Ker τ ≈ Im τ．

证明 定义映射 τ′∶V/Ker τ →W为

τ′(v +Ker τ) = τ(v)．

这样定义的 τ′是有意义的．事实上，设 u� v ∈ V，

v +Ker τ = u +Ker τ Ô⇒ τ′(v +Ker τ) = τ′(u +Ker τ)�
⇐⇒ v +Ker τ = u +Ker τ Ô⇒ τ(v) = τ(u)�
⇐⇒ u − v ∈ Ker τ Ô⇒ τ(u − v) = �

因此上述定义的 τ′是有意义的，且 τ′是单射．
显然 τ′是一个线性变换，由定理A2.3.1及 τ′是单射可知，

dim Im τ′ = dim(V/Ker τ)�

但
Im τ′ = {τ′(v +Ker τ) ∣ v +Ker τ ∈ V/Ker τ} = {τ(v) ∣ v ∈ V} = Im τ�

故 τ′为 V/Ker τ到 Im τ的满射．
综上所述，V/Ker τ ≈ Im τ． ∎

推论 A2.3.3 设 S是向量空间 V 的一个子空间，S c是 S的补，则

V/S ≈ S c�

且
dim S + dim S c = dimV．

证明 V 中任一向量都可以唯一地写成 v = s + sc，这里 s ∈ S，s ∈ S c．现在定义

线性算子 ρ∶V → V 为
ρ(s + sc) = sc�

这样定义的 ρ是有意义的，显然

Im ρ = S c� Ker ρ = {s + sc ∈ V ∣ sc = } = S�

故由第一同构定理，得 V/S ≈ S c．由定理A2.3.1，得

dim S + dim S c = dimV． ∎

推论 A2.3.4（第二同构定理）若 V 是一个向量空间，S�T为 V 的子空间，则

(S + T)/T ≈ S/(S ∩ T)．
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推论 A2.3.5（第三同构定理）若 V 是一个向量空间，S ⊆ T ⊆ V 均为 V 的子空
间，则

(V/S)/(T/S) ≈ V/T．

推论A2.3.4与推论A2.3.5的证明从略．
在非奇异的度量空间上，上一节讨论的线性泛函，都可以用双线性形式来表

示之．

定理 A2.3.2（Riesz表示定理）若 (V � ⟨ � ⟩)是有限维非奇异的度量向量空间，
任取 f ∈ V∗，则一定存在唯一的向量 x ∈ V 使得

f (v) = ⟨v� x⟩

对所有的 v ∈ V 都成立．

证明 设 x ∈ V，定义映射 ϕx ∶V → F为

ϕx(v) = ⟨v� x⟩．

易证 ϕx ∈ V∗，故可定义函数 τ∶V → V∗为

τ(x) = ϕx．

显然，这是线性的．由于 V 是非奇异的，故其核

{x ∈ V ∣ ϕx = } = {x ∈ V ∣对所有的 v ∈ V，有 ⟨v� x⟩ = }

是 V 的只含有零向量的子集，故 τ是单射．
τ可以在整个 V 上定义，且为单射，而易知 dimV = dimV∗，故由推论A2.3.1，τ

是 V 上的满射．因此，τ是一个同构映射，将 V 映到 V∗，即 V 的任一线性泛函都是
形如 ϕx，这里 x ∈ V． ∎

Riesz表示定理告诉我们，在有限维非奇异的度量向量空间，其上的线性泛函
只有一类，那就是定义度量向量空间的双线性形式．

3. 若 (V � ⟨ � ⟩)是 n维度量向量空间，B = {b� . . . � bn}是 V 的一组基，于是 ⟨ � ⟩
完全可以由 n × n矩阵

MB = (a i j) = (⟨b i � b j⟩)

来决定，MB称为双线性形式 ⟨ � ⟩在基 B下的矩阵．
若 x� y ∈ V，且

x =
n

∑
i=

x ib i � y =
n

∑
i=

y ib i �

则
⟨x� y⟩ =

n

∑
i=

n

∑
j=

x i y j⟨b i � b j⟩ = [x]TBMB[y]B�

这里 [x]B� [y]B表示 x� y在基 B下的坐标，即

[x]B = (x� . . . � xn)T� [y]B = (y� . . . � yn)T．

⟨ � ⟩是对称的当且仅当MB是对称矩阵，即 a i j = a ji；⟨ � ⟩是斜对称的当且仅当
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MB是斜对称矩阵，即 a i j = −a ji．

若 C = (c� . . . � cn)是 V 的另一组基，则由A2.1的最后可知，对任意 v ∈ V，

[v]C = MB�C[v]B 及 [v]B = MC�B[v]C．

于是
⟨x� y⟩ = [x]TBMB[y]B = [x]TCMT

C�BMBMC�B[y]C = [x]TCMC[y]C．

这就得到
MC = MT

C�BMBMC�B�

也就是说，矩阵MC与MB是相合的．

4. 要弄清楚对称的、斜对称的双线性形式一共有多少，也就是在相合的意义

下双线性形式的矩阵有多少标准形式，这是线性代数最基本问题之一．为此要引

入正交的概念．

向量 x与向量 y称为正交的 (orthogonal)，记作 x ⊥ y，若 ⟨x� y⟩ = ．对于对称
双线性形式及斜对称双线性形式，显然有 x ⊥ y当且仅当 y ⊥ x．称 S�T是度量向
量空间 (V � ⟨ � ⟩)的两个子空间，称它们是正交的，记作 S ⊥ T，若对所有 s ∈ S，t ∈ T，
都有 ⟨s� t⟩ = ．
集合 {v ∈ V ∣ v ⊥ s}称为子空间 S的正交补 (orthogonal complement)，记作 S⊥．

若 (V � ⟨ � ⟩)是度量向量空间，S�T是它的子空间，并且V = S⊕T及 S ⊥ T，则称V是
S与 T的正交直和 (orthogonal direct sum)，记作 V = S ◯⊥ T．

定理 A2.3.3 若 (V � ⟨ � ⟩)是非奇异的度量向量空间，S是 V 的子空间，则 V =
S ◯⊥ S⊥当且仅当 S非奇异．

现在来证明定理A2.3.3，为此先证明如下引理．

引理 A2.3.1 若 S是非奇异的度量空间 V 的一个子空间，则

dim S + dim S⊥ = dimV． (A2.3.1)

证明 对每个 v ∈ V，在 S上定义线性泛函 ϕv ∶ S → F为

ϕv(u) = ⟨u� v⟩�

这里 u ∈ V．显然 ϕv ∈ S∗．定义映射 τ∶V → S∗为

τ(v) = ϕv �

显然这是一个线性映射，且

Ker τ = {v ∈ V ∣ ϕv = } = {v ∈ V ∣对所有的 u ∈ S，⟨u� v⟩ = } = S⊥． (A2.3.2)

此外，由定理A2.3.2，S∗中任一线性泛函均可用 S上的双线性函数表示之，故
τ∣

S
∶ S → S∗是满射，从而 Im τ = S∗．由定理A2.3.1可知

dimKer τ + dim Im τ = dimV．

而 dim Im τ = dim S∗ = dim S，由式 (A2.3.2)，Ker τ = S⊥，这就完成了证明． ∎
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定理 A2.3.3的证明 由 (A2.1.1)及 (A2.3.1)可知，

dim(S + S⊥) = dim S + dim S⊥ − dim(S ∩ S⊥) = dimV − dim(S ∩ S⊥)．

若 S是非奇异的，则 S ∩ S⊥ = ，因此，V = S ⊕ S⊥，这就证明了 V = S ◯⊥ S⊥．
反之，易证若 S不是非奇异的，则 V = S ◯⊥ S⊥不成立， ∎

5. 有了这些准备，就可以讨论正交几何与辛几何的正交分解，也就是要确定

正交几何与辛几何的标准形式．

先来讨论辛几何．若 (V � ⟨ � ⟩)为辛几何，由于 ⟨ � ⟩是斜对称的，故对每个 x ∈ V
都有 ⟨x� x⟩ = ，取定一个 u(≠ ) ∈ V，由于 V 是非奇异的，故一定存在一个 v使得
⟨u� v⟩ ≠ ．考虑以 (u� v)为一组基的二维子空间H，则

⟨u�u⟩ = ⟨v� v⟩ = ．

而 ⟨u� v⟩ = a ≠ ，以 a−v来代替 v，就有

⟨u� v⟩ = � ⟨v�u⟩ = −．

于是在H的基 (u� v)下 ⟨u� v⟩的矩阵为

M = (
 
− 

)．

由于 V 非奇异，故由定理A2.3.3，可将 V 进行正交分解：V = H ◯⊥H⊥，而H⊥仍是非
奇异的斜对称度量向量空间，仍可将H⊥进行这样的正交分解．重复这样的步骤，
由于 V 是有限维的，故 V 最终可正交分解为

V = H ◯⊥H ◯⊥⋯◯⊥Hk．

归纳起来为如下结论．

定理 A2.3.4 若 (V � ⟨ � ⟩)为非奇异斜对称度量向量空间，则 V 可正交分解为

V = H ◯⊥H ◯⊥⋯◯⊥Hk�

这里H i都为二维斜对称度量子空间，其 ⟨ � ⟩对应的矩阵为

(
 
− 

)．

也就是说，在 V 中取到一组基，使得 ⟨ � ⟩的矩阵为

M = diag
⎛
⎝
(

 
− 

)�(
 
− 

)� . . . �(
 
− 

)
⎞
⎠
．

因此，非奇异的斜对称度量向量空间都是偶数维的．

用矩阵的语言表示为：

若 P是一个 n阶非奇异的斜对称矩阵，则 P相合于M，即存在 n阶非奇异矩阵
Q，使得
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P = QT diag
⎛
⎝
(

 
− 

)�(
 
− 

)� . . . �(
 
− 

)
⎞
⎠
Q�

非奇异斜对称矩阵一定是偶数阶，即 n是偶数．

6. 再来对正交几何进行正交分解．

若 (V � ⟨ � ⟩)是一个非奇异的对称度量向量空间，则存在 u(≠ ) ∈V使得 ⟨u�u⟩ ≠
．这样的 u一定存在，否则 ⟨ � ⟩是斜对称的．由 u生成的子空间 S = span{u}是非
奇异的．由于 V 是非奇异的，由定理A2.3.3，有正交分解 V = S ◯⊥ S⊥，而 S⊥仍为非奇
异的对称度量向量空间，仍可以对 S⊥进行这样的正交分解

V = S ◯⊥ T ◯⊥ T⊥�

这里 S�T均为一维子空间，重复这样的步骤，可得

V = S ◯⊥ S ◯⊥⋯◯⊥ Sn�

这里 S i是由向量 u i生成，且 ⟨u i �u i⟩ ≠ ，故 (u� . . . �un)是 V的一组正交基（即基中
向量相互正交）．若 ⟨u i �u i⟩ = a i，则有如下结论．

若 (V � ⟨ � ⟩)是 n维非奇异的对称度量向量空间，则 V 有一组正交基 B = (u�

. . . �un)，使得在基 B下，⟨ � ⟩所对应的矩阵为

MB = diag(a� . . . � an)．

若取 r i(≠ ) ∈ F，则
C = (ru� . . . � rnun)

也是 V 上的一组正交基，⟨ � ⟩在这组基下的矩阵为

MC = diag(r a� . . . � rnan)．

若 F为代数封闭域 (algebraically closed eld)，即 F[x]中任一多项式均可在 F
上分裂为一次因子的乘积，这时，可取 r i = /

√
a i，这里

√
a i为方程 x − a i = 的根，

这样
MC = diag(� . . . � ) = In�

这里 In为 n阶单位矩阵．
以上所述归纳起来就有如下定理．

定理 A2.3.5 若 (V � ⟨ � ⟩)为域 F上的 n维非奇异对称度量向量空间，则 V 有
一组正交基 U = (u� . . . �un)，即 V 可正交分解为

V = S ◯⊥ S ◯⊥⋯◯⊥ Sn�

这里 S i是由 u i生成；若 ⟨u i �u i⟩ = a i，则 ⟨ � ⟩相对于基 U有矩阵

MU = diag(a� . . . � an)．

若F为代数封闭域，则V有一组正规正交基 (orthonormal basis)（即若基为 C = (c�
. . . � cn)，则 ⟨c i � c j⟩ = δ i j），使得 ⟨ � ⟩相对于基 C有矩阵
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MC = diag(� . . . � ) = In．

用矩阵的语言表述为：

若 P是 n阶非奇异的对称矩阵，则 P相合于对角矩阵 diag(a� . . . � an)，这里
a i ≠ ．即存在 n阶非奇异矩阵 Q，使得

P = QT diag(a� . . . � an)Q．

若 F为代数封闭域，则 P相合于 In，即 P可以写成

P = QTQ�

这里 Q为 n阶非奇异矩阵．
若 F为实数域R，R不是代数封闭域，但可取 r i = /

√
∣a i ∣，于是MC成为

MC = diag(� . . . � 
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

k

�−� . . . �−
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−k

)�

即在主对角线上的元素，一部分为 ，另一部分为 −，也就是 V 有一组正交基 (u�

. . . �uk� v� . . . � vn−k)，而 ⟨u i �u i⟩ = ，⟨v j� v j⟩ = −．
要证明 k由 ⟨ � ⟩唯一确定，而与 V 的基的选取无关．事实上，记

P = span{u� . . . �uk}� V = span{v� . . . � vn−k}．

若 v =
k

∑
i=

r iu i ∈ P，则

⟨v� v⟩ = ⟨
k

∑
i=

r iu i �
k

∑
j=

r ju j⟩ =
k

∑
i=

k

∑
j=

r ir j⟨u i �u j⟩

=
k

∑
i=

k

∑
j=

r ir jδ i j =
k

∑
i=

ri ⩾ ．

同样可证：若 v ∈ V，则 ⟨v� v⟩ ⩽ ．
如果 V 有另一组正交基 C = (u� . . . �uℓ� v� . . . � vn−ℓ)，这里 ⟨u i �u i⟩ = ，⟨v j� v j⟩ =

−，记
P = span{u� . . . �uℓ}� V = span{v� . . . � vn−ℓ}�

则P ∩ V = {}．这是因为，若 v ∈ P ∩ V，则由于 v ∈ P，则 ⟨v� v⟩ ⩾ ；由于 v ∈ V，则
⟨v� v⟩ ⩽ ，因此，⟨v� v⟩ = ，故 v = ．由于P�V均为 V 的子空间，且交为 {}，故由
(A2.1.1)，

dimP + dimV ⩽ dimV �

即 k + (n − ℓ) ⩽ n，即 k ⩽ ℓ．同样可证 ℓ ⩽ k，故 k = ℓ．
以上所述归纳起来有如下定理．

定理 A2.3.6（Sylvester惯性定理）若 (V � ⟨ � ⟩)为 n维实数域R上的非奇异
对称度量向量空间，则 V 有正交基 B = (u� . . . �uk� v� . . . � vn−k)，使得 ⟨u i �u i⟩ = ，
⟨v j� v j⟩ = −，在基 B下，⟨ � ⟩的矩阵为

MB = diag(Ik�−In−k)�
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这里 k是由 ⟨ � ⟩唯一确定的，而与 V 的基的选取无关．

用矩阵的语言表述为：

若 P为实数域上 n阶非奇异对称矩阵，则 P相合于 diag(Ik�−In−k)，这里 k是由
P唯一确定的，即存在非奇异的 n阶矩阵 Q，使得

P = QT diag(Ik�−In−k)Q．

如果用双线性形式的语言来说，第 5、6条可以总结为如下的结论．
设 (V � ⟨ � ⟩)为域 F上的 n维非奇异度量空间．
(1) 若 ⟨ � ⟩为斜对称，则存在 V 的一组基 B，使得对任意 x� y ∈ V，有

⟨x� y⟩ = ξη − ξη +⋯ + ξn−ηn + ξnηn−�

这里 (ξ� . . . � ξn)T与 (η� . . . � ηn)T分别为 x� y在基 B下的坐标．
(2) 若 ⟨ � ⟩为对称，则存在V的一组基B = (v� . . . � vn)，使得对任意 x� y ∈ V，有

⟨x� y⟩ = aξη +⋯ + an ξnηn�

这里 (ξ� . . . � ξn)T与 (η� . . . � ηn)T分别为 x� y在基 B下的坐标，而 a i = ⟨v i � v i⟩．
(3) 若域 F为代数封闭域，则存在 V 的一组正规正交基 B = (v� . . . � vn)，使得

对任意 x� y ∈ V，有
⟨x� y⟩ = ξη +⋯ + ξnηn�

这里 (ξ� . . . � ξn)T与 (η� . . . � ηn)T分别为 x� y在基 B下的坐标．
(4) 若域 F为实数域，则存在 V 的一组正交基 B = (u� . . . �uk� v� . . . � vn−k)，使

得对任意 x� y ∈ V，有

⟨x� y⟩ = ξη +⋯ + ξkηk − ξk+ηk+ −⋯ − ξnηn�

这里 (ξ� . . . � ξn)T与 (η� . . . � ηn)T分别为 x� y在基 B下的坐标，而 k只与 ⟨ � ⟩有关，
而与基的选取无关．

特别对二次型 ⟨x� x⟩可表为

⟨x� x⟩ = aξ +⋯ + an ξn�

当 F为代数封闭域时，
⟨x� x⟩ = ξ +⋯ + ξn�

当 F为实数域R时，

⟨x� x⟩ = ξ +⋯ + ξk − ξk+ −⋯ − ξn．
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A2.4 内积空间

当域 F为实数域R或复数域C时，还有重要的内积空间．

定义 A2.4.1 若 V是域 F上的向量空间，这里 F是实数域R或复数域C，若存
在映射 ⟨ � ⟩∶V × V → F满足

(1)正定性 (positive de niteness) 对所有 v ∈ V 有

⟨v� v⟩ ⩾ ．

而 ⟨v� v⟩ = ，当且仅当 v = ；
(2)共轭对称（Hermite对称）性或对称性 当 F = C时，有

⟨v� v⟩ = ⟨v� v⟩．

当 F = R时，有
⟨v� v⟩ = ⟨v� v⟩�

(3)第一坐标是线性 对所有的 u� v�w ∈ V 及 r� s ∈ F，有

⟨ru + sv�w⟩ = r⟨u�w⟩ + s⟨v�w⟩�

则称 ⟨ � ⟩为 V 上的内积 (inner product)，有内积的向量空间称为内积空间 (inner
product space)．

当 F为R时，称内积空间为实欧几里得空间 (Euclidean space)，显然这是一个
正定的对称非奇异的度量空间．

当 F为C时，称内积空间为复欧几里得空间，也称酉空间 (unitary space)．此
时，由定义A2.4.1之条件 (2)和 (3)可得：对所有 u� v�w ∈ V 及 r� s ∈ F，有

⟨w� ru + sv⟩ = r⟨w�u⟩ + s⟨w� v⟩�

称为共轭线性 (conjugate linearity)．因此，此时 ⟨ � ⟩不是双线性形式，故 (V � ⟨ � ⟩)不
是度量向量空间．

若 v ∈ V，称
∥v∥ =

√
⟨v� v⟩

为向量 v的长度 (length)或范数 (norm)．
若 u� v ∈ V，称

∥u − v∥

为向量 u� v之间的距离 (distance)，记作 d(u� v)．有了距离的概念，就可以在 V 上
定义向量序列的收敛，集合的并、开、闭包、邻域、完备性以及连续等概念．还可

以有：

(1) Cauchy不等式 对所有 u� v ∈ V，有

∣⟨u� v⟩∣ ⩽ ∥u∥∥v∥�
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(2)三角不等式 对所有 u� v ∈ V，有

∥u + v∥ ⩽ ∥u∥ + ∥v∥�

(3)平行四边形法则 对所有 u� v ∈ V，有

∥u + v∥ + ∥u − v∥ = ∥u∥ + ∥v∥�

(4)距离的三角不等式 对所有 u� v�w ∈ V，有

d(u� v) ⩽ d(u�w) + d(w� v)�

等等．还可以由范数直接定义范数线性空间．

若 V 是一个向量空间，且在 V 上有函数 ∥ ⋅ ∥∶V → R满足：
(1) 若 v ∈ V，则 ∥v∥ ⩾ ，且 ∥v∥ = 当且仅当 v = ；
(2) 对所有 r ∈ F，v ∈ F，有 ∥rv∥ = ∣r∣∥v∥；
(3) 对所有 u� v ∈ V，有

∥u + v∥ ⩽ ∥u∥ + ∥v∥�

则称 ∥ ⋅ ∥为 V 上的一个范数，这时 (V � ∥ ⋅ ∥)称为范数线性空间 (normed linear
space)．这是内积空间的一个推广．
对内积空间，也可以像上一节中那样来定义正交的概念，只是用内积来替代双

线性形式，于是可以有正交补、正交基及 Riesz表示定理等．这里只叙述 Riesz表示
定理：

若 (V � ⟨ � ⟩)是一个有限维内积空间，f ∈ V∗，则存在唯一的向量 x ∈ V，使得对
任意的 v ∈ V，有 f (v) = ⟨v� x⟩．
对于内积空间将在A3.3和A5.5中进一步讨论之．



第三讲

线性变换

如前所述，线性代数是研究线性空间（向量空间）、模和其上线性变换以及与之

相关的问题（如线性、双线性、二次函数等）的数学学科．在上一讲中讨论了向量空

间以及其上的线性泛函及对偶空间；其上的双线性形式、二次型及度量向量空间，

正交几何与辛几何的分类；还有大家十分熟悉的内积空间．在这一讲中将讨论向

量空间上的线性变换以及与之相关的共轭算子及伴随算子．

A3.1 线性变换的矩阵表示

设 V �W分别是域 F上的 n维与m维向量空间．在这一节中要证明每个 τ ∈
L(V �W)都与Mm�n(F)中的一个矩阵相对应，这就是 τ在Mm�n(F)中的矩阵表
示．不但如此，还要证明：L(V �W)与Mm�n(F)是同构的．故对L(V �W)的讨论
就是对Mm�n(V �W)的讨论．
设 τ ∈ L(V �W)，B = (b� . . . � bn)与 C = (c� . . . � cm)分别是 V 与W的基，则向

量 v ∈ V 在基 B下的坐标为 [v]B = (r� . . . � rn)T，τ(v)在基 C下的坐标为 [τ(v)]C =
(s� . . . � sm)T．于是对应于 τ，在 Fn与 Fm之间有一线性变换 τA∶ [v]B → [τ(v)]C，
τA ∈ L(Fn�Fm)，即对应于 τ，有一m × n矩阵 A，使得

[τ(v)]C = A[v]B．

现在来确定A，记A= (A� . . . �An)，这里A i为列向量．取 v = b i，则立得A i = [τ(b i)]C，
故

A = ([τ(b)]C� . . . � [τ(bn)]C)．

记 A = [τ]B�C，于是
[τ(v)]C = [τ]B�C[v]B．

[τ]B�C即为当 V 的基为 B，W的基为 C时，τ的矩阵表示．于是可以定义映射

ϕ∶
L(V �W) Ð→ Mm�n(F)�

τ z→ [τ]B�C．

现在来证明这是一个同构映射．

先证 ϕ为线性映射．事实上若 s� t ∈ F，σ � τ ∈ L(V �W)，则

[(sσ + tτ)(b i)]C = [sσ(b i) + tτ(b i)]C = s[σ(b i)]C + t[τ(b i)]C．

故
ϕ(sσ + tτ) = [sσ + tτ]B�C = s[σ]B�C + t[τ]B�C = sϕ(σ) + tϕ(τ)�
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即 ϕ为线性映射．
再证 ϕ为满射．事实上若 A为一个m× n矩阵，且可写成 (A� . . . �An)，这里 A i

为列向量，定义 τ∶V →W，使得 [τ(b i)]C = A i，这是可以做到的，故 ϕ为满射．
再证 ϕ为单射．由于 [τ]B�C = 蕴涵 [τ(b i)]C = ，又蕴涵 τ(b i) = ，故 τ = ．
综上所述 ϕ为同构映射，于是有如下定理．

定理 A3.1.1 L(V �W) ≈Mm�n(F)．

由 τ的矩阵表示还可以导出：若 σ ∶U → V，τ∶V → W，且 B�C与D分别为
U�V �W的基，则

[τσ]B�D = [τ]C�D[σ]B�C．

因此，τσ的矩阵表示为 τ与 σ的矩阵表示的乘积．
验证如下．由于当 v ∈ U，w ∈ V 时，有

[σ(v)]C = [σ]B�C[v]B 及 [τ(w)]D = [τ]C�D[w]C�

故
[τ]C�D[σ]B�C[v]B = [τ]C�D[σ(v)]C = [τ(σ(v))]D = [τσ]B�D[v]B．

若 τ ∈ L(V �W)，现在来讨论当 V 与W的基变换时，τ的相应矩阵之间的关系．
若B�C分别是V �W的基，B′�C′也分别是V �W的基，τ对基B�C及B′�C′分别

有矩阵表示 [τ]B�C及 [τ]B′�C′，于是又：对于任意 v ∈ V，有

[τ(v)]C = [τ]B�C[v]B� [τ(v)]C′ = [τ]B′�C′[v]B′．

在第二讲中已经谈到，对于任意 v ∈ V，有

[v]B′ = MB�B′[v]B 及 [τ(v)]C′ = MC�C′[τ(v)]C．

将这些结果带入上式，得到

[τ(v)]C′ = MC�C′[τ(v)]C = MC�C′[τ]B�C[v]B�

而
[τ(v)]C′ = [τ]B′�C′[v]B′ = [τ]B′�C′MB�B′[v]B．

由于 v可取 V 中任意向量，故

[τ]B′�C′MB�B′ = MC�C′[τ]B�C�

即为
[τ]B′�C′ = MC�C′[τ]B�CM−B�B′ �

即 [τ]B′�C′与 [τ]B�C是等价的．
特别当W = V及 τ ∈ L(V)，且B = C，B′ = C′，[τ]B�B = [τ]B，[τ]B′�B′ = [τ]B′，于是

有
[τ]B′ = MB�B′[τ]BM−B�B′ �

即 [τ]B′与 [τ]B是相似的．
在第五讲中将讨论 τ在相似意义下的分类．
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A3.2 伴随算子

由线性变换 τ ∈ L(V �W)，可以导出各种与之相关的线性变换来．在这一节中
先来定义与讨论在一般向量空间上的线性变换的伴随算子．

若 τ ∈ L(V �W)，可定义W的对偶空间W∗到 V 的对偶空间 V∗映射

τ×∶
W∗ Ð→ V∗�
f z→ f ○ τ = f τ．

这是有意义的，因为映射 f τ∶V → F确实是属于 V∗，即对任意 v ∈ V，有

τ×( f )(v) = f (τ(v))．

τ×称为 τ的伴随算子 (adjoint operator)．
易证如下命题．

命题 A3.2.1 (1) 对任意 τ� σ ∈ L(V �W)，有 (τ + σ)× = τ× + σ×；
(2) 对任意 r ∈ F，σ ∈ L(V �W)，有(rτ)× = rτ×；
(3) 对 τ ∈ L(V �W)，σ ∈ L(W�U)，有(στ)× = τ×σ×；
(4) 对任意可逆 τ ∈ L(V)，有 (τ−)× = (τ×)−．

证明 (1)、(2)是显然那成立的．对于 f ∈ U∗，

(στ)×( f ) = f στ = τ×( f σ) = τ×(σ×( f )) = (τ×σ×)( f )�

故得 (3)．由 (3)，
(τ×)(τ−)× = (τ−τ)× = ε× = ε�

这里 ε为恒等映射．同样 (τ−)×τ× = ε，故得 (4)． ∎

命题 A3.2.2 若 dimV <∞，τ ∈ L(V �W)，且等同 V∗∗为 V，W∗∗为W，则

τ×× = τ．

证明 由定义，映射 τ××∶V∗∗ →W∗∗．对任意 f ∈W∗，有

τ××(v∗∗)( f ) = v∗∗τ×( f ) = v∗∗( f τ) = f τ(v) = (τ(v))∗∗( f )�

这里 v∗∗是由A2.2中定义：v∗∗由 v而来，v∗∗ ∈ V∗∗，定义为 v∗∗(g) = g(v)，这里
g ∈ V∗．由上式即得

τ××(v∗∗) = (τ(v))∗∗．

如果 V∗∗与 V 等同，W∗∗与W等同，则上式即为

τ××(v) = τ(v)�

这对所有 v ∈ V 都成立，故 τ×× = τ． ∎
此外，伴随算子与A2.2中定义的零化子还有以下一些结果．

命题 A3.2.3 若 τ ∈ L(V �W)，则
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(1) Ker τ× = (Im τ)○； (2) (Im τ×)○ = Ker τ；
(3) 当 dimV �dimW <∞时，Im τ× = (Ker τ)○．

证明 (1) 由定义，映射 τ∶V →W，τ×∶W∗ → V∗，故对所有 v ∈ V，

f ∈ Ker τ× ⇐⇒ τ×( f ) =  ⇐⇒ f τ =  ⇐⇒ f (τ(v)) = 
⇐⇒ f (Im τ) =  ⇐⇒ f ∈ (Im τ)○．

(2) 由于对所有 f ∈W∗，

v ∈ Ker τ ⇐⇒ τ(v) =  ⇐⇒ f (τ(v)) =  ⇐⇒ τ×( f )(v) = 
⇐⇒ v∗∗(τ×( f )) =  ⇐⇒ v∗∗ ∈ (Im τ×)○．

若 V∗∗与 V 等同，即得 (2)．
(3) 对所有 v ∈ Ker τ，f ∈W∗，有

τ×( f )(v) = f (τ(v)) = �

故 τ×( f )(Ker τ) = ，即 τ×( f ) ∈ (Ker τ)○，这对所有的 f ∈W∗都成立，故

Im τ× ⊆ (Ker τ)○．

若空间是有限维的，则由命题A2.2.4以及上述 (2)，

Im τ× ≈ (Im τ×)○○ ≈ (Ker τ)○�

故 Im τ× = (Ker τ)○． ∎
由此还可得到如下命题．

命题 A3.2.4 设 dimV �dimW <∞，τ ∈ L(V �W)，则 rank τ = rank τ×．

证明 由命题A3.2.3之 (3)，知 Im τ× = (Ker τ)○．由命题A2.2.6之 (1)，知

(Ker τ)○ = ((Ker τ)c)∗�

这里 (Ker τ)c为Ker τ在 V 中的补，故

dim(Ker τ)○ = dim((Ker τ)c)∗ = dim(Ker τ)c = dim Im τ�

这是因为 (Ker τ)c ≈ Im τ．于是 rank τ× = rank τ． ∎
若V �W均为有限维的向量空间，τ ∈L(V �W)，τ× ∈L(W∗�V∗)，B = (b� . . . � bn)

与 C = (c� . . . � cn)分别为V和W的一组基，而B∗ = (b∗ � . . . � b∗n)与 C∗ = (c∗ � . . . � c∗n)
分别为其对偶基．于是 τ有矩阵表示 [τ]B�C，τ×有矩阵表示 [τ×]C∗�B∗．这两个矩阵
之间关系如何？

已知

[τ]B�C = ([τ(b)]C� . . . � [τ(bn)]C)� [τ×]C∗�B∗ = ([τ×(c∗ )]B∗ � . . . � [τ×(c∗n)]B∗)�

由于 τ(b i) ∈W，故在基 C下，其可表示为 τ(b i) = β(i) c +⋯ + β(i)n cn，即

[τ(b i)]C = (β(i) � . . . � β(i)n )
T
．

于是
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[τ]B�C =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

β() ⋯ β(n)

⋮ ⋱ ⋮
β()n ⋯ β(n)n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

由于 τ×(c∗i ) ∈ V∗，故在基 B∗下，其可表示为 τ×(c∗i ) = α
(i)
 b∗ +⋯ + α

(i)
n b∗n，即

[τ×(c∗i )]B∗ = (α
(i)
 � . . . � α(i)n )

T
．

于是

[τ×]C∗�B∗ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α() ⋯ α(n)

⋮ ⋱ ⋮
α()n ⋯ α(n)n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
．

由 τ×的定义可知 τ×(c∗j )(b i) = c∗j (τ(b i))，而这就是 α( j)i = β
(i)
j ．于是得到如下定理．

定理 A3.2.1 τ的伴随算子 τ×所对应的矩阵是 τ所对应的矩阵的转置，即

[τ×]C∗�B∗ = ([τ]B�C)
T
．

A3.3 共轭算子

在上一节中对于一般的向量空间上的线性变换，定义并讨论了其伴随算子．

当向量空间是内积空间，其上的线性变换，则可定义并讨论其共轭算子，这是内积

空间中十分重要的算子，由此可以导出一系列的结果，这是本节的内容．

由内积空间的 Riesz表示定理（详见A2.4），若 V 是有限维内积空间，f ∈ V∗，则
存在唯一的 x ∈ V，使得

f (v) = ⟨v� x⟩

对所有 v ∈ V 都成立．由此可以定义映射 ϕ∶V∗ → V 为 ϕ( f ) = x，即 ϕ( f )定义为

f (v) = ⟨v�ϕ( f )⟩．

由于对 v ∈ V，f � g ∈ V∗，r� s ∈ F，

⟨v�ϕ(r f + sg)⟩ = (r f + sg)(v) = r f (v) + sg(v)
= ⟨v� rϕ( f )⟩ + ⟨v� sϕ(g)⟩ = ⟨v� rϕ( f ) + sϕ(g)⟩�

即
ϕ(r f + sg) = rϕ( f ) + sϕ(g)�

于是 ϕ为共轭线性．ϕ显然是满射．由于 ϕ( f ) = 蕴涵 f = ，故 ϕ也是单射，从而
ϕ∶V∗ → V 为“共轭同构”(conjugate isomorphism)．
若V �W为域 F上的有限维内积空间，τ ∈ L(V �W)，对于固定的w ∈W，考虑函

数 θw ∶V → F定义为
θw(v) = ⟨τ(v)�w⟩．

易证，θw是 V 上的线性泛函．由 Riesz表示定理，存在唯一的 x ∈ V，使得
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θw(v) = ⟨τ(v)�w⟩ = ⟨v� x⟩

对所有的 v ∈ V 都成立，令 τ∗(w) = x，则

⟨τ(v)�w⟩ = ⟨v� τ∗(w)⟩

对所有的 v ∈ V 都成立，故存在唯一的 τ∗使上式成立．可证 τ∗是线性的．由于对
任意的 v ∈ V，w�w′ ∈W，

⟨v� τ∗(rw + sw′)⟩ = ⟨τ(v)� rw + sw′⟩ = r⟨τ(v)�w⟩ + s⟨τ(v)�w′⟩
= r⟨v� τ∗(w)⟩ + s⟨v� τ∗(w′)⟩ = ⟨v� rτ∗(w)⟩ + ⟨v� sτ∗(w′)⟩
= ⟨v� rτ∗(w) + sτ∗(w′)⟩�

故
τ∗(rw + sw′) = rτ∗(w) + sτ∗(w′)．

因此，τ∗ ∈ L(W�V)，这时称 τ∗为 τ的共轭 (adjoint)．
现在来讨论 τ∗与 τ×之间的关系．若 V �W是域 F上的两个向量空间，τ ∈

L(V �W)，则存在映射 τ×∶W∗ → V∗及 τ∗∶W → V．再由前面定义的映射 ϕ∶V∗ → V
及 ϕ∶W∗ →W，可得

V∗

ϕ

��

W∗τ×oo

ϕ

��
V Wτ∗oo

定义映射 σ ∶W∗ → V∗为
σ = ϕ− τ∗ϕ�

显然这是一个线性映射．若 x ∈ V，ϕ− = g，则 ϕ(g) = x，

ϕ− (x)(v) = g(v) = ⟨v�ϕ(g)⟩ = ⟨v� x⟩．

因此对任意 f ∈W∗，x ∈ V，有

(σ( f ))(v) = (ϕ− τ∗ϕ( f ))(v) = ϕ− (τ∗ϕ( f ))(v) = ⟨v� τ∗ϕ( f )⟩
= ⟨τ(v)�ϕ( f )⟩ = f (τ(v)) = τ×( f )(v)�

故 σ = τ×，即
τ× = ϕ− τ∗ϕ�

上图为交换图．

设B = (b� . . . � bn)与 C = (c� . . . � cm)分别是V与W的一组正规正交基．已知

[τ]B�C = ([τ(b)]C� . . . � [τ(bn)]C) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

β() ⋯ β(n)

⋮ ⋮
β()m ⋯ β(n)m

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

于是 β(i)j = ⟨τ(b i)� c j⟩．而
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[τ∗]C�B = ([τ∗(c)]B� . . . � [τ∗(cm)]B) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

γ() ⋯ γ(m)

⋮ ⋮
γ()n ⋯ γ(m)n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
�

于是 γ(i)j = ⟨τ∗(c i)� b j⟩．但是

⟨τ∗(c i)� b j⟩ = ⟨b j� τ∗(c i)⟩ = ⟨τ(b j)� c i⟩ = β
( j)
i �

因此得到如下定理．

定理 A3.3.1 τ的共轭所对应矩阵为 τ所对应矩阵的共轭转置，也用 ◻∗来记
之，即

[τ∗]C�B = [τ]
T
B�C = [τ]

∗
B�C．

对于 τ的共轭，易证有以下的这些性质．

命题 A3.3.1 若 V �W为有限维内积空间，σ� τ ∈ L(V �W)，则
(1) ⟨τ∗(w)� v⟩ = ⟨w� τ(v)⟩； (2) (σ + τ)∗ = σ∗ + τ∗；
(3) (rτ)∗ = rτ∗，r ∈ F； (4) τ∗∗ = τ；
(5) 若 V =W，则 (στ)∗ = τ∗σ∗； (6) 若 τ可逆，则 (τ−)∗ = (τ∗)−．

进一步，可给出如下的一些定义．

定义 A3.3.1 设 V 是内积空间，τ ∈ L(V)，则
(1) 称 τ是自共轭 (self-adjoint)或埃尔米特 (Hermitian)，若 τ∗ = τ；
(2) 称 τ是酉 (unitary)，若 τ是双射且 τ∗ = τ−；
(3) 称 τ是正规 (normal)，若 ττ∗ = τ∗τ．
相应的，当 A是复矩阵时，可定义：
(1) A是埃尔米特，若 A∗ = A； (2) A是斜埃尔米特，若 A∗ = −A；
(3) A是酉，若 A可逆且 A∗ = A−； (4) A是正规，若 A可逆且 AA∗ = A∗A；
当 A是实矩阵时，可定义：
(1) A是对称，若 AT = A； (2) A是斜对称，若 AT = −A；
(3) A是正交，若 A可逆且 A∗ = A−．

易证 τ是正规、自共轭、酉算子当且仅当 τ在正规正交基下对应的矩阵是正
规、埃尔米特、酉阵．下面来讨论着这三类算子．

1. 自共轭算子 由定义 τ ∈ L(V)是自共轭，所对所有 v�w ∈ V 有

⟨τ(v)�w⟩ = ⟨b� τ(w)⟩�

即 τ∗ = τ．易证有如下的性质．

命题 A3.3.2 若 V 是内积空间，且 σ� τ ∈ L(V)，
(1) 若 σ� τ自共轭，则 σ + τ也是自共轭；
(2) 若 τ自共轭，r为实数，则 rτ是自共轭；
(3) 若 σ� τ为自共轭，则 στ为自共轭当且仅当 στ = τσ；
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(4) 若 τ为自共轭且可逆，则 τ−也是自共轭；
(5) 若 τ自共轭，则 ⟨τ(v)� v⟩是实的，对所有的 v ∈ V 成立；
(6) 若 V 是酉空间，对所有的 v ∈ V，⟨τ(v)� v⟩是实的，则 τ是自共轭；
(7) 若 τ是自共轭，且 ⟨τ(v)� v⟩ = 对所有的 v都成立，则 τ = ；
(8) 若 τ是自共轭，则对任意给定的 k > ，τk = 蕴涵 τ = ．

证明 由于 τ自共轭，所对应的矩阵为埃尔米特阵，即 A = A∗，故立即可得 (1)
— (4)．
由于 τ自共轭，所以

⟨τ(v)� v⟩ = ⟨v� τ(v)⟩ = ⟨τ(v)� v⟩�

故 ⟨τ(v)� v⟩是实的，这就证明了 (5)．
为了证明 (6)、(7)，先证明：若V是酉空间，且对所有的 v ∈ V有 ⟨τ(v)� v⟩ = ，则

τ = ．
令 v = rx + y，这里 x� y ∈ V，r ∈ C，则

 = ⟨τ(rx + y)� rx + y⟩ = ∣r∣⟨τ(x)� x⟩ + ⟨τ(y)� y⟩ + r⟨τ(x)� y⟩ + r⟨τ(y)� x⟩
= r⟨τ(x)� y⟩ + r⟨τ(y)� x⟩．

取 r = ，则
⟨τ(x)� y⟩ + ⟨τ(y)� x⟩ = �

取 r = i，则
⟨τ(x)� y⟩ − ⟨τ(y)� x⟩ = ．

故 ⟨τ(x)� y⟩ = 对所有的 x� y ∈ V 都成立，因此 τ = ．
用这个结果来证明 (6)，

⟨(τ − τ∗)(v)� v⟩ = ⟨τ(v)� v⟩ − ⟨τ∗(v)� v⟩ = ⟨τ(v)� v⟩ − ⟨v� τ(v)⟩
= ⟨τ(v)� v⟩ − ⟨τ(v)� v⟩ = ．

由上述结果可知 τ − τ∗ = ，即 τ是自共轭算子．
再来证明 (7)．当 F = C时，由上述结果立得 (7)，故只要证明 F = R的情形．此

时，

 = ⟨τ(x + y)� x + y⟩ = ⟨τ(x)� x⟩ + ⟨τ(y)� y⟩ + ⟨τ(x)� y⟩ + ⟨τ(y)� x⟩
= ⟨τ(x)� y⟩ + ⟨τ(y)� x⟩ = ⟨τ(x)� y⟩ + ⟨x� τ(y)⟩ = ⟨τ(x)� y⟩．

由上述结果可知 τ = ．
最后证明 (8)．若 τk(v) = 对所有 v ∈ V 成立，则存在m使得 m ⩾ k．于是

τ
m(v) = ，因此

 = ⟨τ
m
(v)� v⟩ = ⟨τ

m−
τ

m−
(v)� v⟩ = ⟨τ

m−
(v)� τ

m−
(v)⟩．

因此 τ
m−(v) = ，重复这样的步骤，最后得 τ = ． ∎

对于内积空间上的任意一个线性变换 τ ∈ L(V �W)均可写成
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τ = τ + iτ�

这里 τ� τ为自共轭变换．事实上，令

τ =
τ + τ∗


� τ =

τ − τ∗

i
�

即得上式．这与“任意一个复数 z均可写成 z = x + iy，这里 x� y均为实数”相类似．
所以，对于内积空间，自共轭变换是十分基本的．

2. 酉算子 由定义，τ ∈ L(V)是酉算子，若对所有的 v�w ∈ V，有

⟨τ(v)�w⟩ = ⟨v� τ−(w)⟩．

易证有如下的性质．

命题 A3.3.3 若 V 是内积空间，σ� τ ∈ L(V)，
(1) 若 τ是酉变换，则 τ−也是酉变换；
(2) 若 σ� τ是酉变换，则 στ也是酉变换；
(3) τ是酉变换当且仅当 τ是满射且保距；（τ ∈ L(V �W)称为保距 (isometry)，

若对 u� v ∈ V，有 ⟨τ(u)� τ(v)⟩ = ⟨u� v⟩．）
(4) 若 V 为有限维，则 τ是酉变换当且仅当 τ将正交基映为正交基．

证明 (1)、(2)是显然的，来证 (3)．若 τ是满射，则对所有 v�w ∈ V，

τ是保距 ⇐⇒ ⟨τ(v)� τ(w)⟩ = ⟨v�w⟩ ⇐⇒ τ∗τ(w) = w ⇐⇒ τ∗τ = ε
⇐⇒ τ∗ = τ− ⇐⇒ τ是酉变换．

若 τ是酉变换，O = (u� . . . �un)是 V 的正规正交基，于是

⟨τ(u i)� τ(u j)⟩ = ⟨u i �u j⟩ = δ i j．

故 τ(O)是 V 的正规正交基．反之，若O及 τ(O)是 V 的正规正交基，则

⟨τ(u i)� τ(u j)⟩ = δ i j = ⟨u i �u j⟩．

若 v =
n

∑
i=

r iu i，w =
n

∑
j=

s ju j，则

⟨τ(v)� τ(w)⟩ = ⟨
n

∑
i=

r iτ(u i)�
n

∑
j=

r jτ(u j)⟩ =
n

∑
i=

n

∑
j=

r i s j⟨τ(u i)� τ(u j)⟩

=
n

∑
i=

n

∑
j=

r i s j⟨u i �u j⟩ = ⟨
n

∑
i=

r iu i �
n

∑
j=

r ju j⟩ = ⟨u�w⟩�

故 τ为酉变换． ∎
与酉算子对应的是酉矩阵，对酉矩阵显然有以下性质．

命题 A3.3.4 若 A为矩阵，
(1) n × n矩阵 A为酉的当且仅当 A的所有的列组成Cn的一组正规正交基；

(2) n × n矩阵 A为酉的当且仅当 A的所有的行组成Cn的一组正规正交基；

(3) 若 A为酉，则 ∣detA∣ = ；若 A为正交，则 detA = ±．
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3. 正规算子 由定义 τ ∈ L(V)是正规算子，若 ττ∗ = τ∗τ．易证有如下的性质．

命题 A3.3.5 若 V 是内积空间，τ是 V 上的正规算子，则
(1) 对任意多项式 p(x) ∈ F[x]，p(τ)也是正规算子；
(2) τ(v) = 蕴涵 τ∗(v) = ；
(3) 对任意给定的 k > ，τk = 蕴涵 τ = ；
(4) 对任意 λ ∈ F和 k > ，(τ − λε)k = 蕴涵 τ − λε = ；
(5) 若 τ(v) = λv，则 τ∗(v) = λv．

证明 (1)、(2)是显然的，来证 (3)．σ = ττ∗显然是自共轭的，由于 τ为正规的，
故

σ k(v) = (τ∗)kτk(v) = ．

由命题A3.3.2之 (8)，得 σ(v) = ，即 ττ∗(v) = ，但

 = ⟨τ∗τ(v)� v⟩ = ⟨τ(v)� τ(v)⟩�

故 τ(v) = ．
由 (1)及 (3)得 (4)，来证 (5)．若 τ(v) = λv，这里 v ≠ ，则 (τ− λε)(v) = ．由 (2)，

(τ − λε)∗(v) = ，但 (τ − λε)∗ = τ∗ − λε，故得 (5)． ∎
在最后一讲中，要对着三个算子作进一步深入的讨论，尤其是分解定理．



第四讲

主理想整环上的模及其分解

在第二讲及第三讲中讨论了向量空间及其上的线性变换，在这一讲及下一讲

中将从模的观点来重新认识之，这是这本小书的主要部分．在这一讲中，将介绍模

的定义与基本性质，尤其是在主理想整环上的模及其分解．

A4.1 环上的模的基本概念

1. 若 V 是域 F上的一个向量空间，τ ∈ L(V)．对 F[x]中任一多项式 p(x)，对
任意 v ∈ V，可定义

p(x)v = p(τ)(v)．

这就是我们要讨论线性算子作用在 V 上．显然，对任意 r(x)� s(x) ∈ F[x]，u� v ∈ V，
有

r(x)(u + v) = r(x)u + r(x)v� (r(x) + s(x))u = r(x)u + s(x)u�
(r(x)s(x))u = r(x)(s(x)u) u = u�

等等．但是 F[x]不是域而是环，所以将 F[x]中元素对 V 作数乘，V 并不能称为一
个向量空间．于是引入了比向量空间更一般的概念——模．

定义A4.1.1 若 R是有单位元的交换环，其元素称为纯量．一个R−模 (R−mo-
dule)或 R上的一个模是一个非空集合M，有运算加法，记作 +，对 (u� v) ∈ M ×M，
有 u + v ∈ M；另一个是 R与M的运算是数乘，用毗连来表示，对 (r�u) ∈ F ×M，有
ru ∈ M，而且有

(1) M对 +作成 Abel群；

(2) R对M的数乘满足：对所有的 r� s ∈ R，u� v ∈ M有
分配律

r(u + v) = ru + rv� (r + s)u = ru + su�

结合律
(rs)u = r(su)�

及
u = u．

显然，当 R是域时，则模为向量空间，即域上的模就是向量空间．当 R = Z（整
数环）时，则Z−模就是Abel群．故模也是Abel群的概念的扩充．
特别重要的是在第一讲一开始就说到的 R = F[x]，若 F是域，则由定理A1.2.1，



⋅ 470 ⋅ 附 录 线性代数五讲 ¹

F[x]是主理想整环，于是可以定义 F[x]−模，这是我们今后主要讨论的对象．
若 R是环，则所有m × n矩阵的集合Mm�n(R)是一个 R−模，其加法与数乘就

是矩阵的加法与数乘．当 R = F[x]时，Mm�n(F[x])是矩阵中的元素全为多项式的
矩阵的全体，它成为一个 F[x]−模．
另一个重要的模是环 R自己可以成为 R−模．若 R是有单位元的交换环，定义

数乘为环乘法，这就是一个 R−模．今后会用到这个模．
在今后讨论线性算子 τ ∈ L(V)作用在向量空间 V 上时，V 可以看成 F上的一

个向量空间，也可以看成在 F[x]上的模．

2. 一些向量空间中的概念可以推广到模上．

先定义 R−模M的子模如下．若 S为 R−模M的一个子集，本身是一个 R−模，
称 S为M的子模．S上的运算就是M的运算在 S上的限制．显然有如下结论成立．

(1) R−模M的一个非空子集 S成为子模当且仅当对任意 r� s ∈ R，u� v ∈ S有

ru + sv ∈ S�

(2) 若 S�T是M的子模，则 S ∩ T及

S + T = {u + v ∣ u ∈ S� v ∈ T}

也是M的子模；
(3) 有单位元的交换环 R就是 R上的模，则 R−模 R的子模就是环 R的理想．
由子模的概念，可以定义模的直和．若M是 R−模，称M的子模 S� . . . � Sn的

直和，若每个 v ∈ M都可以唯一地（不及前后次序）写成子模 S i中元素之和．即对
任意 v ∈ M，有 u i ∈ S i，使得

v = u +⋯ + un�

并且若还有w i ∈ S i，使得
v = w +⋯ +wn�

则经过适当排列后，有 u i = w i，i = � . . . � n．
当M是 S� . . . � Sn的直和，写成

M = S ⊕⋯⊕ Sn．

若M = S ⊕ S c，则 S c称为 S在M中的补．
显然，M是子模 S� . . . � Sn的直和当且仅当M = S +⋯ + Sn及对每个 i，有

S i ∩ (∑
j≠i

S j) = {}．

可以定义生成集 (spanning set)如下．若M是 R−模，S是一个子集，由 S生成
的子模为 S中元素的所有 R−线性组合的集合，即

⟨S⟩ = span S = {rv +⋯ + rnvn ∣ r i ∈ R� v i ∈ S}．

M中的一个子集 S称为生成M，若M = span S，即每个 v ∈ M，可写成
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v = rv +⋯ + rnvn�

这里 r�⋯ � rn ∈ R，v�⋯ � vn ∈ S．
特别由一个元素生成的子模，即

⟨v⟩ = Rv = {rv ∣ r ∈ R}� v ∈ M

称为由 v生成的循环子模 (cyclic submodule)．需要注意的是，这是一种十分重要
的子模，今后要不断出现．

如果 R−模M可以由有限集生成，则称M是有限生成的 ( nitely generated)．

3. 同样可以在模中定义子集的 R−线性无关性及 R−基．
称M的子集 S为 R−线性无关的 (linearly independent)，若对任意 v� . . . � vn ∈ S

及 r� . . . � rn ∈ R，
rv +⋯ + rnvn = 

蕴涵 r = ⋯ = rn = ．若集 S不是线性无关的，则称为线性相关．
若M是 R−模，M的子集 B称为M的基，若B线性无关且生成M．由此易见，
(1) 模M的子集 B是一组基当且仅当对每个 v(≠ ) ∈ M，B有唯一的子集

{v� . . . � vn}及非零纯量 r� . . . � rn ∈ R使得

v = rv + . . . + rnvn�

(2) 若 B是 R−模M的基，则 B是M的极小生成元集，是极大线性无关集．
对于向量空间，有线性变换，对于模有模同态．

定义A4.1.2 若M�N为R−模，映射 τ∶M→N称为R−同态 (homomorphism)，
若对所有 r� s ∈ R，u� v ∈ M，有

τ(ru + sv) = rτ(u) + sτ(v)．

所有从M到 N的 R−同态记作HomR(M�N)．
显然 R−同态是线性变换的推广．称M到M的 R−同态为自同态 (endomor-

phism)；称单射的同态为单同态 (monomorphism)；称满射的同态为满同态 (epi-
morphism)；称双射的同态为同构 (isomorphism)．
若 τ ∈ HomR(M�N)，定义 τ的核与像为

Ker τ = {v ∈ M ∣ τ(v) = } 及 Im τ = {τ(v) ∣ v ∈ M}�

易知它们分别是M与 N的子模．

由于不是所有的模都有 R−基，故有以下的定义．

定义 A4.1.3 R−模M称为自由的 (free)，若M有 R−基．若 B是M的基，称
M在 B上自由．M的基的基数称为M的秩，记作 rankM．

下面来证明这样的定义是有意义的．

4. 若M为 R−模，S是它的子模，称
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v + S = {v + s ∣ s ∈ S}� v ∈ M

为 S在M中的一个陪集．所有 S在M中的陪集作成的集合记作M/B．这是一个
R−模，其运算定义为

(u + S) + (v + S) = (u + v) + S 及 r(u + S) = ru + S�

而M/S的零元素为 s+S = +S = S，s ∈ S．这个 R−模称为M关于 S的商模 (quotient
module)．
现在来证明，若M是自由模，则M的任意两个基有相同的基数．有了这个结

果，自由模M的秩才有意义．
若 R是有单位元的交换环，S是 R的理想，S在 R中的陪集的集合 R/S作成一

个环，称为 R关于 S的商环 (quotient ring)，其加法与乘法定义为，设 a� b ∈ R，

(a + S) + (b + S) = (a + b) + S 及 (a + S)(b + S) = ab + S．

要证明乘法有意义，就要证明

b + S = b′ + S Ô⇒ ab + S = ab′ + S�

也就是
b − b′ ∈ S Ô⇒ a(b − b′) ∈ S�

由于 S是理想，故上式成立．
现在来证明如下的结果，以说明极大理想（详见A1.2）的重要性．

引理 A4.1.1 若 R是有单位元的交换环，商环 R/Q是域当且仅当Q是极大理
想（即不存在 R的理想 I，使得Q ⫋ I ⫋ R）．

证明 若 R/Q是域，且Q不是极大，则存在理想 I适合Q ⫋ I ⫋ R．设 i ∈ I−Q，
考虑由 i及Q生成的理想

K = ⟨i�Q⟩ ⊆ I．

由于 i ∉ Q，故 i +Q ≠ ．由于 R/Q是域，故 i +Q有逆，不妨设为 i′ +Q，则

(i +Q)(i′ +Q) = ii′ +Q =  +Q．

故  − ii′ ∈ Q ⊆ K．由于 ii′ ∈ K，故  ∈ K，这就导出K = R．但K ⊆ I，I是 R的真子
集，这个矛盾导出Q是极大理想．
反之，若Q是极大理想， ≠ r +Q，则 r ∉ Q，故 I = ⟨r�Q⟩是严格地包含Q．因

为Q是极大，故 I = R．这导出  ∈ I，故有 s ∈ R，使得  = sr + i对某个 i ∈ Q成立．故

(s +Q)(r +Q) = sr +Q = ( − i) +Q =  +Q�

即 (r +Q)− = s +Q．故 R/Q是域． ∎

引理 A4.1.2 任意有单位元的交换环 R一定有极大理想．

证明 R不是零环，则一定有真理想，例如 {}．若 I为 R的所有真理想的集
合，则 I非空．若

Q ⊆ Q ⊆ ⋯
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是 R中真理想链，则 I =⋃ jQ j也是一个理想．因为  ∉ I，故 I ∈ I．因此 I中任何链都
有上界，由 Zorn引理，I有极大元（对照A2.1中向量空间基的存在性的证明）． ∎

定理 A4.1.1 若M是自由 R−模，则M的任意两个基有相同的基数．

证明 由引理A4.1.2，R有极大理想Q，再由引理A4.1.1，R/Q是域．令

QM = {av +⋯ + anvn ∣ a i ∈ Q� v i ∈ M}�

则QM是M的一个子模，作商模M/QM．现在来证明M/QM是域 R/Q上的一个
向量空间，为此定义其数乘为

(r +Q)(u +QM) = ru +QM�

这里 r ∈ R，v ∈ M．当然要来验证这样定义的数乘是有意义的．这就要证明：若

r +Q = r′ +Q 及 u +QM = u′ +QM�

这里 r� r′ ∈ R，u�u′ ∈ M，则

ru +QM = r′u′ +QM．

也就是要证：若 r − r′ ∈ Q，u − u′ ∈ QM，则 ru − r′u′ ∈ QM．
事实上，由于 r− r′ ∈Q，u−u′ ∈QM，则 (r− r′)u′ ∈QM及 r(u−u′) ∈QM．于是

(r − r′)u′ + r(u − u′) = ru − r′u′ ∈ QM．

因此，这样定义的数乘是有意义的．可以直接验证，这样定义的数乘满足定义

A1.3.1（向量空间的定义）中数乘必须满足的 个条件，而M/QM显然对加法成
Abel群．故M/QM确实是 R/Q上的一个向量空间．
若 B是自由 R−模M上的一组基，且 b i � b j ∈ B (i ≠ j)，则 b i +QM与 b j +QM

是不相同的．事实上，若 b i +QM = b j +QM成立，则 b i − b j ∈ QM，故

b i − b j = av +⋯ + anvn�

这里 ak ∈Q，vk ∈M．由于每个 vk都是B元素的线性组合，因此可设 vk中 b i的系数

为 rk，比较上式两边的 b i的系数，得到

 = ar +⋯ + anrn．

而 ak ∈ Q，故上式右边属于Q，即  ∈ Q，这与Q是极大理想相矛盾．故 b i +QM与
b j +QM当 i ≠ j时是不相同的．因此，

B′ = {b +QM ∣ b ∈ B}

与M的基 B有相同的基数．现在来证明，B′是 R/Q上的向量空间M/QM的一组
基．

事实上，由于 B生成M，故 B′生成M/QM，要证 B′线性无关．若

∑
j
(r j +Q)(b j +QM) = �

则∑ j(r jb j +QM) = ，也就是∑ j r jb j ∈ QM，于是∑ j r jb j = ∑i a ib i，这里 a i ∈ Q．两
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边相等蕴涵 r j ∈ Q．于是 r j +Q = ，即 r j +Q是 R/Q中的零元素．故 B′线性无关，
B′的确是M/QM的基．
终上所述，∣B∣ = dim(M/QM)，不依赖于 B的选取． ∎
定理A2.1.1告诉我们，域 F上两个向量空间同构当且仅当它们的维数相同．

在模的情形，有如下定理．

定理 A4.1.2 两个自由 R−模同构当且仅当它们有相同的秩．

证明 设M�N为两个自由 R−模．若M ≈ N，则从M到 N的任意同构映射 τ
将M的基映为 N的基．由于 τ是双射，故 rankM = rankN．
反之，若 rankM = rankN，B是M的基，C是N的基，由于B�C的基数相同，故有

双射 τ∶B → C，这个映射可线性扩充到整个M到整个 N之上的同构，故M ≈ N． ∎
当 R−模的秩数 n为有限时，易见M ≈ Rn．

5. 由于有限生成 R−模M的子模未必是有限生成的，因此，要讨论在什么情
况下有限生成 R−模M的子模也是有限生成的．这个条件是升链条件．

定义 A4.1.4 一个 R−模M称为满足子模的升链条件 (ascending chain condi-
tion)，如果对M的任意上升子模序列

S ⊆ S ⊆ S ⊆ ⋯

存在指标 k，使得 Sk = Sk+ = Sk+ = ⋯．子模升链条件简记为 a.c.c．

定理 A4.1.3 R−模M的每个子模是有限生成的当且仅当M满足子模的升链
条件．

定理中的模称为Noether模 (Noetherian module)．
证明 设M的所有子模都是有限生成的，而M有无穷上升子模序列

S ⊆ S ⊆ S ⊆ ⋯

易见 S = ⋃ j S j也是M的子模，故 S也是有限生成的．设 S = ⟨u�⋯ �un⟩，u i ∈ M．由
于 u i ∈ S，故有指标 k i，使得 u i ∈ Sk i．令 k = max{k�⋯ � kn}，则 u i ∈ Sk．因此

S = ⟨u�⋯ �un⟩ ⊆ Sk ⊆ Sk+ ⊆ ⋯ ⊆ S．

这表明上升子模序列 S ⊆ S ⊆ S ⊆ ⋯ 从 Sk起全是相同的．
反之，若M满足子模的升链条件，且 S是M的子模．取 u ∈ S，考虑子模 S =

⟨u⟩ ⊆ S．若 S = S，则 S就是有限生成的．若 S ≠ S，于是有 u ∈ S−S．令 S = ⟨u�u⟩．
若 S = S，则 S是有限生成的．若 S ≠ S，则有 u ∈ S − S．考虑子模 S = ⟨u�u�u⟩．
一直这样进行下去，就得到一个子模的上升链

⟨u⟩ ⊆ ⟨u�u⟩ ⊆ ⟨u�u�u⟩ ⊆ ⋯ ⊆ S．

如果这样的子模没有一个等于 S，就得到一个子模的无穷上升序列，前一
个为后一个所真包含，这与M满足子模的升链条件相矛盾．故有某个 n，使得
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S = ⟨u�⋯ �un⟩，也就是 S是有限生成的的． ∎
由于环 R是自己上的 R−模，且模 R的子模就是环 R的理想，故定义A4.1.4

与定理A4.1.3成为如下定义．

定义 A4.1.5 环 R称为满足理想的升链条件 (ascending chain condition)，如
果对 R的任意上升理想序列

Q ⊆ Q ⊆ Q ⊆ ⋯

存在指标 k，使得Qk = Qk+ = Qk+ = ⋯．

在A1.2中证明了主理想整环一定满足升链条件．

定理 A4.1.4 环 R的每个理想（作为 R−模）是有限生成的当且仅当 R满足理
想的升链条件．

定理中的环称为Noether环 (Noetherian ring)．下面要证明一条重要定理．

定理 A4.1.5 若 R是 Noether环，则任意有限生成的 R−模是 Noether模．

这条定理说，若 R是Noether环，即每个理想是有限生成的，则有限生成的 R−
模的每个子模也是有限生成的．这就给出了条件使有限生成的模的子模依然是有

限生成的．

证明 若M是有限生成 R−模，M = ⟨u� . . . �un⟩．考虑满同态 τ∶Rn → M定义
为，设 r i ∈ R，

τ(r� . . . � rn) = ru +⋯ + rnun．

若 S是M的一个子模，则

τ−(S) = {r = (r� . . . � rn) ∈ Rn ∣ τ(r) ∈ S}

是 Rn的一个子模，且 τ(τ−(S)) = S．假设 Rn只有有限生成子模，则 τ−(S)是有限
生成的，τ−(S) = ⟨t� . . . � tk⟩．于是若w ∈ S，则有 t ∈ τ−(S)，使得w = τ(t)．由于

t = at +⋯ + ak tk�

这里 a i ∈ R，故
w = τ(t) = aτ(t) +⋯ + akτ(tk)．

于是 S由 {τ(t)� . . . � τ(tk)}所有限生成．所以余下要证得只是 Rn的每个子模是有

限生成的．采用数学归纳法．

当 n = 时，这是对的，因为 R是Noether环．假设对所有的  ⩽ k < n，Rk只有有

限生成子模，若 S是 Rn的子模，令

S = {α ∈ S ∣ α = (s� . . . � sn−� )� 而 s� . . . � sn− ∈ R}

及
S = {(� . . . � � sn) ∣ (s� . . . � sn−� sn) ∈ S� 而 s� . . . � sn− ∈ R}．

于是 S同构于 Sn−的一个子模（只要将 S的每个元素的最后一个坐标去掉）．由
归纳假设，S是有限生成的，令 S = ⟨B⟩，而B = {α� . . . � αk}， ⩽ k ⩽ n − （若 S是空
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集，则 B为空集而 k = ）．
同样 S同构于 R的一个子模（即理想），因此是有限生成的．若 S是平凡

的，则 S的每个元素的最后一个坐标为 ，故 S = S是有限生成的．若 S非平凡，
而由 (� . . . � � bn)，bn ≠ 所生成．在 S中有 β = (b� . . . � bn−� bn) ∈ S，则 B′ = {β} ∪
B生成 S。这是因为，若 α = (s� . . . � sn) ∈ S，则 (� . . . � � sn) ∈ S，故有 r ∈ R，使得
(� . . . � � sn) = r(� . . . � � bn)，即 sn = rbn，因此 α− rb ∈ S，于是 α ∈ rb+ S，这就是B′

生成 S． ∎
定理A4.1.5导致去研究哪些环是Noether环．可以证明，有单位元的交换环 R

是域当且仅当它只有理想 {}及 R而无其它理想．因此，由定理A4.1.4，域当然是
Noether的．当 R是主理想整环时，由于所有的理想都是主理想，因此，主理想整环
也是Noether的．下面给出十分重要的Hilbert基定理，这是一条十分有用的基本
定理．

定理 A4.1.6（Hilbert基定理）若环 R是一个 Noether环，则 R上的多项式环
R[x]也是一个 Noether环．

证明 要证的是 R[x]的任意一个理想Q是有限生成的．令 L j为Q中所有 j
次多项式的最高项的系数及 R中的零元素所作成的集合，j = � � . . .．则容易看出，
L j都是 R的理想．事实上，对 a� b ∈ L j，a ≠ ，b ≠ ，存在 j次多项式 f (x) = ax j +⋯
和 g(x) = bx j+⋯ 都属于Q．于是 f (x)− g(x) = (a−b)x j+⋯ 必属于Q．若 a−b ≠ ，
则 a − b ∈ L j；若 a − b = ，由于  ∈ L j，故必有 a − b ∈ L j．对于任意 c ∈ R，c f (x) =
cax j +⋯ ∈Q．若 ca ≠ ，则 ca ∈ L j；若 ca = ，由于  ∈ L j，故必有 ca ∈ L j，a ∈ L j是显

然的．于是 L j是 R的一个理想．
若 f (x) = ax j +⋯ ∈ Q，由于Q是 R[x]的一个理想，x f (x) = ax j+ +⋯ ∈ Q．因

此，若 a ∈ L j，则 a ∈ L j+．于是得到一个理想升链 L ⊆ L ⊆ L ⊆⋯．因为 R是Noether
环，故存在 d使得

Ld = Ld+ = ⋯ = L ∶=⋃
j⩾

L j．

因为 R是Noether环，故每个 L j，j = � � . . . � d均是有限生成的．设

L j = ⟨a()j �⋯ � a(k j)
j ⟩�

从而由 L j的定义可知，有Q中的 j次多项式 f ()j � . . . � f (k j)
j 使得 f (i)j 的首项系数为

a(i)j ，这里 i = � . . . � k j．

可以证明，

S = { f () � . . . � f (k) � f () � . . . � f (k) � . . . . . . � f ()d � . . . � f (kd)d }

是理想Q的生成集．为此，设 f ∈ Q，deg f = n．对 n用数学归纳法．当 n = 时，显
然 S中的元生成 f．设

f = anxn +⋯ + ax + a� an ≠ �
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则 an ∈ Ln ⊆ L = Ld．

若 n < d，则
an = ∑

⩽i⩽kn
r ia(i)n � r i ∈ R．

于是多项式
h = f − ∑

⩽i⩽kn
r i f (i)n

的次数小于 n，从而由归纳假设 h可由 S中的元生成，进而 f 可由 S中的元生成．
若 n ⩾ d，则 an ∈ Ln = Ld，故

an = ∑
⩽i⩽kd

r ia
(i)
d ．

于是多项式
h = f − ∑

⩽i⩽kd
r ixn−d f (i)d

的次数小于 n，同样由归纳假设 h可由 S中的元生成，从而 f 可由 S中的元生成． ∎

A4.2 主理想整环上的模

1. 在上一节中给出了有单位元的交换环 R上的模的定义以及它的一些基本
性质．当环 R是域时，模就是向量空间，至于一些向量空间中的一些基本概念与定
理，有些可以移植到模上来．如子空间、商空间、直和、生成集、线性无关、基、维数、

线性变换、核与像等等，到了模理论中有相应的名词与定义．例如，与子空间、商空

间、维数与线性变换相对应的为子模、商模、秩与模同态等．但是摸与向量空间，从

表面上看，只是建立在环与域上的差别，但相互之间有着本质的差异．这里列举一

些事实，而不加以证明．

(1) 存在这样的模，它无线性无关的元素，当然也就没有基．这就是引入自由
模的原因；

(2) 存在这样的模，它的子模无补集；
(3) 存在这样的有限生成模，其子模不是有限生成的．这就是引入Noether模

的原因；

(4) 存在这样的模，它的线性相关集 S中的元素不能用 S中其它元素的线性组
合来表示；

(5) 存在这样的模，其极小生成元集不是模的基，其极大线性无关集不是模的
基；

(6) 存在这样的自由模，其子模不自由，其商模不自由；
(7) 若 V 是域 F上的向量空间，r ∈ F，v ∈ V，r� v ≠ ，则 rv ≠ ．但在模的情形，

这不再永远成立；
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(8) 存在这样的自由模，有线性无关集不包含在基中，有生成集不包含有基．
由于在一般的有单位元的交换环 R上的模有种种不很理想的性质，这导致我

们专门讨论主理想整环上的模的理论．这是因为主理想整环有很多很好的性质，

这就保证了在其上的模也有很多很好的性质，情况大为改观．例如上述 (6)中，在
主理想整环上自由模的子模也是自由的，等等．在这一讲中对主理想整环上的模

进行研究之后，在下一讲中以此来考虑向量空间中的一些问题，可以得到一系列重

要的结果．

2. 来证明如下定理．

定理 A4.2.1 主理想整环 R上的自由模M的任意子模 S也是自由的，且

rank S ⩽ rankM．

证明 只证模的秩是有限的情形，尽管秩为无限时这也成立．

由定理A4.1.2可知，若 rankM = n，则M ≈ Rn．因此，直接来讨论 Rn即可．

对 n用归纳法．当 n = 时，M = R，R的任意子模 S就是 R的理想．由于 R是
主理想整环，故 S是主理想，即 S = ⟨a⟩．设 S ≠ {}．因 R是整环，故对所有 r ≠ 有
ra ≠ ．因此，映射

σ ∶
R Ð→ S�
r z→ ra�

是 R到 S的同构，故 S是自由的．
假设当 k < n时 Rk的子模是自由的，S是 Rn的子模．考虑

S = {α ∈ S ∣有 s� . . . � sn− ∈ R� α = (s� . . . � sn−� )}

及
S = {(� . . . � � sn) ∣有 s� . . . � sn− ∈ R� (s� . . . � sn−� sn) ∈ S}．

因为 S同构于 Rn−的一个子模，由归纳假设，这是自由的．设 B = {α� . . . � αk}是
S的基，而 k ⩽ n − （若 S是平凡的，则 B是空集）．
同样，S同构于 R的一个子模（理想）．若 S是平凡的，则 S中每个元素的最

后坐标为 ，故 S = S是自由的．若 S非平凡，则有秩 ，基为 {(� . . . � � tn)}，其中
tn ≠ 且 τ = (t� . . . � tn) ∈ S．
来证 B′ = {τ} ∪ B是 S的基．先证 B′是线性无关的．若有 r� r� . . . � rk ∈ R，使

rτ + rα +⋯ + rkαk = �

则 rτ = −(rα +⋯ + rkαk)．比较两边的最后坐标，有 rtn = ，故 r = ．而 α� . . . � αk

的线性无关性导出 r i = ，故 B′是线性无关的．其次，若 α = (s� . . . � sn) ∈ S，则
(� . . . � � sn) ∈ S，故

(� . . . � � sn) = r(� . . . � � tn)�

这里 r ∈ R，故 sn = rtn．于是 α − rτ ∈ S，即 α = rτ + S，因此 B′生成 S． ∎
在第 1条之 (7)中已经说到，域 F上的向量空间 V，若 r(≠ ) ∈ F，v(≠ ) ∈ V，则
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rv ≠ ．但在模的情形，这不一定成立．于是有如下的定义．

定义 A4.2.1 设 R是整环，M是 R−模．对 v ∈ M，如果有非零的 r ∈ R使得
rv = ，则称 v是M的一个挠元 (torsion element)．一个模如果无挠元则称为无挠
的 (torsion free)．如果模的所有元素都是挠元，则称M是挠模 (torsion module)．

若M为模，其所有的挠元组成的集合记作 TorM，易见这是M的一个子模，并
且M/TorM是无挠模．事实上，若 a� b ∈ TorM，则有 α� β ∈ R，α ≠ ，β ≠ 使得 αa = 
及 βb = ．于是对任意的 r� s ∈ R，有 αβ(ra + sb) = ，即 ra + sb ∈ TorM．由A4.1第
2条之 (1)可知，TorM是一个子模．再证M/TorM是无挠模．事实上，若 a +TorM
是M/TorM中的一个挠元，则有 r(≠ ) ∈ R，使得 r(a+TorM) = ，即 ra ∈ TorM．于
是有 s(≠ ) ∈ R，使得 s(ra) = (sr)a = ，且 sr ≠ ，故 a ∈ TorM，于是M/TorM中的挠
元是 ，即M/TorM是无挠模．
其次，也易见，主理想整环上任意自由模是无挠的．反之不真，但是有如下的

定理．

定理 A4.2.2 主理想整环上的模M如果是无挠的，且是有限生成的，则模是
自由的．

证明 由于M是有限生成的，故有  ≠ v i ∈M，使得M = ⟨v� . . . � vn⟩．在这些生
成元中取极大线性无关子集 S = {u� . . . �uk}，将M的生成元重新写成

M = ⟨u� . . . �uk� v� . . . � vn−k⟩．

于是对每个 v i，集合 {u� . . . �uk� v i}是线性相关的，i = � . . . � n − k．故对每个 v i，有
a i ≠ 及 r(i) � . . . � r(i)k 使得

a iv i + r(i) u +⋯ + r(i)k uk = ．

令 a = a⋯an−k，则 av i = span S，i = � . . . � n − k．于是 aM = {av ∣ v ∈ M}是 span S的
一个子模．但 span S是自由模，基为 S，故由定理A4.2.1，aM也是自由的．由于
M ≈ aM，这是因为

τ(v) = av

是满射同态，由于M是无挠模，故 τ也是单射．故M ≈ aM，M是自由的． ∎
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A4.3 主理想整环上的有限生成模的分解定理

有了以前这些准备之后，要进入本讲的主题，给出主理想整环上有限生成模的

分解定理．这需要三个步骤来建立起这些重要的定理．

第一步，将主理想整环上有限生成模分解为挠模与自由模之直和．

定理 A4.3.1 若M是主理想整环 R上的有限生成模，则

M = TorM ⊕ FreeM�

这里 FreeM是一个自由 R−模．并且这种分解是唯一的，即若还有分解M = T⊕N，
这里 T是M的挠子模，而 N是M的自由子模，则 T = TorM，N ≅ FreeM．

证明 由于商模M/TorM是无挠的以及当M是有限生成时，M/TorM也是
有限生成的，故由定理A4.2.2可知M/TorM是自由模．
考虑将M映到自由模M/TorM的满同态 π∶M →M/TorM．若B是M/TorM

的基，对每个 b ∈ B，取定一个 b′ ∈ M使得 π(b′) = b．令 B′为M中所有这样的元素
的集合．显然 B′是线性无关的，于是 S = spanB′是M的子模，且同构于M/TorM．
显然Kerπ = TorM，Imπ = M/TorM．而

v ∈ TorM ∩ S = Kerπ ∩ S Ô⇒ π(v) = � v =∑ r ib′i � r i ∈ R
Ô⇒  =∑ r iπ(b′i) =∑ r ib i

Ô⇒ 对所有 i� r i =  Ô⇒ v = �

即 TorM ∩ S = {}．若 v ∈ M，则 π(v) = ∑ s ib i，而 s i ∈ R．令 u = ∑ s jb′j ∈ S，则

π(v − u) = π(v) − π(∑ s jb′j) =∑ s jb j −∑ s jb j = ．

于是 x = v − u ∈ Kerπ = TorM．故 v = x + u ∈ TorM + S．即得M = TorM ⊕ S．由于
S ≈ M/TorM，因此，M = TorM ⊕ FreeM，这里 FreeM为 S．
若M = T⊕N，这里 T为M的挠子模，N是M的自由子模，则由定义 T ⊆ TorM．

设 v ∈ TorM，则 v = t + n，其中 t ∈ T，n ∈ N．于是 n = v − t ∈ TorM，但 n属于自由模
N，故 n = ，即 v ∈ T．于是 T = TorM．从而

N ≈ M/TorM ≈ FreeM． ∎

第二步，将主理想整环上有限生成模分解为准素子模的直和．

在A2.2中，曾引入了向量空间的零化子的概念．现将此概念扩充到模上．

定义 A4.3.1 若M是一个 R−模，v ∈ M的零化子为

ann(v) = {r ∈ R ∣ rv = }�

M的零化子为
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annM = {r ∈ R ∣ rM = {}}�

这里 rM = {rv ∣ v ∈ M}．

显然 ann(v)及 annM是 R中的理想．
若M是主理想整环上的有限生成模，ann(v)的生成元称为 v的阶 (order)，

annM的生成元称为M的阶．
显然，若 µ� ν是M（或 v ∈ M）的两个阶，则它们是相伴的 (associate)，即

annM = ⟨µ⟩ = ⟨ν⟩ Ô⇒ µ = uν� 存在某个可逆元 u ∈ R．

故M的阶，除去可逆元外，是唯一确定的．µ� ν除去可逆元外，由定理A1.2.3有相
同的素元乘积分解．

定义 A4.3.2 模M称为准素模 (primary module)，若其零化子 annM = ⟨pe⟩，
这里 p为素元，而 e是正整数．即M是准素的，若其阶是一个素元的正次方．

显然，主理想整环上有限生成模M是准素的当且仅当M中每个元素的阶是
一个固定的素元的幂．

分解定理的第二步是将挠模M分解为准素子模的直和．

定理 A4.3.2（准素唯一分解定理）若M是一个主理想整环上非零有限生成挠
模，阶为

µ = pe ⋯p
en
n �

这里 p i为互不相伴的素元，则M可分解为直和

M = Mp ⊕⋯⊕Mpn �

这里
Mp i = {v ∈ M ∣ p

e i
i v = }

为准素子模，阶为 pe ii ．进一步，这样的分解是唯一的，即，若还有分解

M = N ⊕⋯⊕ Nm�

其中 N i是阶为 q f i
i 的准素模，则m = n，并且可适当安排下标 i使得 N i = Mp i，q i与

p i相伴，而 e i = f i．

证明 设 µ = pq，且 p� q的最大公因子 gcd(p� q) = ．考虑集合

Mp = {v ∈ M ∣ pv = } 及 Mq = {v ∈ M ∣ qv = }．

来证M = Mp ⊕Mq，及Mp与Mq分别有零化子 ⟨p⟩与 ⟨q⟩．
由于 p与 q互素，故理想 ⟨p� q⟩由 gcd(p� q) = 生成（证明如同命题A1.2.1的证

明），故  ∈ ⟨p� q⟩．因此，存在 a� b ∈ R，使得

ap + bq = ．

若 v ∈ Mp ∩Mq，则 pv = qv = ，故

v = v = (ap + bq)v = ．
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因此，Mp ∩Mq = {}．
对任意 v ∈ M，也有

v = v = apv + bqv�

而 q(apv) = a(pq)v = aµv = ，故 apv ∈ Mq，同样 bqv ∈ Mp．因此M = Mp ⊕Mq．

若 rMp = ，则对任意 v = v + v ∈ Mp ⊕Mq = M，有

rqv = rq(v + v) = qrv + rqv = �

因此，rq ∈ annM，这蕴涵 µ = pq ∣rq，即 p ∣r，这说明 annMp = ⟨p⟩．同样可证 annMq =
⟨q⟩．
若 µ是素元的乘积

µ = pe ⋯p
en
n �

由刚才的证明可知
M = Mp e ⊕ N�

这里 N为具有零化子 ⟨µ/pe ⟩的子模．重复这个步骤，记Mpeii
为Mp i，就得到准素

分解．

至于分解的唯一性，注意到由M = N ⊕⋯⊕Nm可知 annM = ⟨q f
 � . . . � q

fn
n ⟩．因

此 q f
 ⋯q

fm
m 与 pe ⋯p

en
 相伴．由定理A1.2.3，R是唯一因子分解环，故 n = m，且可适

当安排下标 i使得 q i与 p i相伴．从而

N i = {v ∈ M ∣ q f i
i v = } = {v ∈ M ∣ p

e i
i v = } = Mp i． ∎

第三步，由定理A4.3.2可知，下一步就应该对定理A4.3.2中的那些准素子模
Mp i 进行分解，i = � . . . � n．

定理 A4.3.3（循环分解定理）若M是主理想整环 R上非零准素有限生成模，
其阶为 pe，则M可分解为循环子模的直和

M = C ⊕⋯⊕ Cn． (A4.3.1)

其中诸 C i为有阶 pe i 的循环子模，且满足

e = e ⩾ e ⩾ ⋯ ⩾ en ⩾ �

或等价地
p ∣ pen � pen ∣ pen− � . . . � pe ∣ pe． (A4.3.2)

证明 先来证明在M中一定存在一个元素 v，使得

ann(v) = annM = ⟨pe⟩．

事实上，如果这样的 v不存在，那么对所有的 v ∈ M，都有 ann(v) = ⟨pk⟩，而
k < e，故 pe− ∈ annM．这将导致 pe ∣ pe−，矛盾．
如果能证明循环子模 ⟨v⟩是M分解中的一个被加项，即

M = ⟨v⟩⊕ S� (A4.3.3)

这里 S是M中的某个子模，于是 S也是一个在 R上的有限生成准素挠模，以致可
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以重复这个步骤，得到
M = ⟨v⟩⊕ ⟨v⟩⊕ S．

这里 ann(v) = ⟨pe⟩，而 e ⩽ e．这样一直进行下去，得到一个上升子模序列

⟨v⟩ ⊆ ⟨v⟩ ⊆ ⟨v⟩ ⊆ ⋯．

由于 R是主理想整环，故 R是Noether环．由于M是有限生成的，根据定理
A4.1.3可知M是Noether模．由定理A4.1.4，M满足升链条件，于是上述子模链到
有限步停止．这就证明了M可以分解为循环子模 ⟨v i⟩的直和，其相应的阶为 pe i，
且 e = e ⩾ e ⩾ ⋯ ⩾ ．
现在就着手证明M确实可以分解为M = ⟨v⟩⊕ S．事实上，由于M是有限生

成的，故有M = ⟨v� v� . . . � vk⟩．对 k进行归纳法．若 k = ，则只要令 S = {}即可．
假设结论对 k成立，设

M = ⟨v�u� . . . �uk�u⟩．

由归纳假设
⟨v�u� . . . �uk⟩ = ⟨v⟩⊕ S�

而 S是一个子模．将 u − αv，α ∈ R，替代 u，不会影响生成模M，即

⟨v�u� . . . �uk�u − αv⟩ = ⟨v�u� . . . �uk�u⟩ = M．

于是可以寻求 α ∈ R，使得

⟨v⟩ ∩ ⟨u − αv� S⟩ = {}�

这样就得到
M = ⟨v⟩⊕ ⟨u − αv� S⟩ =∶ ⟨v⟩⊕ S．

也就是令 S = ⟨u − αv� S⟩就可以了．⟨u − αv� S⟩中的元素形为 r(u − αv) + s，于
是 ⟨v⟩ ∩ ⟨u − αv� S⟩ = {}等价于对于 r ∈ R，s ∈ S，有

r(u − αv) + s ∈ ⟨v⟩ Ô⇒ r(u − αv) + s = �

这也等价于
r(u − αv) ∈ ⟨v⟩⊕ S Ô⇒ r(u − αv) ∈ S．

即
ru ∈ ⟨v⟩⊕ S Ô⇒ r(u − αv) ∈ S� (A4.3.4)

易证
I = {r ∈ R ∣ ru ∈ ⟨v⟩⊕ S}

是 R的一个理想，故为主理想，因此 I = ⟨a⟩．但是

peu =  ∈ ⟨v⟩⊕ S�

故 pe ∈ ⟨a⟩，这蕴涵 a ∣ pe，故有 f ⩽ e，使得 a = p f．于是有

ru ∈ ⟨v⟩⊕ S Ô⇒ r ∈ I Ô⇒ r = qp f � 其中 q ∈ R�
Ô⇒ r(u − αv) = qp f (u − αv)．
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因此，如能找到 α ∈ R使得
p f (u − αv) ∈ S� (A4.3.5)

则 (A4.3.4)得证．
由于 p f ∈ I，故 p f u ∈ ⟨v⟩⊕ S可写为

p f u = tv + s� (A4.3.6)

这里 t ∈ R而 s ∈ S．于是 (A4.3.5)成为

tv + s − αp f v ∈ S�

即
(t − αp f )v ∈ S．

上式成立当且仅当 t − αp f = ，即当且仅当 p f ∣ t．
由 (A4.3.6)，有

 = pe− f p f u = pe− f tv + pe− f s．

由于 ⟨v⟩ ∩ S = {}，故 pe− f tv = ．由于 v的阶为 pe，故 pe ∣ pe− f t，即 p f ∣ t，这正是
我们所需要的．于是 (A4.3.3)得证，从而 (A4.3.1)得证．

(A4.3.1)蕴涵 (A4.3.2)．事实上，由于

pe ∈ annM ⊆ annC i �

故若 annC i = ⟨α i⟩，则 α i ∣ pe．于是 α i = pe i，而 e i ⩽ e．对 e i，i = � . . . � n，重新排列，就
可以得到 (A4.3.2)． ∎
从定理A4.3.3证明的过程中可以看出这样的分解是不唯一的，虽然如此，除去

乘上可逆元，阶 pe i 是唯一确定的，素元 p也是唯一确定的，因为它要除尽M的阶
pe．于是有如下的唯一性定理．

定理 A4.3.4（循环分解唯一性定理）若M是主理想整环 R上一个非零的有限
生成挠模，其阶为 pe．若M可分解为

M = C ⊕⋯⊕ Cn�

这里 C i是阶为 pe i 的非零循环子模，且 e ⩾ ⋯ ⩾ en ⩾ ．
若M还可以分解为

M = D ⊕⋯⊕ Dm�

这里 D i是阶为 p f i 的非零循环子模，且 f ⩾ ⋯ ⩾ fm ⩾ ，则有 n = m及

e = f� . . . � en = fn．

为了证明这条唯一性定理，需要用到以下这些容易证明的结果．设 R是主理
想整环．

(1) 在A2.3中第 3条关于向量空间的同构定理都可以推广到主理想整环 R上
的 R−模上来．例如 R−模上的第一同构定理为：若M�N为主理想整环 R上的两
个 R−模，映射 τ ∈ HomR(M�N)，则M/Ker τ ≈ Im τ；
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(2) 若 ⟨v⟩是一个循环 R−模，ann(v) = ⟨a⟩，则映射

τ∶
R Ð→ ⟨v⟩�
r z→ rv�

是满射同态，其核为 ⟨a⟩，故由 (1)中的第一同构定理，有

⟨v⟩ ≈ R/⟨a⟩．

若 a是素元，则 ⟨a⟩是 R中的极大理想，故由引理A4.1.1，R/⟨a⟩是域；
(3) 若 p ∈ R是素元，M是这样的一个 R−模，使得 pM = {}，则M是 R/⟨p⟩上

的一个向量空间，其数乘定义为，对所有的 v ∈ M，

(r + ⟨p⟩)v = rv�

(4) 若 p ∈ R是素元，对于 R−模M的任意子模 S，集合

S(p) = {v ∈ S ∣ pv = }

是M的一个子模．若M = S ⊕ T，则M(p) = S(p) ⊕ T(p)．
定理 A4.3.4的证明 先证 n = m．由 (4)，

M(p) = C(p) ⊕⋯⊕ C(p)n 及 M(p) = D(p) ⊕⋯⊕ D(p)m ．

由于 pM(p) = {}，故由 (3)，M(p)是 R/⟨p⟩上的一个向量空间．由于 C i �D j均为循

环子模，故 C(p)i �D(p)j 均为M(p)这个向量空间的一维向量子空间，故 n = m．
再证 e i = f i，i = � . . . � n．对 e进行数学归纳法．
设 e = ，则所有的 e i = ，故 pM = {}．这样所有的 f i = ，因为若 f > ，而

D = ⟨w⟩，则 pw ≠ ，矛盾．
若结论对 e ⩽ k − 都成立，来证明当 e = k时结论也成立．设

(e� . . . � en) = (e� . . . � es� � . . . � )� es > 

及
( f� . . . � fn) = ( f� . . . � ft� � . . . � )� ft > ．

则
pM = pC ⊕⋯⊕ pCs 及 pM = pD ⊕⋯⊕ pDt．

易见 pC i是M的循环子模及 ann(pC i) = ⟨pe i−⟩．这是因为，若 C i = ⟨v i⟩，则

pC i = {pc ∣ c ∈ C i} = {prv i ∣ r ∈ R} = {r(pv i) ∣ r ∈ R} = ⟨pv i⟩�

而 pv i的阶为 pe i−．同样 pD i是M的循环子模及 ann(pD i)= ⟨p f i−⟩．特别 ann(pC)=
⟨pe−⟩，由归纳假设，有

s = t 及 e = f� . . . � es = fs． ∎

总结以上的三步，得到

(1) 先将主理想整环 R上的有限生成模分解为挠模与自由模之直和（定理
A4.3.1），即
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M = TorM ⊕ FreeM�

这里 FreeM为M的一个自由子模，而 TorM为M中所有挠元组成的挠模；
(2) 若 TorM的阶为

µ = pe ⋯p
en
n �

这里 p i为互不相伴的素元，则有准素分解（定理A4.3.2）：

TorM = Mp ⊕⋯⊕Mpn �

这里Mp i 为准素模，其阶为 pe ii ．于是M有分解

M = Mp ⊕⋯⊕Mpn ⊕ FreeM．

(3) 由定理A4.3.3再将准素模Mp i 分解为循环子模的直和．

归纳起来有这样重要的两个不同形式的定理．

定理 A4.3.5（主理想整环上有限生成模的循环分解定理——初等因子形式）

若M是主理想整环 R上的一个非零有限生成模，则

M = TorM ⊕ FreeM�

这里 TorM是M中所有挠元的集合，FreeM是一个自由模，其秩由模M所唯一确
定．若 TorM有阶

µ = pe ⋯p
en
n �

这里 p i为互不相伴的素元，则

TorM = Mp ⊕⋯⊕Mpn �

这里
Mp i = {v ∈ M ∣ p

e i
i v = }

为准素模，其阶为 pe ii ．
每个Mp i 可以分解为循环子模的直和

Mp i = C i� ⊕⋯⊕ C i�k i �

这里 C i� j的阶为 pe i� ji ，且

e i = e i� ⩾ e i� ⩾ ⋯ ⩾ e i�k i ⩾ �

将M的循环子模直和项C i� j的阶 pe i� ji 称为M的初等因子 (elementary divisors)．除
了乘以可逆元外，M的初等因子由模M所唯一确定．
最终得到M可以分解为循环子模及一个自由模的直和

M = (C� ⊕⋯⊕ C�k)⊕⋯⊕ (Cn� ⊕⋯⊕ Cn�kn)⊕ FreeM． (A4.3.7)

定理A4.3.5的分解部分前面已经证完．下面说明一下初等因子的唯一性．根
据定理A4.3.1中的唯一性部分，不妨设 FreeM = {}．令

D i = D i� ⊕⋯⊕ D i�ℓ i �

则 D i的阶为 q f i�
i 的准素模．于是M有如下两种准素分解
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M = D ⊕⋯⊕ Dm = Mp ⊕⋯⊕Mpn．

故由定理A4.3.2的唯一性部分可知，n = m，且不妨设 D i = Mp i，从而 p i与 q i相伴，

而 e i� = f i�．再由定理A4.3.4可知，ℓ i = k i，f i� j = e i� j．这就证明了分解的唯一性，即
M的初等因子是由M唯一确定的．
这种分解还可以写成另一种形式．设 S�T是M的循环子模．若 ann S = ⟨a⟩

及 annT = ⟨b⟩，且 gcd(a� b) = ，则 S ∩ T = {}，于是 S ⊕ T也是一个循环子模，且
ann(S ⊕ T) = ⟨ab⟩．
在 (A4.3.7)中，记

D = C� ⊕⋯⊕ Cn��

则 D是一个循环子模，其阶为
q =

n

∏
i=

pe i�i ．

类似可以定义 D� . . . �Dm，这里m = max
i
(k i)．

于是有另一种形式的分解定理．

定理 A4.3.6（主理想整环上有限生成模的循环分解定理——不变因子形式）

若M是主理想整环 R上一个有限生成模，则

M = D ⊕⋯⊕ Dm ⊕ FreeM�

这里 FreeM是M的一个自由模，而 D i是M的循环子模，其阶为 q i，而且

qm ∣ qm−� qm− ∣ qm−� . . . � q ∣ q．

纯量 q i称为M的不变因子 (invariant factor)．
由定理 A4.3.5的初等因子的唯一性部分容易看出除去可逆元，这些不变因子

由M所唯一确定，并且 FreeM的秩由M所唯一确定．



第五讲

向量空间在线性算子下的分解

上一讲研究模理论的目的是为了站在更高的层次上来认识线性代数，在这一

讲中回到向量空间及线性变换，应用上一讲的有力的模理论来认识它们．可以说

在这一讲中只是将上一讲中的结果翻译成向量空间的语言．这时 V 不仅仅是域 F
上的向量空间，更是多项式环 F[x]上的模，其数乘定义为

p(x)v = p(τ)(v)�

这里 p(x) ∈ F[x]，v ∈ V，τ ∈ L(V)．
本讲中向量空间均是有限维的，以下不再每次注明．

A5.1 向量空间是主理想整环上的有限生成模

1. 若 V 是域 F上的向量空间，线性算子 τ ∈ L(V)．对于 V 中一个基，τ对应于
F上的一个矩阵．对于 V 中另一个基，τ对应于另一个矩阵，在A3.1中已经知道，
这两个矩阵是相似的．问题是：对于一个固定的 τ ∈ L(V)，如何选取 V 的基，使
得对应于 τ的矩阵尽可能的简单．当然最简单的矩阵是对角矩阵，但不是所有的
τ ∈ L(V)都能做到这点．为此，只能退而求其次，找到另一种简单的矩阵．
上述的问题也可叙述为：若 V 是域 F上的向量空间，要找出所有与L(V)中

给定的线性算子相对应的矩阵在相似意义下的标准形式．

这是线性代数中讨论的最基本问题之一．

首先，若 V 是域 F上的 n维向量空间，则 V 作为 F[x]−模是挠模．
显然L(V)同构于由所有 n × n矩阵组成的向量空间Mn(F)．Mn(F)的维数

为 n，故对于L(V)中任一固定的 τ，n + 个向量

ε� τ� τ� . . . � τn


是线性相关的，故在F[x]中存在多项式 p(x)，使得 p(τ) = ．故 p(x)v = {}．因此，
V 中所有元素是挠元．
其次，V 作为 F[x]−模是有限生成模．
若 B = (v� . . . � vn)是向量空间 V 的一组基，则每个向量 v ∈ V 有线性组合

v = rv +⋯ + rnvn�

这里 r i ∈ F ⊆ F[x]，故 B生成模 V．
在A1.2中已知 F[x]是主理想整环，其中 F是一个域．因此，向量空间 V 也是

主理想整环 F[x]上有限生成的挠模．所以上一讲中的分解定理能够应用．
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2. 前面已经定义过，向量空间 V 的一个子空间 S，对一个固定的 τ ∈ L(V)来
讲是不变的，如果 τ(S) ⊆ S，S称为关于 τ的不变子空间．
易见，V作为 F[x]上的模，其子集 S是子模当且仅当 S是向量空间V关于 τ的

不变子空间．

固定 τ ∈ L(V)，模 V 的零化子为

annV = {p(x) ∈ F[x] ∣ p(x)V = {}}�

这是 F[x]上的一个非零主理想（因为 F[x]是主理想整环）．由于 V 的阶，即 annV
的生成元，是相伴的，而 F[x]的可逆元就是 F中的非零元，故 V 有唯一的首一阶
(monic order)．称这个唯一的首一阶，及生成 annV 的唯一首一多项式，为 τ的极
小多项式 (minimal polynomial)，记作mτ(x)，或min τ．于是

⟨annV⟩ = ⟨mτ(x)⟩

及
p(x)V =  ⇐⇒ mτ(x) ∣ p(x)�

或
p(τ) =  ⇐⇒ mτ(x) ∣ p(x)�

在传统的线性代数教材中，并未引入模的概念，对线性算子 τ的极小多项式定
义为使得mτ(τ) = 的最小次的唯一的首一多项式．对矩阵也可定义极小多项式．
若 A是域 F上的一个方阵，A的极小多项式mA(x)是使得 p(A) = 的最小次的唯
一的首一多项式 p(x) ∈ F[x]．
显然如下的结论是成立的．

(1) 若 A与 B是相似矩阵，则mA(x) = mB(x)，即极小多项式在相似下不变；
(2) τ ∈ L(V)的极小多项式和与 τ相应的矩阵的极小多项式是相同的；
(3) 若 S是模 V 的子模，则 S的首一阶是限制 τ∣

S
的极小多项式．

3. 固定 τ ∈ L(V)，考虑循环子模

⟨v⟩ = {p(x)v ∣ p(x) ∈ F[x]}．

设其首一阶为m(x)．于是m(x)是限制 σ = τ∣⟨v⟩的极小多项式（见第 2条之 (3)）．
若

m(x) = a + ax +⋯ + an−xn− + xn�

则可证
B = {v� xv� . . . � xn−v} = {v� σ(v)� . . . � σ n−(v)}

是向量空间 ⟨v⟩的一组基．
先来证明 B是线性无关的．事实上，若存在非零纯量 r i，使得

rv + rxv +⋯ + rn−xn−v = �

即
(r + rx +⋯ + rn−xn−)v = �
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则
(r + rx +⋯ + rn−xn−)⟨v⟩ = {}．

故
m(x) ∣ (r + rx +⋯ + rn−xn−)�

这将导致 r i = ．
再证 B生成 ⟨v⟩．⟨v⟩中每个元素都是 p(x)v，p(x) ∈ F[x]的形式，将 p(x)除以

极小多项式m(x)，得
p(x) = q(x)m(x) + r(x)�

这里 deg r(x) < degm(x) = n．由于m(x)v = ，故 p(x)v = r(x)v，这表明 ⟨v⟩中所有
元素都有 r(x)v的形式．也就是

⟨v⟩ = {r(x)v ∣ deg r(x) < degm(x)} = spanB．

因此，B确实是 ⟨v⟩的一组基．
现在来计算 σ在基 B之下的矩阵 [σ]B．设 i = � � . . . � n − ，则

σ(σ i(v)) = σ i+(v)．

而由于m(x)是 σ的极小多项式，故

σ(σ n−(v)) = σ n(v) = −(a + aσ +⋯ + an−σ n−)(v)
= −av − aσ(v) −⋯ − an−σ n−(v)．

于是 σ在 B下的矩阵为 C[m(x)]，

σ(B) = BC[m(x)]�

而

C[m(x)] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

 ⋯ ⋯  −a
  ⋯  −a
 ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋱   −an−
 ⋯   −an−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

C[m(x)]称为多项式

m(x) = a + ax +⋯ + an−xn− + xn

的友矩阵 (companian matrix)．这只对首一多项式定义．
若 τ ∈ L(V)，V 的一个子空间 S称为 τ−循环 (τ−cyclic)，若存在 v ∈ S使得

{v� τ(v)� . . . � τm−(v)}

是 S的一组基，这里m = dim S．
于是有

(1) S是 V 的子集，S是 V 的循环子模当且仅当它是 V 的 τ循环子空间；
(2) 若 ⟨v⟩是V中的一个循环子模，⟨v⟩的首一阶（即 σ = τ∣⟨v⟩的极小多项式）是
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mσ(x) = a + ax +⋯ + an−xn− + xn�

则
B = (v� xv� . . . � xn−v) = (v� σ(v)� . . . � σ n−(v))

是 ⟨v⟩的一组基，σ对 B而言的矩阵 [σ]B是mσ(x)的友矩阵 C([mσ(x)])．

A5.2 向量空间的分解

有了上一节作准备，就可以将上一讲中的分解定理翻译成向量空间中的结果．

定理A4.3.5成为如下定理．

定理 A5.2.1（向量空间关于线性变换的循环分解定理）设 V 为有限维向量空
间，并且 τ ∈ L(V)．若 τ的极小多项式为

mτ(x) = pe (x)⋯p
en
n (x)�

这里 p i(x)是相互不同的，不可约的首一多项式，则 V 可分解为直和

V = Vp ⊕⋯⊕ Vpn �

这里
Vp i = {v ∈ V ∣ p

e i
i (τ)(v) = }

是 V 的不变子空间（子模），而 τ∣
Vpi
的极小多项式为

min τ∣
Vpi
= pe ii (x)．

进一步，Vp i 可以再分解为 τ−循环子空间（循环子模）的直和

Vp i = ⟨v i�⟩⊕⋯⊕ ⟨v i�k i ⟩�

这里 τ∣⟨v i� j⟩的极小多项式为 τ∣⟨v i� j⟩ = p
e i� j
i (x)�

而
e i = e i� ⩾ e i� ⩾ ⋯ ⩾ e i�k i ⩾ �

V 的初等因子 pe i� ji (x)，也就是 τ的初等因子，由算子 τ唯一确定．
归纳起来，V 可分解为 τ−循环子空间的直和

V = (⟨v�⟩⊕⋯⊕ ⟨v�k⟩)⊕⋯⊕ (⟨vn�⟩⊕⋯⊕ ⟨vn�kn⟩)． (A5.2.1)

在定理A4.3.5中，要求阶 µ = pe ⋯penn ，这里 p i为互不相伴的素元．在定理

A5.2.1中，说 p i(x)为互不相同的不可约多项式．由于 F[x]是主理想整环，故素
元与不可约元是一致的．

用循环分解定理可以确定相似意义下的标准形式．

若 V = S ⊕ T，S�T都是 τ ∈ L(V)之下的不变子空间，则称 (S�T)约化 τ．若
V = S ⊕ T，且
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τ∣
S
∶ S → S 及 τ∣

T
∶T → T

分别是 S�T上的线性算子．
记 τ = ρ ⊕ σ，若存在 V 的子空间 S与 T，使得 (S�T)约化 τ，及

ρ = τ∣
S
� σ = τ∣

T
．

若 C = (c� . . . � cs)是 S的一组基，D = (d� . . . � dt)是 T的一组基，s + t = n，则

B = (c� . . . � cs� d� . . . � dt)�

是 V 的一组基．于是矩阵 [τ]B可以分解成分块对角矩阵 (block diagonal matrix)

[τ]B =
⎛
⎝
[ρ]C 
 [σ]D

⎞
⎠
．

这可推广到 τ可分解为多个线性算子的的直和的情形．
回到 (A5.2.1)．若 Bi� j是循环子模 ⟨v i� j⟩的基，而

B = (B�� . . . �Bn�kn)

为 V 的基，则由定理A5.2.1，

[τ]B = diag([τ�]B� � . . . � [τn�kn]Bn�kn
)�

这里 τ i� j = τ∣⟨v i� j⟩．
循环子模 ⟨v i� j⟩有首一阶 pe i� ji (x)，即限制 τ i� j有极小多项式 pe i� ji (x)．于是若

deg pe i� ji (x) = d i� j�

则
Bi� j = (v i� j� τ i� j(v i� j)� . . . � τ

d i� j−
i� j (v i� j))

是 ⟨v i� j⟩的一组基．于是有如下定理．

定理 A5.2.2 假定 V 是有限维向量空间，τ ∈ L(V)的极小多项式为

mτ(x) = pe (x)⋯p
en
n (x)�

这里首一多项式 p i(x)互不相同且不可约，则 V 有分解

V = (⟨v�⟩⊕⋯⊕ ⟨v�k⟩)⊕⋯⊕ (⟨vn�⟩⊕⋯⊕ ⟨vn�kn⟩)�

这里 ⟨v i� j⟩是 V 的 τ i� j−循环子空间；τ i� j = τ∣⟨v i� j⟩的极小多项式是 V 的初等因子

min τ i� j = p
e i� j
i (x)�

这里
e i = e i� ⩾ e i� ⩾ ⋯ ⩾ e i�k i ⩾ ．

初等因子由 τ唯一确定．若 deg pe i� ji (x) = d i� j，则

Bi� j = (v i� j� τ i� j(v i� j)� . . . � τ
d i� j−
i� j (v i� j))

是 ⟨v i� j⟩的一组基，τ相对于基

B = (B�� . . . �Bn�kn)
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的矩阵是分块对角矩阵

[τ]B = diag(C[pe� (x)]� . . . �C[p
e�k
 (x)]� . . . . . . �C[p

en�
n (x)]� . . . �C[p

en�kn
n (x)])．

上式右边的矩阵称为 τ的有理标准形式 (rational canonical form)．
由向量空间的循环分解的唯一性定理，这样的有理标准形式是唯一的．

定理A5.2.2用矩阵的语言为：任意矩阵 A唯一地（除去对角线上分块的次序）
相似于一个有理标准形式的矩阵．

由此还可以有：域 F上两个矩阵是相似的当且仅当它们有相同的初等因子．
定理A5.2.1及定理A5.2.2是线性代数理论的巅峰之一．从几何上讲，它们彻

底解决了一个域上的向量空间，在一个线性变换下的分解．从代数上讲它们彻底

地解决了在一个域上的矩阵在相似变换下的分类．

A5.3 特征多项式、特征值与特征向量

1. 假设 p(x) = a + ax +⋯ + an−xn− + xn，而 C[p(x)]是其友矩阵，令

A = xI − C[p(x)] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x  ⋯  a
− x ⋱ ⋮ a
 − ⋱  ⋮
⋮ ⋱ ⋱ x an−
 ⋯  − x + an−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．

显然 A是 x� a� . . . � an−的函数，记作 A = A(x� a� . . . � an−)．

命题 A5.3.1 det(xI − C[p(x)]) = p(x)．

证明 当 n = 时，

det(A(x� a� a)) =
RRRRRRRRRRRR

x a
− x + a

RRRRRRRRRRRR
= x(x + a) + a = a + ax + x = p(x)．

当 n = 时，

det(A(x� a� a� a)) =

RRRRRRRRRRRRRRRRR

x  a
− x a
 − x + a

RRRRRRRRRRRRRRRRR

= x
RRRRRRRRRRRR

x a
− x + a

RRRRRRRRRRRR
+ a
RRRRRRRRRRRR

− x
 −

RRRRRRRRRRRR

= a + ax + ax + x = p(x)．

对一般的 n，对行列式沿第一行展开，得到

det(A(x� a� . . . � an−)) = x det(A(x� a� . . . � an−)) + (−)n+(−)n−a．

由归纳假设这等于

x(xn− + an−xn− +⋯ + ax + a) + a = p(x)． ∎
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由命题A5.3.1可得如下结论．

命题 A5.3.2 若 τ ∈ L(V)，R是 τ的有理标准形式，则

Cτ(x) = det(xI − R) =∏
i� j

pe i� ji (x)�

这个行列式称为 τ的特征多项式 (eigenpolynomial)．

在线性代数通常的教材中，往往先定义矩阵的特征多项式，然后再定义线性算

子的特征多项式．方阵 A的特征多项式定义为 CA(x) = det(xI − A)．
由此可得下面的结论．

(1) 若 A与 B相似，则 CA(x) = CB(x)．即特征多项式在相似下不变；
(2) 线性算子 τ的特征多项式和与 τ相对应的矩阵的特征多项式相等；
(3) 线性算子 τ的特征多项式是 τ的初等因子的乘积．

2. λ ∈ F是线性算子 τ ∈ L(V)的特征多项式 Cτ(x)的根，当且仅当

det(λI − R) = �

即矩阵 λI − R是奇异的．若 dimV = d，则 τ的有理标准形式 R为 d × d的矩阵．故
det(λI − R) = 当且仅当存在非零向量 x ∈ Fd，使得

(λI − R)x = � 即 Rx = λx．

若 v ∈ V是非零向量使得 [v]B = x，这里B是 V的基使得 τ的矩阵为 R，则上式等价
于

τ(v) = λv．

定义 A5.3.1 若 τ ∈ L(V)，纯量 λ ∈ F是 τ的一个特征值 (eigenvalue)，若存在
非零向量 v ∈ V，使得

τ(v) = λv．

这时称 v为 τ的以 λ为特征值的特征向量 (eigenvector)．

若 A为 F上的矩阵，λ ∈ F是 A的特征值若存在非零列向量 x，使得

Ax = λx．

这时称 x为矩阵 A的以 λ为特征值的特征向量．
对一个给定的特征值 λ，所有以 λ为特征值的特征向量加上零向量，组成 V 的

一个子空间，称为 λ的特征空间 (eigenspace)，记作 Eλ．
由此可得如下结论．

命题 A5.3.3 (1) λ ∈ F是 τ ∈ L(V)的特征值当且仅当它是特征多项式 Cτ(x)
的根；

(2) λ ∈ F是 τ ∈ L(V)的特征值当且仅当它是 τ的极小多项式mτ(x)的根；
(3) λ ∈ F是 τ ∈ L(V)的特征值当且仅当它是与 τ相应的任何矩阵的特征值；
(4) 矩阵的特征值在相似意义下不变；

(5) 若 λ是矩阵的特征值，则特征空间 Eλ是齐次方程组
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(λI − A)x = 

的解组成的空间．

证明 这里只证明 (3)．λ是 τ的特征值当且仅当有  ≠ v ∈ V，使得

τ(v) = λv．

设 dimV = d，B是 V 的一组基，令 ϕB∶V → Fd 为由 ϕB(u) = [u]B定义的同构．若
A = [τ]B，则

τ = (ϕB)−AϕB．

于是 τ(v) = λv就是

(ϕB)−AϕB(v) = λv = (ϕB)−λϕB(v)�

即
AϕB(v) = λϕB(v)．

这表明 λ是 A的一个特征值． ∎

命题 A5.3.4 与不同的特征值对应的特征向量是线性无关的，即，若 v i ∈ Eλ i，
则 {v� . . . � vk}线性无关．特别地，若 λ� . . . � λk是线性算子 τ ∈ L(V)的不同的特征
值，则 Ei ∩ E j = {}．

证明 若众 v i线性相关，则在所有非平凡的线性组合为零的式子中，有一个最
短的式子，为

rv +⋯ + r jv j = �

将 τ作用上式，得
rτ(v) +⋯ + r jτ(v j) = �

即
rλv +⋯ + r jλ jv j = �

在 rv +⋯ + r jv j = 上乘以 λ，再与上式相减得

r(λ − λ)v +⋯ + r j(λ j − λ)v j = ．

但这是一个更短的线性组合为零的式子，由此得到矛盾．故所有的 r i = ． ∎
由于 τ的特征多项式 Cτ(x)是所有初等因子的乘积，而 τ的极小多项式为

mτ(x) = pe (x)⋯p
en
n (x)�

故mτ(x) ∣ Cτ(x)．由此得到重要的定理．

定理 A5.3.1 若 τ ∈ L(V)，则
(1) 极小多项式mτ(x)与特征多项式 Cτ(x)有相同的素因子；
(2)（Caley-Hamilton定理）mτ(x) ∣ Cτ(x)，即 Cτ(τ) = ．
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A5.4 Jordan标准形式

有限维向量空间的每个线性算子 τ都有有理标准形式，即所有有理标准形式
的矩阵的全体组成一个标准形式集合．显然，有理标准形式还不是我们指望的那

样具有简单的形式．对一些重要的特殊的情形，我们可以得到更为简单的标准形

式．这种重要的特殊情形是：若 τ ∈ L(V)，它的极小多项式可以分解为线性因子的
乘积，即

mτ(x) = (x − λ)e⋯(x − λn)en． (A5.4.1)

当一个多项式在域 F上可以分解为线性因子的乘积时，称多项式可以在 F上分裂
(split)．
若域 F上任一非常数的多项式的根仍在 F中，称 F为代数封闭的 (algebraic

closed)．因此，在代数封闭域上不可约多项式只有线性多项式．故任意非常数多项
式在 F上分裂．代数封闭域简单的例子是复数域．
回顾有理标准形式．⟨v i� j⟩是循环子模，其首一阶为初等因子 pe i� ji (x)，由于对

pe i� ji 了解甚少，以致作为 V 的 τ−循环子空间，选取基为

Bi� j = (v i� j� τ i� j(v i� j)� . . . � τ
d i� j−
i� j (v i� j))．

但当 τ的极小多项式是 (A5.4.1)时，其初等因子为

pe i� ji (x) = (x − λ i)e i� j．

这时，我们可以更明智地选取基．

由于 dim⟨v i� j⟩ = deg p
e i� j
i (x)，易见

Gi� j = (v i� j� (τ i� j − λ iε)(v i� j)� . . . � (τ i� j − λ iε)e i� j−(v i� j))

也是 ⟨v i� j⟩的一组基．记 Gi� j中第 k个基向量为 bk，则当 k = � � . . . � e i� j − 时，

τ i� j(bk) = τ i� j((τ i� j − λ iε)k(v i� j)) = (τ i� j − λ iε + λ iε)((τ i� j − λ iε)k(v i� j))
= (τ i� j − λ iε)k+(v i� j) + λ i(τ i� j − λ iε)k(v i� j) = bk+ + λ ibk�

当 k = e i� j − 时，应用

(τ i� j − λ i)k+(v i� j) = (τ i� j − λ i)e i� j(v i� j) = �

可得
τ i� j(be i� j−) = λ ib(e i� j−)．

因此，相对于基 Gi� j，τ i� j = τ∣⟨v i� j⟩所对应的矩阵为 e i� j × e i� j方阵

g(λ i � e i� j) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

λ i

 λ i

⋱ ⋱
 λ i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

．
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这个矩阵称为属于特征值 λ i的 Jordan块 (Jordan block)．即 Jordan块为主对角线
上元素为 λ i，在次对角线上元素为 ，其余元素全为零的 e i� j阶方阵．
于是在选取新的基后，类似于定理A5.2.2，有如下的定理．

定理 A5.4.1 若算子 τ ∈ L(V)的极小多项式在域 F上分裂，即

mτ(x) = (x − λ)e⋯(d − λn)en �

则 V 可分解为

V = (⟨v�⟩⊕⋯⊕ ⟨v�k⟩)⊕⋯⊕ (⟨vn�⟩⊕⋯⊕ ⟨vn�kn⟩)�

这里 ⟨v i� j⟩是 V 的 τ−循环子空间模，τ i� j = τ∣⟨v i� j⟩的极小多项式为 V 的初等因子

min τ i� j = (x − λ i)e i� j �

这里
e i = e i� ⩾ e i� ⩾ ⋯ ⩾ e i�k i ⩾ �

这些初等因子由 τ唯一确定．令

Gi� j = (v i� j� (τ i� j − λ i)(v i� j)� . . . � (τ i� j − λ i)e i� j−(v i� j))

是 ⟨v i� j⟩的一组基，则与 τ对应的矩阵在基

G = (G�� . . . �Gn�kn)

下是分块对角矩阵

[τ]G = diag(g(λ� e�)� . . . � g(λ� e�k)� . . . . . . � g(λn� en�)� . . . � g(λn� en�kn))．

上面的矩阵称为 τ的 Jordan标准形式 (Jordan canonical form)．
换成矩阵的语言：在代数封闭域 F上每个矩阵都相似于唯一的一个 Jordan标

准形式．也就是，所有的 Jordan标准形式确实组成了在相似意义下的标准形式集

合．

若 τ有 Jordan标准形式 g，则 g中主对角线上元素就是特征多项式 Cτ(x)的根
（包括重数）．也就是，g中主对角线元素 λ i出现的次数就是特征多项式的根 λ i的

重数．

定理A5.4.1是线性代数理论的另一个巅峰．从几何上讲，它彻底解决了在代
数封闭域上的一个向量空间在一个线性变换下的分解；从代数上讲，它彻底解决

了在代数封闭域上的矩阵在相似变换下的分类．
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A5.5 内积空间上算子的标准形式

1. 在A2.4及A3.3中介绍了内积空间以及其上的三种重要算子：自共轭算子、
酉算子以及正规算子，还讨论了它们的一些简单性质．现在来看看这些算子的特

征值及特征空间．

命题 A5.5.1 若 τ是自共轭算子，则 τ的特征多项式的根都是实数．也就是
说，τ的特征值全是实的．

证明 先设 V 是复向量空间，λ是 τ的特征多项式 Cτ(x)的根，则有 v ≠ ，使
得 τ(v) = λv．于是

⟨τ(v)� v⟩ = ⟨λv� v⟩ = λ⟨v� v⟩．

由于 τ是自共轭的，故

⟨τ(v)� v⟩ = ⟨v� τ(v)⟩ = ⟨v� λv⟩ = λ⟨v� v⟩�

故 λ = λ，即 λ是实数．
若 V 是实向量空间，则 τ对 V 的某一组基其对应的矩阵是实对称阵 A．于是

Cτ(x) = CA(x)．因 A是实对称阵，可看作复空间Cn的一个自共轭线性算子，如上

面所证，其特征多项式的根是实的．将 A看作实的或复的矩阵，其特征多项式是一
样的，故得证． ∎

命题 A5.5.2 若 τ是酉算子，则 τ的特征值的绝对值为 ．

证明 由于 τ为酉算子及 τ(v) = λv，则

λλ⟨v� v⟩ = ⟨λv� λv⟩ = ⟨τ(v)� τ(v)⟩ = ⟨v� v⟩�

故 ∣λ∣ = ，即 ∣λ∣ = ． ∎

命题 A5.5.3 若 τ为正规算子，λ� µ为 τ的不同的特征值，则对应的特征子空
间互相正交．特别地，自共轭算子和酉算子的不同特征值对应的特征子空间互相

正交．

证明 由于 τ(v) = λv，τ(w) = µw，这里 v�w ≠ ，则

λ⟨v�w⟩ = ⟨τ(v)�w⟩ = ⟨v� τ∗(w)⟩ = ⟨v� µw⟩ = µ⟨v�w⟩�

由 µ ≠ λ可知 ⟨v�w⟩ = ．
这里用到 τ∗(w) = µw，参见A3.3中正规算子的性质 (5)． ∎
前面的有理标准形式及 Jordan形式一般不是对角矩阵，什么情况下可化为对

角矩阵？

定义 A5.5.1 若 V 是有限维内积空间，τ ∈ L(V)．若有 V 的正规正交基O使
得 [τ]O是一个对角矩阵，则称 τ可正交对角化 (orthogonal diagonalizable)．
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定理 A5.5.1 假设 V 是有限维复内积空间，则
(1) V 上一个线性算子 τ可以正交对角化当且仅当它是正规的；
(2) τ是 V 上的一个正规算子，它是自共轭当且仅当它的特征值均是实数；
(3) τ是 V 上的一个正规算子，它是酉当且仅当它的特征值的绝对值均为 ．

证明 (1) 若 τ是复内积空间的一个正规算子，且 τ的极小多项式的素因子分
解为

mτ(x) = (x − λ)e⋯(x − λk)ek �

则由准素分解定理，V 可分解为

V = V ⊕⋯⊕ Vk．

由A3.3中关于正规算子的命题A3.3.5之 (4)，有

Vi = {v ∈ V ∣ (τ − λ i)e i(v) = } = {v ∈ V ∣ (τ − λ i)(v) = } = Eλ i．

故 τ∣
Vi
的极小多项式为 x − λ i，故 e i = ．因此

V = Eλ ⊕⋯⊕ Eλk．

有命题A5.5.3可知，V 可分解为正交直和

V = Eλ ◯⊥⋯◯⊥ Eλk．

故将每个特征空间的正规正交基组合起来构造出由 τ的特征向量组成的 V 的一个
正规正交基，即 τ是可以正交对角化的．
反之，若 τ可正交对角化，则V有一个正规正交基O = {v� . . . � vk}，其中 τ(u i) =

λ iµ i．于是

⟨u i � τ∗(u j)⟩ = ⟨τ(u i)�u j⟩ = λ i⟨u i �u j⟩ = λ iδ i j = λ jδ i j = ⟨u i � λ ju j⟩�

故 τ∗(u j) = λ ju j．因此，

ττ∗(u j) = λ jτ(u j) = λ jλ ju j = λ jλ ju j = λ jτ∗(u j) = τ∗τ(u j)�

故 τ是正规算子．
(2) 已知自共轭算子是正规的，则特征值均是实的．反之，若 τ是正规的，且特

征值均是实的，则对应于 λ j的任何特征向量 u j，有

τ∗(u j) = λ ju j = λ ju j = τ(u j)．

由于这些 u j是特征向量构成的基，故 τ自共轭．
(3) 若 τ为酉算子，则它的特征值的绝对值均为 ．反之，若 τ是复内积空间 V

上的一个正规算子，且其特征值之绝对值均为 ，则对应于 λ j的任何特征向量 u j，

有
⟨u j�u j⟩ = λ jλ j⟨u j�u j⟩ = ⟨λ ju j� λ ju j⟩ = ⟨τ(u j)� τ(u j)⟩ = ⟨u j� τ∗τ(u j)⟩．

由于这些 u j是特征向量构成的基，故 τ∗ = τ−，因此 τ为酉算子． ∎
上面给出了复内积空间上线性算子 τ可正交对角化的充分必要条件是 τ是正

规的，下面给出实内积空间上线性算子可正交对角化的充分必要条件．
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定理 A5.5.2 有限维实内积空间 V 上的一个线性算子 τ可正交对角化当且仅
当 τ是自共轭的．

证明 若 τ是 V 上的自共轭算子，则由命题A5.5.1，τ的极小多项式可在R上
分裂．由A3.3中关于自共轭算子的命题A3.3.2之 (8)及命题A5.5.3得到，V有 τ的
特征向量组成的正规正交基；其证明类似于定理A5.5.1．
必要性可用矩阵方法来证明．事实上，若 τ可正交对角化，则 V 有正规正交基

O，使得 [τ]O对角化．由于 [τ]O是实对称的，故

[τ∗]O = [τ]∗O = [τ]TO = [τ]O．

故 τ∗ = τ． ∎
定理A5.5.1以及定理A5.5.2的矩阵形式如下．

定理 A5.5.3 (1) 设 A是一个复方阵，则存在酉阵U使得UAU−是对角阵当
且仅当 A是正规的；一个正规复方阵 A是埃尔米特的当且仅当 A的特征值均为实
数；一个正规复方阵 A是酉阵当且仅当 A的特征值的绝对值均为 ；

(2) 设 A是一个实方阵，则存在正交阵 O使得 OAO−是对角阵当且仅当 A是
对称的（见定理 A2.3.5）．

2. 上面给出了正规算子与自共轭算子分别在复数域C及实数域R上的标准
形式是对角阵．现在来给出实数域R上的酉算子的标准形式．
若 τ是实酉算子，则 σ = τ+ τ∗ = τ+ τ−是自共轭的，故有一实特征值的完备集，

如在定理A5.5.1中那样，V 可分解为

V = Eλ ◯⊥⋯◯⊥ Eλk �

这里
Eλ i = {v ∈ V ∣ (τ + τ− − λ i)(v) = }�

或乘以 τ，
Eλ i = {v ∈ V ∣ (τ − λ iτ + )(v) = }．

若 λ i = ，则由于 τ是正规的，有

E = {v ∈ V ∣ (τ − )(v) = } = {v ∈ V ∣ (τ − )(v) = }．

若 λ i = −，有

E− = {v ∈ V ∣ (τ + )(v) = } = {v ∈ V ∣ (τ + )(v) = }．

故算子 τ在特征空间 E及 E−（如果存在的话）上的限制分别就是乘以 或 −．
当 λ i ≠ 时，若 v ∈ Eλ i，考虑 span{v� τ(v)}．这是 Eλ i 中的一个不变子空间，因为

τ(τ(v)) = τ(v) = λ iτ(v) − v．

于是，
Eλ i = span{v� τ(v)}◯⊥ span{v� τ(v)}

⊥
．

继续这个步骤，每个 Eλ i 可分解为二维子空间的正交直和，τ在每个子空间上是实
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酉的，而
V = E ◯⊥ E− ◯⊥D ◯⊥⋯◯⊥Dm�

这里 dimDi = ，每一项在 τ下不变．
于是，只要给出在二维空间D上的实酉算子 τ的矩阵即可．由于对D的任意

正规正交基 τ的矩阵是正交的，故若

[τ] = (
a b
c d

)�

则
a + b = � c + d = � ac + bd = ．

由于 det([τ]) = ，即
ad − bc = ．

解这些方程，得 d = a，c = −b，于是

[τ] = (
a b
−b a

)．

由于 (a� b)是R中的单位向量，因此 (a� b) = (cos θ� sin θ)，这里 θ为实数，故

[τ] = (
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)．

归纳起来，有如下定理．

定理 A5.5.4 若 τ是有限维实内积空间 V 上的一个酉算子，则 V 有一个正规
正交基，使得 τ的矩阵有分块形式

diag
⎛
⎝
� . . . � �−� . . . �−�(

cos θ sin θ

− sin θ cos θ
)� . . . �(

cos θk sin θk

− sin θk cos θk
)
⎞
⎠
． (A5.5.1)

定理A5.5.4的矩阵形式为如下定理．

定理 A5.5.5 若 A是一个正交矩阵，则存在正交矩阵 O，使得 OAO−是形如
(A5.5.1)的矩阵．
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A5.6 附 记

在A5.1中已经说到，本讲是将域 F上的向量空间 V 看成 F上的多项式环 F[x]
上的模，于是上一讲中的结果可以翻译成向量空间的语言，这就得到了一系列十分

重要的分解定理．

在A4.1中，还说到环 R上的一个 R−模，当 R = Z时，则Z−模就是Abel群，也
就是可以将Abel群看作 Z−模．于是也可以将上一讲中的结果翻译成为Abel群的
语言，也可以得到十分重要的分解定理．

如果G是一个有限生成的Abel群，则G可以视为一个有限生成的Z−模．由定
理A4.3.1，G可以分解为一个挠模 TorG和一个自由Z−模 FreeG的直和．设 FreeG
的秩为 r，则 FreeG ≈ Zr．

TorG也是有限生成的，设 x� . . . � xm是它的一组生成元．于是 TorG的每个元
素都可以用这组生成元来表示．由于这些生成元的阶都是有限的，所以 TorG是一
个有限Abel群．
由定理A4.3.2，TorG的阶为 µ = pe ⋯penn ，这里 p i为互不相同的素数，则 TorG

可分解为
TorG = Gp ⊕⋯⊕Gpn �

这里Gp i = {v ∈ TorG ∣ p
e i
i v = }，即Gp i 为TorG的阶为 pe ii 的子群，即Gp i 为TorG的

Sylow p i−子群．
这里要注意的是，对于有限Abel群G有两个阶的概念，其一指 ∣G∣，即G中元

素的个数；其二是指G作为 Z−模的零化子的生成元．一般而言，这两个阶是不同
的．在上一段的讨论中所讲的阶是指后者．回顾群G的 Sylow p−子群是指G的阶
为 pm的子群，其中 pm ∣ ∣G∣，且 pm+ ∤ ∣G∣．Sylow p−子群总是存在的，因此在上一段
的讨论中，Gp i 必是 TorG的 Sylow p i−子群．
由定理A4.3.3，有限 Sylow p i−子群又可以分解成一些循环 p i−子群的直和，即

Gp i = G i� ⊕⋯⊕G i�k i �

这里G i� j是阶为 pe i� ji 的循环 p i−子群，且满足

e i = e i� ⩾ e i� ⩾ ⋯ ⩾ e i�k i �

或等价地为
pe i�kii ∣ pe i�ki−i � pe i�ki−i ∣ pe i�ki−i � . . . � pe i�i ∣ p

e i�
i ．

归纳起来，有以下的定理．

定理 A5.6.1（有限生成的 Abel群的分解定理）若G是一个有限生成的 Abel

群，则G可以分解成 r个无限循环子群及一些有限循环 p i−子群的直和．
r和有限循环 p i子群的阶 pe i� ji 是G上一组完全不变量，即两个有限生成 Abel
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群同构当且仅当它们的不变量完全相同．

这就是第四讲中主理想整环上有限生成模的分解定理译成有限生成Abel群
时的语言．由此可以看出，这完全解决了有限生成Abel群的分类问题．当然这些
内容不属于线性代数的范围，所以作为附记，用以显示模理论的有力作用．
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