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2019春-微分方程II助教吴天

第1次作业 (上交日期：2019年3月25日)

1.【5.1】若k ∈ N，0 < γ 6 1，证明：Ck,γ(U)是Banach空间.

【【【证证证明明明】】】(1)首先验证‖ · ‖Ck,γ(U)是范数：

a. (正定性)显然有‖u‖Ck,γ(U) > 0，且‖u‖Ck,γ(U) = 0⇒ ‖u‖C(U) = 0⇒ u ≡ 0.

b. (齐次性)‖λu‖Ck,γ(U) = |λ|‖u‖Ck,γ(U)，显然.

c. (三角不等式)设u, v ∈ Ck,γ(U)，由于‖ · ‖C(U)是范数：

‖Dα(u+ v)‖C(U) 6 ‖D
αu‖C(U) + ‖Dαv‖C(U).

又由于[Dα(u+ v)]C0,γ(U) = sup
x,y∈U
x 6=y

|Dα(u+ v)(x)−Dα(u+ v)(y)|
|x− y|γ

6 sup
x,y∈U
x 6=y

|Dαu(x)−Dαu(y)|
|x− y|γ

+ sup
x,y∈U
x6=y

|Dαv(x)−Dαv(y)|
|x− y|γ

= [Dαu]C0,γ(U) + [Dαv]C0,γ(U).

则‖u+ v‖Ck,γ(U) 6 ‖u‖Ck,γ(U) + ‖v‖Ck,γ(U).

(2)由三角不等式容易验证Ck,γ(U)是线性空间.

(3)验证‖ · ‖Ck,γ(U)的完备性：设{un}是Ck,γ(U)中的Cauchy列，则

‖um − un‖Ck(U) → 0 且
∑
|α|=k

[Dαum −Dαun]C0,γ(U) → 0 (m,n→∞).

因此由‖ · ‖Ck(U)的完备性：∃u ∈ Ck(U)，使得 lim
n→∞

‖un − u‖Ck(U) = 0.

因此∀|α| = k, lim
n→∞

‖Dαun −Dαu‖C(U) = 0 ⇒ Dαun在U上一致收敛于Dαu.

那么 lim
n→∞

sup
x,y∈U
x 6=y

|Dαun(x)−Dαu(x)−Dαun(y) + Dαu(y)|
|x− y|γ

= 0.

故 lim
n→∞

‖un − u‖Ck,γ(U) = 0，从而存在充分大的N，使得

‖u‖Ck,γ(U) 6 ‖uN‖Ck,γ(U) + 1 < +∞ ⇒ u ∈ ‖u‖Ck,γ(U).

2.【5.2】若0 < β < γ 6 1，证明插值不等式‖u‖C0,γ(U) 6 ‖u‖
1−γ
1−β
C0,β(U)

‖u‖
γ−β
1−β
C0,1(U).

【【【证证证明明明】】】‖u‖
1−γ
1−β
C0,β(U)

‖u‖
γ−β
1−β
C0,1(U) = (‖u‖C(U) + sup

x 6=y
x,y∈U

|u(x)− u(y)|
|x− y|β

)
1−γ
1−β (‖u‖C(U) + sup

x 6=y
x,y∈U

|u(x)− u(y)|
|x− y|

)
γ−β
1−β

> ‖u‖
1−γ
1−β
C(U)‖u‖

γ−β
1−β
C(U) + sup

x6=y
x,y∈U

|u(x)− u(y)|
1−γ
1−β

|x− y|
β−βγ
1−β

sup
x 6=y
x,y∈U

|u(x)− u(y)|
1−γ
1−β

|x− y|
γ−β
1−β

> ‖u‖C0,γ(U).
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3.【5.3】U表示开矩形{x ∈ R2 : |x1| < 1, |x2| < 1}，定义：

u(x) =



1− x1, x1 > 0, |x2| < x1

1 + x1, x1 < 0, |x2| < −x1

1− x2, x2 > 0, |x1| < x2

1 + x2, x1 > 0, |x1| < −x2

，

对于1 6 p 6∞，u是否属于W 1,p(U)?

【【【解解解】】】直接用定义即可验证Du(x) =



(−1, 0), x1 > 0, |x2| < x1

(1, 0), x1 < 0, |x2| < −x1

(0,−1), x2 > 0, |x1| < x2

(0, 1), x1 > 0, |x1| < −x2

，此处略.

注意到，∀1 6 p 6 +∞，‖u‖p 6 ‖2‖p，故u ∈ Lp(U).

同理，‖Du‖p 6 ‖1‖p，故Du ∈ Lp(U)，从而u ∈W 1,p(U).

4.【5.5】设U, V是开集，V b U，证明：存在光滑函数ζ，满足在V中ζ ≡ 1，在∂U附近ζ ≡ 0.

【【【证证证明明明】】】取开集W，使得V bW b U .

考察φ(x) = (χW )ε(x)，其中 ε <
1

2
min{dist(∂U, ∂W ),dist(∂W, ∂V )}. 则对任意x ∈ V：

φ(x) =

ˆ
Rn
χW (y)ηε(x− y)dy =

ˆ
Bε(0)

ηε(y)χW (x− y)dy
ε< 1

2 dist(∂V,∂W )
=============

ˆ
Bε(0)

ηε(y)dy = 1.

再考察任意x ∈ U ε
4

=
{
y ∈ U : dist(y, ∂U) <

ε

4

}
：

φ(x) =

ˆ
Bε(0)

ηε(y)χW (x− y)dy
ε< 1

2 dist(∂V,∂W )
=============

ˆ
Bε(0)

ηε(y) · 0 dy = 0.

5.【5.6】设U有界，且U b
N⋃
i=1

Vi. 证明：存在C
∞函数ζi (i = 1, · · · , N)使得


0 6 ζi 6 1, spt ζi ⊂ Vi (i = 1, · · · , N)
N∑
i=1

ζi = 1, x ∈ U

{ζi}Ni=1叫做单位分解.

【【【证证证明明明】】】∀x ∈ U，∃Bx为以x为中心的球，使得对某个1 6 i 6 N，Bx ⊂ Vi. 故U ⊂
⋃
x∈U

Bx.

由U的紧性，存在x1, · · · , xm，使得U ⊂
m⋃
j=1

Bxj . 置Ui =
⋃

{j:Bxj⊂Vi}

Bxj，则U ⊂
N⋃
i=1

Ui.

由【5.5】知：∃ϕi ∈ C∞0 (Vi)，0 6 ϕi 6 1，sptϕi ⊂ Vi，ϕi(x) ≡ 1 (x ∈ U).

置ζi = ϕi

i−1∏
k=1

(1− ϕk)，则{ζi}Ni=1即为满足所证条件的单位分解.

【【【注注注】】】若置ζi =
ϕi
N∑
k=1

ϕk

，则在靠近
N⋃
i=1

V i的边界分母为0，我们需要零延拓来保证光滑性.

6.【5.9】对于u ∈ C∞0 (U)，使用分部积分法证明插值不等式：‖Du‖L2 6 C‖u‖
1
2

L2‖D2u‖
1
2

L2 .若U有界，∂U光滑，
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再对u ∈ H2(U) ∩H1
0 (U)证明该不等式.

【【【证证证明明明】】】‖Du‖2L2(U) =

n∑
i=1

ˆ

U

(∂iu)2dx
u∈C∞0 (U)

======== −
n∑
i=1

ˆ
U

u∂iiudx

6
ˆ
U

|u||∆u|dx 6 C

ˆ
U

|u||D2u|dx 6 C‖u‖L2(U)‖D2u‖L2(U).

对于u ∈ H2(U)
⋂
H1

0 (U)，取{vk}∞k=1 ⊂ C∞0 (U)，使得 lim
k→∞

‖vk − u‖H1(U) = 0.

类似地，再取{wk}∞k=1 ⊂ C∞(U)，使得 lim
k→∞

‖wk − u‖H2(U) = 0. 则

ˆ
U

Dvk ·Dwkdx
vk∈C∞0 (U)

========= −
n∑
i=1

ˆ
U

vk∂iiwkdx = −
n∑
i=1

ˆ
U

vk∆wkdx

6 C‖vk‖L2(U)‖D2wk‖L2(U) → C‖u‖L2(U)‖D2u‖L2(U) (k →∞).

又注意到

∣∣∣∣ˆ
U

|Du|2dx−
ˆ
U

Dvk ·Dwkdx

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ˆ
U

Du · (Du−Dwk)dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ˆ
U

Dwk · (Du−Dvk)dx

∣∣∣∣
6 ‖Du‖

1
2

L2(U)‖Du−Dwk‖
1
2

L2(U) + ‖Dwk‖
1
2

L2(U)‖Du−Dvk‖
1
2

L2(U).

由于{Dwk}为L2(U)中的Cauchy列，故‖Dwk‖L2(U)有界，从而 lim
k→∞

ˆ
U

Dvk ·Dwkdx =

ˆ
U

|Du|2dx.

∴ ‖Du‖L2(U) 6 C‖u‖
1
2

L2(U)|D
2u‖

1
2

L2(U).

【【【注注注】】】本题及下题多次使用了|∆u| 6 C|D2u|，实际上，它的证明是平凡的：

|∆u| 6 n · 1

n

n∑
k=1

∣∣∣∣∂2u

∂x2
k

∣∣∣∣ 6 √n
√√√√ n∑
k=1

(
∂2u

∂x2
k

)2

=
√
n|D2u|.

假定u ∈ C∞0 (U)，如果我们单独考察‖∆u‖2与‖D2u‖2，会得到更佳的估计：

‖∆u‖22 =

n∑
i,j=1

ˆ
U

∂2u

∂x2
i

∂2u

∂x2
j

dx = −
n∑

i,j=1

ˆ
U

∂u

∂xi

∂3u

∂xi∂x2
j

dx =

n∑
i,j=1

ˆ
U

(
∂2u

∂xixj

)2

dx = ‖D2u‖22.

事实上，对于u ∈ H2
0 (U)，可以通过紧支光滑逼近的办法得到同样的结论，证明留作练习. 有了这个结论，

我们可以将本题前半部分加强：‖Du‖22 6
ˆ
U

|u||∆u|dx 6 ‖u‖2‖∆u‖2 = ‖u‖2‖D2u‖2.

7.【5.10】(1)对2 6 p <∞和u ∈ C∞0 (U)，使用分部积分法证明：‖Du‖Lp 6 C‖u‖
1
2

Lp‖D2u‖
1
2

Lp .

(2)对1 6 p <∞和u ∈ C∞0 (U)，证明‖Du‖L2p 6 C‖u‖
1
2

L∞‖D2u‖
1
2

Lp .

【【【证证证明明明】】】(1) ‖Du‖pp =

n∑
i=1

ˆ
U

|∂iu|2|Du|p−2dx = −
n∑
i=1

ˆ
U

u∂i(∂iu|Du|p−2)dx

= −
ˆ
U

u∆u|Du|p−2dx−
n∑
i=1

ˆ
U

u∂iu∂i(|Du|p−2)dx

其中 −
ˆ
U

u∆u|Du|p−2dx 6 C

ˆ
U

|u||D2u||Du|p−2dx
Hölder
6 C‖u‖p‖D2u‖p‖Du‖p−2

p .

且 −
n∑
i=1

ˆ
U

u∂iu∂i(|Du|p−2)dx = −
n∑
i=1

ˆ
U

u∂iu(p− 2)

n∑
j=1

∂iju∂ju|Du|p−4dx

= −(p− 2)

n∑
i=1

ˆ
U

u|Du|p−4
n∑
j=1

∂iu∂ju∂ijudx 6 C

ˆ
U

|u||Du|p−4|(Du)TD2u(Du)|dx

6 C

ˆ
U

|u||Du|p−2|D2u|dx 6 C‖u‖p‖D2u‖p‖Du‖p−2
p .

因此，‖Du‖pp 6 C‖u‖p‖D2u‖p‖Du‖p−2
p ⇒ ‖Du‖p 6 C‖u‖1/2p ‖D2u‖1/2p .

(2)由(1)的证明过程可得：

‖Du‖2p2p 6 C

ˆ
U

|u||D2u||Du|2p−2dx 6 C‖u‖∞‖D2u‖p‖Du‖2p−2
2p .
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因此，‖Du‖2p 6 C‖u‖1/2∞ ‖D2u‖1/2p .

8.【5.11】设U连通，u ∈W 1,p(U)满足Du = 0在U上几乎处处成立，证明：u在U上几乎处处为常值.

【【【证证证明明明】】】∀V b U，取0 < ε < dist(V, ∂U)，则V b Uε，u
ε ∈ C∞(Uε).

注意到D(uε) = ηε ∗Du = 0 a.e. x ∈ U，由U连通，∃cε ∈ Rn，使得uε(x) ≡ cε (∀x ∈ Uε).

由磨光性质：uε → u a.e. x ∈ U，因此设cε → c a.e. x ∈ Uε，则：

u = lim
ε→0

uε = lim
ε→0

cε = c a.e.x ∈ Uε.

由于ε > 0的任意性，知：u = c a.e. x ∈ U .

【【【注注注】】】此题另证：∀V b U，取ε > 0充分小，使uε ∈ C∞(V )，故∃cε ∈ R，使得uε ≡ cε (∀x ∈ V ).

注意到cεm(V )
1
p = ‖uε‖p, V 6 ‖ηε‖1,Rn‖u‖p,U < +∞，则{cε}ε>0有界，因此可取{cεk}∞k=1 ⊂ {cε}ε>0为收

敛子列. 设 lim
k→∞

cεk = c ∈ R. 由控制收敛定理：

‖u− c‖p,V 6 ‖u− uεk‖p,V + ‖uεk − c‖p,V → 0 (k →∞).

因此在V上几乎处处有u = c. 由V的任意性，u = c a.e. U .

9.【附】设1 6 p <∞，证明C∞0 (Rn)在W k,p(Rn)中稠密.

【【【证证证明明明】】】∀u ∈W k,p(Rn)，考察uε ∈ C∞(Rn). ∀|α| 6 k，由Dαu ∈ Lp(Rn)的绝对连续性：

∀λ > 0，∃δ > 0，当0 < ε < δ时，

ˆ
Rn
|Dαu(x− y)−Dαu(x)|dx < λ (∀y ∈ Bε(0)).

∴ ‖Dαuε −Dαu‖pp,Rn =

ˆ
Rn

∣∣∣∣∣
ˆ
Bε(0)

ηε(y)
(
Dαu(x− y)−Dαu(x)

)
dy

∣∣∣∣∣
p

dx

Young

6
ˆ
B1(0)

dy

ˆ
Rn
η(y)|Dαu(x− εy)−Dαu(x)|pdx < λ→ 0 (λ→ 0).

因此 lim
ε→0
‖Dαuε −Dαu‖p,Rn = 0，进而 lim

ε→0
‖uε − u‖k,p,Rn = 0.

取截断函数ζ ∈ C∞0 (B2(0))，0 6 ζ 6 1，ζ ≡ 1 (∀x ∈ B1(0)). 记uεj(x) = uε(x)ζ
(x
j

)
∈ C∞0 (Rn).

∀|α| 6 k，Dαuεj(x) = ζ
(x
j

)
Dαuε +

∑
β6α,|β|>0

(
α

β

)
j−|β|(Dβζ)

(x
j

)
Dα−βuε(x).

∴
∥∥Dαuεj −Dαuε

∥∥p
p,Rn 6

ˆ
|x|>j

|Dαuε|p dx+
C

j
‖uε‖pk,p,Rn → 0 (j →∞).

因此，∀ε > 0，∃j(ε) > 0，使得 lim
ε→0

j(ε) = +∞，且 lim
ε→0
‖uεj(ε) − u‖k,p,Rn = 0.

第2次作业 (上交日期：2019年4月8日)

1.【5.4】设u ∈W 1,p(0, 1)，1 6 p < +∞.

(1)证明：u几乎处处等于一个绝对连续函数，且几乎处处存在的u′ ∈ Lp(0, 1).

(2)证明：若1 < p <∞，则|u(x)− u(y)| 6 |x− y|−
1
p

(ˆ 1

0

|u′|pdx
) 1
p

a.e. x, y ∈ [0, 1].

【【【证证证明明明】】】(1)取ũ(x) =

ˆ x

0

u′(t)dt，其中u′是u的弱导数. 则ũ ∈ AC[0, 1].

∵
d

dx
ũ(x) = u′(x) a.e. x ∈ (0, 1) ∴ (ũ− u)′ = 0 a.e. x ∈ (0, 1).

由【5.11】：u = ũ+ c a.e. x ∈ (0, 1)，因此u几乎处处可导，导数即为u′.

由于u ∈W 1,p(0, 1)，故u′ ∈ Lp(0, 1).

(2) |u(x)− u(y)| 6
ˆ 1

0

χ[x,y](t)|u′(t)|dt
Hölder
6 |x− y|1−

1
p

(ˆ 1

0

|u′|pdx
) 1
p

.
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2.【5.7】设U是有界的，存在一个光滑的向量场α，使得α · ν > 1 (∀x ∈ ∂U)，其中ν是∂U的单位外法向量

场. 设1 6 p 6 +∞，试应用Gauss-Green公式于

ˆ
∂U

|u|pα · νdS，来导出迹不等式的新证明：∀u ∈ C1(U)，ˆ
∂U

|u|pdS 6 C

ˆ
U

(|Du|p + |u|p)dx.

【【【证证证明明明】】】由于α是紧集∂U上的光滑向量场，故α与
∂αi
∂xi
在∂U上有界，从而

ˆ
∂U

|u|pdS 6
ˆ
∂U

|u|pα · νdS
Gauss-Green

==========

n∑
i=1

ˆ
U

∂αi
∂xi
|u|pdx+

n∑
i=1

ˆ
U

p|u|p−1|u|xiαidx

6 C

ˆ
U

|u|pdx+ C

ˆ
U

|u|p−1|Du|dx
Young

6 C

ˆ
U

(|Du|p + |u|p)dx.

3.【5.8】设U是有界的，∂U是C1的. 证明：不存在有界线性算子T : Lp(U)→ Lp(∂U)，使得

Tu = u
∣∣
∂U

(∀u ∈ C(U) ∩ Lp(U)).

【【【证证证明明明】】】假设存在这样的算子T . ∀u ∈ Lp(U)，∃{un}∞n=1 ∈ C0(U)，使得 lim
n→∞

‖un − u‖Lp(U) = 0.

由T有界： lim
n→∞

‖Tun − Tu‖Lp(∂U) = 0. Tun ≡ 0⇒ Tu = 0 a.e. ∂U，与∀u ∈ Lp(U)矛盾！

【【【注注注】】】下面给出一个构造性的证明：假设存在这样的算子T .

取um(x) = max{0, 1 −m dist(x, ∂U)} ∈ Lp(U) ∩ C(U) ∴ Tum ≡ 1. 显然，对几乎处处x ∈ U，um → 0，

故 lim
m→∞

‖um‖Lp(U) = 0. 因此‖T‖ > lim sup
m→∞

‖Tum‖Lp(∂U)

‖um‖Lp(U)
= +∞，矛盾！

4.【5.14】验证：若n > 1，无界函数u(x) = log log

(
1 +

1

|x|

)
∈W 1,n(B1(0)).

【【【证证证明明明】】】Du(x) = − x

|x|2(1 + |x|) log

(
1 +

1

|x|

) .
∴
ˆ
B1(0)

|u|ndx =

ˆ 1
e−1

0

dr

ˆ
∂Br(0)

(
log log

(
1 +

1

r

))n
dS −

ˆ 1

1
e−1

dr

ˆ
∂Br(0)

(
log log

(
1 +

1

r

))n
dS

6
ˆ 1

e−1

0

ωrn−1 logn
1

r
dr −

ˆ 1

1
e−1

ωn logn log 2 dr < +∞ (n > 2).

其中ωrn−1 logn
1

r
= o(− log r) (r → 0)，而

ˆ 1
e−1

0

− log rdr可积，故u ∈ Ln(B1(0)).

ˆ
B1(0)

|Du|ndx = ωn

ˆ 1

0

1

r(1 + r)n logn
(

1 +
1

r

)dr 6
ωn

(log 2)n−2

ˆ 1

0

dr

r log2(1 + 1
r )

∴
1

r log2(1 +
1

r
)
∼ 1

r log2 r
(r → 0)，而

ˆ 1
2

0

dr

r log2 r
可积，故u ∈W 1,n(B1(0)).

5.【5.17】(链式法则)设F : R → R是C1的，F
′
有界，U有界，且u ∈ W 1,p(U)，1 6 p 6 +∞. 试证明：

v := F (u) ∈W 1,p(U)，且Div = F ′(u)Diu，其中i = 1, · · · , n.

【【【证证证明明明】】】(1)由于U有界，|F (0)| ∈ Lp(U)，故|F (u)| 6 ‖F ′‖∞|u|+ |F (0)| ∈ Lp(U).

此外，|F ′(u)Diu| 6 ‖F ′‖∞|Diu| ∈ Lp(U)，故只需证明Di

(
F (u)

)
= F ′(u)Diu.

(2)①当1 6 p < +∞时，∀φ ∈ C∞0 (U)，取ε > 0充分小，使sptφ ⊂ V b U，其中V = Uε，则

ˆ
V

F (uε)∂iφdx = −
ˆ
V

F ′(uε)∂iu
ε · φdx · · · (F)
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考虑

ˆ
V

|F (uε)− F (u)| · |∂iφ|dx 6 ‖F
′
‖L∞(V )‖uε − u‖Lp(V )‖∂iφ‖Lp′ (V ) → 0 (ε→ 0).

又有：

∣∣∣∣ˆ
V

F ′(uε)∂iu
ε · φdx−

ˆ
V

F ′(u)∂iu · φdx

∣∣∣∣
6
ˆ
V

|F ′(uε)− F ′(u)| · |∂iu| · |φ|dx+

ˆ
V

|F ′(uε)| · |∂iu− ∂iuε| · |φ|dx := I1 + I2.

其中I2 6 ||F ′ ||L∞(V )||∂iu− ∂iuε||Lp(V )||φ||Lp′ (V ) → 0 (ε→ 0).

∵ uε → u a.e. x ∈ V，F ′连续 ∴ F ′(uε)→ F ′(u) a.e. x ∈ V .

又|F ′(uε)− F ′(u)| · |∂iu| · |φ| 6 2||F ′ ||L∞(V )|∂iu| · |φ| ∈ L1(V ).

∴由控制收敛定理，I1 → 0 (ε→ 0). 综上，在(F)式两边令ε→ 0，结论得证.

②当p = +∞时，u在U上几乎处处可微，因此结论自然成立.

【【【注注注】】】(1)事实上，结论对于m(U) < +∞均成立. 如果m(U) = +∞，当F (0) = 0时结论依旧成立.

(2)由于题中所给条件为U有界，因此也可以取 lim
m→∞

‖um − u‖Wk,p(U) = 0进行全局估计.

6.【5.18】设 1 6 p 6 +∞, U有界，证明：

(1)若 u ∈W 1,p(U)，则 |u| ∈W 1,p(U)；

(2)若 u ∈W 1,p(U)，则u+, u− ∈W 1,p(U)，且

Du+ =

Du, a.e. {u > 0}

0, a.e. {u 6 0}
，Du− =

0, a.e. {u > 0}

−Du, a.e. {u < 0}
；

(3)若 u ∈W 1,p(U)，则Du = 0 a.e. {u = 0}.

【【【证证证明明明】】】事实上，只需证明(2)，(1)(3)是(2)的显然推论.

置Fε(z) = (
√
z2 + ε2 − ε)χ{z>0}，则u

+ = lim
ε→0

Fε(u). 注意到F ′ε ∈ L∞(R)
⋂
C(R).

∴由17题：

ˆ
U

Fε(U)∂iφdx = −
ˆ
U

F ′ε(u)∂iu · φdx. 由控制收敛定理：

lim
ε→0

ˆ
U

Fε(u)∂iφdx =

ˆ
U

F (u)∂iφdx.

右侧同理： lim
ε→0

ˆ
U

F ′ε(u)∂iu · φdx =

ˆ
U

F ′(u)∂iu · φdx，因此Du+ = Du · χ{u>0}.

同理可证Du− = −Du · χ{u<0}.

7.【5.19】设φ是一个光滑有界递增函数，使得φ′有界，且当|z| 6 1时，φ(z) = z.

置uε(x) := εφ(
u

ε
)，证明：在H1(U)中，uε ⇀ 0，进而有

ˆ
U

Duε ·Dudx =

ˆ
U

φ′(
u

ε
)|Du|2dx→ 0.

并由此证明：u ∈ H1(U)时，在{x : u(x) = 0}上Du = 0几乎处处成立.

【【【证证证明明明】】】 ∀ϕ ∈ C∞0 (U)，

ˆ
U

uεϕdx = ε

ˆ
U

φ(
u

ε
)ϕdx 6 ε‖φ‖∞‖ϕ‖1 → 0 (ε→ 0)，且C∞0 (U)在L2(U)中稠密.

又注意到φ(0) = 0，结合φ′有界：‖uε‖22 = ε2

ˆ
U

∣∣∣φ(
u

ε
)
∣∣∣2 dx 6 ‖φ′‖∞‖u‖22 < +∞.

因而uε在L2(U)上一致有界，由Banach-Steinhaus定理：在L2(U)中uε ⇀ 0.

由于在L2(U)中，uε ⇀ 0，Diϕ ∈ L2(U) =
(
L2(U)

)∗
，故

ˆ
U

uε ·Diϕdx→ 0 (ε→ 0)，因此
ˆ
U

Diu
ε · ϕdx = −

ˆ
U

uε ·Diϕdx→ 0 (ε→ 0), ∀i = 1, · · · , n.
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而‖Diu
ε‖22 =

ˆ
U

∣∣∣φ′(u
ε

) ·Diu
∣∣∣2 dx 6 ‖φ′‖2∞‖Diu‖22 < +∞，所以在L2(U)中Diu

ε ⇀ 0 (ε→ 0).

∴在H1(U)中，uε ⇀ 0 (ε→ 0). 由于Diu ∈ L2(U)，在L2(U)中Diu
ε ⇀ 0 (ε→ 0)，故ˆ

U

φ′(
u

ε
)|Du|2dx =

ˆ
U

Duε ·Dudx =

n∑
i=1

ˆ
U

Diu
εDiu→ 0 (ε→ 0).

∴当u = 0时，由上式可得Du = 0 a.e. {x : u(x) = 0}.

第3次作业 (上交日期：2019年4月29日)

1.【5.12】请举例说明若∀0 < |h| < 1

2
dist(V, ∂U)，‖Dhu‖L(V ) 6 C，不一定有u ∈W 1,1(V ).

【【【解解解】】】置V = (0, 1)，U = (−0.1, 1.1)，u = χ(0, 12 )，则当0 < |h| < 0.05时，‖Dhu‖L1(V ) = 1.

如果u ∈W 1,1(V )，则Du(x) = 0 a.e. x ∈ (0, 1)，从而∀φ ∈ C∞0 (V )，

0 =

ˆ
V

uDφdx =

ˆ 1
2

0

φ′(x)dx = φ(
1

2
)，矛盾！

2.【5.13】请举例说明对于开集U ⊂ Rn和u ∈W 1,∞(U)，u不是U上的Lipschitz函数.

【【【解解解】】】置U = R2\{(x, 0) : x > 0}，u = x2χ{(x,y)∈U :x,y>0}，则u在U上连续可微.

注意到Du = (2x, 0)χ{(x,y)∈U :x,y>0}，故u ∈W 1,∞(U). 但是考察∀δ > 0：

Lip(u) > lim sup
δ→0+

u(
1

2
, δ)− u(

1

2
,−δ)

2δ
= lim sup

δ→0+

1

8δ
= +∞，故u不是Lipschitz函数.

【【【注注注】】】这里举的是连通集U的例子，如果允许U不连通，那么例子更容易举出：比如U = B1(0)\([−1, 1]×{0})，

u在两个连通分支取不同常数即可.

3. 【5.15】设U = B1(0)，u ∈ H1(U). 证明：当m({x ∈ U : u(x) = 0}) = α > 0时，存在只依赖于n和α的常

数C，使得

ˆ
U

u2dx 6 C

ˆ
U

|Du|2dx.

【【【证证证明明明】】】由Poincarè不等式：∃C1(n) > 0，使得

ˆ
U

|u− (u)U |2dx 6 C1

ˆ
U

|Du|2dx.

记E = {x ∈ U : u(x) = 0}，则
ˆ
U

|u|2dx =

ˆ
U

|u− (u)U |2dx+m(U)(u)2
U

6 C1

ˆ
U

|Du|2dx+
1

m(U)

(ˆ
U\E
|u|dx

)2
Hölder
6 C1

ˆ
U

|Du|2dx+
m(U\E)

m(U)

ˆ
U

|u|2dx

∴ ∃C(n, α) =
π
n
2 C1(n)

αΓ(
n

2
+ 1)

，使得

ˆ
U

|u|2dx 6 C(n, α)

ˆ
U

|Du|2dx.

4.【5.20】使用Fourier变换方法证明：若s >
n

2
，u ∈ Hs(Rn)，则u ∈ L∞(Rn)，且

‖u‖L∞(Rn) 6 C(s, n)‖u‖Hs(Rn).

【【【证证证明明明】】】记Fs(x) = 1 + |x|s. 首先证明引理：Schwarz空间S(Rn)在Hs(Rn)中稠，其中

S(Rn) := {f ∈ C∞(Rn) : ∀α, β ∈ Nn, ‖xαDβf(x)‖∞ < +∞}.

由S(Rn)在L2(Rn)中稠，故∀u ∈ Hs(Rn)，∃{vm}∞m=1 ⊂ S(Rn)，使得 lim
m→∞

‖vm − ûFs‖2 = 0.

取um = (vmF−1
s )̌ ，则‖um − u‖Hs(Rn) = ‖vm − ûFs‖2 → 0 (m→∞)，引理得证.

回到本题. 取{um}∞m=1 ⊂ S(Rn)，使得‖um − u‖Hs(Rn) → 0 (m→∞). 因此∀x ∈ Rn，

|um(x)| = |(ûm)̌ (x)| 6
ˆ
Rn
|ûm(y)|dy

Hölder
6 ‖ûmFs‖2‖F−1

s ‖2 = ‖um‖Hs(Rn)‖F−1
s ‖2.
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由于s >
n

2
，故C(n, s) := ‖F−1

s ‖2 < +∞，进而‖um‖∞ 6 C(n, s)‖um‖Hs(Rn).

由于‖ûmFs − ûFs‖L2(Rn) → 0 (m→∞)，故存在{umk} ⊂ {um}，使得umk → u a.e. Rn.

∴ ‖u‖∞ = lim
k→∞

‖umk‖∞ 6 lim sup
m→∞

‖um‖∞ 6 lim
m→∞

C(n, s)‖um‖Hs(Rn) = C(n, s)‖u‖Hs(Rn).

【【【注注注】】】本题通过Schwarz函数逼近的方法得到估计，一是因为Hs(Rn)中的函数无法保证(ûm)̌ (x) = u(x)几乎处

处成立，二是虽然û ∈ L2(Rn)，但L2(Rn)中的函数无法直接使用Fourier变换的定义，还需要用L1(Rn)
⋂
L2(Rn)函

数逼近. 事实上，L2(Rn)中的函数即可满足(ûm)̌ (x) = u(x)，并且Fourier变换F是L2(Rn)上的等距变换. 以上

内容详情请参考调和分析有关资料.

5.【5.21】证明：若u, v ∈ Hs(Rn)，s >
n

2
，则uv ∈ Hs(Rn)，且‖uv‖Hs 6 C(n, s)‖u‖Hs‖v‖Hs .

【【【证证证明明明】】】‖uv‖Hs = ‖ûvFs‖2 = ‖û ∗ v̂Fs‖2 =

∥∥∥∥ˆ
Rn
û(y)v̂(x− y)Fs(x)dy

∥∥∥∥
L2
x

.

下证引理：存在C(s)，使得∀x, y ∈ Rn，Fs(x) 6 C(s)(Fs(y) + Fs(x− y)).

①当|x| 6 2|y|时，Fs(x) 6 1 + 2s|y|s 6 2sFs(y) 6 C(s)(Fs(y) + Fs(x− y))；

②当|x| > 2|y|时，3|x|2 − 8|x||y|+ 4|y|2 > 0，故|x| < 2|x− y|，从而Fs(x) < 2sFs(x− y).

回到本题. 应用引理，有：‖uv‖Hs 6 ‖(ûFs) ∗ v̂‖2 + ‖û ∗ (v̂Fs)‖2
Young

6 ‖u‖Hs‖v̂‖1 + ‖û‖1‖v‖Hs .

由于s >
n

2
，故C(n, s) := ‖F−1

s ‖2 < +∞，从而由Hölder不等式知结论得证.

【【【注注注】】】如果Banach空间X上具有代数运算“·”，使得∃C > 0，∀x, y ∈ X，‖xy‖ 6 C‖x‖‖y‖，那么我们总可以

通过将范数的定义伸缩一个适当的倍数，使C = 1，进而(X, ‖ · ‖, ·)成为了一个代数(Banach代数). 由本题知，

Hs(Rn)便是如此.

6.【6.1】考察(F) : −∆u+ cu = 0和散度形式(FF) : −div(aDv) = 0，其中a > 0.

(1)证明：如果u和w > 0是(F)的解，则v :=
u

w
是在a = w2情况下(FF)的解；

(2)反过来，证明：如果v是(FF)的解，则存在函数c，使得u := va
1
2是(F)的解.

【【【证证证明明明】】】(1)div(aDv) = div(wDu− uDw) = w∆u− u∆w = cwu− cuw = 0.

(2)∆u = div(a
1
2 Dv +

1

2
va−

1
2 Da) =

1

a

(√
a div(aDv +

1

2
vDa)− 1

2
√
a

(aDv +
1

2
vDa) ·Da

)
div(aDv)=0

=========
v

2a
(
√
a∆a−Da ·D

√
a) =

v div(a−
1
2 Da)

2
= v∆

√
a，因此取c =

∆
√
a√
a
即可.

7.【6.2】设Lu = −
n∑

i,j=1

(aijuxi)xj + cu. 证明：存在µ > 0，使得当∀x ∈ U，c(x) > −µ时，双线性型B[·, ·]满

足Lax-Milgram定理的条件.

【【【证证证明明明】】】①B[u, v] =

ˆ
U

 n∑
i,j=1

aijuxivxj + cuv

 dx 6 max
16i,j6n

(‖aij‖∞, ‖c‖∞)‖u‖H1(U)‖v‖H1(U).

②B[u, u] =

ˆ
U

 n∑
i,j=1

aijuxiuxj + cu2

 dx >
ˆ
U

(θ|Du|2 − µ|u|2)dx.

∵ u ∈ H1
0 (U)，故由Poincarè不等式：∃C > 0，

ˆ
U

|u|2dx 6 C

ˆ
U

|Du|2dx. 取µ =
θ

2C
，则

B[u, u] >
θ

2

ˆ
U

|Du|2dx >
θ

4

ˆ
U

|Du|2dx+
θ

4C

ˆ
U

|u|2dx >
θ

4
min{1, 1

C
}‖u‖2H1(U).

8.【6.3】称u ∈ H2
0 (U)是双调和方程(F) :


∆2u(x) = f in U

u(x) =
∂u

∂ν
(x) = 0 on ∂U

的弱解，若

ˆ
U

∆u∆vdx =

ˆ
U

fvdx (∀v ∈ H2
0 (U)).
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给定f ∈ L2(U)，证明：双调和方程(F)存在唯一弱解.

【【【证证证明明明】】】定义B[u, v] =

ˆ
U

∆u∆vdx，它是H2
0 (U)上的双线性型. 只需验证满足Lax-Milgram定理：

①B[u, v] 6 ‖∆u‖2‖∆v‖2 6 ‖u‖H2‖v‖H2 .

②由第一次作业6注：B[u, u] = ‖∆u‖22 = ‖D2u‖22. 考察Poincarè不等式：∃C > 0，使得ˆ
U

|D(Diu)|2dx > C

ˆ
U

|Diu|2dx (∀i = 1, · · · , n).

∴对i求和，得：
ˆ
U

|D2u|2dx > C

ˆ
U

|Du|2dx. 同样地，

ˆ
U

|Du|2dx > C

ˆ
U

|u|2dx，因此

B[u, u] >
1

3
‖D2u‖22 +

C

3
‖Du‖22 +

C2

3
‖u‖22 >

min{1, C2}
3

‖u‖2H2 .

9.【6.4】设U是连通集，称u ∈ H1(U)是Neumann问题(F) :


−∆u(x) = f x ∈ U
∂u

∂ν
(x) = 0 x ∈ ∂U

的弱解，若

ˆ
U

Du ·Dvdx =

ˆ
U

fvdx (∀v ∈ H1(U)).

设f ∈ L2(U)，证明：(F)存在弱解当且仅当

ˆ
U

fdx = 0.

【【【证证证明明明】】】①(充分性)取v = 1即可.

②(必要性)定义H =

{
u ∈ H1(U) :

ˆ
U

udx = 0

}
. 置T ∈ (H1(U))∗，使Tu =

ˆ
U

udx.

则H = T−1({0})，从而H是H1(U)的闭子空间，故H是Hilbert空间. 取B[u, v] =

ˆ
U

Du ·Dvdx.

容易验证，B[u, v]是H上的双线性型，且∀u ∈ H，(u)U = 0，故由Poincarè不等式：

∃C > 0，使得‖u‖2L2(U) =

ˆ
U

|u|2dx 6 C

ˆ
U

|Du|2dx = CB[u, u].

由于左侧是范数的平方，因此B[·, ·]具有正定性，故B[·, ·]为H上的内积.

∴对于f ∈ L2 ⊂ H∗，∃u ∈ H，使得∀v ∈ H，B[u, v] = (f, v). 此时，∀v ∈ H1(U)，

B[u, v] = B[u, v − (v)U ]
v−(v)U∈H

========= (f, v − (v)U )
f∈H

===== (f, v).

10.【附1】设1 6 p < ∞，u ∈ W 1,p
0 (V0)，V0 b Rn，V = {x : dist(x, V0) < 1}. 求证：对任意的0 < ε < 1，ˆ

V

|uε(x)− u(x)|dx 6 ε

ˆ
V

|Du|dx.

【【【证证证明明明】】】由于V0 b Rn，故V0有界，从而取{um} ⊂ C∞0 (V0)，使得 lim
m→∞

‖um − u‖W 1,p(V0) = 0.

注意到∀y ∈ B1(0)，t ∈ (0, 1)，x ∈ V0，则x− εty ∈ V，因此有：ˆ
V

|uεm(x)− um(x)|dx 6
ˆ
V0

ˆ
B1(0)

η(y)|um(x− εy)− um(x)|dy

6 ε

ˆ
V0

dx

ˆ
B1(0)

dy

ˆ 1

0

η(y)|Dum(x− εty)|dt 6 ε

ˆ
V

dx

ˆ
B1(0)

dy

ˆ 1

0

η(y)|Dum(x)|dt = ε

ˆ
V

|Dum|dx.

由于V有界，故∀u ∈ Lp(V )，‖u‖1,V 6 C(p, V )‖u‖p,V，从而ˆ
V

|uεm(x)− uε(x)− um(x) + u(x)|dx 6 ‖(um − u)ε‖1,V + ‖um − u‖1,V 6 2‖um − u‖1,V → 0 (m→∞).

此外，‖Dum −Du‖1,V 6 C(p, V )‖Dum −Du‖p,V → 0 (m→∞)，因此结论得证.

【【【注注注】】】(1)在估计中，我们要用到类似于使用了中值定理的放缩，是需要u具有强导数的，因此这才是我们使

用u的光滑逼近{um}的作用.

(2)当u ∈ W k,p
0 (U)的时候，我们可以通过零延拓的方式，看作u ∈ W k,p

0 (Rn)，这时，我们可以把u的光滑逼近

看作Rn上的光滑函数，且在U的外部恒为0. 如果只是u ∈W k,p(U)的情形下，我们作的零延拓是无法保证继续

落在W k,p(U)中，因此u的光滑逼近也只能局限在U上，无法确保外部为0(外部可能无法定义). 特别地，这也
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是uε为什么一般只能定义在Uε上的原因.

11.【附2】U = B1(0) ∩ {xn > 0}，V = B 1
2
(0) ∩ {xn > 0}，u ∈ W 1,p(U). 求证：∀0 < |h| << 1，ˆ

V

|Dh
i u|pdx 6

ˆ
U

|Diu|pdx (i = 1, · · · , n− 1).

【【【证证证明明明】】】取{um} ⊂ C∞(U)，使得 lim
m→∞

‖um − u‖W1,p(U) = 0. 由x ∈ V，|t| < 1，有x+ thei ∈ U，故

ˆ
V

|Dh
i um|pdx =

ˆ
V

∣∣∣∣um(x+ hei)− um(x)

h

∣∣∣∣p dx 6
ˆ
V

dx

ˆ 1

0

|Dium(x+ thei)|pdt 6
ˆ
U

|Dium|pdx.

lim
m→∞

ˆ
U

|Dium|pdx =

ˆ
U

|Diu|pdx显然成立，下证 lim
m→∞

ˆ
V

|Dh
i um|pdx =

ˆ
V

|Dh
i u|pdx即可：ˆ

V

|Dh
i um −Dh

i u|pdx 6 C(h, p)

(ˆ
V

|um(x+ hei)− u(x+ hei)|pdx+

ˆ
V

|um(x)− u(x)|pdx
)

6 C(h, p)‖um − u‖pp,U → 0 (m→∞).

第4次作业 (上交日期：2019年5月27日)

1.【6.5】解释如何定义u ∈ H1(U)为Robin边界条件的Poisson方程
−∆u = f in U

u+
∂u

∂ν
= 0 on ∂U

的弱解，并讨论给定f ∈ L2(U)的弱解存在唯一性.

【【【证证证明明明】】】先考察一切函数具有充分好的光滑性的情况下：ˆ
U

−∆uvdx =

ˆ
U

Du ·Dvdx−
ˆ
U

v
∂u

∂ν
dS =

ˆ
U

Du ·Dvdx+

ˆ
U

uvdS.

因此，定义u ∈ H1(U)是弱解，如果∀v ∈ H1(U)，有B[u, v] = (f, v)，其中

B[u, v] =

ˆ
U

Du ·Dvdx+

ˆ
U

TuTvdx, (f, v) =

ˆ
U

fvdx.

①由迹定理，|B[u, v]| 6 ‖Du‖2‖Dv‖2 + ‖Tu‖2‖Tv‖2 6 C‖u‖H1(U)‖v‖H1(U)显然成立.

②假设∀k ∈ N∗，∃{uk}∞k=1，‖uk‖ = 1，且

B[uk, uk] =

ˆ
U

|Duk|2dx+

ˆ
∂U

|Tuk|2dx <
1

k
· · · (F).

由Rellich-Kondrachov紧性定理：H1(U) ⊂⊂ L2(U)，故存在{uk}的子列(不妨仍记作{uk})收敛于u ∈ L2(U).

由(F)知：‖Duk‖2 → 0 (k →∞). 因此，∀φ ∈ C∞0 (U)，ˆ
U

uDφdx = lim
k→∞

ˆ
U

ukDφdx = − lim
k→∞

ˆ
U

Dukφdx = 0

则Du = 0，故u = c. 同样由(F)，有：‖Tuk‖2 → 0 (k →∞)，进而c = 0.

∴ ‖uk‖H1(U) → 0 (k →∞)，而这与‖uk‖H1(U) = 1矛盾！

2.【6.6】设U是连通集，∂U = Γ1∪Γ2，其中Γ1,Γ2是不交闭集.请定义Dirichlet-Neumann混合边界的Possion方

程的弱解，并讨论弱解的存在唯一性：


−∆u = f in U

u = 0 on Γ1

∂u

∂ν
= 0 on Γ2

.

【【【证证证明明明】】】记W = {u ∈ H1(U) : Tu = 0, x ∈ Γ1}，定义u ∈W为弱解，如果∀v ∈W，

B[u, v] =

ˆ
U

Du ·Dvdx =

ˆ
U

fvdx = (f, v).
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它的弱解存在性与零边值Dirichlet问题的讨论完全一样，此处省略.

3.【6.7】设u ∈ H1(Rn)具有紧支集，且是半线性方程−∆u+ c(u) = f的弱解，其中f ∈ L2(Rn)，c ∈ C∞(R)为

凸函数，且c′ > 0. 证明：u ∈ H2(Rn).

【【【证证证明明明】】】由弱解定义，∀v ∈ H1
0 (Rn)，

ˆ
Rn

(
Du ·Dv + c(u)v

)
dx =

ˆ
Rn
fvdx.

取0 < |h| << 1，v = −D−hk Dh
ku ∈ H1(Rn)，则弱解等式左侧为

ˆ
Rn
|DDh

ku|2dx+

ˆ
Rn

Dh
kc(u)Dh

kudx.

由Lagrange中值定理：∃ξ ∈ Rn，Dh
kc(u) = c′(ξ)Dh

ku. 把它代入到左侧，有：

−
ˆ
Rn
fD−hk Dh

kudx =

ˆ
Rn
|DDh

ku|2dx+

ˆ
Rn
c′(ξ)|Dh

ku|2dx >
ˆ
Rn
|DDh

ku|2dx.

利用均值不等式：

ˆ
Rn
|DDh

ku|2dx 6
1

4ε
‖f‖2L2(Rn) + ε‖D−hk Dh

ku‖2L2(R) 6
1

4ε
‖f‖2L2(Rn) + εC‖DDh

ku‖2L2(R).

取ε =
1

2C
，则‖DDh

ku‖2L2(R) 6 C‖f‖L2(Rn)，进而D2u ∈ L2(Rn)，u ∈ H2(Rn).

4.【6.8】设u是U上的一致椭圆方程Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uij = 0，系数的导数有界. 置v := |Du|2 + λu2，证明：

λ充分大时，Lv 6 0，进而‖Du‖L∞(U) 6 C(‖Du‖L∞(∂U) + ‖u‖L∞(∂U)).

【【【证证证明明明】】】Lv = −2
∑
i,j

aij(DijDu ·Du+DiDu ·DjDu+λuiju+λuiuj) 6 −2θ|D2u|2−2λθ|Du|2−2
∑
i,j,k

aijuijkuk.

注意到0 = (
∑
i,j

aijuij)
′
k =

∑
i,j

aijk uij +
∑
i,j

aijuijk，以及a
ij的导数有界，因此

Lv 6 −2θ|D2u|2 − 2λθ|Du|2 + 2
∑
i,j,k

aijk uijuk 6 −2θ|D2u|2 − 2λθ|Du|2 +
C

2ε

∑
i,j

|uij |2 +
Cε

2

∑
k

|uk|2.

取ε =
C

4θ
，则在λ充分大的时候，Lv 6

(
C2

8θ
− 2λθ

)
|Du|2 6 0.

5.【6.9】设u是

Lu = −
∑n
i,j=1 a

ij(x)uij = f in U

u = 0 on ∂U

，其中f有界. 固定x0 ∈ ∂U，w ∈ C2(U)为x0处的闸函

数，如果Lw > 1 in U，w(x0) = 0，w > 0 on ∂U . 证明：若w是x0处的闸函数，则存在常数C，使得

|Du(x0)| 6 C

∣∣∣∣∂w∂ν (x0)

∣∣∣∣ .
【【【证证证明明明】】】由弱极大值原理：min

U
w = min

∂U
w = 0 = w(x0). 置

v1 = u+ ‖f‖∞w, v2 = u− ‖f‖∞w.

Lv1 = Lu+ ‖f‖∞Lw > ‖f‖∞ + f > 0，同理Lv2 6 0. 再由弱极大值原理：

min
U

v1 = min
∂U

v1 = min
∂U

(u+ ‖f‖∞w) = ‖f‖∞w(x0) = v1(x0).

由于v光滑，故
∂v1

∂ν
(x0) 6 0，因此

∂u

∂ν
(x0) 6 −‖f‖∞

∂w

∂ν
(x0).

同理，
∂v2

∂ν
(x0) > 0推出

∂u

∂ν
(x0) > ‖f‖∞

∂w

∂ν
(x0).

又因为u = 0 on ∂U，则Du与ν平行，故|Du(x0)| =
∣∣∣∣∂u∂ν (x0)

∣∣∣∣ 6 ‖f‖∞ ∣∣∣∣∂w∂ν (x0)

∣∣∣∣ .
6.【6.10】设U连通，使用(1)能量方法；(2)最大值原理来证明如下Neumann问题的光滑解必为常数：

−∆u = 0 in U

∂u

∂ν
= 0 on ∂U

.

【【【证证证明明明】】】(1)能量泛函：I[u] =
1

2

ˆ
U

|Du|2dx显然在u为常数时极小化；

(2)如果边界上的x0处取极大值，则由Hopf引理：
∂u

∂ν
(x0) > 0，进而与0-Neumann边界矛盾. 所以极大值在
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内部取得，因此由强极大值原理，u为常数.

7.【6.11】设u ∈ H1(U)是−
n∑

i,j=1

(aijui)j = 0的有界弱解，φ : R → R是凸光滑函数，置w = φ(u). 证明：w是

方程的弱下解，i.e. ∀v ∈ H1
0 (U)，v > 0，有B[w, v] 6 0.

【【【证证证明明明】】】对于∀v ∈ H1
0 (U)，v > 0，B[φ(u), v] =

n∑
i,j=1

ˆ
U

aijφ′(u)uivjdx.

由于u ∈ H1(U)，v ∈ H1
0 (U)，φ ∈ C∞(U)，故φ′(u)v ∈ H1

0 (U)，从而

B[w, v] =

n∑
i,j=1

ˆ
U

aijui(φ
′(u)v)jdx−

n∑
i,j=1

ˆ
U

aijφ′′(u)uiujvdx = −
n∑

i,j=1

ˆ
U

aijφ′′(u)uiujvdx

6− θ
n∑

i,j=1

ˆ
U

φ′′(u)|Du|2vdx 6 0.

8.【附1】设H是Hilbert空间，K : H → H紧，则dimN(I −K) = dimN(I −K∗).

【【【证证证明明明】】】参见教材725页.

9.【附2】证明Hopf引理：设u ∈ C2(U) ∩ C1(U)，且在U上c ≡ 0，Lu 6 0. 除此之外，还存在x0 ∈ ∂U，使

得∀x ∈ U，u(x0) > u(x)，且存在开球B ⊂ U，使得x0 ∈ ∂U，则

(1)
∂u

∂ν
(x0) > 0，其中ν为B在x0处的外法向导数；

(2)若在U上c > 0，u(x0) > 0，则(1)依旧成立.

【【【证证证明明明】】】参见教材347页.

第5次作业 (上交日期：2019年6月10日)

1.【6.12】称一致椭圆算子Lu = −
n∑

i,j=1

aijuij +

n∑
i=1

biui + cu满足弱极大值原理，如果∀u ∈ C2(U) ∩ C(U)，Lu 6 0 in U

u 6 0 on ∂U

推出u 6 0 in U . 设存在v ∈ C2(U) ∩ C(U)，使得Lv > 0 in U且v > 0 on U，证明：L满足弱极大值原理.

【【【证证证明明明】】】设∀u ∈ C2(U) ∩ C(U)，Lu 6 0 in U，u 6 0 on ∂U，w =
u

v
∈ C2(U) ∩ C(U). 假定u > 0，考察

n∑
i,j=1

−aij(v2wi)j = −
n∑

i,j=1

aij(uiv − uvi)j = −
n∑

i,j=1

aij(uijv − uvij) 6 −
n∑
i=1

biv2wi.

因此，椭圆算子Mw := −
n∑

i,j=1

aijwij +

n∑
i=1

(bi − 2

v

n∑
j=1

aijvj)wi，则Mw 6 0.

∴由c ≡ 0的弱极大值原理：max
U

w = max
∂U

w = max
∂U

u

v
6 0，又v > 0，故u 6 0 in U，矛盾！

2.【6.13】(Courant极大值原理)设L = −
n∑

i,j=1

(aijui)j，其中(aij)是对称的. 设算子L满足零边值条件，具有特

征值0 < λ1 < λ2 6 · · · . 证明：λk = max
S∈Σk−1

min
u∈S⊥

‖u‖L2(U)=1

B[u, u]，其中Σk−1表示所有H
1
0 (U)的(k − 1)维子空间.

【【【证证证明明明】】】考察紧算子L−1 : L2(U) → L2(U). 由Hilbert-Schmidt定理，可取{ei}∞i=1为关于λ
−1
i 的特征向量，并

为L2(U)的一组标准正交基，因此B[u, u] = (Lu, u) =

∞∑
i=1

λi(u, ei)
2. 记Ek−1为L

2(U)的所有(k − 1)维子空间.
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显然，∀S ∈ Ek−1，∃µj，s.t.

k∑
j=1

µ2
j = 1且

k∑
j=1

µjej ⊥ S，此时有

min
u∈S⊥

‖u‖L2(U)=1

B[u, u] 6 B

 k∑
j=1

µjej ,

k∑
j=1

µjej

 =

k∑
j=1

λjµ
2
j 6 λk.

∴ λk > max
S∈Ek−1

min
u∈S⊥

‖u‖L2(U)=1

B[u, u] > max
S∈Σk−1

min
u∈S⊥

‖u‖L2(U)=1

B[u, u].

反过来，取S = span{e1, · · · , ek−1}，则∀u ∈ S⊥，设u =

∞∑
i=k

aiei，‖u‖L2(U) = 1，有

B[u, u] =

∞∑
i=k

λi(u, ei)
2 =

∞∑
i=k

λia
2
i > λk

∞∑
i=k

a2
i = λk.

∴ max
S∈Σk−1

min
u∈S⊥

‖u‖L2(U)=1

B[u, u] > λk，因而 max
S∈Σk−1

min
u∈S⊥

‖u‖L2(U)=1

B[u, u] = λk.

3.【6.15】考察一族光滑有界区域U(τ) ⊂ Rn，它们关于参数τ ∈ R是光滑的. 随着τ的变化，∂U(τ)上的每一个

点的变化速度为v. 考察‖w‖L2(U(τ)) = 1的特征值问题：−∆w = λw in U(τ)

w = 0 on ∂U(τ)

假设λ和w是τ和x的光滑函数，证明Hadamard变分公式：
dλ

dτ
= −
ˆ
∂U(τ)

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 v · νdS.

【【【证证证明明明】】】λ = λ

ˆ
U(τ)

w2dx = −
ˆ
U(τ)

w∆wdx =

ˆ
U(τ)

|Dw|2dx.

∴
dλ

dτ
=

ˆ
∂U(τ)

|Dw|2v · νdS +

ˆ
U(τ)

d

dτ
|Dw|2dx. 先考察它的第二项：

ˆ
U(τ)

d

dτ
|Dw|2dx = 2

ˆ
U(τ)

Dw ·Dwτdx = −2

ˆ
U(τ)

w(∆w)τdx = 2

ˆ
U(τ)

w(λw)τdx

=2λ

ˆ
U(τ)

wwτdx+ 2
dλ

dτ

ˆ
U(τ)

w2dx = λ

ˆ
U(τ)

(w2)τdx+ 2
dλ

dτ

=λ
d

dτ

(ˆ
U(τ)

w2dx

)
− λ
ˆ
∂U(τ)

w2v · νdS + 2
dλ

dτ
= 2

dλ

dτ
.

注意到w = 0 on ∂U(τ)，故|Dw| =
∣∣∣∣∂w∂ν

∣∣∣∣，因此dλ

dτ
= −
ˆ
∂U(τ)

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2 v · νdS.

4.【7.1】证明下列Neumann边界的热方程至多具有唯一光滑解：
ut −∆u = f in UT

∂u

∂ν
= 0 on ∂U × [0, T ]

u = g on U × {t = 0}

.

【【【证证证明明明】】】设u1, u2均为其光滑解，置v = u1 − u2，则v满足方程：


vt −∆v = 0 in UT

∂v

∂ν
= 0 on ∂U × [0, T ]

v = 0 on U × {t = 0}

.

∴
1

2

d

dt

ˆ
U

|v|2dx =

ˆ
U

vvtdx =

ˆ
U

v∆vdx =

ˆ
∂U

v
∂v

∂ν
dS = −

ˆ
U

|Dv|2dx 6 0.

∴ ∀t > 0，
1

2

ˆ
U

|v|2dx 6
1

2

ˆ
U

|v(x, 0)|2dx = 0，即v ≡ 0.
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5.【7.2】设u是方程


ut −∆u = 0 in U × (0,∞)

∂u

∂ν
= 0 on ∂U × [0,∞)

u = g on U × {t = 0}

的光滑解，证明指数衰减估计：

‖u(·, t)‖L2(U) 6 e−λ1t‖g‖L2(U) (t > 0)

其中λ1 > 0是U上的零边值条件下算子−∆的主特征值.

【【【证证证明明明】】】类似上一道题，
1

2

d

dt
‖u‖2L2(U) = −

ˆ
U

|Du|2dx. 对于−∆，B[u, v] =

ˆ
U

Du ·Dvdx，因此

λ1 = min
v∈H1

0 (U)
‖v‖L2(U)=1

B[v, v] = min
v∈H1

0 (U)
v 6=0

‖Dv‖22
‖v‖22

6
‖Du‖22
‖u‖22

.

∴
1

2

d

dt
‖u‖2L2(U) 6 −λ1‖u‖2L2(U)，i.e.

d

dt
(e2λ1t‖u‖2L2(U)) 6 0，因此e2λ1t‖u‖2L2(U) 6 ‖g‖

2
L2(U).

6.【7.3】设u是方程


ut + Lu = 0 in UT

u = 0 on ∂U × [0, T ]

u = g on U × {t = 0}

的光滑解，其中L是二阶一致椭圆算子，v是对偶问题


vt − L∗v = 0 in UT

v = 0 on ∂U × [0, T ]

v = h on U × {t = T}

的光滑解. 证明：

ˆ
U

g(x)v(x, 0)dx =

ˆ
U

u(x, T )h(x)dx.

【【【证证证明明明】】】取(u, v) = (u, v)L2(U). 由于(ut, v) = (−Lu, v) = −(u, L∗v) = −(u, vt)，故
d(u, v)

dt
= 0，因此

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u(x, T ), v(x, T ))，i.e.

ˆ
U

g(x)v(x, 0)dx =

ˆ
U

u(x, T )h(x)dx.

7.【7.4】(Possion方程的Galerkin方法)设f ∈ L2(U)，对于k = 1, · · · ,m，um =

m∑
k=1

dkmwk满足

ˆ
U

Dum ·Dwkdx =

ˆ
U

fwkdx · · · (F).

证明：存在{um}∞m=1的子列，在H
1
0 (U)中弱收敛到

−∆u = f in U

u = 0 on ∂U

的弱解.

【【【证证证明明明】】】在(F)式两边同时乘以dkm，并对k求和：

ˆ
U

|Dum|2dx =

ˆ
U

fumdx 6 ‖f‖L2(U)‖um‖L2(U).

由Poincarè不等式：C‖um‖2H1(U) 6 ‖Dum‖
2
L2(U) 6 ‖f‖L2(U)‖um‖H1(U)，因此，‖um‖H1(U) 6 C‖f‖L2(U).

∴ {um}在H1
0 (U)中有界，故存在子列，不妨仍记为{um}，使得

um ⇀ u in L2(U) 且 Dum ⇀ v in L2(U).

显然，在

ˆ
U

|Dum|2dx =

ˆ
U

fumdx两侧令m→∞，可知u为方程的弱解. ∀φ ∈ C∞0 (U) ⊂ H1
0 (U)，

ˆ
U

Du ·Dφdx = −
ˆ
U

u∆φdx = − lim
m→∞

ˆ
U

um∆φdx = lim
m→∞

ˆ
U

Dum ·Dφdx =

ˆ
U

v ·Dφdx

∴ v = Du，因此，存在{um}的子列在H1
0 (U)中弱收敛到该方程的弱解.

8.【7.6】设H是Hilbert空间，uk ⇀ u in L2(0, T ;H). 又设ess sup
06t6T

‖uk(t)‖ 6 C (∀k ∈ N∗)，证明：

ess sup
06t6T

‖u(t)‖ 6 C.
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【【【证证证明明明】】】∀0 6 a 6 b 6 T，v ∈ H，
ˆ b

a

(v,uk(t))dt 6
ˆ b

a

C‖v‖dx，i.e.
1

b− a

ˆ b

a

(v,uk(t))dt 6 C‖v‖.

由Lebesgue微分定理：(v,uk(t)) 6 C‖v‖ a.e. t ∈ [0, T ]. 取v = u(t)，则(u(t),uk(t)) 6 C‖u(t)‖.

又因为uk ⇀ u in L2(0, T ;H)，故令k →∞：(u(t),u(t)) 6 C‖u(t)‖，i.e. ‖u(t)‖ 6 C a.e. t ∈ [0, T ].

第6次作业 (不上交)

1.【7.7】设u是方程


ut −∆u+ cu = 0 in U × (0,∞)

u = 0 on ∂U × [0,∞)

u = g on U × {t = 0}

的光滑解，函数c > γ > 0. 证明指数衰减估计：

|u(x, t)| 6 Ce−γt ((x, t) ∈ UT ).

【【【证证证明明明】】】置v(x, t) = eγtu(x, t)，则vt −∆v + (c− γ)v = 0. 由弱极值原理：

|v(x, t)| 6 max
U∞

|v(x, t)| = max
Γ∞
|v(x, t)| = ‖g‖∞.

∴ |v(x, t)| 6 ‖g‖∞，i.e. |u(x, t)| 6 ‖g‖∞e−γt.

2.【7.8】假设u是7.7中方程的光滑解，g > 0，c有界(但不一定非负). 证明：u > 0.

【【【证证证明明明】】】取λ > 0，使得c > −λ. 置v(x, t) = e−λtu(x, t)，则vt −∆v + (c+ λ)v = 0.

由弱极值原理：v(x, t) > min
Γ∞
|v(x, t)| = min

U
g(x) > 0，i.e. u > 0.

3.【7.10】设d > 0为常数. 证明：如下边界条件的电报方程至多存在一个光滑解：
utt + dut − uxx = f in (0, 1)× (0, T )

u = 0 on ({0} × [0, T ]) ∪ ({1} × [0, T ])

u = g, ut = h on (0, 1)× {t = 0}

.

【【【证证证明明明】】】假设v1, v2均为光滑解，则v = v1−v2满足：


utt + dut − uxx = 0 in (0, 1)× (0, T )

u = 0 on ({0} × [0, T ]) ∪ ({1} × [0, T ])

u = 0, ut = 0 on (0, 1)× {t = 0}

.

考察能量：E(t) =
1

2
‖vt‖22 +

1

2
‖vx‖22，则

E′(t) =

ˆ 1

0

(vtvtt + vxvxt)dx =

ˆ 1

0

vt(vtt − vxx)dx = −d‖vt‖22 6 0.

∴ E(t) 6 E(0) = 0，因此E(t) = 0，进而v ≡ 0.
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