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前前前 言言言

复变函数是一门以研究单变量全纯函数的分析性质为主的一门数学分支，其理论主要包

括Cauchy的积分理论、Weierstrass的级数理论、Riemann的几何理论. 同学们在此课程之前已经学

习过了微积分的课程，其中有一些定积分是比较难以计算出解析结果的，而复变函数这门课程中的

留数定理可以有效地解决很多这种问题. 对于一些微分方程，有的阶数较高，难以求解析解，如果通

过此门课程的拉普拉斯变换，可以将微积分运算转化为代数运算，因此可以大大简化微分方程的求

解过程. 由此可见，复变函数的理论对于同学们将来从事物理方面的研究起着至关重要的作用.

本讲义为本门课程习题课的讲稿，主要以补充书本上没有的内容，以及强调重要内容为主，

适当补充一些数学系的专业内容供感兴趣的同学参考. 每一讲的习题建议学习不太吃力的同学做一

做，问题难度较大，也仅供感兴趣的同学参考. 由于水平所限，谬误在所难免，还望广大同学批评

指正.

2018秋-复变函数A助教 吴天

2018年9月5日 于中国科学技术大学
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常常常用用用记记记号号号

R 实数域

C 复数域

C∞ 复数域的完备化C
⋃
{∞}

D 单位开圆盘{z : |z| < 1}

D◦ D的内部

D D的闭包

∂D D的边界

Br(z0) z0的r邻域

BR(∞) 无穷远点的R邻域

H(D) D上的解析函数族





第第第1讲讲讲 复复复数数数的的的性性性质质质

正式发车之前，我们需要先来一点开胃小菜.

——某位车技高超的助教

事实上，同学们接触复数能够最早追溯到高中. 但是，仅仅是复数本身的性质就值得好好研究

一番. 本章先抛开复变函数——这门注重研究复变量函数的分析性质的学问，论述复数本身的性质

以及一些有趣的应用. 首先，我们陈述下列几条常用而又漂亮的性质.

定定定理理理1.1 取模运算是保乘法和取逆的，即|z1z2| = |z1||z2|，|z−1| = |z|−1.

定定定理理理1.2 (分部的Cauchy不等式) Re(z1z2) 6 |z1||z2|. (事实上，它关于z1, z2是对称的)

由定理1.2容易推得三角不等式，留作练习. 由以上和教材出现过的性质，以及算子代数理论可

知：(C, | · |,×, ·) 是一个C∗代数，且(C,+,×)是域，因此我们经常称之为复复复数数数域域域.

上述说法听起来很是专业，但这说明了C具有极其优良的结构，以至于我们经常能够随心所欲

地把研究实数的方法推广到复数域中. 从代数的角度来看，复数域相对于实数域是2维的，因此，每

一个复数都可以等价于某个平面直角坐标系中的点，即存在双射：

ϕ : C→ R2，ϕ(z) = (x, y)，其中z = x+ iy.

而事实上，这个双射还是C到R2作为线性空间的线性同构，而复数的辐角表示也的确对应于二维欧

式空间的极坐标表示. 既然如此，我们可以用复数的方程表示平面图形.

例例例1.1 试探究直线与圆用复数表示的方程.

解解解 设B ∈ C代表一条直线的某个法向量，由于垂直向量的点乘为0，有：ReBz = C̃ ∈ R.

整理，得：Bz +Bz + C = 0，其中B ∈ C，C = −2C̃ ∈ R. 反之证明其为直线是容易的.

设圆心为z0，半径为R，则|z − z0| = R，即zz − z0z − z0z + |z0|2 −R2 = 0.

取A = 1, B = −z0, C = |z0|2 −R2，圆周方程为：Azz +Bz +Bz + C = 0.

想要证明其逆命题，还需要A,C ∈ R，B ∈ C，|B|2 > AC的条件，证明留作练习.

注注注 由于形式的一致性，我们通常把直线视作圆周.
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2 1. 复数的性质

例例例1.2 试证明：复平面和去掉北极点的球面之间存在一个双射.

证证证明明明 考察球极投射ϕ(z) =
( 4Rez

|z|2 + 4
,

4Imz

|z|2 + 4
,

2|z|2

|z|2 + 4

)
.

注注注 上述映射实际为C到S2 \ {N}的拓扑同胚. 然而本例中为何将北极点抠掉？通过几何解释容易看

出，北极点对应于无穷远点. 若令上式右侧为北极点(0, 0, 2)，亦可发现z →∞.

有时，我们将添加无穷远点的复平面C
⋃
{∞}记作C∞，也称作复复复平平平面面面的的的完完完备备备化化化.

例例例1.3 在复数域内求解代数方程
4∑

k=0

zk = 0.

解解解 1− z5 = (1− z)
4∑

k=0

zk = 0，且注意到1不是原方程的根，因此原方程的根是除1以外其余4个五次

单位根，即z = exp
{2kπi

5

}
, k = 1, 2, 3, 4. 更具体地：

z1,2 = −
√

5 + 1

4
±
√

10− 2
√

5

4
i, z3,4 =

√
10 + 2

√
5

4
±
√

5− 1

4
i.

有了复数这个工具，我们可以研究三次、四次代数方程根的结构.

考察三次方程ax3 + bx2 + cx + d = 0, a 6= 0. 作变量代换y = x +
b

3a
，可得Cardano型三次方

程：y3 + py + q = 0. 设解具有y = 3
√
A+ 3

√
B的形式. 经过代入计算可以得到：

y =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
.

如果置判别式∆ =
q2

4
+
p3

27
，则分情况有：

(1)∆ > 0，原方程具有两个复根，一个实根.

(2)∆ = 0，原方程具有重根，但全部为实根.

(3)∆ < 0，原方程具有三个实根，可直接利用此求根公式结合de Moivre公式求得.

如果一个高次代数方程能够观察出有理根，固然没必要如此操作，这是因为即便具有一个很简

单的根的三次方程，如果强行使用求根公式，结果会很繁杂.

考察x3 − 6x+ 5 = 0，它具有显然的根1，如果强行使用求根公式，∆ = −7

4
，这时

x =
3

√
−5 +

√
7i

2
+

3

√
−5−

√
7i

2
.

上述形式是难以观察出包含1这个根的，除非再反过来解三次方程，而这个过程多见于初中数学

竞赛. 例如：

例例例1.4 化简：x =
3
√

2 +
√

3 +
3
√

2−
√

3.



3

解解解 注意到x3 = 4− 3x，即x3 + 3x− 4 = 0. 观察到1为它的一个根，并且∆ = 3 > 0，故1是它的唯一

实根，所以x =
3
√

2 +
√

3 +
3
√

2−
√

3 = 1.

例例例1.5 求解方程的所有复根：8x3 − 6x+ 1 = 0.

解解解 首一化，得x3 − 3

4
x+

1

8
= 0. 考察∆ = − 3

256
，此时

x =
1

2

(
3

√
−1

2
+

√
3

2
i +

3

√
−1

2
−
√

3

2
i
)
.

化简，得：x1 = cos 40◦，x2 = − cos 20◦，x3 = sin 10◦.

考察四次方程ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, a 6= 0，置y = x +
b

4a
，可化为Cardano标准形

式：y4 + py2 + qy + r = 0. 考察配方：y4 + 2my2 +m2 = (2m− p)y2 − qy +m2 − r.

由于参数m是待定的，令右侧为一个完全平方式，即4(2m− p)(m2− r) = q2. 这是一个关于m的

三次方程，可用前面的办法任意确定m的一个解即可.

如果注意观察三次方程的求根公式，不难将其推广到五次甚至任意奇数次的特殊型代数方程

中，例如：x5 + px3 +
p2

5
x+ q = 0，它的求根公式为

x =
5

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p5

3125
+

5

√
−q

2
−
√
q2

4
+

p5

3125

某一年北京大学自主招生的一道试题：x5 + 10x3 + 20x− 4 = 0正是满足这种形式的五次方程，

可惜当年无人做出此题. 标准答案给出的做法是变量代换x = t − 2

t
，但是这种做法除了出题人以外

很难想到. 使用上述公式可以轻松得到结果，留作练习.

我们试着把实数中的Cauchy不等式推广到复数中，结论依旧成立：

定定定理理理1.3 (Cauchy)设z1, · · · , zn和w1, · · · , wn是2n个复数，则

∣∣∣ n∑
k=1

zkwk

∣∣∣2 6
( n∑
k=1

|zk|2
)( n∑

k=1

|wk|2
)
.

它是可以由下述更强的结论直接推得的，下面结论的证明留作练习.

定定定理理理1.4 (Lagrange)条件同定理1.3，则

∣∣∣ n∑
k=1

zkwk

∣∣∣2 =
( n∑
k=1

|zk|2
)( n∑

k=1

|wk|2
)
−

∑
16j<k6n

|zjwk − zkwj |2.

下面，我们考察关于圆周的对称性问题.



4 1. 复数的性质

定定定理理理1.5 z1, z2关于直线` : Bz +Bz + C = 0对称当且仅当Bz1 +Bz2 + C = 0.

证证证明明明 由题意，z2 − z1与iB正交，且
z1 + z2

2
∈ `. 列成式子，有：

Re iB(z2 − z1) = 0，且B
z1 + z2

2
+B

z1 + z2

2
+ C = 0.

第一个式子可以推得Bz2 +Bz1 = Bz1 +Bz2，代入第二个式子即得必要性.

在Bz1 +Bz2 + C = 0两侧取共轭：Bz2 +Bz1 + C = 0.

上述两个等式分布相加、相减即可得到充分性一侧的两个条件.

定定定义义义1.6 称z1, z2关于以z0为圆心、以R为半径的圆周K对称，如果(z1 − z0)(z2 − z0) = R2.

类似地，也可以得到下述关于圆周对称的充要条件，证明留作练习.

定定定理理理1.7 设A,C ∈ R，B ∈ C，|B|2 > AC，圆周K : Azz +Bz +Bz +C = 0，则z1, z2关于K对称当

且仅当Az2z1 +Bz2 +Bz1 + C = 0.

下面给出一个四点共圆的条件，而这个条件也是将来要学习的分式线性变换的不变量.

定定定义义义1.8 z1, z2, z3, z4 ∈ C∞至少有三点不同，称
z1 − z3

z2 − z3
:
z1 − z4

z2 − z4
为z1, z2, z3, z4的交交交比比比，记作(z1, z2, z3, z4).

定定定理理理1.9 如果四个不同的点满足交比为实数，则四点共圆(包括共线的情况). 证明留作练习.

练习

1. 试使用定理1.2推出复数的三角不等式.

2. 证明：A,C ∈ R，B ∈ C，|B|2 > AC时，Azz +Bz +Bz + C = 0为圆周方程.

3. 求解方程的所有实根：x5 + 10x3 + 20x− 4 = 0.

4. 试证明定理1.4(Lagrange恒等式)，并讨论定理1.3(Cauchy不等式)的取等条件.

5. 试证明定理1.7.

6. 试证明定理1.9.

7. z1, z2 ∈ C，z1 + z2 ∈ R，z1z2 ∈ R，求证：z1, z2 ∈ R或z1 = z2.

8. 若|z1| = λ|z2|，λ > 0，证明：|z1 − λ2z2| = λ|z1 − z2|.

9. 证明：|1− az|2 − |z − a|2 = (1− |a|2)(1− |z|2).

10. 求出关于虚轴和圆周|z − 2| = 1的公共对称点.

11. 求出关于圆周|z| = 1和|z − 1| = 5

2
的公共对称点.

12. 求复数z0 6= 0关于直线` : x+ y = 0的对称点.

13. 设z, w是正方形的两个顶点，试求出所有可能情况的另外两个顶点.

问题

1. 设0 < an 6 an−1 6 · · · 6 a0，求证：方程

n∑
k=0

akz
k = 0在D内无根.
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2. 证明：z1, z2, z3三点共线，当且仅当z1z2 + z2z3 + z3z1 ∈ R.

3. 设|a| < 1，|z| < 1. 证明：

∣∣|z| − |a|∣∣
1− |a||z|

6
∣∣∣ z − a
1− az

∣∣∣ 6 |z|+ |a|
1 + |a||z|

.

4. 设z1, · · · , zn是任意n个复数，证明：必有E ⊂ {1, 2, · · · , n}，使得

∣∣∣∑
j∈E

zj

∣∣∣ > 1

6

n∑
j=1

|zj |.

5. 设z1 6= z2，0 < λ 6= 1，证明：
∣∣∣z − z1

z − z2

∣∣∣ = λ为一个圆周(通常称为Apollonius 圆)，且圆

心z0 =
z1 − λ2z2

1− λ2
，半径R =

λ|z1 − z2|
|1− λ2|

. 如果λ = 1，它又是什么轨迹？

6. 证明：
n−1∏
k=1

sin
kπ

n
=

n

2n−1
，其中n ∈ N∗且n > 2.



第第第2讲讲讲 复复复平平平面面面的的的拓拓拓扑扑扑与与与初初初等等等函函函数数数

复平面的拓扑，是以复数的模作为范数诱导的拓扑，即以模长为度量，定义出极限、开集等概

念. 类似于数学分析，我们同样可以得到各种极限定理. 这些理论我们只作叙述.

定定定义义义2.1 记Br(z0) = {z : |z − z0| < r}，称为z0点点点的的的r邻邻邻域域域. 记BR(∞) = {z : |z| > R}，称为无无无穷穷穷远远远点点点

的的的R邻邻邻域域域.

定定定理理理2.2 若z0 6= 0，则 lim
n→∞

zn = z0当且仅当 lim
n→∞

|zn| = |z0|且 lim
n→∞

Argzn =Argz0.

注注注 lim
n→∞

Argzn =Argz0理解为任取θ0 ∈Argz0，存在θn ∈Argzn，使得 lim
n→0

θn = θ0.

定定定义义义2.3 复平面中非空的连通开集称为区区区域域域. 定义在[a, b] 上的一个复值连续函数γ : [a, b] → C，

记作z = γ(t)，把它称为[a, b]上的连连连续续续曲曲曲线线线. 如果γ(a) = γ(b)，称γ为闭闭闭曲曲曲线线线. 如果γ是单射，

称γ为Jordan曲曲曲线线线. 一般，我们将Jordan闭曲线称作围围围道道道.

定定定义义义2.4 称域D是单单单连连连通通通的，若任意D内的围道的内部仍在D内. 非单连通域称为多多多连连连通通通的.

定定定理理理2.5 (闭集套定理)若非空闭集列{Fn}单调递减，且 lim
n→∞

diamFn = 0，则

∞⋂
n=1

Fn是独点集.

定定定义义义2.6 称E是紧紧紧的，如果对任意开覆盖E ⊂
⋃
G∈Λ

G，存在G1, · · · , Gn ∈ Λ，使得E ⊂
n⋃
j=1

Gj .

定定定理理理2.7 在C中，紧集等价于有界闭集.

同样的，紧集上的连续函数具有很好的性质.

定定定理理理2.8 紧集上的连续函数是一致连续且有界，并且能取到最值.

定定定理理理2.9 (Bolzano-Weierstrass)任意无穷集合都存在聚点，这个聚点允许是∞.

例例例2.1 证明： 若 lim
n→∞

zn = z0，则 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

zk = z0.

证证证明明明 不妨z0 = 0. ∀ε > 0，∃N ∈ N∗，当n > N时，|zn| < ε. 此时有：

1

n

∣∣∣ n∑
k=1

zk

∣∣∣ 6 1

n

N∑
k=1

|zk|+
n−N
n

ε. 令n→∞：lim sup
n→∞

1

n

∣∣∣ n∑
k=1

zk

∣∣∣ 6 ε.

例例例2.2 研究f(z) =
1

1− z
在D上的连续性与一致连续性.

解解解 连续性显然成立. 考察点列zn = 1− 1

n
即知f(z)在D上不一致连续.

下面研究如何将数学分析中的初等函数推广至复变函数中.

6
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定定定义义义2.10 设z = x+ iy，则ez = ex(cos y + i sin y)，sin z =
eiz − e−iz

2i
，cos z =

eiz + e−iz

2
.

注注注 事实上，数学中经常使用如下定义：

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
， sin z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1， cos z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n.

但是考虑到函数项级数的收敛域的概念还没有学，因此给了定义2.10.

有了上述定义，自然地得到Euler公式：eiz = cos z + i sin z. 置z = π，有：eπi + 1 = 0.

定定定义义义2.11 定义指数函数的反函数——对数函数：Logz = log |z|+ iArgz. 这是一个集合，log z表示它

的主值，即log z = log |z|+ i arg z.

例例例2.3 证明： lim
n→∞

(
1 +

x+ iy

n

)n
= ex(cos y + i sin y)，其中x, y ∈ R.

证证证明明明 lim
n→∞

(
1 +

x+ iy

n

)n
= lim

n→∞
exp

{
n log

(
1 +

x+ iy

n

)}
= lim

n→∞
exp

{
n ln

∣∣∣1 +
x+ iy

n

∣∣∣+ nθni
}
，其

中θn表示1 +
x+ iy

n
的辐角，显然tan θn =

y

n+ x
且 lim
n→∞

θn = 0，故 lim
n→∞

nθn = y.

同时
∣∣∣1 +

x+ iy

n

∣∣∣ =

√(
1 +

x

n

)2
+
y2

n2
，因此 lim

n→∞
n ln

∣∣∣1 +
x+ iy

n

∣∣∣ = x.

性性性质质质2.12 sin iz = i sinh z，cos iz = cosh z.

定定定义义义2.13 如果当z沿着z0的充分小邻域中的任意围道绕一圈时，多值函数f的值从一支变为另

一支，则z0称为f的一个支支支点点点. 如果f在域D内无论经过怎样绕转，在同一点出的取值是不变的，

称D是f的一个单单单值值值分分分支支支.

例例例2.4 考察多值函数f(z) =Logz. 0和∞显然是它的支点，如果我们把x轴的正半轴给挖掉，即通过

这条线将两个支点连接并挖去，我们得到了f(z)的一个单值解析分支. 事实上，挖掉任意一条连

接0与∞的曲线，都可以得到f(z)的单值解析分支.

例例例2.5 考察多值函数f(z) =
√

(z − 1)(z − 2)(z − 3)(z − 4)，1, 2, 3, 4为其全部支点. 我们可以

将1、2与3、4分别相连，进而得到f(z)的一个单值解析分支.

通过上述两个例子，我们不难发现，确定单值解析分支的一个办法，即为将分支点两两相连. 当

然，得到单值解析分支的方法通常不唯一，不过这是最简单的一种办法.

最常见的多值函数都与对数函数和非整数次的幂函数有关，下面给出关于这两种函数∞是否为

支点的一般理论.

定定定理理理2.12 ∞是f(z) =Log
t∏

s=1

(x− xs)αs的支点，当且仅当
t∑

s=1

αs = 0.

定定定理理理2.13 ∞是f(z) =

t∏
s=1

(x− xs)αs的支点，当且仅当
t∑

s=1

αs ∈ Z. 两个定理的证明留作练习.

例例例2.6 在怎样的域中，w =
√
z2 − 1能分出单值解析分支？

解解解 显然，±1是f(z)的全部支点，因此，挖掉[−1, 1]之后就得到了一个单值解析分支.



8 2. 复平面的拓扑与初等函数

注注注 单值解析分支并不唯一，甚至可以挖掉非支点，当然，上述取法是最简单的情况，实际问题当

中，取哪种解析分支需要具体根据情况判定.

例例例2.7 试确定f(z) =
√
z−1(1− z)3(z + 1)−1在[0, 1]的上岸取正值的单值解析分支f0，并计算f0(−i).

解解解 本题适合挖掉[0, 1]，置z = r1eiθ1，1− z = r2eiθ2 . 则f(z) =
r
− 1

2
1 r

3
2
2

z + 1
exp{i−θ1 + 3θ2 + 2kπ

2
}.

当0 < z < 1时，θ1 = θ2 = 0，代入f(z)知：可取k = 0.

当z = −i时，通过z从[0, 1]上岸绕转至−i的过程得知：r1 = 1, θ1 =
3π

2
, r2 =

√
2, θ2 =

π

4
.

直接代入到f0(z) =
r
− 1

2
1 r

3
2
2

z + 1
exp

{
i
−θ1 + 3θ2

2

}
，即得f0(−i) = 4

√
2e−

π
8

i.

练习

1. 若 lim
n→∞

zn = z0， lim
n→∞

wn = w0，证明： lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

zkwn−k = z0w0.

2. 研究f(z) =
1

1 + z2
在D上的连续性与一致连续性.

3. 设z 6= 0，证明： lim
n→∞

n( n
√
z − 1) = log |z|+ i arg z + 2πki，k = 0, 1, 2, · · · .

4. 证明定理2.12和定理2.13.

5. 证明：f(z) =Log
(z2 − 1

z

)
能在域D = C\

(
(−∞,−1]

⋃
[0, 1]

)
上能取出单值解析分支.

6. 设D是z平面上去掉线段[−1, i], [1, i]和射线z = it (1 6 t < ∞)后所得到的域. 证明：函

数Log(1− z2)能在D上分出单值解析分支. 设f是满足f(0) = 0的那个分支，试计算f(2)的值.

7. 证明：函数 4
√

(1− z)3(1 + z)能在C\[−1, 1]上选出一个单值解析分支f，满足f(i) =
√

2e−
π
8

i. 试

计算f(−i)的值.

问题

1. 设E是紧集，F是闭集，且E
⋂
F = ∅，求证：d(E,F ) := inf

x∈E
y∈F

|x− y| > 0.

2. 设zkl ∈ C，k > l，满足对任意l， lim
k→∞

zkl = al存在； lim
k→∞

k∑
l=1

zkl存在；对任意k ∈ N，

k∑
l=1

|zkl| 6M <∞. 求证：若复数列{wn}收敛，则 lim
k→∞

k∑
l=1

zklwl存在.



第第第3讲讲讲 调调调和和和函函函数数数的的的性性性质质质

本章探讨一般的调和函数理论，它们自然适用于二维的情况. 这一段中，我们假设Ω ⊂ Rn开区

域，ωn为n维单位球的表面积，即

ωn = Hn−1
(
∂B1(0)

)
=

2π
n
2

Γ
(n

2

)，其中Γ(s) =

∫ +∞

0
ts−1e−tdt为Euler第二积分.

定义多重指标：α = (α1, · · · , αn) ∈ Zn，|α| =
n∑
i=1

αi，α! =

n∏
i=1

αi!.

设x = (x1, · · · , xn)，定义xα =
n∏
i=1

xαii ，Dα =
∂|α|

∂α1x1 · · · ∂αnxn
.

定定定义义义3.1 称u ∈ C(Ω)满足平平平均均均值值值性性性质质质(mean value property，记作u ∈M.V.P.(Ω))，如果满足：

u(x) =
1

ωnrn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy (∀Br(x) ⊂ Ω) 或 u(x) =
n

ωnrn

∫
Br(x)

u(y)dy (∀Br(x) ⊂ Ω).

性性性质质质3.2 (最大模原理)设u ∈ C(Ω)
⋂

M.V.P.(Ω)，且u不是常数，则u的最大值和最小值均只能

在∂Ω上取得. 进而有max
Ω
|u| = max

∂Ω
|u|.

注注注 定义3.1的两个条件的等价性与性质3.2的证明均是平凡的，证明留作练习.

引引引理理理3.3 设f ∈ C(Ω), g ∈ C∞0 (Ω)，则f ∗ g ∈ C∞(Ω)，且Dα(f ∗ g) = f ∗ (Dαg).

注注注 直接使用定义证明一阶导数的情况，然后归纳法即可. 证明过程中g的紧支性保证了

在g做Taylor展开以后所有余项的系数能够被控制. 证明留作练习.

定定定理理理3.4 u ∈ C(Ω)
⋂

M.V.P.(Ω)当且仅当∆u(x) = 0 (∀x ∈ Ω).

证证证明明明 (充分性) 取Br(x) ⊂ Ω，ρ ∈ (0, r). 记Bρ = Bρ(x). 由Gauss散度定理：

0 =

∫
Bρ

∆u(y)dy =

∫
∂Bρ

∂u

∂n
dS = ρn−1 ∂

∂ρ

∫
|w|=1

u(x+ ρw)dSw.

约掉ρn−1，并对ρ从0到r积分，有：

∫
|w|=1

u(x+ rw)dSw = u(x)ωn.

9



10 3. 调和函数的性质

(必要性) 已知Ω上的连续函数u满足平均值性质. 取ϕ ∈ C∞0
(
B1(0)

)
满足

∫
B1(0)

ϕ(x)dx = 1，

且ϕ(x)为径向函数，设为ϕ(x) = ψ(|x|)，则ωn
∫ 1

0
rn−1ψ(r)dr = 1. 置ϕε(x) =

1

εn
ϕ
(x
ε

)
.

对∀x ∈ Ω，ε <dist(x, ∂Ω)，有：(ϕε ∗ u)(x) =

∫
Ω
u(x+ y)ϕε(y)dy =

∫
|y|<1

u(x+ εy)ϕ(y)dy

=

∫ 1

0
rn−1dr

∫
∂B1(0)

u(x+ εrw)ϕ(rw)dSw =

∫ 1

0
ψ(r)rn−1dr

∫
|w|=1

u(x+ εrw)dSw
M.V.P

====== u(x).

因此对∀ε > 0，∀x ∈ Ωε := {y ∈ Ω : dist(y, ∂Ω) > ε}，u(x) = (ϕε ∗ u)(x) ∈ C∞(Ωε).

∴ u ∈ C∞(Ω). 由充分性的证明知：对∀Br(x) ⊂ Ω有

∫
Br(x)

∆u(y)dy = rn−1 ∂

∂r

∫
|w|=1

u(x+ rw)dSw = rn−1 ∂

∂r

(
ωnu(x)

)
= 0.

由Br(x)的任意性即得：∆u(x) = 0 (∀x ∈ Ω).

注注注 证明当中的ϕ总是可以取出的，例如：ϕ(x) =


c · exp

{ 1

4|x|2 − 1

}
, |x| < 1

2

0, |x| > 1

2

.

引引引理理理3.5 (梯度估计)设u ∈ C1
(
BR(0)

)
是调和函数，则|∇u(x0)| 6 n

R
max
BR(0)

|u|.

注注注 使用平均值性质、Gauss散度定理，然后利用长大不等式放缩即可. 证明留作练习.

推推推论论论3.6 设u ∈ C1
(
BR(0)

)
为非负调和函数，则|∇u(x0)| 6 n

R
u(x0).

推推推论论论3.7 Rn上的有上界或下界的调和函数必为常数.

定定定理理理3.8 设u ∈ C1
(
BR(0)

)
是调和函数，则|Dαu(x0)| 6 nmem−1m!

Rm
max
BR(x0)

|u|.

回忆多变量解析函数的概念：

定定定义义义3.9 称f在Ω上解析，如果f ∈ C∞(Ω)，且对∀x0 ∈ Ω，∃r > 0，使得|x − x0| < r时，f(x)具有

的Taylor展开

m−1∑
k=0

∑
|α|=k

Dαf(x0)

α!
(x− x0)α +Rm(x, x0)满足 lim

m→∞
Rm(x, x0) = 0.

定定定理理理3.10 开区域上的调和函数一定在这个开区域上解析.

证证证明明明 取B2r(x) ⊂ Ω，h ∈ Rn满足|h| < r

2n2e
< r. 取含Lagrange余项的Taylor展式：

u(x+ h) =

m−1∑
k=0

∑
|α|=k

Dαf(x0)

α!
(x− x0)α +

1

m!

[( n∑
k=1

hk
∂

∂xk

)m
u
]
(x1 + θh1, · · · , xn + θhn)

其中θ ∈ (0, 1). 由定理3.7，余项|Rm(h)| 6
( |h|n2e

r

)m
max
B2r

|u| < 1

2m
max
B2r

|u|.

下面给出调和函数非常重要的一个不等式.

定定定理理理3.11 (Harnack不等式)设u是Ω上的非负调和函数，则对Ω上的任意一个紧集K，存在一个正的

常数C = C(Ω,K)，使得∀x, y ∈ K， 1

C
u(y) 6 u(x) 6 Cu(y).

证证证明明明 证明过程较长，且专业性比较强，此处只说明主要思路：
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(1)利用平均值性质证明：若B4r(x0) ⊂ Ω，则存在c = c(n)，使得

1

c
u(y) 6 u(x) 6 cu(y), ∀x, y ∈ Br(x0).

(2)给定紧集K，能取x1, · · · , xN ∈ K，使得{Br(xi)}组成K的有限开覆盖，且4r <dist(K, ∂Ω).

(3)取C = cN，则C与Ω和K有关.

本讲的证明内容对于非数学系同学而言无需掌握，但是这些定理以及习题、问题中的结论是调

和函数最基本的性质，可能对物理系同学以后的数学物理方程等课程有所帮助.

练习

1. 验证定义3.1中两个条件的等价性，并藉此证明性质3.2.

2. 依照注记中的提示，证明引理3.3、引理3.5，并利用引理3.5证明推论3.6，并由此证明推论3.7.

问题

1. 试使用归纳法证明定理3.8.

2. 设u ∈ C(Ω)满足

∫
Ω
u∆ϕ = 0 (∀ϕ ∈ C2

0 (Ω))，证明：u是Ω上的调和函数.

3. 请感兴趣的同学查阅有关资料或独立完成定理3.11的证明.



第第第4讲讲讲 留留留数数数定定定理理理与与与积积积分分分计计计算算算

先通过教材上的几道作业题，我们慢慢谈起留数定理在计算积分中如何应用的问题.

例例例4.1 设
1

1− z − z2
=

+∞∑
n=0

Cnz
n，证明：Cn+2 = Cn+1 + Cn, n > 0，写出此展开式的前五项，并指

出收敛半径.

证证证明明明
1

1− u
=
∞∑
n=0

un =⇒ 1

1− z − z2
=
∞∑
n=0

(z + z2)n =
∞∑
n=0

zn(1 + z)n =
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n

k

)
z2n−k.

当m = 2n时，C2n =
n∑
k=0

(
n+ k

2k

)
；m = 2n+ 1时，C2n+1 =

n∑
k=0

(
n+ 1 + k

2k + 1

)
.

由于

(
n+ 1

m

)
=

(
n

m

)
+

(
n

m− 1

)
，且

(
n+ 1

0

)
=

(
n

0

)
=

(
2n+ 2

2n+ 2

)
=

(
2n+ 1

2n+ 1

)
= 1：

C2n+2 =

n+1∑
k=0

(
n+ 1 + k

2k

)
= 2 +

n∑
k=1

((n+ k

2k

)
+

(
n+ k

2k − 1

))

= 1 +
n∑
k=0

(
n+ k

2k

)
+
n−1∑
k=0

(
n+ k + 1

2k + 1

)
=

n∑
k=0

(
n+ k

2k

)
+

n∑
k=0

(
n+ k + 1

2k + 1

)
= C2n+1 + C2n.

C2n+1 = C2n + C2n−1的证明类似，留作练习.

例例例4.2 设z0为解析函数f(z)的至少n级零点，又为ϕ(z)的n级零点，证明：

lim
z→z0

f(z)

ϕ(z)
=
f (n)(z0)

ϕ(n)(z0)

证证证明明明 f(z) = (z − z0)mg(z) (m > n)，ϕ(z) = (z − z0)nh(z). 由于f(z), ϕ(z)在点z0处的泰勒展开：

f(z) = (z − z0)m
f (m)(z0)

m!
+ o((z − z0)m)，ϕ(z) = (z − z0)n

ϕ(n)(z0)

n!
+ o((z − z0)n).

若m = n， lim
z→z0

f(z)

ϕ(z)
=

(z − z0)n f
(n)(z0)
n! + o((z − z0)n)

(z − z0)n ϕ
(n)(z0)
n! + o((z − z0)n)

=
f (n)(z0)

ϕ(n)(z0)
.

若m > n，f(z) = o((z − z0)n)，所以f (n)(z0) = 0， lim
z→z0

f(z)

ϕ(z)
= 0.

例例例4.3 求实积分

∫ π

0
tan(θ + ia)dθ，a为实数，且a 6= 0

12
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解解解 ∵ tan(θ + ia) =
1

i

e2i(θ+ia) − 1

e2i(θ+ia) + 1
. 置e2i(θ+ia) = z，原积分I = −1

2

∫
|z|=e−2a

z − 1

z(z + 1)
dz.

置f(z) =
z − 1

z(z + 1)
，则0和−1是f的一级极点. 此时，按照a > 0和a < 0两种情况分类讨论：

(1)a > 0时，I = −πiRes
(
f(z), 0

)
= πi.

(2)a < 0时，I = −πi
(

Res
(
f(z), 0

)
+ Res

(
f(z),−1

))
= −πi.

一、Laurant展开式.

1. Laurant展开只能在孤立奇点的去心邻域内进行，不能在非孤立奇点进行.

2. Laurant展开时，一般不通过cn =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ, (n = 0,±1, · · · )，而是通过间接法，即

根据Laurant展式的唯一性，通过利用已知的一些初等函数的Taylor展式来展开，注意Taylor展式的

定义域.

3. 一些函数的Taylor展式：

(1)(1 + z)α =
∞∑
n=0

1

n!

(
α

n

)
zn (|z| < 1)；

(2)ez =

∞∑
n=0

zn

n!
(|z| < +∞)；

(3)cos z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
(|z| < +∞)；

(4)sin z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
(|z| < +∞)；

(5)lnk(1 + z) = 2kπi +
+∞∑
n=1

(−1)n−1 z
n

n
(|z| < 1, k = 0,±1,±2, · · · .k = 0对应主值分支).

4. Laurant级数的乘法：设F (z) = f1(z)f2(z)于r < |z−a| < R内解析，且f1(z) =

+∞∑
n=−∞

an(z−a)n

f2(z) =

+∞∑
n=−∞

bn(z − a)n，则F (z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n，其中cn =

+∞∑
k=−∞

akbn−k, n = 0,±1,±2, · · · .

二、解析函数的孤立奇点种类判定方法.

1. 可去奇点的判断方法：

(1)f(z)在点a的主要部分(负幂)为零；

(2)lim
z→a

f(z) = b(6=∞)；

(3)f(z)在点a的某去心邻域内有界.

2. m级极点的判断方法：

(1)f(z)在点a的主要部分为

m∑
j=1

c−j
(z − a)j

，其中c−m 6= 0；

(2)f(z)在点a的去心邻域能表示成f(z) =
λ(z)

(z − a)m
，其中λ(z)在a的邻域解析，且λ(a) 6= 0；
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(3)g(z) =
1

f(z)
以a为m级零点；

(4)若f (m−1)(z)
∣∣∣
z=zk

= 0且f (m)(z)
∣∣∣
z=zk

6= 0，则zk为f(z)的m级零点；

(5)lim
z→a

f(z) =∞(但这种方法不能判断极点的级数).

3. 本性奇点的判断方法及性质：

(1)lim
z→a

f(z)不存在(有限或无限)；

(2)f(z)在点a的主要部分有无穷多项不为0；

(3)(Weierstrass定理)对任意指定的数A ∈ C∞，存在点列zn → a，使得像点列f(zn)→ A；

(4)(Picard大定理)对任意的A 6= ∞，除可能有一个例外的有限值A0，必有点列{zn} → a，使

得f(zn) = A，n = 1, 2, · · ·；

(5)设a分别为f(z)的极点和g(z)的本性奇点，则a是f(z)g(z)及
f(z)

g(z)
的本性奇点.

4. 无穷远点的性质：

(1)我们往往利用倒数变换z′ =
1

z
把讨论函数f(z)在点∞的去心邻域(|z| > r)内的性质转变成对应

函数ϕ(z′)在对应去心邻域(0 < |z′| < r)内的性质.

(2)称

+∞∑
n=1

bnz
n(正幂)为f(z)在z =∞的主要部分.

至于无穷远点为奇点的性质与前面的类似，不做讨论.

三、留数与留数定理.

1. 留数的求解方法：

(1)Res(f(z), a) = c−1(若a为f(z)的本性奇点，只能用这种方法)；

(2)若a为f(z)的n级极点，则Res(f(z), a) =
1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1
[(z−a)nf(z)]；特别地，当a为f(z)的1级

极点，则Res(f(z), a) = lim
z→a

[(z − a)f(z)]；

(3)若a为f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
的一级极点，则Res(f(z), a) =

ϕ(z)

ψ(z)
.

2. 无穷远点的留数：设∞为f(z)的一个孤立奇点，则称
1

2πi

∫
Γ−
f(z)dz (Γ : |z| = ρ > r, 0 6 r <

ρ < +∞)为f(z)在∞的留数，记为Res(f(z),∞).

3. 无穷远点留数计算方法：

(1)Res(f(z),∞) = −c−1；

(2)Res(f(z),∞) = −Res
(
f
(1

t

) 1

t2
, 0
)

.

4. 留数定理：如果函数f(z)在闭路C上解析，在C的内部除去n个孤立奇点a1, a2, · · · , an外解析，

则

∫
C
f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res[f(z), ak].

5. 若f(z)在C∞上只有有限个奇点a1, a2, · · · , an,∞，则
n∑
k=1

Res(f(z), ak)+Res(f(z),∞) = 0.
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四、用留数定理计算实积分.

1. 计算

∫ 2π

0
R(cos θ, sin θ)dθ型积分，这里R(cos θ, sin θ)表示cos θ, sin θ有理函数，在[0, 2π]上连续.

方法：z = eiθ, cos θ =
1

2
(z +

1

z
), sin θ =

1

2i
(z − 1

z
), dθ =

dz

iz
，变为复积分后用留数定理.

2. 设f(z)沿圆弧SR : z = Reiθ(θ1 6 θ 6 θ2，R充分大)上连续，且 lim
R→∞

zf(z) = λ于SR上一致成

立(与θ1 6 θ 6 θ2中的θ无关)，则 lim
R→∞

∫
SR

f(z)dz = i(θ2 − θ1).

3. 设g(z)沿上半圆周ΓR : z = Reiθ(0 6 θ 6 π，R充分大)上连续，且 lim
R→∞

g(z) = 0于ΓR上一致成

立，则 lim
R→∞

∫
ΓR

g(z)eimzdz = 0(m > 0).

练习

1. 证明例4.1中C2n+1 = C2n + C2n−1的情况，并继续写出此展开式的前五项，并指出收敛半径.



第第第5讲讲讲 解解解析析析函函函数数数性性性质质质的的的综综综合合合应应应用用用

定定定理理理4.1 (辐角原理)设f ∈ H(D)，γ ∈ D为可求长简单闭曲线. 如果f在γ上没有零点，在γ内部

有αk阶零点ak，k = 1, 2, · · · , n，则 1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

αk.

辐角原理具有明显的几何意义：上述公式左侧的积分表示当z沿着γ的正方向走一圈

时，f(z)在f(γ)上的辐角变化除以2π. 它可以直接推导出用于判断零点个数的重要定理：

定定定理理理4.2 (Rouché)设f, g ∈ H(D)，γ是D中可求长的简单闭曲线，γ的内部位于D中. 如果当z ∈

γ时，|f(z)− g(z)| < |f(z)|，则f和g在γ内部的零点个数相同.

证证证明明明 易知，f和g在γ上都没有零点，故
∣∣∣1− g(z)

f(z)

∣∣∣ < 1. 记w =
g

f
，则|w − 1| < 1.

∴ ∆w(γ)Argw = 0，从而∆γArgf = ∆γArgg. 由辐角原理，f与g零点个数相同.

由于证明过程过于专业，我们不加证明地给出开映射定理：

定定定理理理4.3 解析函数是开映射，i.e. 它把开集映为开集. 因此，它也将开区域映为开区域.

例例例2.4 试求方程z4 − 6z + 3 = 0在圆环{z : 1 < |z| < 2}中根的个数.

解解解 当|z| = 2时，|z4| = 16 > 9 > |6z − 3|，故方程在|z| < 2内有4个根；

当|z| = 1时，|6z| = 6 > 4 > |z4 − 3|，故方程在|z| < 1内有1个根，并且显然|z| = 1上没有根.

∴方程在圆环{z : 1 < |z| < 2}中有3个根.

例例例2.5 试求方程4z4 + 2z + 9 = 0在圆环{z : 1 < |z| < 3

2
}中根的个数.

解解解 当|z| = 3

2
时，|z4| = 20.25 > 12 > |2z + 9|，故方程在|z| < 3

2
内有4个根；

当|z| = 1时，9 > |4z4 + 2z|，故方程在|z| < 1内无根，并且显然|z| = 1上也没有根.

∴方程在圆环{z : 1 < |z| < 3

2
}中有4个根.

除了直接使用Rouché定理，有时还需要灵活运用一些特殊函数的性质，以及辐角原理解决问题.

例例例2.6 证明：方程P (z) = z4 + 2z3 − 2z + 10 = 0在每个象限中各有一个根.

证证证明明明 记γ1 = [0, R]，γ2 = {z = Reiθ|θ : 0→ π}，γ3 = [Ri, 0].

注意到P (z) = (z2 − 1)(z + 1)2 + 11 > 9 (z ∈ R)，则P在γ1上恒正，∆γ1ArgP (z) = 0.

R充分大，由
2z3 − 2z + 1

z4
模长充分小，知：∆γ2ArgP (z) = ∆γ2Argz4

(
1 +

2z3 − 2z + 1

z4

)
= 2π.

∆γ3ArgP (z) = ArgP (0)−ArgP (iR) = −Arg(R4 + 10)
(

1− 2iR(R2 + 1)

R4 + 10

)
= 0 (R充分大).

∴由辐角原理，P在第一象限内有一个零点. 由于实系数多项式的复根成对地共轭出现，故第四象

16
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限也仅有一个零点. 由于P (z) > 9 (z ∈ R). 类似前面的方法证明P在虚轴上无零点，由代数学基本

定理，剩余的两个零点必定共轭地出现在第二、三象限.

下面，我们给出解析函数的最大模原理的重要应用.

定定定理理理4.4 (Schwarz引理)设f : D→ D为解析函数，且f(0) = 0，则

(1)对于任意z ∈ D，|f(z)| 6 |z|；(2)|f ′(0)| 6 1；

(3)如果存在z0 ∈ D，使得上述两条件有一个取等，则存在θ ∈ R，使得f(z) = eiθz (∀z ∈ R).

证证证明明明 置g(z) =
f(z)

z
(z 6= 0)，g(0) = f ′(0)，则g ∈ H(D). 对∀0 < r < 1，当|z| = r时，|g(z)| 6 1

r
.

由最大模原理：|g(z)| 6 1

r
(|z| < r). 令r → 1−：|g(z)| 6 1 (z ∈ D)，即|f(z)| 6 |z|且|f ′(0)| 6 1.

上述不等式若有一个在z0 ∈ D处取等，由最大模原理，g为常数.

∵ |g(z0)| = 1，故存在θ ∈ R，使得f(z) = eiθz.

定定定义义义4.5 设D是C中的域，f是D上的单叶解析函数，且f(D) = D，称f为D上的一个全全全纯纯纯自自自同同同构构构.

D上的全纯自同构全体组成的群记作Aut(D)，称为D的全全全纯纯纯自自自同同同构构构群群群.

下面我们尝试着确定Aut(D)：对于|a| < 1，记w = ϕa(z) =
a− z
1− az

，则z = ϕa(w).

如果f ∈ Aut(D)，且f−1(0) = a，置g(w) = f ◦ ϕa(w)，则g ∈ Aut(D)且g(0) = 0.

由Schwarz引理：|g′(0)| 6 1. 同理，g−1 ∈ Aut(D)且g−1(0) = 0，则|g′(0)| > 1，所以|g′(0)| = 1.

再由Schwarz引理：存在θ ∈ R，使得g(w) = eiθw，即f(z) = eiθ a− z
1− az

. 于是我们有：

定定定理理理4.6 设f ∈ Aut(D)，且f−1(0) = a，则必存在θ ∈ R，使得f(z) = eiθ a− z
1− az

.

注注注 上述定理表明：Aut(D) = {eiθ a− z
1− az

: a ∈ D, θ ∈ R}.

利用定理4.6，我们可以将具有特殊条件的Schwarz引理加以推广. 证明留作练习.

定定定理理理4.7 (Schwarz-Pick)设f : D→ D为解析函数，且f(a) = b (a, b ∈ D)，则

(1)对于任意z ∈ D，|ϕb
(
f(z)

)
| 6 |ϕa(z)|；(2)|f ′(a)| 6 1− |b|2

1− |a|2
；

(3)如果存在z0 ∈ D，使得上述两条件有一个取等，则f ∈ Aut(D).

最后，作为科普介绍，我们不加证明的给出若干条与解析函数有关的著名结论：

定定定理理理4.8 (解析函数的Hadamard三圆定理)设0 < r1 < r2 < ∞，D := {z ∈ C : r1 < |z| < r2}，f ∈

H(D)
⋂
C(D)，M(r) := max

|z|=r
|f(z)| (r1 6 r 6 r2). 则logM(r)在[r1, r2]上是log r的凸函数，

i.e. logM(r) 6
log r2 − log r

log r2 − log r1
logM(r1) +

log r − log r1

log r2 − log r1
logM(r2).

注注注 它是由最大模原理，经过一系列复杂的构造证明的.

定定定理理理4.9 (Carathéodory不等式)设f ∈ H(BR(0))
⋂
C(BR(0))，M(r) := max

|z|=r
|f(z)|，A(r) := max

|z|=r
Ref(z)
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(0 6 r 6 R)，则M(r) 6
2r

R− r
A(R) +

R+ r

R− r
|f(0)|, ∀r ∈ [0, R).

注注注 它的证明需要下列引理，这个引理的证明需要共形等价的构造以及Schwarz引理.

引引引理理理4.10 设f ∈ H(D)，f(0) = 0，且∃A > 0，使得Ref(z) 6 A, z ∈ D，则

|f(z) 6
2A|z|
1− |z|

, ∀z ∈ D.

练习

1. ez − 4zn + 1 = 0 (n ∈ N∗)在D内有多少个根？

2. 4z4 + 2z + 9 = 0在圆环1 < |z| < 3

2
内有多少个根？

3. 证明定理4.7：Schwarz-Pick定理.

问题

1. 设0 < r < 1，证明：当n充分大时，

n−1∑
k=0

(k + 1)zk在Br(0)中没有根.

2. 设r > 0. 证明：当n充分大时，
n∑
k=0

1

k!
zk在Br(0)中没有根.

3. 设f ∈ H(D)，f(D) ⊂ D. 证明：|f(z)− f(0)| 6 |z| 1− |f(0)|2

1− |f(0)||z|
.
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