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简述

线性方程组的近似解求解往往比较复杂；由于一般性的一元多项式方程能否根式解等价

于这个多项式对应的对称群是否为可解群。故由群论知识可知五次以上的高次代数方程没有

通项公式，求解其近似解的方法有必要性；类似地，超越方程同样无法解出其精确根。

所以为解决实际问题，需要采用数值分析的方法，其研究目标是找出找出比较简洁、误

差比较小、花费时间比较少的计算方法。求解方程常用迭代法，选择适当的迭代公式使值快

速收敛，近似误差小。迭代的过程中，也需要计算机的广泛参与来快速的出符合需要的高精

度近似值。

求解线性方程组的近似解

雅克比迭代是迭代法中比较早且较简单的一种。

设矩阵 Ax=b，A 非奇异且对角元不为零，可以写成����� � ��t�t � � � ����� � ��等形

式，改写成
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Gauss–Seidel 迭代可以应用于对角线上具有非零元素的任何矩阵，但只能在矩阵是对角

线主导的或对称的和正定的情况下，保证收敛。其迭代结果如下所示。
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雅可比迭代收敛速度很慢的情况下，通常高斯-赛德尔方法也不会很快。超松弛迭代法

就对上述方法进行了优化。

我们讨论 Gauss–Seidel 迭代在第 k+1 次迭代的��改变量��
�，在其之前加一个松弛因子ω，
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��。该方法的速度则快很多，但是松弛因子的选取比

较困难。

二分法、牛顿迭代法与割线法



二分法的本质是折半搜索空间。如果有函数 f（x），它在区间[a, b]上递增或者递减，

并且 f（a）f（b）＜0，可以用二分法来求近似解。即获取 a 和 b 的中点 c。检验 f（c）的正

负性，确定新的 a 和 b。重复上述过程，缩减区间的长度到足够小，就能找到一个足够近似

的解。这个过程就是不断的二分迭代。

牛顿迭代法的本质是用切线逼近。我们要求 f（X）的根，找一个 Xn 点，在 f（Xn）处

进行求导取得了切线。显然只要这个切线的斜率不为 0，则一定可以获得它和 x 轴的交点。

将这个交点作为下一个取值 Xn+1 的点。重复上述过程进行迭代，很快就可以得到一个足够

接近的解。

但是并非所有函数运用牛顿迭代法都能收敛，但如果能够收敛，其求近似的速率快于二

分法。

当导数 不好计算时，可以采用割线法，即用割线代

替切线，其迭代方程为

牛顿迭代法的优化

由于并非所有函数都能使用牛顿迭代法计算，故我们探索一种使每次迭代都渐近收敛的

方法。

设一元 n次方程 即 具有 n个正实数

根，求最大解的近似解。令 为零次近似解， 为一次近似解，将

其代入原方程，略去 二次及以上高次幂项，解得 ，则一次近似解为

。由于余项未能一次消除完，需重复上述过程，将

代入 可以求得（m+1）次近似解。

设 ，代入原方程消去 及更高次项，得到

获得所需的近似解

提取出 最大解的因式后，重复上述操作，就能依次求出每一个解。

求解多元非线性方程组

在求解多元非线性方程组中，如果可以计算单变量情况下函数导数对应的雅可比矩阵，

则可以使用牛顿法。

设初始向量 0x
， 令 ，

其中 s是 的解，在每步中使用高斯消去 次的乘法步骤如下
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如果没有雅可比矩阵，我们构造近似的雅可比矩阵，从而进行迭代，这就是 Broyden 方法。

设 是第 步可以得到的雅可比矩阵的最优近似，并被用于生成

由于

满足上述条件的矩阵为：

总结

篇幅有限，仅能列举部分内容，但我们已经能窥见计算在数学学科中的独特意义。即当

数学理论无法解决某些问题时，可以用计算的方法无限逼近寻找实际生活需要的近似解。
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