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以 $ 种具有典型特征的生成元构造了 $ 个具有相同 ’() 粗糙度的规则表面，用变分法计算了这些表面的分形

维数，结果表明，分形维数可以将具有相同 ’() 粗糙度的表面区分开来，它定量表征了表面的总体形貌。进一步将

多重分形的方法应用到对这些表面的分析中，发现多重分形谱可以全面反映表面概率的分布特征。多重分形谱的

宽度可以定量表征表面的起伏程度，多重分形谱最大、最小概率子集维数的差别可以统计表面最大、最小概率处的

数目比例。
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% 引 言

薄膜表面的结构和形貌与薄膜的生长机理以及

许多表面现象（如吸附、反射等）密切相关，同时表面

的粗糙程度还直接关系到薄膜的机械、电学、光学等

方面的性质和功能［%］,因此，对薄膜表面粗糙化机制

及特性的研究由于具有理论和应用的重要意义而一

直是薄膜研究领域的重要课题 ,
传统上用以描述粗糙表面的参数主要有斜率、

曲率、峰密度及粗糙度等 ,其中粗糙度的概念最为常

用 ,薄膜表面的粗糙度!定义为被考察区域高度的

方差，即各点偏离该区域平均高度位置的方均根，因

此也称为 ’() 粗糙度：

! -［!（!"# . !/0）
! 1（$ . %）］%1!，

其中 !"# 为点（ "，#）处的高度，$ 为所考察区域总点

数，!/0 -!!"# 1$ 为该区域内点的平均高度 ,
近年来，随着表面探针技术的进步和分辨率的

提高，人们发现，在微米以下尺度，粗糙度无法可靠

地描述薄膜的粗糙表面，它的局限性主要体现在：%）

’() 粗糙度依赖于考察的范围，在两个不同的尺度

上考察粗糙度时结果可能会有显著的差别；!）’()
粗糙度无法体现空间频率的差别；"）’() 粗糙度还

依赖于测量仪器的分辨率 ,提高仪器的分辨率，粗糙

表面会不断出现更新的粗糙细节，而引起粗糙度值

的改变 ,
为此，有必要在表面描述中引入其他的度量方

法 , 23/45) 等人［!］模拟了一维分数布朗运动（67(）曲

线，发现观察尺度从 % 降到 % 1! 时，67( 曲线的 ’()
粗糙度变化很大，分别为 %! , #$* 和 !# , 8""，而其分

形维数却保持 % ,8# 不变 ,借鉴于分形描述具有标度

不变性的优点，他们将分形的方法扩展到二维粗糙

表面的表征中，对 29 表面原子力显微镜图像用变分

法求其分形维数，并以此定量表征表面的粗糙程度 ,
分形的特点之一是自相似性［"］，将分形理论引入到

对薄膜表面的表征中可以很好地克服 ’() 粗糙度的

缺点，它不依赖于观察尺度和仪器的分辨精度，并能

体现出表面的粗糙结构在不同尺度下具有自相似性

的本质 ,然而简单分形维数对所研究的对象也只能

作整体上的表征，无法体现出更全面更精细的信息，

多重分形可以弥补这一缺陷 ,
本文用一系列生成元模拟了一些具有相同 ’()

粗糙度的二维规则表面，并用分形和多重分形的方

法对它们进行分析，结果表明简单分形维数可以将

具有相同 ’() 粗糙度的表面区分开来，而进一步用

多重分形的方法描述薄膜表面，可以全面反映薄膜

表面粒子生长概率的分布 , 多重分形谱的宽度可以

定量表征薄膜表面的起伏程度，多重分形谱最大、最

小概率子集维数的差别可以统计粒子沉积在峰、谷

位置的数目比例 ,本文通过对规则表面多重分形谱

的分析，讨论了多重分形谱在表面描述中的意义 ,

! 规则表面的构造

参照 :/4;5’ 集的生成方法，二维规则表面也可
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以用一些生成元逐步迭代而成，具体构造步骤如下：

每操作一次，将原有正方形区域等分为 ! 个小区域，

高度概率分布分别为 !"，!#，!$ 和 !!，其中 !" %
!# % !$ % !! & "，即二维规则表面的生成元是 !" ’
!# ’!$ ’!! 分布；接着再在 ! 个小区域内作一次类似

的操作，得到 "( 个区域，高度分布概率有 ") 种，如

图 " 所示 * 这样操作 " 次后（或一代一代生成到 "
代后），总区域数有 !" 个，每个小区域的尺寸!&（"’
#）" ，其 高 度 分 布 概 率 分 别 为 !# （!） &

!$
" !%

# !&
$ !" + $ + % + &

! ，$，%，& & )，"，#，$，⋯，"（$，%，&!
)）* 具有相同概率的区域数分别为 ’（!# ）& "！’

［$！ %！ &！（" + $ + % + &）！］* !# 和 ’（!# ）形成一

个集（整个集应该延伸到 " & ,）* 为了与实际生长

的薄膜相比较，可将概率转化为高度，本文中将所有

生成元构造的表面都转化成平均高度为 #)-. 的薄

膜 *在图 #（/）和（0）中分别以生成元 ) *#(’) *#!’) *#!’
) *#( 和 ) * #(’) * #1’) * #2’) * "3 为例示出由其构造出

的规则表面的灰度图 *

图 " 二维规则分形表面构造示意图

（/）)4#(’)4#!’)4#!’)4#( （0）)4#(’)4#1’)4#2’)4"3

图 # 由二维规则表面生成元模拟的灰度图

$ 简单分形维数和多重分形谱的计算

分维的计算方法多种多样，归纳起来主要的方

法有面积5周长法［!］、功率谱法［6］、结构函数法［(］、方

差法［3］和变分法［2］*本文采用变分的方法 *变分法最

初是由 78089［2］在一维情况下引入的，后又推广到

二维［1］，它的原理是利用包围粗糙表面所需的体积

(（!）与尺寸!之间满足幂函数关系：(（!）:!$ + )% *
因此求出不同尺寸下的体积 (（!），作对数5对数曲

线 ;-［(（!）’!$］5 ;-（"’!），斜率即为曲面的分形维数

)% *体积 (（!）的具体求法如下：在 ’ < ’ 的二维点

阵中，以点（ #，*）为中心，作边长为!的正方形区域，

定义曲面的上表面和下表面分别为该正方形区域内

的局域最高点 +, 和局域最低点 -, ，包围表面的体积

近似为上表面和下表面之间的体积：. =（!）&（ +, +
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!"）! 不 断 改 变 中 心 点 的 位 置 并 对 所 有 中 心 点 的

# "（!）求平均，就可得到尺寸为!下的体积$（!）!
多重分形谱可用盒计数法进行计算，将表面划

分为许多尺寸为!（!小于 #）的小盒子，%&’ 为第（ &，

’）个小盒子中的分布概率，如果概率分布属于多重

分形，则有

%&’（!）$!"， （#）

"一般称为奇异指数，它反映了分形体各个小盒子

尺寸!下高度分布概率随!变化的各个子集的性

质，"越大，子集的概率越小（因为!小于 #）! 若把

分形体上以"标记的子集中具有相同概率的盒子

数记为 ("（!），一般 ("（!）随!的减小而增大，如高

度分布属于多重分形，("（!）可写为

("（!）$!% )（"）， （&）

可以采用统计物理中常用的矩表示法求 )（"）’"，定

义 * 阶配分函数#*（!）后可得

#*（!）( ! %&’（!）* (!$（ *）， （)）

$（*）( *+,［*-#*（!）.*-!］， （/）

即从 *-#*（!）’ *-!的斜率中得到$（*）曲线 ! *-#*（!）’
*-!曲线的线性范围称为标度不变范围 ! 只有具有

标度不变性并在标度不变范围内才能求得准确的多

重分形谱 !理想的规则多重分形具有无限的标度不

变范围 !作下列勒让德变换可得

" ( 0［$（*）］.0*， （1）

)（"）("* %$（*）， （2）

)（"）’"为表面的多重分形谱 !规则分形的多重分形

谱可以通过（#）和（&）式的推导求出解析表达式，也

可以通过（)）—（2）式的统计物理方法由计算机数值

求解 ! )（"）’"一般为钟罩状和钩状，分形谱的宽度

%"(",34 %",+-，相应的最大、最小概率子集分形维

数的差别!) ( )（",+-）% )（",34）!

/ 结果与讨论

表 # 列出 2 种具有不同典型特征的生成元，第

一、二两种生成元为 %：%：%：（# % )%），前一种 % 5
# % )%，后一种 % 6 # % )%；第三、四种生成元为 %#：

%&：（# % %# % %&）.&：（# % %# % %&）.&，前一种 %#，%&

6（# % %# % %&）.&，后一种 %#，%& 5（# % %# % %&）.&；

第五种生成元为 %：%：# % %：# % %；；第六种生成元

为 %#：%&：%)：（# % %# % %& % %)）!很显然，由于生成

元的不同，构造的表面会有很大区别 ! 然而，如表 #

中第三列所示，这里所选择的 2 种生成元虽然具有

不同的特征，但由它们构造的表面却具有相同的

7,8 粗糙度（&( 9! 2)），也就是用传统的 7,8 粗糙度

不足以描述这些表面形貌间的差别 !

表 # 2 种具有不同典型特征的生成元及其

7,8 粗糙度和简单分形维数

生成元 7,8（&） +:

; : !&)&&.: !&)&&.: !&)&&.: !):)/ 9 !2) & !)<92)

;; : !&29=.: !&29=.: !&29=.: !#<22 9 !2) & !19:&)

;;; : !&9.: !&<.: !&&.: !&& 9 !2) & !/&2=/

;> :!&#.: !&).: !&=.: !&= 9 !2) & !/9=#

> :!&=:=.: !&=:=.: !&#<&.: !&#<& 9 !2) & !//&:

>; : !&1.: !&=.: !&9.: !&: 9 !2) & !1)&&1

与文献［&］相似，也将分形的方法引入到对这些

规则表面的表征中 ! 表 # 中第四列是用变分法计算

得的简单分形维数 !可以看出，虽然 7,8 粗糙度的数

值相同，然而由不同的生成元构造的表面分形维数

有明显差别 !生成元 / 个概率中大概率占主导地位

时构造的表面维数较大，如 ;;，>;，小概率占主导地

位时则维数较小，如 ; !这在一定程度上反映了表面

的总体形貌特征 !
表 # 所列 2 种生成元构造的表面具有不同的概

率分布特征 !而求简单分形维数时，一方面在每一个

局域正方形区域内体积的计算采取了近似的方法，

另一方面某一尺寸!下的体积是对所有!?!大小

的区域的体积作平均，而没有考虑不同位置处的差

别 !因此所得到的分形维数对表面也只是作整体上

的描述，不能全面反映概率分布的特征 !与之不同的

是多重分形根据实际的高度计算各区域的概率，统

计所有的概率差别，并通过加权处理将表面分成许

多子集"来研究，每一个子集代表一种类型的概率

%（!）$!" !
图 ) 示出上述 2 种生成元的多重分形谱，它们

的参数列于表 & !多重分形谱是呈钩状或钟罩状 !然
而对不同的生成元，多重分形谱有不同的形状和参

数 !第 ;，;; 类生成元 / 个概率中有三个概率相同，小

概率占主要地位时 )（",+-）( :，)（",34）( *-).*-&，!)
( % *-).*-&，)（"）呈右钩；而大概率占主要地位时则

正好 相 反，)（",+- ）( *-).*-&，)（",34 ）( :，!) (
*-).*-&，)（"）呈左钩 !第 ;;;、;> 类生成元 / 个概率中

有且只有两个概率相同，它们的多重分形谱也呈右
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钩和左钩，然而!! 的值发生变化，分别为 ! " 和 " #
第 $ 类生成元 % 个概率中概率两两相同，其 !（!&’(）

) !（!&*+）) "，!! ) ,，!（!）呈钟罩状 # 第 $- 类生成

元 % 个概率互不相同，!（!）虽也呈钟罩状，但其 !
（!&’(）和 !（!&*+）都等于零 # 具有这 . 种特征的生成

元，不管其内部概率的数值如何变化，相应多重分形

谱的!! 值都保持各自原有的值，亦即多重分形谱

的形状是与生成元的特征密切相关的，而生成元又

从根本上决定了概率分布，因此多重分形谱的形状

反映了概率分布的特征 #

图 / 表 " 中 . 种生成元的多重分形谱

表 0 表 " 中 . 种生成元构造的表面多重分形谱参数

生成元 !&’( !（!&’(） !&*+ !（!&*+） !! !!

- " #10,1" , 0 #",.2. " #23%4. , #/3232 ! "#23%4.

-- " #4,,11 "#23%4. 0 #/%... , , #%%234 "#23%4.

--- " #13231 , 0 #"3%%0 " , #/4322 ! "

-$ "#3/.2, " 0 #02"2% , , #%"2,% "

$ "#3/0/3 " 0 #"34.3 " , #/21/, ,

$- " #3/.2, , 0 #/0"4/ , , #%32%/ ,

由 "! 5"! !（!）式，可得 !（!）) ! 6(" 76("，!! )

!（!&’(）! !（!&*+ ）) !（ 6("!&’( ! 6("!&*+ ）76(" )

!（6("#&*+ ! 6("!&’(）76(" ) ! 6(（ "#&*+ 7"#&’( ）76("# 也

就是!! 的大小还可以统计最大、最小概率数目间

的比例，应用到实际的薄膜生长中，!! 反映了薄膜

表面粒子沉积在峰、谷位置数目的比例，因而也就反

映了表面岛屿的形状 #由于"小于 "，!! 小于 , 则概

率最大子集的数目小于概率最小子集的数目，粒子

更多地沉积在谷位置，相应的岛屿比较尖锐；相反

!! 大于零粒子更多地沉积在峰位，岛屿比较圆润；

而!! 等于零时粒子沉积在峰、谷位置的概率相等 #
多重分形谱的宽度用!!来表示，从表 0 中的

数据可以看出不同生成元的!!也不一样，图 % 中

以最大、最小概率比值的对数为横坐标画出了!!
的变化，!!随 6(（$&*+ 7$&’(）的增大而增大，并与之

呈线性变化 # 由公式 $ 5"!，有! ) 6($ 76("，!! )
!&*+ !!&’( ) 6($&’( 76(" ! 6($&*+ 76(" ) 6(（ $&’( 7$&*+ ）7
6("，因此多重分形谱宽度定量表征了最大、最小概

率间的差别 #在实际的薄膜生长中，!!定量表征了

薄膜表面的沉积粒子的起伏程度 #
由于多重分形谱的计算是在尺寸不断变化的过

程中进行的，所得到的!! 和!!并不是对 6(（"$&*+ 7
"$&’(）和 6(（$&*+ 7$&’(）的简单重复，而是在具有标度
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不变性前提下的统计结果 !这一点在随机的分形中

的作用显得尤为重要，因为规则分形具有理想的标

图 " !!随最大、最小概率比值的变化

度不变性，其!! 和!!始终与 #$（ "#%&’ ("#%)$ ）和

#$（#%&’ (#%)$）成正比，而在随机分形中，概率的分布

不可避免地有一些涨落，由实际的某一尺寸下计算

的 #$（"#%&’ ("#%)$）和 #$（ #%&’ (#%)$）因为这些涨落的

缘故而可能与统计结果差别很大，此时用多重分形

的方法得到的统计结果更能反映表面的特征［*+］!
总之，由于具有标度不变性，分形和多重分形对

表面的描述克服了 ,%- 粗糙度的缺点 ! 简单分形维

数是对表面形貌的整体表征，而多重分形谱全面反

映了表面概率的分布 !多重分形谱的宽度可以定量

表征表面的起伏程度，多重分形谱最大、最小概率子

集维数的差别可以统计表面最大、最小概率处的数

目比例 !
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:,:+:: 期 孙 霞等：规则表面形貌的分形和多重分形描述


