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1 2D 波包半经典运动方程

1.1 推导方法一 [1, 4]

体系哈密顿量为

H =
1

2m
[−ih̄ ∂

∂r⃗
+ eA⃗0(r⃗) + eδA⃗(r⃗, t)]2 + V (r⃗) (1)

其中 A⃗ 被吸收进磁布里渊区能带，δA⃗ 为微扰磁场对应磁矢势。对于强局域在 kc 附近的波包来说

|W0(t) >=

∫
MBZ

d2k⃗w(k⃗, t)|Ψ(k⃗) > (2)

1
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其中 |Ψ(k⃗) >= eik⃗·r⃗|u(k⃗) >。这里设置 w(k⃗, t) 为强局域在 kc 附近的包络曲线。同时对于宏观大固体来说，可

以同时满足 kc 和 rc 相对局域在晶体很窄的位置。对于 rc 附近的波包，近似为

W (r, t) = e−ie/h̄δA⃗(r⃗c,t)·r⃗W0(r⃗, t) (3)

⟨W |H|W ⟩ = ⟨W0|H ′|W0⟩ (4)

H ′ =
1

2m
{−ih̄▽+ eA⃗0(r⃗) + e[δA⃗(r⃗, t)− δA⃗(r⃗c, t)]}2 + V (r⃗)

= H0 +
e

2m
{[δA⃗(r⃗, t)− δA⃗(r⃗c, t)] · P⃗ + P⃗ · [δA⃗(r⃗, t)− δA⃗(r⃗c, t)]}

(5)

P⃗ = −ih̄▽r + eA0(r) (6)

其中 H0 为无微扰电磁场情况下的哈密顿量，我们定义微扰电磁场矢量势 δA⃗(r⃗, t) = −E⃗t+ 1/2δB⃗ × r⃗，由于
对易关系 [Pj , (δB⃗ × r⃗)j ] = 0，于是有

H ′ = H0 +
e

2m
δB⃗ · L⃗+ eEr (7)

故我们求得有磁布里渊区只有微扰磁场无微扰电场时时等效能带，也能解释为什么蝴蝶能谱存在能量劈裂，当

然这是量子化的劈裂

En(k) = ϵn(k) +
e

2m
δB⃗ · L⃗n(k⃗) (8)

下面导出等效拉格朗日量：根据 Eq3以及波包在 k⃗c 附近尖锐分布条件于是有

⟨W |ih̄∂t|W ⟩ = eδ
˙⃗
A(rc, t) · r⃗ − h̄∂targw(kc, t) (9)

rc = ⟨W |ih̄∂k|W ⟩ = −h̄∂kargw(kc, t) +A(kc) (10)

整个体系拉格朗日量为

L = ⟨W |ih̄∂t|W ⟩ − ⟨W |H|W ⟩ (11)

并根据拉格朗日量变换法则将 L→ L+ df
dt
后粒子运动方程不变，这里我们假设 f = h̄argw(kc(t), t)−eδA⃗(rc, t)·

r⃗，于是有等效拉格朗日量为

L = h̄k⃗c · ˙⃗rc − eδA⃗ · ˙⃗r + A⃗(kc) ·
˙⃗
kc − E(k)− eEr (12)

其中 E(k) = ϵ(k) + e
2m
δB⃗ · L⃗(k⃗) 根据 d

dt
∂L
∂ṙ

= ∂L
∂r
, d
dt

∂L
∂k̇

= ∂L
∂k
。同时根据附录” 电子在微扰磁场下角动量对波

包动力学影响” 中我们论证了 δB⃗ · L⃗(kc) 项对波包动力学方程无任何影响，所有影响都被吸收进 ϵn(k, t) 里面

了，故有

ṙ =
∂ϵn(k)

h̄∂k
− k̇ × Ωn(k)ẑ (13)

h̄k̇ = −eE(r)− eṙ × δB(r) (14)

在只有微扰磁场没有电场时候，根据上述方程可解得解得 [3] 半经典运动方程为

h̄k̇ = −
∂En

∂k⃗
× ẑδBe/h̄

1 + Ωn(k⃗)δBe/h̄
(15)

ṙ = k̇ × ẑ h̄

eδB
(16)
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加入电场后情况为

ṙ =
h̄

eδB
k̇ × ẑ + E⃗ × ẑ/δB (17)

超磁轨道 [3, 4]：在只有磁场没有电场下电子运动拉格朗日量 (Eq13、Eq14) 应该对应的半经典运动方程为

h̄k̇c = e[
∂E

h̄∂k⃗c
+

˙⃗
k × Ω]× δBẑ (18)

L(k, k̇) =
h̄2

2eδB
(k1k̇2 − k2k̇1) + h̄k̇ ·An(k)− En(kc) (19)

根据 d
dt

∂L(k,k̇)

∂k̇
= ∂L(k,k̇)

∂k
求得结果和运动方程 Eq18一致

下面得到超轨道量子化，对于一个周期来说，exp[ i
h̄

∮ T

0
Ldt] = 1，当然这在 Aharonov-Bohm 效应中得到

了体现，由此我们可以得到
1

2

∮
Cm

(k⃗ × dk⃗) · ẑ = 2π[m+
1

2
− Cm]

eδB

h̄
(20)

假设最外层磁轨道比第一磁布里渊区小，那么定义 δϕ = δBa2e/h，可得轨道数目大概等于

number of orbits =
1

qδϕ
+ Cm (21)

联合玻尔兹曼方程解输运曲线：根据 Eq13、Eq14和玻尔兹曼方程

ṙ · ∂f
∂r⃗

+ k̇ · ∂f
∂k⃗

= (
∂f

∂t
)coll = −

f − f0
τ(k)

(22)

当我们只考虑电场时可得

f = f0 − τ(
∂ϵ

h̄∂k⃗
· ∂f0
∂r⃗

+
e

h̄
(E⃗ × Ωẑ) · ∂f0

∂r⃗
− e

h̄
E⃗ · ∂f0

∂k⃗
) (23)

根据 Eq13可得无杂质时的电流为
J⃗ = −e

∫
d2k

(2π)2
f ˙⃗r (24)

JΩ
0 = −eṙ = −e

2

h̄
E⃗ ×

∫
d2k

(2π)2
Ω(k⃗)ẑ (25)

于是可得有杂质情况电流为 J = JΩ + Jτ + Jµ

JΩ = −e
2

h̄
E⃗ ×

∫
d2k

(2π)2
f0Ω(k⃗)ẑ (26)

Jτ = e2τ

∫
(−∂f0

∂ϵ
)v⃗b(v⃗b · E⃗) (27)

备注：这里 v⃗b =
∂ϵ

h̄∂k⃗
，这里用了对称性分析：x→ y, y → −x 应造成结论不变，故

−e
2τ

h̄

∫
d2k⃗

(2π)2
∂f0
∂ϵ

(E⃗ · ∂ϵ
∂k⃗

) · ( e
h̄
E⃗ × Ω⃗) = 0 (28)

Jµ = eτ

∫
d2k

(2π)2
(
∂f0
∂ϵ

) ˙⃗r( ˙⃗r · ∂ϵ
∂r⃗

) (29)

备注：这里讨论的是杂质足够弱不改变能带结构才成立。当 ϕ = 2πp/q 中 q 过大分裂能带过多时，杂质影响
变大 另一种表示形式：对以上推导做改进，实空间磁场看作 Berry 曲率，同时能带本身是含时变化的。根据
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Eq3可知 i ∂
∂r⃗c
|W0 > 和 i ∂

∂r⃗
|W0 > 不相关，因为 |W0 > 只依赖 r 不依赖 rc，而只有前者与实空间的 Berry 曲

率有关，通常大部分情况与磁场成正负号关系。对 Eq12做改进，有

L = −ϵ(r, k) + qcẋc + q̇c · ⟨u|i
∂u

∂qc
⟩+ ẋc · ⟨u|i

∂u

∂xc
⟩+ ⟨u|i∂u

∂t
⟩ (30)

ẋc =
∂ϵ

∂qc
− (
←→
Ω qx · ẋc +

←→
Ω qq · q̇c) + Ωtq (31)

q̇c = −
∂ϵ

∂xc
+ (
←→
Ω xx · ẋc +

←→
Ω xq · q̇c)− Ωtx (32)

(
←→
Ω xx)αβ = Ωxαxβ

= i[⟨ ∂u
∂xcα

| ∂u
∂xcβ

⟩ − ⟨ ∂u
∂xcβ

|∂xcα⟩] (33)

其中将里面的两个 x 任意一个换成 q 效果一致，类似的定义

(Ωtx)α = Ωtxα
= i[⟨∂u

∂t
| ∂u
∂xcα

⟩ − ⟨ ∂u
∂xcα

|∂u
∂t
⟩] (34)

备注：在拓扑介质加入电场和微扰磁场时 Ωtq = Ωtx = Ωqx = 0，同时

i[⟨ ∂u
∂xcα

| ∂u
∂xcβ

⟩ − ⟨ ∂u
∂xcβ

| ∂u
∂xcα

⟩] = −eδBαβ/h̄ (35)

1.2 有杂质位错情况下的 Berry Phase[5]

备注：此文章此部分推导喝多错误，很多量纲错误，我暂时不想推导了

1.3 只有电场情况下借鉴 Thouless Pump 原理的推导 [2]

对于含时微扰哈密顿量 H = V0(r) + V1(t)，对于晶格中电子而言 V0(r) 为紧束缚电子势，V1(t) 为拓扑

Pumping 微扰势。其中
H0|m(0) >= Em|m(0) > (36)

以下全部只讨论一阶修正。当 t = 0 时用普通微扰论

|ψm(0) >= |m(0) > +
∑
n ̸=m

1

Em − En

Vnm(0)|n(0) > (37)

当 Pump足够慢时，也可认为波函数近似呆在本征态上，我们定义用这种方式求出的本征态波函数为 |ϕm(t) >，

定义 |m(t) >= |m(0) >

|ϕm(t) >= e−iEmt/h̄[|m(t) > +
∑
n ̸=m

1

Em − En

Vnm(t)|n(0) >] (38)

当 t > 0 时含时微扰论给出结果

|ψm(t) >= e−iEmt/h̄|m(0) > −
∑
n ̸=m

i

h̄

∫ t

0

[Vnm(t′)ei(En−Em)t′/h̄dt′]e−iEnt/h̄|n(0) > + · ·· (39)

|ψ̇m(t) >=− i

h̄
Eme

−iEmt/h̄|m(0) > −
∑
p ̸=m

i

h̄
Vpm(t)e−iEmt/h̄|p(0) >

− 1

h̄2

∑
p ̸=m

[

∫ t

0

Vpm(t′)ei(Ep−Em)t′/h̄dt′]Epe
−iEpt/h̄|p(0) > + · ··

(40)
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下面式子 n ̸= m

⟨ψn(t)|ψ̇m(t)⟩ =− i

h̄
Vnm(t)ei(En−Em)t/h̄ − 1

h̄2

∫ t

0

Vnm(t′)ei(En−Em)t′/h̄Endt
′

+
1

h̄2

∫ t

0

V ∗
mn(t

′)ei(En−Em)t′/h̄Emdt
′

(41)

由于 V † = V，故 V ∗
mn = Vnm

|ψn(t) > ⟨ψn(t)|ψ̇m(t)⟩ =− i

h̄
Vmn(t)e

−iEmt/h̄|n(0) >

+
1

h̄2
[

∫ t

0

Vnm(t′)ei(En−Em)t′/h̄(Em − En)dt
′]e−iEnt/h̄|n(0) >

(42)

重新将 Eq39写成如下形式

|ϕm(t) >=e−iEmt/h̄[|m(t) > +
∑
n ̸=m

1

Em − En

Vnm(t)|n(0) >]

+
∑
n ̸=m

ih̄

En − Em

{− i
h̄
Vmn(t)e

−iEmt/h̄|n(0) > +
1

h̄2
[

∫ t

0

Vnm(t′)ei(En−Em)t′/h̄(Em − En)dt
′]e−iEnt/h̄|n(0) >}

(43)

故我们正确的补充推导出了文章 [2] 的公式

|ψm(t) >= |ϕm(t) > +ih̄
∑
n ̸=m

1

En − Em

|ψn(t) > ⟨ψn(t)|ψ̇m(t)⟩ (44)

当 Pump 足够慢时，|ψm(t) >≃ |ϕm(t) >，当 Pump 不是足够慢时，一阶修正为此式子。
根据上一节讨论，我们推广到 Bloch 态 |Ψn(k0, t) >= exp(ik0 · r)ûn(k0, t)，在弱电场下，ûn(k0, t) 修正为

un(k)− ih̄
∑
n′ ̸=n

un′(k)⟨un′(k)|u̇n(k)⟩
En(k)− En′(k)

(45)

对于实空间，修正为

ψ̃m(x, t) = ψm(x, t) + ih̄
∑
n ̸=m

ψn(x, t)
1

ϵn − ϵm
⟨ψn(t)|ψ̇m(t)⟩ (46)

电荷方程和电流方程

ρ = Ψ†Ψ, j⃗ = − ih̄

2m
(Ψ†▽Ψ−Ψ▽Ψ†) (47)

则电流的零阶项为零，忽略二阶项后一阶项为

jm =
h̄2

2m
{⟨ψn|ψ̇m⟩
ϵn − ϵm

[ψ∗
m(x, t)▽ψn(x, t)− ψn(x, t)▽ψ∗

m(x, t)]

− ⟨ψ̇m|ψn⟩
ϵn − ϵm

[ψ∗
n(x, t)▽ψm(x, t)− ψm(x, t)▽ψ∗

n(x, t)]}
(48)

⟨ψn(t)|ψ̇m(t)⟩ =
∫
dxψ∗

n(x, t)ψ̇m(x, t) (49)

由于周期边界下空间各向同性，故有

Jm =
h̄2

mL

∑
n ̸=m

1

ϵn − ϵm
[−⟨ψn|ψ̇m⟩⟨

∂ψm

∂x
|ψn⟩ − ⟨ψ̇m|ψn⟩⟨ψn|

∂ψm

∂x
⟩] (50)
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在这里，解得本征态为 |ψnk >= eikx|unk >，于是有

Jmk =
h̄2

2πm

∑
n ̸=m

1

ϵnk − ϵmk

[−⟨ψnk|ψ̇mk⟩⟨
∂ψmk

∂x
|ψnk⟩ − ⟨ψ̇mk|ψnk⟩⟨ψnk|

∂ψmk

∂x
⟩] (51)

下面我们得到一个代换公式，类似 x→ i∂k。主要是由于这里的 ϵn, ϵm 不是拓扑能带所需要的。我们假设整个

体系相当于冷原子中的光晶格，体系哈密顿量为

H0 =
P 2

2m
+ V0(x) (52)

H0|ψnk >= ϵn(k)|ψnk > (53)
(−ih̄▽+ h̄k)2

2m
um(k) = Emum(k) (54)

故对 um(k) 的有效作用哈密顿量 H ′
0 满足

H ′
0 =

(−ih̄▽+ h̄k)2

2m
+ V0(x) (55)

∂H ′
0

∂k
=

h̄

m
(−ih̄▽+ h̄k) (56)

▽ = i
m

h̄2
∂H ′

0

∂k
− ik (57)

∂ψmk

∂x
= ▽(umke

ikx) = i
m

h̄2
∂H ′

0

∂k
umke

ikx (58)

代入 Eq51可得等效变量替换公式
1

ϵm(k)− ϵn(k)
∂

∂x
↔ im

h̄2
∂

∂k
(59)

代入 Eq51得
Jmk =

i

2π
[⟨ ∂
∂k
ψmk|ψ̇mk⟩ − ⟨ψ̇mk|

∂

∂k
ψmk⟩] (60)

还要注意，这里没有讨论零阶项，零阶项对应的就是电子在 Bloch 能带的运动行为 ṙm = ∂Em(k)
∂k

于是可得半

经典运动方程

ṙ =
∂En(k)

h̄∂k
− k̇ × ẑΩn(k) (61)

h̄k̇ = −eE (62)

1.4 刘维尔定理失效 [6]

对于一个相空间 △V = △r△k，相空间随时间变化为
1

△V
d△V
dt

= ▽r · ṙ + ▽k · k̇ (63)

其中 ▽r,▽k 分别作用在 ṙ, k̇ 上，故有

▽r · ṙ + ▽k · k̇

=▽r(
∂ϵ

h̄∂k⃗
− k̇ × Ω) + ▽k · (−eE −

e

h̄
ṙ × B⃗)

=− ▽r · (k̇ × Ω)− e

h̄
▽k · (ṙ × B⃗)

=− ▽r · [(−
e

h̄
E(r)− e

h̄
ṙ ×B(r))× Ω]− e

h̄
▽k · [(

1

h̄

∂ϵn(k)

∂k⃗
− k̇ × Ωn(k))×B]

(64)
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根据 ▽ · (A⃗× B⃗) = (▽× A⃗) · B⃗，以及 ▽× E = −∂tB 可得

▽r · ṙ + ▽k · k̇

=
e

h̄
▽r · [(ṙ · Ω)B − (B · Ω)ṙ] + e

h̄
▽k · [(k̇ ·B)Ω− (B · Ω)k̇]− e

h̄

∂B⃗

∂t
· Ω⃗

=− e

h̄
(B · Ω)(▽r · ṙ + ▽k · k̇)−

e

h̄

∂B⃗

∂t
· Ω⃗

(65)

故

(1 +
e

h̄
B · Ω)(▽r · ṙ + ▽k · k̇) = −∂t[1 +

e

h̄
B · Ω] (66)

d

dt
[(1 +

e

h̄
B · Ω)△V ] = 0 (67)

故定义态密度为

Dn(r, k) = (2π)−d(1 +
e

h̄
B · Ω) (68)

引申结论 1：Streda Formula:

σxy = −e( ∂ne

∂Bz

)µ = −e
2

h̄

∫ µ dk⃗

(2π)d
Ωz (69)

引申结论 2：磁阻效应，当固体材料中电子数量相同时，由于态密度不同，在不同磁场下能带填充会有空穴和
上能带导电电子，故当磁场振荡变化时，磁阻跟着变化

引申结论 3：对金属磁化强度修正。对于玻尔磁子来说能量劈裂为 −gl e
2me

L⃗ · B⃗，再引用附录中用波包动
力学方法求得的角动量表达式，可得磁化为

m(k⃗) = −i e
2h̄
⟨▽ku| × [H0(k)− ϵ0(k)]|▽ku⟩ (70)

E =

∫ µ(B) dk⃗

(2π)d
(1 +

e

h̄
B · Ω)(ϵ0(k)−m(k) · B⃗) (71)

一般对于正常金属 eB·Ω
h̄
∼ 10−2,m(k) ·B << ϵ0(k)，且电子数密度守恒

ne =

∫ µ(B) dk⃗

(2π)d
(1 +

e

h̄
B · Ω) (72)

定义
∫
dk⃗ = Sddk，则有

M = −∂E
∂B

=

∫ µ0 dk⃗

(2π)d
(m(k)− eΩ

h̄
ϵ0(k))−

∂µ(B)

∂B
µ0

Sd

(2π)d|▽kϵ0(k)|
(73)

∂µ(B)

∂B

Sd

(2π)d|▽kϵ0(k)|
+

∫ µ0 dk⃗

(2π)d
eΩ

h̄
= 0 (74)

故由此可得

M =

∫ µ0 dk⃗

(2π)d
(m(k) +

eΩ

h̄
[µ0 − ϵ0(k)]) =

e

2h̄

∫ µ0 dk⃗

(2π)D
i⟨▽ku| × [2µ0 − ϵ0(k)−H0]|▽ku⟩ (75)

下面计算对易子：我们不做严格数学推导，我们只做物理图像分析。在固体物理中同样存在 △x△k = h，当

然这在微扰磁场为 0 时严格成立，当有微扰磁场 δB 时，同样的底带能容纳电子数更多，△x△k = h
1+ e

h̄ δBΩ
。
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我们从抽象原理想一想，如果 △x = 0,△k = 0，那么对易子一定为 0，因为 x 和 k 都完全确定了。因此，在
有微扰磁场时，对易子一定有变化

下面我们看对易子如何变化。对于 kx, ky 动量空间来说，在同一个有效布里渊区底带能容纳电子数目更

多了，因此 △kx△ky 应该乘以 1
1+ e

h̄ δBΩ
；同样类似的道理，将动量空间换成实空间也有一致的结果，因此变化

为

△x→ △x√
1 + e

h̄
δB · Ω

,△kx →
△kx√

1 + e
h̄
δB · Ω

(76)

下面我们计算对易子，对于最简单的易于理解的情况

[px, py]|kx=k0
x,ky=k0

y
= −i

e
h̄
B

1 + e
h̄
BΩk0

xk
0
y

, [x, kx]|kx=k0
x,ky=k0

y
= i

1

1 + e
h̄
BΩk0

xk
0
y

(77)

下面我们计算一个难以理解的对易子 [x, y]，用类似 thouless pump 原理，y 写作 ⟨uk|i∂ky|uk⟩，pump 微小时
刻移动距离为 ⟨uk(t+△t)|i∂ky|uk(t+△t)⟩ − ⟨uk(t)|i∂ky|uk(t)⟩ = Ωtky

△t。因此根据此原理我们可以得到

[x, y]|kx=k0
x,ky=k0

y
= i

Ωk0
xk

0
y

1 + e
h̄
BΩk0

xk
0
y

(78)

牛老师在这篇文章中提到的新问题是：如何将态密度修正运用到路径积分中，定义 ξ = (x, p)，则路径积分表

达式为

⟨out|S|in⟩ =
∫ ∏

i

Dξexp[
i

h̄

∫
Ldt] (79)

L =
1

2
ξaJabξ

b − ϵ(ξ) + ξ̇aAa(ξ) (80)

1.5 基于波包动力学的泊松括号修正 [12]

下面我们来比较严格的求解基于波包动力学的泊松括号，其运动方程为

ẋ = ∂ph− ṗ× Ω(k) (81)

ṗ = −∂xh− ẋ×B (82)

故有：

ξ =



x1

x2

x3

p1

p2

p3


(83)

我们定义泊松括号和运动方程满足：

ξ̇α = [h, ξα] = ωαβ∂βh (84)

[f, g] = ωαβ∂αf∂βg (85)

ωαβ =

[
A −I
I C

]
(86)
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ωαβ = (ωαβ)
−1 (87)

Where

A =


0 −B3 B2

B3 0 −B1

−B2 B1 0

 (88)

C =


0 Ω3 −Ω2

−Ω3 0 Ω1

Ω2 −Ω1 0

 (89)

Matlab 数值模拟得

ωαβ =
1

1 + B⃗ · Ω⃗

[
C D

−D A

]
(90)

Where:
Dij = δij +BiΩj (91)

故泊松括号关系式为

[xi, xj ] =
ϵijkΩk

1 + B⃗ · Ω⃗
(92)

[xi, kj ] =
δij +BiΩj

1 + B⃗ · Ω⃗
(93)

[ki, kj ] = − ϵijkB
k

1 + B⃗ · Ω⃗
(94)

2 石墨烯谷霍尔效应简介 [7]

对于石墨烯，在不同谷 (k⃗ · a⃗1, k⃗ · a⃗2, k⃗ · a⃗3) = (0,± 2
3
π,∓ 2

3
π) 展开得有效哈密顿量

H =

√
3

2
at(qxτzσx + qyσy) +

△
2
σz (95)

根据磁化强度公式可算 [4] 得

m(k) = −i e
2h̄
⟨▽ku| × [H(k)− ϵ(k)]|▽ku⟩ = τz

3ea2△t2

4h̄(△2 + 3q2a2t2)
(96)

当 q → 0 时这和 Bohl 磁子类似。由于在空间反演下，磁化强度反向，因此谷磁化必须在空间反演破缺 △ ̸= 0

才能发生

谷依赖磁化强度 [6]，其中 2 倍表示上自旋下自旋的简并

M = 2

∫
d2k

(2π)2
[m(k) +

e

h̄
(µ− ϵ(k))Ω(k)] (97)

当化学势对各谷相同时，整体谷磁化为 0。这里我们引入带自旋的偏振光作用，光自旋和谷自旋共同作用，
诱导谷自旋变化，从而对两个不同类型谷占据不同，µ1 ̸= µ2，从而诱导谷磁化和谷霍尔效应
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图 1: 石墨烯 Berry Phase 主要集中在谷附近能量范围较小值，计算数据：t = 2.82eV,△ = 0.28eV

参考附录” 电子在微扰磁场下角动量对波包动力学影响” 可得 m(k) = e
h̄
ϵ(k)Ω(k)，代入 Eq97可得 M =

2 e
h̄

∫
d2k
(2π)2

µΩ(k)。

由于石墨烯 Berry Phase 主要集中在谷附近能量范围较小值，如图 1所示，故谷磁化为

δM = 2
e

h
[µ1C1(µ1) + µ2C2(µ2)] ≈ 2

e

h
C1(

µ1 + µ2

2
)(µ1 − µ2) (98)

2πCi(µ) =

∫ µi

d2kΩi(k) (99)

对于谷附近 Berry phase 和相应霍尔电导，形式为

Ω(q) = τz
3a2△t2

2(△2 + 3q2a2t2)3/2
(100)

jx =
e2

h
[
△
2µ̄2
− 9△t2q̄2Fa2

8µ̄4
]δµEy (101)

m̄u = (µ1 + µ2)/2, δµ = µ1 − µ2 (102)

3 四维波包动力学方程推导 [8]

根据之前波包动力学方程

ṙ =
∂ϵn(k)

h̄∂k
− k̇ × Ωn(k)ẑ (103)

h̄k̇ = −eE(r)− eṙ × δB(r) (104)

写成四维形式为 [
−δB −I
I Ω

][
ṙ

k̇

]
=

[
E

∂ϵ

]
(105)

其中 ṙ = [ẋ ẏ ż ẇ]T , k̇ = [k̇x k̇y k̇z k̇w]
T , E = [Ex Ey Ez Ew]

T , ∂ϵ = [ ∂ϵ
∂kx

∂ϵ
∂ky

∂ϵ
∂kz

∂ϵ
∂kw

]T，且

−δB =


0 −Bxy −Bxz −Bxw

Bxy 0 −Byz −Byw

Bxz Byz 0 −Bzw

Bxw Byw Bzw 0

 (106)
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Ω =


0 Ωxy Ωxz Ωxw

−Ωxy 0 Ωyz Ωyw

−Ωxz −Ωyz 0 Ωzw

−Ωxw −Ωyw −Ωzw 0

 (107)

为了推导四维动力学方程，我们先讨论这样一个情形，假设能带全部被拉平了，且 δB 矩阵的各分量都趋近于

零，于是有 [
ṙ

k̇

]
≈

[
−I − Ω · δB 0

0 −I − δB · Ω

]
·

[
−Ω −I
I δB

]
·

[
E

∂ϵ

]
(108)

通过此计算出来的电流为

ṙµ = ΩµγEγ +ΩµνBνγΩγδEδ (109)

由于刘维尔定理失效，故该电流算符还要乘以态密度修正，下面我们导出四维情形下的态密度修正。我们

假设没有磁场和拓扑贝利曲率时候电子运动波包为 ṙ0, k̇0，于是四维形式运动方程为[
−δB −I
I Ω

][
ṙ

k̇

]
=

[
E

∂ϵ

]
(110)

进行坐标变换可得[
λ1234 0

0 λ4567

][
ṙ′

k̇′

]
=

[
E′

∂k′ϵ

]
,

[
λ1234 0

0 λ4567

][
ṙ′/ṙ′0

k̇′/k̇′0

]
=

[
1

1

]
(111)

上述讨论的是 4D情形，下面我们讨论 2D情形，考虑相空间各向同性，mathematica计算得 det(−I+δB ·Ω) =
det(−I +Ω · δB)，在 2 维情况下值为 (1 + δBxyΩxy)

2，于是相空间变化得

(1 + δBxyΩxy)△x△y = △x0△y0 (112)

(1 + δBxyΩxy)△kx△ky = △kx0△ky0 (113)

这和之前结论一致，利用 mathematica 算得四维情形为√
| − I +Ω ·B| = 1 + ΩxyBxy +ΩxzBxz + · · ·+ΩzwBzw + (BxwByz −BxzByw +BxyBzw)(ΩxwΩyz − ΩxzΩyw +ΩxyΩzw)

= 1 +
1

2
ΩµνBµν +

1

64
(ϵαβγδBαβBγδ)(ϵµνλρΩµνΩλρ)

(114)

下面我们由态密度修正得到四维量子霍尔效应电流表达式，我们只计算微扰到二阶项情形

jµ =

∫
d4kṙµD(r, k)

=

∫
d4k

(2π)4
[EνΩµν + (EδΩ

γδBνγΩµν +
1

2
EνΩµνBδγΩδγ)]

= Eν
1

(2π)4

∫
Ωµνd4k +

ν2
4π2

ϵµαβνEνBαβ

(115)

当然，由 Chern-Simons 场论得到的四维量子霍尔效应电流也可得到一模一样的结果

j(2)µ =
ν2
4π2

ϵµαβνEνBαβ (116)

ν2 =
1

4π2

∫
d4k[ΩxwΩyz − ΩxzΩyw +ΩxyΩzw] (117)

δρ(2) =
1

(2π)4
(BxwByz −BxzByw +BxyBzw)(ΩxwΩyz − ΩxzΩyw +ΩxyΩzw) (118)
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4 二阶非线性霍尔效应 [9]

我感觉这篇文章的开头写的很好，一般的量子霍尔效应是打破时间反演对称性的，而我们是用交流电场

驱动在维持时间反演对称性情况下仍然有二阶非线性霍尔效应。下面我们来推导此，根据 Boltzmann 方程
∂f

∂t
+ ˙⃗r · ▽rf −

eE

h̄
▽kf = −f − f0

τ
(119)

这里我们认为 ▽rf = 0，只讨论 f = f(k, t)，我们认为 τ 很小视作微扰，定义 f = Re[f0/2 + f0
1 /2 + f0

2 /2 +

· · ·+ h.c.+ fω
1 /2e

iωt + f2ω
2 /2e2iωt + · · ·+ h.c.], Ea,b = ϵa,b/2e

iωt + ϵ∗a,b/2e
−iωt，于是有

f1 = fω
1 e

iωt, fω
1 =

eτϵa∂af0
1 + iωτ

(120)

f0
2 =

(eτ)2ϵ∗aϵb∂abf0
2(1 + iωτ)

(121)

f2ω
2 =

(eτ)2ϵaϵb∂abf0
(1 + iωτ)(1 + 2iωτ)

(122)

其中对 f0 的动量空间偏导数只在费米面附近有贡献，这里我们不考虑磁场带来的修正，继续沿用牛谦老师

Berry Phase 半经典理论那一套，有
ja = −e

∫
k

fkva (123)

va = ∂aϵk + ϵabcΩbk̇c (124)

Ωa ≡ ϵabc∂bAc, Ac = −i⟨uk|∂c|uk⟩ (125)

ϵabcΩb = Ωac (126)

如果 ω << energy− gap，零级项为量子霍尔电流。在时间反演对称性不被破坏情况下，此项为零；当然对电
场的一阶响应给出给出基本的固体电阻公式，和固体物理教材和讲义一致，为 σxx = ne2τF

m∗ 。所以给出二阶响

应就是新奇的响应，更高阶响应是 remaining question。我们根据以上式子可计算出：

ja =
1

2
(j0a + j2ωa e2iωt + h.c.) (127)

则有

j0a =
e2

2

∫
k

ϵabcΩbϵ
∗
cf

ω
1 − e

∫
k

f0
2∂aϵk (128)

j2ωa =
e2

2

∫
k

ϵabcΩbϵcf
ω
1 − e

∫
k

f2ω
2 ∂aϵk (129)

由于以上两个式子第二项包含
∫
d2k∂aϵk∂bcf0(k)，由于时间反演对称性故积分结果为零，我们讨论的所有情

况都是能带不占完情况，因此上一式子不消失，于是有

j0a = χabcϵbϵ
∗
c , j

2ω
a = χabϵbϵc (130)

χabc = ϵagc
e3τ

2(1 + iωτ)

∫
k

(∂bf0)Ωg (131)

我们考虑零温情形，∂bf0 只在费米面附近有贡献，也因此我们可以写成

χabc = −ϵagc
e3τ

2(1 + iωτ)

∫
k

f0(∂bΩg) = −
e3τ

2(1 + iωτ)

∫
k

f0(∂bΩac) (132)
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我们现在考虑二维材料，在二维面内加电场，测定在二维面上的响应。我们可以定义

Da =

∫
k

f0(k)∂aΩz(k) (133)

于是可得二阶非线性响应表达式

j⃗0 =
e3τ

2(1 + iωτ)
ẑ × ϵ⃗∗(D⃗ · ϵ⃗) (134)

j⃗2ω =
e3τ

2(1 + iωτ)
ẑ × ϵ⃗(D⃗ · ϵ⃗) (135)

从这个图像上看，满足 Mx,My 对称性的二维材料大概率没有二阶非线性霍尔效应，比如 QWZ Model，假设
EF 没有达到底带的顶端，整个体系就是个导体，而且实际计算得二阶非线性霍尔系数为 0。因此要施加一些
调制，比如 sinkxI, sinkyI, coskxI, coskyI 这样的 term。来打破 Mx,My 对称性，使二阶非线性系数不为 0。
论文 [9] 给出了很复杂的二阶非线性霍尔响应结果，从该结果来看只有底带没有被填满时才有二阶非线性霍尔
效应

当然，理论上会有三阶非线性霍尔效应，这里不再讨论了

5 带温度情况热输运波包动力学方程 [11]

本文开头写的太好了，之前的是力学力，但对大量粒子运动行为的统计力对 Berry Phase 修正目前还是
问题。近期的实验表明了反常热输运肯定不是过去的电子弛豫时间那一套搞出来的，而是 Berry 相诱导内禀
机制修正。此理论还能恰好完美解释实验

而且这个修正造成影响有：温度激发热电流、电场诱导热输运。此电流还是 ▽× M⃗ 那一套搞出来的。
由于之前 Berry Phase 方法和 Vanderbilt 磁化方法都给出了相同的磁化公式，因此我们可以用同一个公

式来讨论。

下面我们将 Berry Phase 那一套推广到低温情形，波包构型基本不变，自由能变为

F = − 1

β

∑
k

log(1 + e−β(ϵM−µ)) (136)

ϵM = ϵ(k)− m⃗(k) · B⃗ (137)

其中 m⃗(k) 为 Bohr 磁子，之前的波包动力学方法已经给出了 m⃗(k) = −i e
2h̄
⟨▽ku| × (Hk − ϵk)|▽kuk⟩。于是有

M⃗(r) =

∫
[dk]f(r, k)m⃗(k) +

1

β

∫
[dk]

e

h̄
Ω⃗(k)log[1 + e−β(ϵ−µ)] (138)

其中
∫
[dk] =

∑
k，且 f(r, k) =

1+ e
h̄ B⃗·Ω⃗

1+eβ(ϵM−µ)，ϵM = ϵk−m⃗k ·B⃗，这里面第一项是由体内自旋形成的小环流形成的
体内磁化，在本论文出来的时候，输运测量无法探测到 ▽× M⃗LC 这个电流，因此只能探测到后一项 ▽× M⃗IC

电流，因此有

j⃗ = −e
∫
[dk]g(r, k)

dr⃗

dt
− ▽× 1

β

∫
[dk]

e

h̄
Ω⃗(k)× log(1 + e−β(ϵ−µ)) = j⃗0 + j⃗1 (139)

如果知识化学势梯度造成修正，则有

j⃗1 = −▽µ×
e

h̄

∫
[dk]fF (k)Ω(k)ẑ (140)
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其中 fF = 1
eβ(ϵ−µ)+1

。我们现在考虑温度造成的影响

j⃗1 = −
▽T
T
× e

h̄

∫
[dk]Ωk[(ϵk − µ)fF (k) + kBT log(1 + e−β(ϵk−µ))]ẑ (141)

我们定义 Ω(ϵ)dϵ = Ω(k)dk，且定义 σ(ϵ) =
∫ ϵ

−∞ Ω(ϵ′)dϵ′，于是有

j⃗in = −▽T
T
× e

h̄

∫
dϵΩ(ϵ)[(ϵ− µ)f +

1

β
log(1 + e−β(ϵ−µ))]ẑ

= −▽T
T
× e

h̄

∫
dσ(ϵ)× [(ϵ− µ)f +

1

β
log(1 + e−β(ϵ−µ))]ẑ

=
▽T
T
× e

h̄

∫
dϵσ(ϵ)× (ϵ− µ)∂f

∂ϵ
ẑ

(142)

故

jin,x = (−▽yT

T
)× e

h̄

∫
dϵσ(ϵ)× (ϵ− µ)∂f

∂µ
ẑ

= (
▽yT

T
)× e

h̄

∫
df(ϵ)× σ(ϵ)(ϵ− µ)ẑ

= −(▽yT

T
)× e

h̄

∫
dϵf(ϵ)

∂

∂ϵ
[σ(ϵ)(ϵ− µ)]ẑ

(143)

在黄昆《固体物理》中有一个公式∫ +∞

0

f(E)Q′(E)dE = Q(EF ) +
π2

6
(kBT )

2Q′′(EF ) (144)

故我们可以得到热霍尔电流的 Mott 关系

j⃗in = −▽T
T
× e

h̄

π2

3
(kBT )

2 dσxy(ϵ)

dϵ
|ϵ=ϵF ẑ (145)

下面我们推导电场诱导能流。本文没有给出详细的完全从底层波包动力学原理推导的能流公式 −E⃗ × M⃗(k⃗)，

但从经典图像很好理解此。因此能流表达式为

J⃗E =

∫
[dk]g(k)(ϵk − µ)

dr⃗

dt
− E⃗ ×

∫
[dk⃗]f(k⃗)m(k⃗) (146)

根据之前类似的讨论，去掉 M⃗LC 完全的波包内禀自旋造成影响，只讨论 M⃗IC 造成影响，有：

j⃗Qin = E⃗ × e

h̄

∫
[dk]Ω⃗[(ϵ− µ)f + kBT log(1 + e−β(ϵk−µ))] (147)

其第一项为量子霍尔电流项。于是有

j⃗Qin = E⃗ × e

h̄

π2

3
(kBT )

2 dσxy(ϵ)

dϵ
|ϵ=ϵF (148)

经过第一性原理计算，这完美解释了实验
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6 附录

6.1 电子在微扰磁场下角动量对波包动力学影响 [4]

还是运用波包强聚焦在 kc 条件，计算波包角动量算符

Ln(kc) =

∫
d2k′

∫
d2kw∗(k′)w(k)⟨Ψn(k

′)|(r⃗ − r⃗c)× P⃗ |Ψn(k)⟩

=
∑
n′

∫
d2k′

∫
d2kw̃∗(k′)w̃(k)⟨un(k′)|ei(k−k′)·(r−rc)(r − rc)|un′(k)⟩ × ⟨un′(k)|P̃ (k⃗)|un(k)⟩

=
∑
n′

∫
d2k′

∫
d2kw̃(k′)⟨un(k′)|ei(k−k′)·(r−rc)ih̄∂k|un′(k)⟩ × ⟨un′(k)|P̃ (k⃗)|un(k)⟩

+

∫
d2k′

∫
d2kw̃∗(k′)w̃(k)⟨un(k′)|ei(k−k′)·(r−rc)|un′(k)⟩ih̄∂k[w̃(k)⟨un′(k)|P̃ (k⃗)|un(k)⟩]

− rc
∑
n′

∫
d2k′

∫
d2kw̃(k′)w(k)⟨un(k′)|ei(k−k′)·(r−rc)|un′(k)⟩ × ⟨un′(k)|P̃ (k)|un(k)⟩

=
∑
n′

∫
d2k − i|w̃(k)|2⟨∂un(k)

∂k
|un′(k)⟩ × ⟨un′(k)|P̃ (k⃗)|un(k)⟩

+

∫
d2kw̃∗(k)ih̄∂k[w̃(k)⟨un(k)|P̃ (k⃗)|un(k)⟩]

− rc
∫
d2k|w̃(k)|2rc × ⟨un(k)|P̃ (k)|un(k)⟩

=− i⟨∂un(k)
∂k

| × P̃ (k⃗)⟩|k=kc
− h̄∂kargw̃(k)⟨un(k)|P̃ (k⃗)|un(k)⟩|k=kc

− rc × ⟨un(kc)|P̃ (kc)|un(kc)⟩

(149)

根据

P̃ (k⃗) =
m

h̄

∂H̃

∂k
(150)

可以将上式第二项写为

m

h̄
⟨∂un
∂k1
|∂H̃
∂k2
|un⟩ − (k1 ↔ k2)

=
m

h̄
⟨∂un
∂k1
|∂un
∂k2
⟩ϵn +

m

h̄
⟨∂un
∂k1
|un⟩

∂ϵn
∂k2
− m

h̄
⟨∂un
∂k1
|H|∂un

∂k2
⟩ − (k1 ↔ k2)

=
m

h̄
⟨∂un
∂k
| × (ϵn − H̃)|∂un

∂k
⟩+ ⟨∂un

∂k
|un⟩ × ⟨un|P |un⟩

(151)

于是可得

Ln = −h̄∂kw(k)Pn(k)|k=kc
+ i

m

h̄
⟨∂un
∂k
| × (Ĥ − ϵn)|

∂un
∂k
⟩|k=kc

− i⟨∂un
∂k
|un⟩ × P⃗n|k=kc

− r⃗c × P⃗n|k=kc
(152)
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图 2: 红圈为公式 Eq.157中的 MLC 项，边界环路为 MIC 项。MLC 中 LC 为 local circulation，刻画一个个
小格点附近电子的回旋运动产生磁化；MIC 的 IC 为 itinerant circulation，只在边界附近的电流有贡献

根据 Eq10可得上式后三项全部抵消，故 Ln 算符对波包动力学方程无任何影响，只造成蝴蝶能谱能带劈裂。

我们进一步化简

Ln(k) = i
m

h̄
[⟨∂un
∂k1
|Ĥ − ϵn|

∂un
∂k2
⟩ − c.c.]

= i
m

h̄
[
∑
α ̸=n

⟨∂un
∂k1
|uα⟩⟨uα|

∂un
∂k2
⟩(ϵα − ϵn)− c.c.]

= i
m

h̄
[
∑
α ̸=n

⟨un| ∂H∂k1
|uα⟩⟨uα| ∂H∂k2

|un⟩
ϵα − ϵn

− c.c.]

(153)

备注：由于 Berry 项分母为 (ϵα − ϵn)2 因子，故在非二能级情形这里计算结果和 Berry Phase 无关。对于二
能级情形，若上能带和下能带对同一 k 能量本征值反号，则有

Ln(k) = −2ϵ(k)Ω(k) (154)

6.2 Vanderbilt 等人给出的磁化公式 [10] 和波包动力学方程给出的磁化结果一致性

利用下列磁化公式计算磁化：

v = − i
h̄
[r,H ] (155)

M = − e

2c

∑
i

⟨wi|r⃗ × v⃗|wi⟩ (156)

最大的麻烦之处在于 r⃗ × v⃗ 在 Bloch 表象下是 ill Defined. 我们将磁化分成两个部分

M =− e

2Ac

∑
i

⟨wi|(r⃗ − r⃗i)× v⃗|wi⟩ −
e

2Ac

∑
i

r⃗i × ⟨wi|v⃗|wi⟩

=MLC +MIC

(157)

其中 r⃗i = ⟨wi|r⃗|wi⟩。其 MLC 和 MIC 的物理图像如图 2所示。根据公式 Eq.155和 Eq.156，可得

MLC =
e

2A0h̄c
Im⟨0|r⃗ ×Hr⃗|0⟩ = e

2h̄c
Im

∫
d2k

(2π)2
⟨∂kuk| ×Hk|∂kuk⟩ (158)

由于 MIC = − e
2Ac

∑
i r⃗i × ⟨wi|v⃗|wi⟩，且 v⃗ = − i

h̄
[r,H ]。下面用我自己的理解来推导 MIC，我们定义 Pk =∑

k |uk >< uk| =
∑

j |wj >< wj | 为粒子占据格点算符，由于

tr[Pkr(I − Pk)HPk] = 0 (159)
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且当 Wannier 波函数局域在体内时 ⟨wj |v⃗|wj⟩ = 0，于是有

MIC = − e

Ach̄

∑
i

∑
j

ϵαβ⟨wi|Rα|wi⟩Im⟨wi|rβ|wj⟩⟨wj |H|wi⟩ (160)

由于

⟨wi|r|wj⟩ =
∫

d2k

(2π)2
⟨uk|rβ|uk⟩eik⃗·(r⃗i−r⃗j) =

∫
d2k

(2π)2
Aβ

ke
ik⃗·(r⃗i−r⃗j) (161)

⟨wj |H|wi⟩ =
∫

d2k

(2π)2
Eke

−ik⃗·(r⃗i−r⃗j) (162)

故有

MIC = − e

Ach̄

∑
i

∑
j

ϵαβr
α
i × Im

∫
d2kd2k′

(2π)4
Aβ

ke
ik⃗·(r⃗i−r⃗j)Ek′e−ik⃗′·(r⃗i−r⃗j)

= − e

2Ach̄

∑
i

∑
j

ϵαβ(r
α
i − rαj )× Im

∫
d2kd2k′

(2π)4
Aβ

ke
ik⃗·(r⃗i−r⃗j)Ek′e−ik⃗′·(r⃗i−r⃗j)

= − e

2Ach̄

∑
i

∑
j

ϵαβIm

∫
d2kd2k′

(2π)4
Aβ

k [−i∂kα
]eik⃗·(r⃗i−r⃗j)Ek′e−ik⃗′·(r⃗i−r⃗j)

= − e

2Ach̄

∑
i

∑
j

ϵαβIm

∫
d2kd2k′

(2π)4
(i∂kα

Aβ
k)e

ik⃗·(r⃗i−r⃗j)Ek′e−ik⃗·(r⃗i−r⃗j)

= − e

2Ach̄
ϵαβIm

∫
d2k

(2π)2
(i∂kα

Aβ
k)Ek

= − e

2Ach̄

∫
d2k

(2π)2
EkΩk

(163)

故有

M =
e

2h̄c
Im

∫
d2k

(2π)2
⟨∂kuk| × (Hk + Ek)|∂kuk⟩ (164)
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