
外微分：简化多变量微积分中的公式、简化热统中公式、简化
非阿贝尔规范场的表述
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2022 年 5 月 12 日

1 外微分

陈省身十分深刻指出，多变量微积分与单变量微积分根本差别是前者有外微分形式，而不巧的是外微分
这一概念被剔除出了多变量微积分教材。但是数学发展常常是更高级更简单的概念出现在更低级更复杂的概
念之后。外微分作为一个高级概念，它用一个公式统一了 Strokes、Green、Gauss、Newton-Leibniz 公式，且
用一个公式统一了热统中一系列繁杂的公式。Hilbert 说外微分形式是“更有力的工具和更简单的方法”，因此
值得在本篇文章中提出来引起大家的重视，并期望之后能回归到微积分教材中去
外微分概念起源于积分中的定向。从 A 到 B 的线积分，和从 B 到 A 的线积分中间差了符号，有∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx

而关于曲面如何定向的问题，我们这样来看。对于一个被定向了的曲面 D，有∫ ∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
D′
f(x(u, v), y(u, v))

∂(x, y)

∂(u, v)
dudv

dxdx =
∂(x, x)

∂(u, v)
dudv = 0

dydx =
∂(y, x)

∂(u, v)
dudv = −∂(x, y)

∂(u, v)
dudv = −dxdy

我们通过此完成了对二维曲面的定向，满足上述两条规则的微分乘积叫微分的外积，记作 dx
∧
dy

引入外积运算
dx

∧
dx = 0, dy

∧
dy = 0, dz

∧
dz = 0

dx
∧
dy = −dy

∧
dx, dy

∧
dz = −dz

∧
dy, dz

∧
dx = −dx

∧
dz

(dx
∧
dy)

∧
dz = dx

∧
(dy

∧
dz)

Poincare 引理：若 ω 为一外微分形式，其微分形式的系数具有二阶连续偏导数，则 ddω = 0，即边界没
有边界

Poincare 逆定理：若 ω 是一个 p 次外微分形式，且 dω = 0，则存在一个 p-1 次外微分形式 α，使得
ω = dα
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同时我们定义一个外微分运算，定义式一为

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

同时我们定义的这个外微分运算定义式二为

when ω = Pdx+Qdy +Rdz

dω = dP
∧
dx+ dQ

∧
dy + dR

∧
dz

外微分作用下积分运算满足 ∫
∂
∑ ω =

∫
∑ dω

记为
(∂

∑
, ω) = (

∑
, dω)

由此我们可以得到斯托克斯公式

dω = (
∂P

∂x
dx+

∂P

∂y
dy +

∂P

∂z
dz)

∧
dx+ (

∂Q

∂x
dx+

∂Q

∂y
dy +

∂Q

∂z
dz)

∧
dy + (

∂R

∂x
dx+

∂R

∂y
dy +

∂R

∂z
dz)

∧
dz

dω = (
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
)dy

∧
dz + (

∂P

∂z
− ∂R

∂x
)dz

∧
dx+ (

∂Q

∂x
− ∂R

∂y
)dx

∧
dy∫

∂
∑ ω =

∫
∑ dω

由此我们可以得到高斯公式

dx
∧
dy

∧
dx = (−dy

∧
dx)

∧
dx = −dy

∧
(dx

∧
dx) = 0

when ω = Pdy
∧
dz +Qdz

∧
dx+Rdx

∧
dy

dω = dP
∧
dy

∧
dz + dQ

∧
dz

∧
dx+ dR

∧
dx

∧
dy

dω = (
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
)dx

∧
dy

∧
dz∫

∂
∑ ω =

∫
∑ dω

以上两个公式对应外微分的 2form 和 3form。外微分的 1form、2form、3form 一般使用范围如下

1form(Ω0(M)) : ω =
∑
i

fidx
i(在下面一节中会应用)

2form(Ω1(M)) : ω =
∑
ij

fijdx
i
∧
dxj(斯托克斯公式)

3form(Ω2(M)) : ω =
∑
ijk

fijkdx
i
∧
dxj

∧
dxk(高斯公式)

可以通过不断的作微分构造长正合序列 (长正合序列要无限长)，如图 1所示

Ω0(M)
d−→ Ω1(M)

d−→ Ω2(M)
d−→ Ω3(M)

d−→ · · · d−→ Ωn(M)
d−→ · · ·

与此对应的有短正合序列，只不过不一定用外微分构造。关于短正合序列有两个重要定理

• 若 0 → A→ B → 0 正合，可得 A ≃ B(同胚)

• 若 0 → A→ B → C → 0 正合，可得 B = A
⊗
C 或 A ≃ B/C
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图 1: 不断的做微分构造长正合序列

图 2: 类似的可以构造短正合序列，只不过不一定用外微分来构造

2 用外微分推导麦克斯韦关系

其实麦克斯韦关系完全可以简化为一个公式

dT
∧
dS = dP

∧
dV

下面我们可以用此方法推导其中一个麦氏关系，其它三个公式完全一摸一样的方法简便推导出来

dT
∧
dS = dP

∧
dV

dT
∧

(
∂S

∂P
)TdP = dP

∧
(
∂V

∂T
)PdT

(
∂S

∂p
)T = −(

∂V

∂T
)P

类似的方法推导出其它三个公式
(
∂S

∂V
)T = (

∂P

∂T
)V

(
∂T

∂P
)S = (

∂V

∂S
)P

(
∂T

∂V
)S = −(

∂P

∂S
)V

3 用外微分推导卡诺定理

我们推导第一个式子
dH = TdS + V dP

1

T
dH = dS +

V

T
dP
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− 1

T 2
dT

∧
dH = 0 +

1

T
dV

∧
dP − V

T 2
dT

∧
dP

− 1

T 2
dT

∧
(
∂H

∂P
)TdP =

1

T
(
∂V

∂T
)PdT

∧
dP − V

T 2
dT

∧
dP

(
∂H

∂P
)T = V − T (

∂V

∂T
)P

我们推导第二个式子
dU = TdS − pdV

dS =
1

T
dU +

p

T
dV

ddS = 0 = dU
∧ 1

T 2
dT +

1

T
dP

∧
dV + dV

∧ P

T 2
dT

0 = (
∂U

∂V
)TdV

∧ 1

T 2
dT +

1

T
(
∂P

∂T
)V dT

∧
dV + dV

∧ P

T 2
dT

(
∂U

∂V
)T = T (

∂P

∂T
)V − P

3.1 外微分形式下的 Maxwell 方程组 [8]

下面我们介绍外微分形式下的 Maxwell 方程组，在此之前我们需要引入 Hodge 算子。其引入背景为：对
于 1-form 情况下 A = Axdx+Aydy +Azdz，对其外微分可取形式为

dA = (
∂Ay

∂z
− ∂Az

∂y
)dydz + (

∂Az

∂x
− ∂Ax

∂z
)dzdx+ (

∂Ax

∂y
− ∂Ay

∂x
)dxdy

而 A⃗ 的旋度 ▽× A⃗ 对应的 1-form 为

(
∂Ay

∂z
− ∂Az

∂y
)dx+ (

∂Az

∂x
− ∂Ax

∂z
)dy + (

∂Ax

∂y
− ∂Ay

∂x
)dz

可以看出，若我们建立映射
dydz → dx, dzdx→ dy, dydx→ dz

那么可以在 ▽× A⃗ 与 dA 之间建立对应，这也是引入 Hodge 算子的动机。更一般的，对于 n 维空间中 p
形式可用 Hodge 算子变成 (n-p) 形式

∗(dxµ1dxµ2 · · · dxµp) =
1

(n− p)!
ϵµ1···µp
νp+1···νn

dxνp+1dxνp+2 · · · dxνn

其中 ϵ
µ1···µp
νp+1···νn 里面等价于 ϵ 符号乘了一个度规。我们还可定义

F =
1

2
Fµνdx

µΛdxν

那么经过 Hodge 算子作用后的矩阵变为

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

(∗F )µν =


0 Bx By Bz

−Bx 0 Ez −Ey

−By −Ez 0 Ex

−Bz Ey −Ex 0

 (1)
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于是可以得到 Gauss 单位制下的 Maxwell 方程

∗d ∗ F = 4πJ, dF = 0

注：温习电动力学中的叙述
jµ = (ρ, j⃗), jµ = (−ρ, j⃗)

Aµ = (φ, A⃗), Aµ = (−φ, A⃗)

∂0 = −∂0

∂µj
µ = 0, ∂µA

µ = 0

Fij = ∂iAj − ∂jAi

Maxwell 方程可写成如下形式 ∑
µ

∂µF
µν = 4πjν

∑
νmn

ϵµνmn∂νF
mn = 0

讨论真空场下的能量动量张量
T µν =

∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− gµνL

T µν =
∂L

∂(∂µAλ)
∂νAλ − gµνL

L = −1

4
FρσF

ρσ = −1

2
(E2 −B2)

若我们做规范变换
T̂ µν = T µν + ∂λK

λµν(Kλµν = F µλAν)

则可以同时得到能量动量张量
ϵ =

1

2
(E2 +B2), S = E ×B

3.2 猜测高维实空间情况下的 Maxwell 方程

魏贤昊猜测高维 Maxwell 方程形式依然为∑
µ

∂µF
µν = 4πjν ,

∑
νmn

ϵµνmn∂νF
mn = 0

若如此，则高维情况下电磁波解依然存在∑
µ

∂µF
µν = 0 →

∑
µ

∂µ∂
µAν −

∑
ν

(
∑
µ

∂µA
µ) = 0

根据流守恒方程 ∂µA
µ = 0 进一步得波动解∑

µ

∂µ∂
µAν = 0 →

∑
µ

∂µ∂
µF ρσ = 0

可以在麦克斯韦方程基础上加上 Topo Term。当存在直流电场时，前面电场变化项可以略去，只剩余牛谦的
一堆方程
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3.3 用外微分表示非阿贝尔规范场 [5, 6, 7]

下面我用我自己理解的方式叙述 SU(2) 规范场
ψ → Uψ，只不过这里 U ̸= exp(−ie

∫
A · dr)，即不是简单的 U(1) 规范场。SU(2) 规范场与 U(1) 规范场

类似，p̂− eÂ 在规范变换下不变，即

U †(∂µ − ieA′
µ/h̄)U = ∂µ − ieAµ/h̄

(∂µ − ieA′
µ/h̄)U = U(∂µ − ieAµ/h̄)[U

†U ]

Aµ(x) → A′
µ(x) = UAµU

† +
ih̄

e
U∂µU

†

定义
Dµ = ∂µ − ieAµ/h̄,D

′
µ = ∂µ − ieA′

µ/h̄, UDµU
† = UD′

µU
†

F ′
µν = D′

µA
′
ν −D′

νA
′
µ = ∂µA

′
ν − ∂νA

′
µ − i

e

h̄
[A′

µ, A
′
ν ]

相应的 SU(2) 规范不变量为
L =

∫
(Dµφ)

2 − V (φ†φ)

可以计算出

F ′
µν = D′

µA
′
ν −D′

νA
′
µ

= ∂µ(UAνU
† +

ih̄

e
U∂νU

†)− ∂ν(UAµU
† +

ih̄

e
U∂µU

†)

− ie

h̄
[UAµU

† +
ih̄

e
U∂µU

†][UAνU
† +

ih̄

e
U∂νU

†]

+
ie

h̄
[UAνU

† +
ih̄

e
U∂νU

†][UAµU
† +

ih̄

e
U∂µU

†]

= U(∂µAν − ∂νAµ − i
e

h̄
[Aµ, Aν ])U

†

= U(DµAν −DνAµ)U
†

(2)

由于 ∂µU = −U(∂µU
†)U, ∂µU

† = −U †(∂µU)U †，可将上式化简为

F ′
µν = UFµνU

†

定义 U = exp(−iθaT a)，要求 [T a, T b] = ϵabcT
c。在 SU(2) 规范场中

T a = σa/2, Aµ =
∑
c

Ac
µT

c, Fµν =
∑
c

F c
µνT

c

可得
Aa′

µ = Aa
µ + ϵabcθ

bAc
µ − ∂µθ

a

F ′a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ +

e

h̄
ϵabcA

b
µA

c
ν

我们常常应用时间规范下的形式，即规范势的时空分量为 0(即不考虑含时演化) 形式，有

A0(x) = 0, Ai ̸=0(x) =
ih̄

e
U∂iU

†, ∂µ = ∂µ
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下面我用自己的方式证明一个表达式 F = d
∧
A− iA

∧
A，我定义在原子单位制下

d
∧
A− iA

∧
A = ϵνµ∂νA

µ − iϵνµAνA
µ

A′
µ(x) = UAµU

† +
ih̄

e
U∂µU

†

经过一系列计算步骤得
d
∧
A′ − iA′

∧
A′ = U(d

∧
A− iA

∧
A)U †

于是我们可以得出 Fµν 的另一种等价定义形式

Fµν = (d
∧
A− iA

∧
A)µν = −(ϵνµ∂νA

µ − iϵνµAνA
µ) = ϵµν∂µA

ν − iϵµνAµA
ν

我们可以得到 SU(2) 规范不变量的另一种表述形式

L = −
∫

e2

2h̄2
tr[(F a

µνT
a)2] = − e2

4h̄2
(F a

µν)
2

4 用外微分计算高维空间的拓扑不变量

4.1 建议多变量微积分中不要省略
∧
符号

举一个例子，物理学中几何相计算公式为

γ = −Im
∫ ∫

dkxdky(<
∂ψ

∂kx
| ∂ψ
∂ky

> − <
∂ψ

∂ky
| ∂ψ
∂kx

>)

如果我们把 dkx 和 dky 做对换，若 dkxdky = dkydkx，那么得到几何相永远为零，这显然是荒谬的。因此正确
形式应为 dkx

∧
dky，满足如下形式

dkx
∧
dky = −dky

∧
dkx

在多变量微积分中常常一不讲外微分，二是学生普遍对 dkxdky = −dkydkx 缺乏了解，故真正在计算积分时，
会发生类似这类荒谬的错误。因此我强烈建议多变量微积分中不要省略外微分符号

4.2 外微分表示高维空间拓扑不变量

在我本科毕业论文第二章系统证明了 2D 和 3D 拓扑不变量的计算公式为

ĥ(k) = h⃗(k)/|⃗h(k)|

C1D = − 1

2π

∫
∂V

∂kĥ(k)× ĥ(k)

C2D = − 1

4π

∫
∂V

[∂kxĥ(k)× ∂kyĥ(k)] · ĥ(k)

其中 V 为所有矢量 ĥ(k) 围成的球。写成外微分形式得

C1D = − 1

2π

∫
∂V

ϵimdĥi(k) · ĥm(k)
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C2D = − 1

4π

∫
∂V

ϵimn(dĥi(k)
∧
dĥm(k)) · ĥn(k)

并留意到
π =

∫
V ′
ϵim

1

2!
dk̂i

∧
dk̂m

4

3
π =

∫
V ′
ϵimn 1

3!
dk̂i

∧
dk̂m

∧
dk̂n

其中 V ′ 为 |k̂| = 1 围成的球体积。因此我们可以借机推广到 n 维球体积公式为

CnD = −
∫
∂V
ϵi1··in(dĥi1(k)

∧
· · ·

∧
dĥin−1

(k)) · ĥin(k)∫
V ′ ϵi1···indki1

∧
· · ·

∧
dkin

× (n− 1)!

由 S4 球面表面积为 8π2

3
R4，可求出 n = 4 情形为

C4D = − 3

8π2

∫
d4kϵabcded̂a∂xd̂b∂yd̂c∂zd̂d∂wd̂e
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