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1 方法一 (David Tong 书有许多错误，我修改了，严格证明了一阶项正比
于几何相)[1]

设体系在 t0 = −∞ 时有强磁场但没有加入外加电场，经过幺正演化 u(t, t0) 后等效为在时刻 t 体系存在
电场。在电磁场围绕下，单个粒子，哈密顿量变为

H(t) =
p2x + (py − eBxŷ)2

2m
+ eφ(t) = H0 +△H(t)

相互作用表象下幺正演化中只出现
∫ t=0

−∞ △H(t′)dt′ 因子，故等效作用为∫ t=0

−∞
△Hx(t

′)dt′ =

∫ t=0

−∞
eEx(t

′)x(t′)dt′ =

∫ t=0

−∞
edAx(t

′)x(t′) = −
∫ t=0

−∞
eAx(t

′)vx(t
′)dt′ = −

∫ t=0

−∞
Jx(t

′)Ax(t
′)dt′

故等效哈密顿量为

△H = △Hx +△Hy = −J⃗ · A⃗

注意：我们定义的 ji(x, y) = evi(x, y)，只讨论单个粒子的行为。推广到多个粒子行为，公式变为

△H(t) = −
∫
dxdyn(x, y)j(x, y, t) ·A(t)

J(x, y, t) =

∫
dxdyn(x, y)j(x, y, t)

第二种理解 J · A 项的方式：量子霍尔效应为 t = −∞ 情况下已加入强磁场，使之劈裂为朗道能级，后

面缓慢加入电场。整体矢势为

A⃗(r, t) = A⃗(t) + A⃗(r), φ = 0

E(t) = −∂tA⃗(r, t) = −∂tA⃗(t), B = ▽× A⃗(r, t) = ▽× A⃗(r)

H =
(p⃗− eA⃗(t)− eA⃗(r))2

2m
=

(p⃗− eA⃗(r⃗))2

2m
− eA⃗(t) · (p⃗− eA⃗(r⃗))

m
+
e2A2(t)

2m

根据运动方程 ṗ = −∂H
∂r
, ṙ = ∂H

∂p
得哈密顿量可以忽略掉 A2(t) 项。等效哈密顿量为

H =
(p⃗− eA⃗(t)− eA⃗(r))2

2m
=

(p⃗− eA⃗(r⃗))2

2m
− eA⃗(t) · (p⃗− eA⃗(r⃗)− eA⃗(t))

m

接着我们用理论力学的方式说明实际可观测的电流 j(r, t) = e(p−eA(r,t))
m

= e(p−eA(r)−eA(t))
m

引理：

L =
1

2
mẋ2 − eẋ ·A− u(r)

证明如下：

F⃗ = e(E⃗ + v⃗ × B⃗) = e(−▽φ− ∂tA⃗+ v⃗ × (▽× A⃗))

v⃗ × (▽× A⃗) = ϵijkẋj(▽× A⃗)ke⃗i

= ϵijkϵkmnẋj∂mAne⃗i

= (ẋj∂iAj − ẋj∂jAi)e⃗i

=
∂(v⃗ · A⃗)
∂r⃗

− ẋj
∂A⃗

∂xj

(1)
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F⃗ = e[−∂φ
∂r⃗

− ∂tA⃗+
∂(v⃗ · A⃗)
∂r⃗

− ẋj
∂A⃗

∂xj
] = e[

∂(−φ+ v⃗ · A⃗)
∂r⃗

− dA⃗(x, t)

dt
]

之前推导的 e 为 +e，为正电荷，根据运动方程 ∂L
∂r

− d
dt

∂L
∂ṙ

= 0，换成实际负电荷情形-e，可得

L =
1

2
mv2 − ev⃗ · A⃗

定义

P =
∂L

∂ẋ
= mẋ− eA

H = ẋ · p− L =
(P⃗ + eA⃗)2

2m
=
m

2
ẋ2

这里粒子带点为-e。量子力学中将 P → −ih̄▽，这样可以和塞曼劈裂相吻合，背后更深层原因可以从理论力
学的泊松括号定义式给出。这里我们已经说明了，p−eA = mẋ。故实际可观测的但粒子电流 j = eẋ = e(p−eA)

m

得证，推广到多粒子情况为

J(x, y, t) =

∫
dxdyn(x, y)j(x, y, t)

下面开始正文，相互作用表象下有以下公式 (注：以下隐含 t = 0)

|ψ(t) >I= U(t, t0)|ψ(t0) >I

U(t, t0) = Texp(− i

h̄

∫ t

t0

△H(t′)dt′)

< J(t) > =<

∫
dxdyn(x, y)j(x, y, t) >

=

∫
dxdyn(x, y) < O(t)|j(x, y, t)|O(t) >

=

∫
dxdyn(x, y) < 0|U(t, t0)

−1j(x, y, t)U(t)|0 >

≃
∫
dxdyn(x, y) < 0|j(t) + i

h̄

∫ t

−∞
dt′[△H(t′), j(t)]|0 >

=

∫
dxdyn(x, y) < 0|j(t)− i

h̄

∫ t

−∞
dt′[j(x′, y′, t′) ·A(t′), j(x, y, t)]| >

=

∫
dxdyn(x, y) < 0|0− i

h̄

∫ t

−∞
dt′[j(x, y, t′) ·A(t′), j(x, y, t)]|0 >

= −n(x, y) < 0| i
h̄

∫ t

−∞
dt′[j(x, y, t′) ·A(t′), j(x, y, t)]|0 >

(2)

A(t) =
E

iω
e−iωt

< Ji(t) >=
1

h̄ω

∫ t

−∞
dt′ − n(x, y) < 0|[jj(x, y, t′), ji(x, y, t)]|0 > Eje

−iωt′

t′′ = t− t′

< Ji(t) >=
−1

h̄ω
(

∫ +∞

0

dt′′n(x, y)eiωt′′ < 0|[Jj(x, y, 0), Ji(x, y, t′′)]|0 >)Eje
−iωt

σxy(ω) = n(x, y)
−1

h̄ω

∫ +∞

0

dteiωt < 0|[jy(x, y, 0), jx(x, y, t)]|0 >
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j(x, y, t) = eiH0t/h̄j(x, y, 0)e−iH0t/h̄

σxy(ω) = n(x, y)
−1

h̄ω

∫ +∞

0

dteiωt
∑
n

[< 0|jy(x, y, 0)|n >< n|jx(x, y, 0)|0 > ei(En−E0)t/h̄

− < 0|jx(x, y, 0)|n >< n|jy(x, y, 0)|0 > ei(E0−En)t/h̄]

= n(x, y)
i

ω

∑
n ̸=0

[
< 0|jy(x, y, 0)|n >< n|jx(x, y, 0)|0 >

h̄ω + En − E0

− < 0|jx(x, y, 0)|n >< n|jy(x, y, 0)|0 >
h̄ω + E0 − En

]

(3)

用重整化的思想求解，在直流 (低频) 情况下 ω → 0，有

1

h̄ω + En − E0

≃ 1

En − E0

− h̄ω

(En − E0)2

去除发散项有

σxy = −ih̄n(x, y)
∑
n ̸=0

< 0|jy(x, y, 0)|n >< n|jx(x, y, 0)|0 > − < 0|jx(x, y, 0)|n >< n|jy(x, y, 0)|0 >
(En − E0)2

(4)

备注：|n > 可看作单个能带中动量本征态，En 为能带本征值 Ek。根据

dN =

∫ ∫
n(x, y)dxdy =

∫ ∫
dxdydpxdpy

h2
=

∫ ∫
dxdydkxdky

(2π)2

ji(x, y, 0) = − e

h̄

∂H

∂ki

于是有以下公式，可以看到这一步是关键的操作，将多粒子密度算符 n(x, y) 等效替换成了单粒子积分算

符
∫ dkxdky

(2π)2
，并根据固体物理中电导空间均匀性替换了 ji(x, y, 0) 替换成了

e
h̄

∂H
∂ki
。这一步实现了在零温情况

下将多体算符等效替换成了单体算符

σxy = −ie
2

h̄

∫ ∫
dkxdky
(2π)2

∑
n ̸=0

< 0| ∂H
∂ky

|n >< n| ∂H
∂kx

|0 > − < 0| ∂H
∂kx

|n >< n| ∂H
∂ky

|0 >
(En − E0)2

(5)

对零温情况下可以看作是对整个能带的积分，|n > 可以看作是单个能带的动量本征态 k。对比几何相公

式

C =
γ

2π
=

−i
2π

∑
m ̸=n

∫ ∫
dxdy

< m|(▽H)|n > × < n|(▽H)|m >

(Em − En)2

于是得到量子霍尔系数与几何相的关系

σxy =
e2

2πh̄

∑
Eα<EF

Cα

有限温情况下：能带不是完全填充，winding number 略有偏离，试想一下非常高高温情况下，能带不
再是全满的了，量子霍尔系数将大幅度偏离整数。由于实际情况下 kBT熔点 << EF，故激发永远只是非常小的

一部分，量子霍尔系数不会偏离太大
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2 计算二阶项三阶项 (实在太困难了，暂时没往下算了)

3 线性响应理论求极化率和磁化率 [4]

和线性响应理论算霍尔电导类似，这里都考虑的是在外场作用下，电磁场的响应。对于单粒子在无旋电场

作用下有

△H(t) = ρφ

E⃗ = −▽φ

其中无外电场情况下 ρ0 已经被吸收到了 H0，这里 ρ 只指外电场造成的极化电密度。相互作用表象下有以下

公式 (注：以下隐含 t = 0)
|ψ(t) >I= U(t, t0)|ψ(t0) >I

U(t, t0) = Texp(− i

h̄

∫ t

t0

△H(t′)dt′)

线性响应理论体系下

△H(t′) = △Heηt
′
, φ(t′) = φeηt

′
(η → 0+)

< ρ(t) > =< O(t)|ρ(x, y, t)|O(t) >

=< 0|U(t, t0)
−1ρ(x, y, t)U(t)|0 >

≃< 0|j(t) + i

h̄

∫ t

−∞
dt′[△H(t′), ρ(t)]|0 >

=< 0|ρ(t) + i

h̄

∫ t

−∞
dt′[ρ(t′) · φ(t′), ρ(t)]| >

=< 0|0 + i

h̄

∫ t

−∞
dt′[ρ(t′) · φ(t′), ρ(t)]|0 >

< ρ(t) > =< 0| i
h̄

∫ t

−∞
dt′[ρ(t′) · φ(t′), ρ(t)]|0 >

(6)

我们下面求解电极化，考虑无旋度的电极化而言，有

▽ · P⃗ = −ρ

▽× (▽× P⃗ ) = ▽(▽ · P⃗ )− ▽2P⃗ = 0

综合以上公式有

▽2P⃗ = αE⃗

α = − < 0| i
h̄

∫ t

−∞
[ρ(t), ρ(t′)]|0 > eηt

′

根据格林函数的定义式

G00(t) = − i

h̄

∫ t

−∞
dt′ < 0|[ρ(t′), ρ(t)]|0 > eηt

′

傅里叶变换可得电极化公式

P⃗ (k⃗, ω) =
G(k⃗, ω)

k2
E⃗
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下面我们利用线性响应理论算磁化率，磁化满足公式

▽× M⃗ = δ⃗j

其中 δj(t) 为响应电流，根据之前的结果有

< δj(t) >= − < 0| i
h̄

∫ t

−∞
dt′[j(t′) ·A(t′), j(t)]|0 >

定义关联函数 (格林函数) 形式魏

Πij =< 0| i
h̄

∫ t

−∞
dt′[ji(t′), jj(t)]|0 > eηt

′

由于不考虑电荷累积，即 ρ(t) = ρ0,H0(ρ) = H0，根据电荷守恒原理，有

▽ · j⃗ = 0 →
∑
i

kiΠ
ij = 0

由于 H0 不依赖于空间坐标，根据空间对称性，以及 H0 只考虑到 ▽2 的特性，我们可以得到

Πij = (δij −
kikj
k2

)Π⊥

根据以上表达式，我们得到磁化率公式

iϵijkkjMk = ji = −ΠijAj = −(δijk2 − kikj)Aj
Π⊥

k2

= ϵij
′k′
kj′ϵ

k′i′jki′Aj
Π⊥

k2
= −iϵijkkjBk

Π⊥

k2

(7)

可得到最终磁化率表达式

Mi = −Π⊥

k2
Bi

4 量子霍尔效应和拓扑 pump 的等价性

我认为不从此方法推导，改从 Wannier 函数办法推导会存在规范导致的 ill defined 问题，后续我将严
格论述

我们以 QWZ model 为例，来说明 Topo pump 的等价性，两种模型哈密顿量分别为

HQWZ = sin(
p̂xax
h̄

)σx + sin(
p̂yay
h̄

+
eEytay
h̄

)σy + [m+ cos(
p̂xax
h̄

) + cos(
p̂yay
h̄

+
eEyt

h̄
)]σz

HPUMP = sin(
p̂xax
h̄

)σx + sin(
eEyt

h̄
)σy + [m+ cos(

p̂xax
h̄

) + cos(
eEyt

h̄
)]σz

为了类比便于理解，我们假定 Nxy = NxNy，为一个正方晶格系统 x方向有 Nx 个晶格格点，y方向有 Ny

个晶格格点，̂px, p̂y 为算符，HQWZ 本征态为 |kx, ky >，有 p̂i|kx, ky >= h̄ki|kx, ky >。其中 ki =
2π

Niai
, 2π∗2
Niai

, ···, 2π
ai
，

ax, ay 为单位元胞晶格常数，定义 Lx = Nxax, Ly = Nyay 为体系尺寸。

我们把 QWZ 模型定义为模型一。对于 HPUMP 如果推广到 2D 情况，定义为模型二，我们只需要推广
到 y 方向有 Ny 个该 1D 系统的重复即可。两种哈密顿量本征态均为 |kx, ky >。且我们发现，对于不同的 ky，

两种模型在一个周期下的含时演化最终结论均相同

Te− i
h̄

∫ T
0

HQWZ(kx,ky)(t
′)dt′ |kx, ky >= Te− i

h̄

∫ T
0

HPUMP (kx,ky)(t
′)dt′ |kx, ky >
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可以看到，模型一和模型二在一个周期下，对于同样的初态，那么电子就有同样的末态。故 HPUMP 作用

下电流响应与 HQWZ 相同。

HQWZ 的电流响应为量子霍尔效应，线电流密度 jx 满足

jx =
Ne⟨vx⟩
LxLy

=
e⟨vx⟩
axay

= C
e2

h
Ey

我们假设 pump 参数与电场的联系满足

eEy

h̄
ay =

∂ϕ

∂t

根据以上式子，我们可以得到

⟨vx⟩ = C
∂ϕ

∂t

故 pumping 一个周期后，pumping 距离为

⟨x⟩ = Cax

5 方法二：(我把 Bernevig 书遗漏的推导步骤补全了，但过程极其繁琐,，
需要用到量子多体里面的格林函数，不建议初学者看，我自己目前也不

能完全消化，闭着眼睛推导)[2]

下面我们用格林函数方法证明量子霍尔效应的相关公式

ρ̇(x) + ▽ · J(x) = 0 → ρ̇q − iq · Jq = 0

ρ(q) =
1√
N

∑
k

c†k+qck

q · Jq = −iρ̇q = −[ρ,H] =
1√
N

∑
k

(hk+q − hk)c
†
k+qck ≃ 1√

N

∑
k

(
∂hk
∂k

· q)c†k+qck

Jq =
1√
N

∑
k

c†k+q/2

∂hk
∂k

ck−q/2

下面我们将固体能带模型和外场耦合，这可以视为用另一种方法来导出有效场论 Seff =
∫
j⃗ · A⃗

H =
∑

i,j,α,β

c†iαh
αβ
ij e

i
∫ i
j
A(l)·dlcjβ ≃

∑
i,j,α,β

ciαh
αβ
ij (1 + i

∫ i

j

A(l) · dl)cjβ = H0 +Hext

Hext =
∑

k1,k2,α,β

c†k1,α
ck2,β

1

N

∑
r,j

ei(k2−k1)·j−ik1·rhαβr i

∫ j+r

j

A(l) · dl

根据
∫ j+r

j
A(l) · dl ≃ r ·A(j + r

2
) 以及傅里叶变换 Aj =

1√
N

∑
q e

−iq·jAq，经多次步骤得

Hext =
∑

k,q,α,β

c†k+q/2,αck−q/2,β
∂hαβk
∂k

·A−q =
∑
q

jq ·A−q
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下面我们用线性响应理论推导量子霍尔效应。我们定义规范电流矢量满足

J(x, t) =
1

2

∑
i

[(pi − eA(x, t))δ(x− xi) + δ(x− xi)(pi − eA(x, t))]

J(x, t) = j(x)− neA(x, t), n =
∑
i

δ(x− xi)

求解薛定谔方程

i
∂|uN (t) >

∂t
= H|uN (t) >

转移到相互作用表象

|uN (t) >= exp(−iH0t)Uext(t)|uN (0) >, i
∂Uext

∂t
|uN >= Hext(t)Uext|uN >

Uext(t) = 1− i

∫ t

0

Hext(t
′)Uext(t

′)dt′

< uN (t)|J(x, t)|uN (t) > =< uN (t)|j(x)|uN (t) > −neA(x, t)

=< uN (0)|j(x)|uN (0) > +i

∫ t

0

dt′ < uN (0)|[Hext(t
′), j(x, t)]|uN (0) > −neA(x, t)

< uN (t)|Ji(x, t)|uN (t) > =< uN (0)|ji(x)|uN (0) > +

∫ ∞

−∞
dt′

∫
d3x′

∑
j

Rij(x− x′, t− t′)Aj(x
′, t′)

Rij(x− x′, t− t′) = −iθ(t− t′) < uN (0)|[ji(x, t), jj(x′, t′)]|uN (0) > −neδijδ(x− x′)δ(t− t′)

(8)

下面我们讨论非零温的物理，用系综理论来解决此问题，下面我们计算推迟格林函数 GR = −iθ(t) <
[A(t), B(0)] >

−iθ(t) < A(t)B(0) >= −iθ(t) 1
Z

∑
n

e−βEn < n|eiHtAe−iHtB|n >= −iθ(t) 1
Z

∑
nm

e−βEm+i(Em−En)t < n|B|m >< m|A|n >

J1(ω) =

∫ ∞

−∞
< A(t)B(0) > eiωt = 2πZ−1

∑
mn

e−βEm < n|B|m >< m|A|n > δ(Em − En + h̄ω)

J2(ω) =

∫ ∞

−∞
< B(0)A(t) > eiωtdt = 2πZ−1

∑
mn

e−βEn < n|B|m >< m|A|n > δ(Em − En + h̄ω) = e−βωJ1(ω)

GR(t) = −iθ(t)
∫ ∞

−∞
J1(ω)(1− e−βω)e−iωt dω

2π

GR(ω) =

∫ ∞

−∞
GR(t)eiωtdt = −i

∫ ∞

−∞
J1(ω

′)(1− e−βω′
)
dω′

2π

∫ ∞

0

ei(ω−ω′+iη)tdt

GR(ω) =

∫ ∞

−∞

J1(ω
′)

ω − ω′ + iη
(1− e−βω′

)
dω′

2π

下面我们计算时序格林函数 GT (t) = −i < T [A(t)B(0)] >，我们可以计算出其傅里叶变换为

GT (ω) =

∫ ∞

−∞
J1(ω

′)[
1

ω − ω′ + iη
− e−βω′

ω − ω′ − iη
]
dω′

2π
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下面我们运用之前证明的公式求解量子霍尔电导。我们发现由于 Ji(k, ω) = Rij(k, ω)Aj(k, ω) = iωσij(k, ω)，

故而我们需要算得 Rij 值来反推 σij(q, ω) =
Rij(q,ω)

iω

Rij(x− x′, t− t′) = −iθ(t− t′) < uN |[ji(x, t), jj(x′, t′)]|uN > −neδijδ(x− x′)δ(t− t′)

我们将之前证明的零温理论公式推广到有限温系综理论得

< uN (t)|Ji(x, t)|uN (t) >=
1

Z

∑
n

e−βEn [ji(x, t), jj(x
′, t′)] +

∫ ∞

−∞
dt′

∫
d3x′

∑
j

Rij(x− x′, t− t′)Aj(x
′, t′)

因此后一项积分结果为 −neA 为规范项，当我们讨论量子霍尔效应时略去规范项。而在第一章我们证明
了公式 βGR(ω) = GT (ωm = −i(ω + iη))，因此我们先转化为求虚时虚频率情况下的格林函数

RT
ij(q, σ − σ′) =< T [ji(q, σ)jj(−q, σ′)] >

ji(q, σ) = eσHji(q)e
−σH , ji(q, σ) =

1√
V

∑
k

c†k+q/2,α(σ)
∂hαβ(k)

∂ki
ck−q/2,β(σ)

RT
ij(q, σ) =

∑
k,p

∂hαβ(k)

∂ki

∂hγθ(p)

∂pi
< T [ck+q/2,α(σ)ck−q/2,β(σ)c

†
p−q/2,γc

†
p+q/2,θ] >

运用 Wick 定理得

< T [ck+q/2,α(σ)ck−q/2,β(σ)c
†
p−q/2,γcp+q/2,θ] > =< c†k+q/2,α(σ)cp+q/2.θ >< ck−1/2.β(σ)c

†
p−q/2.γ >

= −GT (k + q/2, α, σ)GT (k − q/2, β,−σ)δkpδαθδβγ
(9)

进行傅里叶变换得

RT
ij(q, ωv) = − 1

β2V

∑
m,k

Tr[
∂h(k)

∂ki
GT (k − q

2
, ωm + ωv)

∂h(k)

∂kj
GT (k +

q

2
, ωm)]

我们用能带平带化思想 [3]，由于将上下能带拉平后，不改变 Ĥ =
∑

i di(σ
−
i (k))|i > 中各 di(k) 所占比例，

拓扑数不变，因此我们有

E(k) = ϵGPG(k) + ϵEPE(k)

G(iωm, k) =
1

iωm − E(k)
=

PG(k)

iωm − ϵG
+

PE(k)

iωm − ϵE

定义 Qij(q, iωv → ω + iη) ≡ RR
ij(1, ω) = −β(q, ωv)，可得

Qij(iωv) =
1

V β

∑
k,n

(ϵG − ϵE)
2Tr[

∂PG(k)

∂ki
(

PG(k)

i(ωn + ωv)− ϵG
+

PE(k)

i(ωn + ωv)− ϵE
)
∂PG(k)

∂kj
(
PG(k)

iωn − ϵG
+

PE(k)

iωn − ϵE
)]

根据之前论述的松原频率求和公式∑
n

f(iωn) = β
∑

i(zi∈non−y−axis)

1

eβzi + 1
Res[A(z), zi]

以及平带化后的能带近似关系 1
eβϵE+1

= 0, 1
eβϵG+1

= 1 得

Qij(iωv) = − 1

V

∑
k

−(ϵG − ϵE)
2Tr[

(∂iPG)(∂j)PEPE

ϵG − iωv − ϵE
+

(∂iPG)(∂jPE)PG

ϵG + iωv − ϵE
]
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Qij(iωv) =
1

V

∑
k

−(ϵG − ϵE)
2Tr[

(∂iPG)(∂jPE)(ϵG − ϵE + iωv)− 2(∂iPG)(∂jPE)PG(iωv)

(−iωv)2 + (ϵG − ϵE)2
]

由于量子霍尔效应系数之前已经证明 σij(q, ω) =
RR

ij(q,ω)

iω
，并根据量子霍尔效应图像得量子霍尔效应部分

系数反对称，故我们只考虑反对称部分即可

Qij(iωv) =
1

V

∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr[(∂iPG)(∂jPE)PE

2iωv

−(iωv)2 + (ϵG − ϵE)2
]

我们只考虑直流部分 ω → 0 得

Qij(ω → 0) =
2ω

V

∑
k

Tr[(∂iPG)(∂jPE)PE ]

我们将价带态标号为 |α, k > (α = 1, 2, · · ·n)，可得

Tr[(∂iPG)(∂jPG)PG] =
∑
α

< ∂i(α, k)|∂j |αk > +2
∑
αβ

< α, k|∂i|β, k >< β, k|∂j |α, k >

由于上公式第二项为对称矩阵，不是量子霍尔效应关心的反对称矩阵，故我们只保留第一项。可求得量子

霍尔电导为

Qij,Hall =
1

iω

Qij(ω)− i↔ j

2

=
1

V

∑
k

m∑
n=1

−i[< ∂i(α, k)|∂j |α, k > − < ∂j(α, k)|∂i|α, k >]

=

∫
dkxdky
(2π)2

m∑
n=1

−i[< ∂i(α, k)|∂j |α, k > − < ∂j(α, k)|∂i|α, k >]

(10)

6 He3 液体的霍尔效应 [6]

对于 He3 费米子液体的 p 波超导，哈密顿量为

H =
p2

2m
ψ†
p,σψp,σ − (△pψ

†
p,↑a

†
−p,↓ +△∗

pψ−p,↓ψp,↑) (11)

对于 2D p 波超导，△p = px + ipy，定义 ψk = (ψ↑(k) ψ
†
↓(−k))T , ψ

†
k = (ψ†

↑(k) ψ↓(−k))，哈密顿量为

H =

[
p2/2m− µ(r) △0

kF
(px + ipy)

△0

kF
(px − ipy) µ(r)− p2/2m

]
=

△0

kF
(pxτ1 − pyτ2) + (

p2

2m
− µ(r))τ3 (12)

我们定义 µn(x, y) = µ(x, y)− π2n2

2a2 ，故此求得电流为

jn =
θ(µn)

2h
l⃗ × ▽µ (13)

其中 l⃗ 为单位矢量。可以认为

σxy =
ñ

2h
(14)

其中 ñ 为满足 µn(x, y) = µ(x, y)− π2n2

2a2 一直同号的最大 n
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7 实空间和扭曲边界条件情形下的量子霍尔电导 [5]

根据公式 4，推广到实空间的多体波函数 Φ(slater 行列式)，有

σxy =
−ih̄
A

∑
n ̸=0

< 0|jy(x, y, 0)|n >< n|jx(x, y, 0)|0 > − < 0|jx(x, y, 0)|n >< n|jy(x, y, 0)|0 >
(En − E0)2

(15)

其中电流等于

jx =

Nparticlenumber∑
a=1

jxa, jy =

Nparticlenumber∑
a=1

jya

jxa = eẋa = e
∂H

∂pxa

我们说明当没有无序和相互作用情况，其退化到 k 空间和真实结果一致。其多体基态值为

E0 = [Eg(k
1
x, k

1
y) + · · ·+ Eg(k

Nx
x , k1y)] + · · ·+ [Eg(k

1
x, k

Ny
y ) + · · ·+ Eg(k

Nx
x , kNy

y )]

根据公式 15，得只有单粒子激发态对 σxy 项有贡献，故激发态式子为

En,a,b = E0 + En(k
a
x, k

b
y)− Eg(k

a
x, k

b
y)

故可退化到式 5
下面我们讨论存在无序和相互作用情形。我们发现存在以下规范变换，使得对上式最终结果完全不影响

−i∂xa
→ −i∂xa

+ α,−i∂ya
→ −i∂ya

+ β

H(pxa
, pya

) → H(pxa
+ α, pya

+ β) = H̃

|ψ >→ e−iα(x1+···+xN )−iβ(y1+···+yN )|ψ >= |ψ̃ >

故有
∂H̃

∂α
=
∂H[p1x + α, p1y + β; · · ·; pNx + α, pNy + β]

∂α
=

∑
j

∂H

∂pjx

故得到结果

σxy =
ie2h̄

A

∑
n ̸=0

< 0̃|∂H̃
∂α

|ñ >< ñ|∂H̃
∂β

|0̃ > − < 0̃|∂H̃
∂β

|ñ >< ñ|∂H̃
∂α

|0̃ >
(En − E0)2

σxy =
ie2h̄

A
[<

∂0̃

∂α
| ∂0̃
∂β

> − <
∂0̃

∂β
| ∂0̃
∂α

>]

图 1为扭曲边界条件原理图。将为数不是很多的腔排成一条链，只在最末端耦合系数改为 Jeiϕ。不断调整 ϕ，

哈密顿量为

H = −J
N−1∑
i=1

a†iai+1 − Je−iϕa†Na1 + h.c. (16)

做规范变换

am = e−iϕ/N ·mcm (17)

得能量方程

Hk = −2Jcos(k − ϕ/N)c†kck (18)
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图 1: 将为数不是很多的腔排成一条链，只在最末端耦合系数改为 Jeiϕ。不断调整 ϕ，发现能量点会发生显著

位移。由于 x 方向上链格点不是太多，k 比较离散，图 1发现调整 ϕ 能量点会发生显著位移。当 ϕ 从 0 连续
变化到 2π 时，能量点复原，我们可以将这种思想用于边缘态探测

故扭曲边界条件作用是让动量发生平移

kx → kx +
ϕx

Lx

, ky → ky +
ϕy

Ly

根据之前规范变换的论述有

α =
ϕxh̄

Lx

, β =
ϕyh̄

Ly

做重新定义 θ = ϕx, φ = ϕy，有

σ =
ie2

h̄
[⟨∂ψ
∂θ

|∂ψ
∂φ

⟩ − ⟨∂ψ
∂φ

|∂ψ
∂θ

⟩]

改做平均值，有

σ =
ie2

h̄

1

2π

∫ ∫
dθ ∧ dφ[⟨∂ψ

∂θ
|∂ψ
∂φ

⟩ − ⟨∂ψ
∂φ

|∂ψ
∂θ

⟩] (19)

8 推广到分数霍尔效应情形 [5]

分数霍尔效应中基态像液体一样，电子关联在大尺度上可忽略不计，因此继续利用相关公式求霍尔电导

σ =
e2

hd

d∑
K=1

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dθdφ
1

2πi
[⟨∂ϕK

∂φ
|∂ϕK

∂θ
⟩ − ⟨∂ϕK

∂θ
|∂ϕK

∂φ
⟩] (20)

其中 d 为基态简并，就像 Laughlin 波函数 (zi − zj)
de−|zl|2/4 有 d 重简并一样。暂时得出

σxy =
e2

d× h
(21)
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图 2: Local Chern Marker 的推导，图片 1[7]

9 其余表征拓扑数的方法

9.1 Local Chern Marker 的计算 (待完善)

如图 2、图 3为用我自己话叙述的详细推导，主要参考文献 [7]

9.2 Layer-Resolved Chern Number 的计算 [8, 9]

如图 4所示
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图 3: Local Chern Marker 的推导，图片 2[7]
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图 4: Layer-resolved Chern marker 的推导 [8, 9]
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10 附录

10.1 IQHE 的波函数

未受电场微扰情况下有

H =
(p⃗− eA⃗)2

2m

定义 Πx = px − eAx,Πy = py − eAy，当 B > 0 时定义产生湮灭算符如下

b =
1√

2h̄eB
(Πx + iΠy), b

† =
1√

2h̄eB
(Πx − iΠy)

故哈密顿量可量子化为

H =
h̄eB

m
(b†b+

1

2
)

我们先求最低能级波函数

b|ψ >= 0 → 1√
2h̄eB

[−ih̄(∂x + i∂y)−
ieB

2
(x+ iy)]|ψ >= 0

根据多变量微积分相关公式

f(x, y) = f(x+ iy, x− iy) = f(z, z̄)

故最低态朗道能级关系式可写作
−2ih̄√
2h̄eB

[∂z̄ +
eB

4h̄
z]|ψ(z, z̄) >= 0

故归一化后最低朗道能级波函数为

|ψ0 >=

√
eB

2πh̄
e−

eB
4h̄ zz̄

做变换 z →
√

eB
4h̄
z，可得最低一级朗道能级波函数满足

(∂z̄ +
1

4
z)|ψ(z, z̄) >= 0 (22)

故最低态朗道能级波函数形式为

ψ ∝ (
∑
m

Amz
m)e−1/4zz̄ (23)

整数量子霍尔效应的多体波函数

ΨN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z1 z21 · · · zN−1
1

1 z2 z22 · · · zN−1
2

...
...

...
...

1 zN z2N · · · zN−1
N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
exp[−1

4
(|z1|2 + · · ·+ |zN |2)] =

∏
i>j

(zi − zj)exp[−
1

4
(|z1|2 + · · ·+ |zN |2)] (24)
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