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1 国际单位制下的电磁场 [1]

定义：
xµ = (ct, x⃗) (1)

∂µ = (
1

c
∂t,▽), ∂µ = (−1

c
∂t,▽) (2)

进而我们定义相对论情况下的 4 矢量

pµ = (
mc√

1− u2/c2
,

mu⃗√
1− u2/c2

) = (
E

c
, p⃗) (3)

kµ = (
ω

c
, k⃗), kµ = (−ω

c
, k⃗) (4)

定义点乘符号形式满足
k · x = kµx

µ (5)

我们定义波的传播因子为
e−ikµx

µ

= eiωt−ik⃗·x⃗ (6)
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定义电磁场相关的物理量为
Aµ = (−φ

c
, A⃗), jµ = (−cρ, j⃗) (7)

可定义电流守恒方程
∂µj

µ = 0 (8)

于是我们重新定义电场和磁场

ϵ⃗ = −1

c
▽φ− 1

c
∂tA⃗ =

E⃗

c
→ Ei

c
= F 0i (9)

Bij = F ij = ∂iAj − ∂jAi (10)

电子和电磁场相互作用表达式
△L = jµA

µ (11)

以及得到麦克斯韦方程的张量形式 ∑
ν

∂νF
µν = µ0j

µ (12)

∑
νmn

ϵµνmn∂νF
mn = 0 (13)

以及电磁场的拉格朗日量密度
L = −

∫
d3x

1

4µ0

F µνFµν (14)

2 国际单位制下的狄拉克方程和 KG 方程

国际单位制下的 KG 方程形式为

[
1

c2
∂2

∂t2
− ▽2 +

m2c2

h̄2
]ψ = 0 (15)

[∂µ∂
µ − m2c2

h̄2
]ψ = 0 (16)

以及 Dirac 方程，形式为
(iγµ∂µ − mc

h̄
)ψ = 0 (17)

根据电子静质量能量为 mc2，动能为 0 时波函数不随时间和空间改变，大胆猜测国际单位制下的电子拉格朗
日密度为

L =

∫
d3xh̄cψ̄(iγν∂ν −

mc

h̄
)ψ (18)

下面我们叙述从电磁场的拉格朗日量推导 Maxwell 方程。整体电磁场的拉格朗日量为

L = −
∫
d3x

1

4µ0

F µνFµν +

∫
d3xjµA

µ (19)
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3 推导 SU(2) 规范场和同位旋守恒 [6]

3.1 推导 SU(2) 规范场 [6]

ψ → Uψ，只不过这里 U ̸= exp(−ie
∫
A · dr)，即不是简单的 U(1) 规范场。SU(2) 规范场与 U(1) 规范场

类似，p̂− eÂ 在规范变换下不变，即

U †(∂µ − ieA′
µ/h̄)U = ∂µ − ieAµ/h̄ (20)

(∂µ − ieA′
µ/h̄)U = U(∂µ − ieAµ/h̄)[U

†U ] (21)

Aµ(x) → A′
µ(x) = UAµU

† +
ih̄

e
U∂µU

† (22)

定义
Dµ = ∂µ − ieAµ/h̄,D

′
µ = ∂µ − ieA′

µ/h̄, UDµU
† = UD′

µU
† (23)

F ′
µν = D′

µA
′
ν −D′

νA
′
µ = ∂µA

′
ν − ∂νA

′
µ − i

e

h̄
[A′

µ, A
′
ν ] (24)

相应的 SU(2) 规范不变量为 ∫
(Dµφ)

2 − V (φ†φ) (25)

可以计算出

F ′
µν = D′

µA
′
ν −D′

νA
′
µ

= ∂µ(UAνU
† +

ih̄

e
U∂νU

†)− ∂ν(UAµU
† +

ih̄

e
U∂µU

†)

− ie

h̄
[UAµU

† +
ih̄

e
U∂µU

†][UAνU
† +

ih̄

e
U∂νU

†]

+
ie

h̄
[UAνU

† +
ih̄

e
U∂νU

†][UAµU
† +

ih̄

e
U∂µU

†]

= U(∂µAν − ∂νAµ − i
e

h̄
[Aµ, Aν ])U

†

= U(DµAν −DνAµ)U
†

(26)

由于 ∂µU = −U(∂µU
†)U, ∂µU

† = −U †(∂µU)U †，可将上式化简为

F ′
µν = UFµνU

† (27)

定义 U = exp(−iθaT a)，要求 [T a, T b] = ϵabcT
c。在 SU(2) 规范场中

T a = σa/2, Aµ =
∑
c

Ac
µT

c, Fµν =
∑
c

F c
µνT

c (28)

可得
Aa′

µ = Aa
µ + ϵabcθ

bAc
µ − ∂µθ

a (29)

F ′a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ +

e

h̄
ϵabcA

b
µA

c
ν (30)

我们常常应用时间规范下的形式，即规范势的时空分量为 0(即不考虑含时演化) 形式，有

A0(x) = 0, Ai ̸=0(x) =
ih̄

e
U∂iU

†, ∂µ = ∂µ (31)
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下面我用自己的方式证明一个表达式 F = d
∧
A− iA

∧
A[2, 4]，我定义在原子单位制下

d
∧
A− iA

∧
A = ϵνµ∂νA

µ − iϵνµ
e

h̄
AνA

µ (32)

A′
µ(x) = UAµU

† +
ih̄

e
U∂µU

† (33)

下面我们证明幺正变换的连续性
U = UaUb (34)

A′
µ(x) = UAµU

† +
ih̄

e
U∂µU

† = Ua[UbAµU
†
b +

ih̄

e
Ub∂µU

†
b ]U

†
a +

ih̄

e
Ua∂µU

†
a (35)

经过一系列计算步骤得
d
∧
A′ − iA′

∧
A′ = U(d

∧
A− iA

∧
A)U † (36)

于是我们可以得出 Fµν 的另一种等价定义形式

Fµν = (d
∧
A− iA

∧
A)µν = −(ϵνµ∂νA

µ − iϵνµ
e

h̄
AνA

µ) = ϵµν∂µA
ν − iϵµν

e

h̄
AµA

ν (37)

我们可以得到 SU(2) 规范不变量的另一种表述形式

L = − 1

2µ0

tr[(F a
µνT

a)2] = − 1

4µ0

(F a
µν)

2 (38)

3.2 推导同位旋守恒 [6]

根据带电粒子和非阿贝尔规范场的耦合公式

L = − 1

4µ0

F a
µνF

µνa + h̄cψ̄(iγµ∂µ − mc

h̄
)ψ + h̄ψ̄γµ

eAa
µT

a

h̄
ψ = − 1

4µ0

F a
µνF

µνa + h̄cψ̄(iγµDµ − mc

h̄
)ψ (39)

由于
Dµ = ∂µ − ieAµ/h̄ = ∂µ −

∑
a

ieAa
µT

a/h̄ (40)

定义
Jµa = ecψ̄γµT aψ (41)

我们将拉格朗日量重新写作

L = − 1

4µ0

F a
µνF

µνa + h̄cψ̄(iγµ∂µ − mc

h̄
)ψ + JµaAa

µ (42)

根据拉格朗日量的变分原理得到以下两个运动方程

(iγµDµ − mc

h̄
)ψ = 0 (43)

− 1

µ0

∑
µ

∂µF
µνa = Jνa +

1

µ0

e

h̄
ϵabc

∑
µ

Ab
µF

µνc (44)

根据上式可以导出 ∑
ν

∂ν(J
νa +

1

µ0

e

h̄
ϵabc

∑
µ

Ab
µF

µνc) = 0 (45)
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根据上式可定义同位旋电流和同位旋荷，可推导同位旋守恒。定义同位旋为如下形式

J ν = Jν − i

µ0

e

h̄

∑
µ

[Aµ, F
µν ] (46)

∂νJ ν = 0 (47)

类比于电磁场的洛伦兹规范，可引进同位旋的洛伦兹规范

∂µA
µa = 0 (48)

下面我们得到 SU(2) 规范场的量子化 [6]，此和原始文献推导略有出入

Πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= − 1

µ0

F 0µ (49)

[Aa
µ(x),Π

b
ν(x

′)] = ih̄δabδµνδ
3(x⃗− x⃗′) (50)

4 国际单位制下的传播子

根据国际单位制下的 Dirac 方程

L =

∫
d4xψ̄h̄c(iγµ∂µ − mc

h̄
)ψ (51)

根据平面波 e−ikµx
µ

= e−ik·x 因子，傅里叶变换形式为 f(x) ∝
∫

d4p
(2π)4

f(p)e−ip·x，于是动量空间拉格朗日量的
形式为

S =

∫
Ldt =

∫
d4p

(2π)4
h̄cψ̄(γ · p− mc

h̄
)ψ (52)

根据场的路径积分公式

⟨ψ̄(q)ψ(q)⟩ =
∫
Dψ̄qDψqe

iSψ̄qψq∫
Dψ̄qψqeiS

(53)

故可求得传播子形式为
⟨ψ̄(q)ψ(q)⟩ = i

h̄cγ · p−mc2
(54)

而对于时序格林函数，则需修改为

⟨ψ̄(q)ψ(q)⟩ = 1

h̄c

i(γ · p+ mc
h̄
)

p2 − (mc
h̄
)2 + iϵ

(55)

我们定义
jµ = ceψ̄γµψ (56)

我们发现此满足电流守恒方程 eq8，我们考虑加上电场后的拉格朗日量，发现恰好满足

L =

∫
d4xh̄cψ̄[iγµ∂µ − mc

h̄
]ψ − jµAµ

=

∫
d4xh̄cψ̄[γµ(pµ − eAµ

h̄
)− mc

h̄
]ψ

(57)
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