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第 1章 课程介绍与基本概念

（常）微分方程在现实生活中有很多应用，下举二例：
例 1.1传染病模型（SIR）：
设 S(t)易感，I(t)已感,R(t)康复，则 

S′(t) = −βS(t)I(t)

R′(t) = νI(t)

(S(t) +R(t) + I(t))′ = 0

(1.1)

=⇒

S′(t) = −βS(t)I(t)

I ′(t) = −νI(t) + βS(t)I(t)
(1.2)

例 1.2捕食模型：
设 x(t)狐狸，y(t)兔子

x′(t) = −kx(t)(a− by(t)) = −x(t)(a− by(t))

y′(t) = y(t)(c− dx(t))
(1.3)

目标：描述方程的解
1. 给出解析表达式；
2. 若不能，则对解的行为进行描述；
方法：对不同类型的方程使用不同的方法：

定义 1.1

♣

含未知函数 y(x), y′(x), y′′(x) . . . , yn(x)的等式

F (x, y(x), y′(x), . . . , yn(x)) = 0 (1.4)

称为常微分方程，出现 y(x)的导数的最高阶数 n称为方程的阶数.

定义 1.2

♣
设 y = φ(x)在区间 J 连续，且有直到 n阶导数，并在 J 上满足1.4，则称 y = φ(x)是方程1.4的解.

定义 1.3

♣若1.4中的 F 对 y及其导数是线性的，则称1.4为线性微分方程.



第 2章 一阶线性微分方程

考虑方程

y′(x) + p(x)y(x) = q(x) (2.1)

其中 p, q在 I = (a, b)连续.若 q(x) = 0，则称之为齐次方程.�
笔记研究非齐次微分方程前，先研究齐次方程.

齐次方程有
dy

dx
+ p(x)y = 0 (2.2)

=⇒ 1

y
dy + p(x)dx = 0 (2.3)

齐次方程 可分离变量oo 恰当方程oo (2.4)

故本章先讨论恰当方程，再用恰当方程的解法来解可分离变量方程，再用可分离变量方程解齐次方程.

2.1 恰当方程

定义 2.1

♣

考虑一阶常微分方程

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (2.5)

若存在可微函数 Φ(x, y)，满足

dΦ(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, (2.6)

则称2.5为恰当方程.其解为1（C ∈ R）

Φ(x, y) = C. (2.7)

定理 2.1

♥

设 P (x, y), Q(x, y)在区域 R = (α, β)× (γ, δ)连续，且有连续的一阶偏导数 ∂P
∂y ,

∂Q
∂x，则2.5为恰当方程的

充要条件为
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
(2.8)

在 R上恒成立，且方程的通解为 ˆ x

x0

P (x, y)dx+

ˆ y

y0

Q(x0, y)dy = C (2.9)

或 ˆ x

x0

P (x, y0)dx+

ˆ y

y0

Q(x, y)dy = C (2.10)

证明 必要性,
由于2.5恰当，则存在 Φ(x, y)，满足

∂Φ

∂x
= P (x, y),

∂Φ

∂y
= Q(x, y) (2.11)

1可以反解出 y = u(x)或 x = v(y).



2.2 可分离变量方程

=⇒ ∂P

∂y
=

∂2Φ

∂y∂x
,

∂Q

∂x
=

∂2Φ

∂x∂y
(2.12)

由于 ∂P
∂y ,

∂Q
∂x 连续，故

∂2Φ

∂y∂x
=

∂2Φ

∂x∂y
(2.13)

=⇒ ∂P

∂y
=
∂Q

∂x
(2.14)

充分性.
令

Φ(x, y) =

ˆ x

x0

P (x, y)dx+ ψ(y) (2.15)

显然 Φ满足 ∂Φ
∂x = P (x, y).由于

∂Φ

∂y
=

ˆ x

x0

∂P

∂y
dx+ ψ′(y) (2.16)

=

ˆ x

x0

∂Q

∂x
dx+ ψ′(y) (2.17)

= Q(x, y)−Q(x0, y) + ψ′(y) (2.18)

故令 ψ′(y) = Q(x0, y)，则

ψ(y) =

ˆ y

y0

Q(x0, y)dy. (2.19)

故已有

Φ(x, y) =

ˆ x

x0

P (x, y)dx+

ˆ y

y0

Q(x0, y)dy, (2.20)

即2.5恰当，通解即得.�
笔记这里只需要求 Φ(x, y)满足 ∂Φ

∂x = P, ∂Φ∂y = Q，而这样的 Φ有

Φ(x, y)− Φ(x0, y) =

ˆ x

x0

P (x, y)dx. (2.21)

故考虑设出 Φ，待定剩余部分,

命题 2.1

♠

设 p(x), q(y)在区域 I 连续可微，则方程

p(x)dx+ q(y)dy = 0 (2.22)

是恰当的，通解为 ˆ x

x0

p(x)dx+

ˆ y

y0

q(y)dy = C. (2.23)

2.2 可分离变量方程

定义 2.2

♣

若方程2.5形如

X(x)Y1(y)dx+X1(x)Y (y)dy = 0 (2.24)

则称为可分离变量方程.
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2.3 一阶线性微分方程

对上述方程，若 X(x), Y (y) 6= 0，则可转化为可恰当方程
X(x)

X1(x)
dx+

Y (y)

Y1(y)
dy = 0 (2.25)

通解为 ˆ
X(x)

X1(x)
dx+

ˆ
Y (y)

Y1(y)
dy = C (2.26)

例 2.1求解 y′ = 3
2y

1
3 .

解 Case 1.y = 0为特解 Case 2.y 6= 0时，有
1

y
1
3

dy =
3

2
dx (2.27)

可得通解为：

y
3
2 = x+ C. (2.28)

注从上例可知以下事实：
1. 一般称通解为含常数 C 的解，即通解 6=所有解.
2. 将通解与特解合并，也未必就是所有的解，比如上例中的通解与特解如图

图 2.1: 通解与特解

而若将其中某几段曲线拼接，仍然是方程的解.
例 2.2求解方程

(x2 + 1)(y2 − 1)dx+ xydy = 0. (2.29)

解考虑特解：y = ±1, x = 0.

x2 + 1

x
dx+

y

y2 − 1
dy = 0 (2.30)

=⇒1

2
x2 + ln |x|+ 1

2
ln |y2 − 1| = C (2.31)

=⇒x2 + lnx2 + ln |y2 − 1| = C (2.32)

=⇒x2|y2 − 1|ex
2

= eC (2.33)

=⇒y2 − 1 = Cx2ex
2

(2.34)

故通解为 y2 − 1 = Cx2ex
2

(C ∈ R)，特解 x = 0.
从上面的过程可以看出，特解有时候可以被合并在通解中.
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2.3 一阶线性微分方程

2.3 一阶线性微分方程
为考虑方程

dy

dx
+ p(x)y = q(x), p(x), q(x) ∈ C(a, b), (2.35)

先考虑
dy

dx
+ p(x)y = 0, p(x) ∈ C(a, b). (2.36)

问题 2.1设 p(x) ∈ C(a, b)，解方程
dy

dx
+ p(x)y = 0. (2.37)

解
1. y = 0为特解.
2. y 6= 0.

1

y
dy + p(x)dx = 0 (2.38)

=⇒ ln |y|+
ˆ
p(x)dx = C (2.39)

=⇒y = Ce−
´
p(x)dx(C ∈ R) (2.40)

可以看出，一阶齐次线性微分方程的解具有很简单的形式，从上面的结果可以看出，它们仅差一个常数倍.
实际上，上面的式子中常数 C 控制积分曲线的“大小”，指数项控制解的“形状”.
为了回过头来考虑非齐次方程，可以做如下猜测：
当 q(x)非常小时，非齐次方程的解近似为其次方程的解，即二者“形状”大致相同，在“大小”上每一点

有不同的伸缩量，故猜想非齐次方程的解形如

y = C(x)e−
´
p(x)dx, (2.41)

将我们的猜想带入方程2.35，得到

(C ′(x) + C(x)(−p(x)))e−
´
p(x)dx + p(x)C(x)e−

´
p(x)dx = q(x) (2.42)

=⇒C ′(x) = q(x)e
´
p(x)dx (2.43)

=⇒C(x) = C +

ˆ x

x0

q(s)e
´ s
s0
p(t)dt

ds (2.44)

因此猜想是正确的，得到非齐次方程的解为

y(x) =C(x)e−
´
p(x)dx (2.45)

=e
−
´ x
x0
p(x)dx

(C +

ˆ x

x0

q(s)e
´ s
s0
p(t)dt

ds) (2.46)

=Ce
−
´ x
x0
p(x)dx

+

ˆ x

x0

q(s)e−
´ x
s
p(t)dtds. (2.47)

特别地，如果 y(x0) = y0，则 C = y0，即

y(x) = y0e
−
´ x
x0
p(x)dx

+

ˆ x

x0

q(s)e−
´ x
s
p(t)dtds. (2.48)

这种将常数 C 变为受 x影响的函数 C(x)的方法，称为常数变易法.
例 2.3求解方程

dy

dx
+
y

x
= x3(x 6= 0). (2.49)

解分以下两种情况讨论
1. x > 0. 解齐次方程

dy

dx
+
y

x
= 0 (2.50)

5



2.3 一阶线性微分方程

得

y = e−
´

1
sds =

C

x
. (2.51)

令原方程解为 y = C(x)
x ，得

C ′(x) = x4, C(x) =
1

5
x5 + C (2.52)

通解为

y =
1

5
x4 +

C

x
(C ∈ R). (2.53)

2. x < 0. 同理可得，通解形式相同.

命题 2.2

♠齐次方程2.36的解或恒为 0，或恒不为 0.

证明 设 y(x)为方程的通解，则
d

dx

Ä
y(x)e

´ x
x0
p(x)dx

ä
= (y′(x) + p(x)y)e

´ x
x0
p(x)dx

= 0 (2.54)

若存在 x0 使得 y(x0) = 0，则

y(x)e
´ x
x0
p(x)dx

= 0 (2.55)

由于 p(x)在 (a, b)连续，故在 (x0, x)上的积分有限，

=⇒ y(x) ≡ 0. (2.56)

反正也可证明，齐次方程的解可能恒不为 0.

命题 2.3

♠给定初值，线性方程2.35的解存在且唯一.

证明 根据通解公式，解的存在性得证. 只需证明唯一性. 若不然，设方程有两个解 y = φ1(x), y = φ2(x)，令
ψ(x) = φ1(x)− φ2(x)，则

ψ′(x) = φ′
1(x)− φ′

2(x) = −p(x)ψ(x) (2.57)

ψ(x0) = φ1(x0)− φ2(x0) = 0 (2.58)

(2.59)

即 ψ(x)是方程
dy

dx
+ p(x)y = 0, y(x0) = 0 (2.60)

的解，由命题2.2可知，ψ(x) ≡ 0，故 φ1 = φ2.
例 2.4设方程

dy

dx
+ ay = f(x), (2.61)

a > 0为常数，f(x)是周期为 2π的连续函数，求 2π周期解.
证明 题中方程为一阶线性微分方程，其通解为：

y(x) = Ce−ax +

ˆ x

0

f(s)e−a(x−s)ds. (2.62)

须求 y(x)满足 y(x) = y(x+ 2π).令 u(x) = y(x)− y(x+ 2π)，则有

u′(x) + au = 0. (2.63)

根据2.2，u(x) ≡= 0 ⇔ ∃x0, u(x0) = 0.故只需保证 u(0) = 0, y(0) = y(2π)即可.
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2.4 几类重要的 ODE

=⇒ C =
e−2πa

1− e−2πa

ˆ 2π

0

f(s)easds =
1

e2πa − 1

ˆ 2π

0

f(s)easds. (2.64)

故解为

y(x) =
1

e2πa − 1

ˆ 2π

0

f(s)e−a(x−s)ds+

ˆ x

0

f(s)e−a(x−s)ds. (2.65)

注这里教材中答案有误.

2.4 几类重要的 ODE

2.4.1 齐次方程

定义 2.3

♣

若微分方程

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (2.66)

中 P (x, y), Q(x, y)都是 x, y的同次（m次）齐次函数，即

P (tx, ty) = tmP (x, y), Q(tx, ty) = tmQ(x, y). (2.67)

则称这样的方程为齐次方程.

注齐次方程有这样的等价定义：
dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
= −

P (1, yx )

Q(1, yx )
= Φ(

y

x
). (2.68)

对于这样的方程，可以设 y = ux，就有

dy − udx+ xdu (2.69)

=⇒P (x, ux)dx+Q(x, ux)(udx+ xdu) = 0 (2.70)

=⇒xm(P (1, u) + uQ(1, u))dx+ xm+1Q(1, u)du = 0 (2.71)

=⇒(P (1, u) + uQ(1, u))dx+ xQ(1, u)du = 0 (2.72)

即转化为可分离变量方程.
例 2.5解微分方程

dy

dx
=
x+ y

x− y
. (2.73)

解令 y = ux，得到

x
du

dx
+ u =

1 + u

1− u
(2.74)

⇐⇒1− u2

1 + u2
du =

dx

x
. (2.75)

积分可得

arctanu− ln
√
1 + u2 = ln |x| − lnC (2.76)

=⇒|x|
√
1 + u2 = Cearctanu(C ∈ R+) (2.77)

=⇒
√
x2 + y2 = Cearctan

y
x . (2.78)

如果采用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，方程的解有更简单的形式

r = Ceθ. (2.79)
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2.4 几类重要的 ODE

例 2.6讨论形如
dy

dx
= f

Å
ax+ by + c

mx+ ny + l

ã
. (2.80)

的微分方程.
解

1. c = l = 0.此时方程为齐次方程.
2. c, l不全为 0.令 x = ξ + α,

y = η + β,
(2.81)

其中 α, β 为常数，方程化为
dξ

dη
= f

Å
aξ + bη + aα+ bβ + c

mξ + nη +mα+ nβ + l

ã
(2.82)

(a). 若 ∆ = an− bm 6= 0，则方程 aα+ bβ + c = 0,

mα+ nβ + l = 0.
(2.83)

有解 α, β，使原方程化为齐次方程.
(b). 若 ∆ = an− bm = 0，则设 m

a = n
b = λ，则原方程化为

dy

dx
= f

Å
ax+ by + c

λ(ax+ by) + l

ã
. (2.84)

对此作还原 v = ax+ by，则方程化为可分离变量方程
dv

dx
= a+ bf

Å
v + c

λv + l

ã
. (2.85)

2.4.2 Bernoulli方程

定义 2.4

♣

有如下形式的方程称为 Bernoulli方程
dy

dx
+ p(x)y = q(x)yn, (2.86)

其中 p, q ∈ C(I), n 6= 1.

下面讨论 Bernoulli方程的解法.
解

1. y ≡ 0是方程的特解.
2. 若 y 6≡ 0.作如下变换

dy

dx
+ p(x)y = q(x)yn (2.87)

=⇒ 1

y

dy

dx
+ p(x)y1−n = q(x) (2.88)

=⇒ 1

1− n

dy1−n

dx
+ p(x)y1−n = q(x) (2.89)

=⇒ 1

1− n

dz

dx
+ p(x)z = q(x)(令z = y1−n) (2.90)

(2.91)

即方程化为一阶线性微分方程.
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2.4 几类重要的 ODE

2.4.3 Riccati方程

定义 2.5

♣

有如下形式的方程称为 Riccati方程
dy

dx
= p(x)y2 + q(x)y + r(x). (2.92)

其中 p, q, r ∈ C(I), p(x) 6≡ 0.

Riccati方程是形式上最简单的一类微分方程，但并不能用初等积分法求解，但是可以使用初等变换，在一
定条件下求解，考虑如下问题：
问题 2.2设方程2.92有特解 φ(x)，试求其通解 y(x).
解设 y(x) = φ(x) + u(x)，则

du

dx
=

dy

dx
− dφ

dx
(2.93)

= [p(x)(φ(x) + u)2 + q(X)(φ(x) + u) + r(x)]− [p(x)φ(x)2 + q(x)φ(x) + r(x)] (2.94)

= p(x)u2 + 2p(x)φu+ q(x)u (2.95)

= p(x)u2 + (2p(x)φ(x) + q)u (2.96)

即方程化为 Bernoulli方程.
例 2.7解方程

dy

dx
+ ay2 = bx−2. (2.97)

解易知，y 6≡ 0，故原方程可化为
1

y2
dy

dx
+ a = b

1

x2y2
(2.98)

令 z = 1
y，方程化为

−dz

dx
+ a = b

z2

x2
(2.99)

方程化为齐次方程，再令 z = ux，可得

u+ x
du

dx
= a− bu2. (2.100)

2.4.4 Gronwall不等式

定理 2.2 (Gronwall不等式)

♥

令K ⩾ 0为常数，f(x), g(x)为 [α, β]上得连续非负函数，且

f(x) ⩽ K +

ˆ x

α

f(s)g(s)ds (α ⩽ x ⩽ β) (2.101)

则有

f(x) ⩽ Ke
´ x
α
g(s)ds (α ⩽ x ⩽ β) (2.102)

证明 令 A(x) = K +
´ x
α
f(s)g(s)ds，则

A′(x) = f(x)g(x) ⩽ g(x)A(x) (2.103)

⇐⇒ A′(x)− g(x)A(x) ⩽ 0 (2.104)

=⇒
Ä
A(x)e−

´ x
α
g(s)ds

ä′
⩽ 0 (2.105)

=⇒ A(x)e−
´ x
α
g(s)ds ⩽ f(α) = K (2.106)
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2.5 一阶隐式方程

=⇒ f(x) ⩽ A(x) (2.107)

⩽ Ke
´ x
α
g(s)ds (2.108)

定理 2.3 (Gronwall不等式（微分形式）)

♥

设 f(x) ∈ C1([α, β])非负，g(x) ∈ C([α, β])且
df

dx
⩽ g(x)f(x), (2.109)

则有

f(x) ⩽ f(α)e
´ x
α
g(s)ds. (2.110)

证明 证明是类似的. Ä
f(x)e−

´ x
α
g(s)ds

ä′
⩽ 0 (2.111)

=⇒ f(x)e−
´ x
α
g(s)ds ⩽ f(α) (2.112)

=⇒ f(x) ⩽ f(α)e
´ x
α
g(s)ds (2.113)

2.5 一阶隐式方程
注这一节是原书第四章内容.

在实际问题中，微分方程并不都能恰好有
dy

dx
= f(x, y) (2.114)

的形式，因此要考虑更普适的情况.

定义 2.6

♣

一阶隐式方程形如

F

Å
x, y,

dy

dx

ã
= 0. (2.115)

2.5.1 微分法

若方程2.115可解出

y = f(x, p) (2.116)

其中 p = y′，对上式微分
dy

dx
= p =

∂f

∂x
+
∂f

∂p

dp

dx
(2.117)

=⇒ (∂xf(x, p)− p)dx+ ∂pf(x, p)dp = 0 (2.118)

1. 若2.118可解出通解 p = u(x,C)（或特解 p = w(x)），则2.116有通解 y = f(x, u(x,C))（或特解 y =

f(x,w(x))）.
2. 若2.118可解出通解 x = v(p, C)（或特解 x = z(p)），则2.116有通解（或特解）x = v(p, C),

y = f(v(p, C),

x = z(p),

y = f(z(p), p).
(2.119)

这里 p视为参数.
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2.5 一阶隐式方程

例 2.8考虑克莱罗方程

y = xp+ f(p), (2.120)

其中 p = y′, f ′′(p) 6= 0.
解做微分得

p = p+ x
dp

dx
+ f ′(p)

dp

dx
(2.121)

=⇒ (x+ f ′(p))
dp

dx
= 0 (2.122)

1. dp
dx = 0，p(x) ≡ C.此时有通解

y = Cx+ f(C). (2.123)

2. x+ f ′(p) = 0，即 x = −f ′(p) = w(p)，解得x = −f ′(p),

y = −pf ′(p) + f(p).
(2.124)

有时，微分方程的特解可以包含在通解当中，对克莱罗方程，也有这样的问题
问题 2.3克莱罗方程中，特解是否由通解给出？
例 2.9考虑当 f(p) = − 1

4p
2 时的克莱罗方程.

易知，通解为 y = Cx− 1
4C

2，特解为x = 1
2p

y = 1
2p

2 − 1
4p

2 = 1
4p

2.
(2.125)

也即 y = x2.
显然，在上述例子中通解并不包含特解.

注事实上，上例中特解与通解在图形上有如下关系

图 2.2: 通解与特解的几何关系

下面来对一般情形进行证明.
证明 特解为 x = −f ′(p)，由于 f ′′(p) 6= 0，由逆映射定理2，可反解出 p = w(x)，代入上面的通解得

y = xw(x) + f(w(x)) (2.126)

=⇒ y′ = w(x) + xw′(x) + f ′(w(x))w′(x) (2.127)

= w(x) + w′(x)(x+ f ′(w(x))) (2.128)

= w(x) (2.129)
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2.5 一阶隐式方程

而

x = −f ′(w(x)) (2.130)

=⇒ 1 = −f ′′(w(x))w′(x) (2.131)

=⇒ w′(x) 6≡ 0 (2.132)

=⇒ y′ = w(x) 6≡ Const (2.133)

故特解不为线性式，即通解不包含特解.

2.5.2 参数法

1.设方程不显含自变量 x，形如

F (y, p) = 0, p =
dy

dx
(2.134)

则设 p = h(t), y = g(t)，有

dx =
1

p
dy (2.135)

=⇒ x =

ˆ
g′(t)

h(t)
dt+ C (2.136)

例 2.10求解方程 Å
dy

dx

ã2
+ y2 = 1. (2.137)

证明
1. p ≡ 0，此时 y ≡ ±1为特解.
2. p 6≡ 0，设 y = cos t, p = sin t，则

x =

ˆ
− sin t

sin t
dt+ C = −t+ C. (2.138)

故通解为 x = −t+ C

y = cos t
(2.139)

或记为 y = cosx− C.
2.一般的一阶隐式方程 F (x, y, p) = 0.
考虑 (x, y, p) ∈ R3，令

(x, y, p) = (f(u, v), g(u, v), h(u, v)) (2.140)

则有

dy = pdx (2.141)

=⇒ ∂ugdu+ ∂vgdv = h∂ufdu+ h∂vfdv (2.142)

=⇒ (∂ug − h∂uf)du+ (∂vg − h∂vf)dv = 0 (2.143)

若2.143有通解 v = Q(u,C)或特解 v = S(u)，则原方程有通解或特解x = f(u,Q(u,C))

y = g(u,Q(u,C))

x = f(u, S(u))

y = g(u, S(u))
(2.144)

例 2.11解方程 Å
dy

dx

ã2
+ y − x = 0. (2.145)

2这里课堂误称为隐函数定理
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2.5 一阶隐式方程

证明 令 x = u, p = v, y = u− v2，则有

(v − 1)du+ 2vdv = 0 (2.146)

可解得通解 u = −2v − ln (v − 1)2 + C 与特解 v = 1，即得原方程的通解与特解x = −2v − ln (v − 1)2 + C

y = −2v − v2 − ln (v − 1)2 + C

x = u

y = u− 1
(2.147)
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第 3章 微分方程的定性理论

3.1 Picard存在唯一性定理
本节讨论方程

dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0 (3.1)

的解的存在与唯一性.

定义 3.1

♣

设 f(x, y)在区域 D中满足

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|, L > 0 (3.2)

则称 f 在 D中对 y满足 Lipschitz条件.

在单变量微积分中，Lipschitz条件是一致收敛性的等价表述之一.

定理 3.1 (Picard存在唯一性定理)

♥

设对方程3.1，f(x, y) 在 R = [x0 − a, x0 + a] × [y0 − b, y0 + b] 连续，且对 y 满足 Lipschitz 条件，则在
[x0 − h, x0 + h]上存在唯一解，其中

h = min{a, b
M

},M > max
(x,y)∈R

|f(x, y)|. (3.3)

Picard定理的证明不难理解，但是较为繁琐，具体步骤如下：
1. 将微分方程转化为对应的积分方程1.
2. 构造 Picard序列 {yn(x)}.
3. 证明 {yn(x)} ⇒ y(x)，且 y(x)是方程的解.
4. 证明解的唯一性.

证明 Step 1.转化积分方程.

dy

dx
= f(x, y(x)), y(x0) = y0 (3.4)

⇐⇒ dy = f(x, y(x))dx (3.5)

⇐⇒ y(x) = y(x0) +

ˆ x

x0

f(x, y(x))dx (3.6)

容易验证两个方程是同解的.
Step 2.构造 Picard序列.
构造如下（Picard）序列： yn(x) = y(x0) +

´ x
x0
f(x, yn−1(x))dx

y0(x) = y0
(3.7)

首先证明其“良定义性”，即序列的定义域仍在 R中，|yn(x)− y0| ⩽ b.
首先有2

|y1(x)− y0| =
∣∣∣∣ˆ x

x0

f(t, y0)dt

∣∣∣∣ (3.8)

1相比微分方程，积分方程更容易作估计（因为积分三角不等式）.
2从这里也可以诱导出 h的定义.



3.1 Picard存在唯一性定理

⩽
∣∣∣∣ˆ x

x0

|f(t, y0)|dt
∣∣∣∣ (3.9)

⩽M |x− x0| (3.10)

⩽ b (3.11)

则根据数学归纳法3，对任意 n ∈ N, |yn(x)− y0| ⩽ b.
Step 3.证明 {yn(x)} ⇒ y(x)是方程的解.
改写

yn(x) =

n−1∑
j=0

[yj+1(x)− yj(x)] + y0 (3.12)

⩽
n−1∑
j=0

|yj+1(x)− yj(x)|+ y0 (3.13)

由于

|y2(x)− y1(x)| =
∣∣∣∣ˆ x

x0

[f(t, y1(t))− f(t, y0(t))]dt

∣∣∣∣ (3.14)

⩽
∣∣∣∣ˆ x

x0

|f(t, y1(t))− f(t, y0(t))|dt
∣∣∣∣ (3.15)

⩽ L

∣∣∣∣ˆ x

x0

|y1(t)− y0(t)|dt
∣∣∣∣ (3.16)

⩽ LM

∣∣∣∣ˆ x

x0

|t− x0|dt
∣∣∣∣ (3.17)

=
LM

2
(x− x0)

2 =
M

L

[L(x− x0)]
2

2
(3.18)

这里用到了验证良定义性时的结论.充分上面的相同过程，可得

|yn+1(x)− yn(x)| ⩽ L

∣∣∣∣ˆ x

x0

|yn(t)− yn−1(t)|dt
∣∣∣∣ (3.19)

根据归纳法，可以证明

|yn+1(x)− yn(x)| ⩽
M

L

[L|x− x0|]n+1

(n+ 1)!
(3.20)

⩽ M

L

(Lh)n+1

(n+ 1)!
(3.21)

故
∞∑
j=0

|yj+1(x)− yj(x)| ⩽
M

L

∞∑
j=0

(Lh)j+1

(j + 1)!
(3.22)

则根据函数项级数的Weierstrass判别法，可知 {yn(x)}一致收敛，因此对 Picard序列的递推式取极限，得

lim
n→∞

yn(x) = lim
n→∞

ï
y(x0) +

ˆ x

x0

f(t, yn−1(t))dt

ò
(3.23)

= y(x0) +

ˆ x

x0

f(t, lim
n→∞

yn−1(t))dt (3.24)

=⇒ y(x) = y(x0) +

ˆ x

x0

f(t, y(t))dt (3.25)

故 Picard序列的极限 y(x) = limn→∞ yn(x)是方程的解.
Step 4.证明解的唯一性.

3这里归纳法主要是保证在 yn−1(x)不越界，可以使用M 放缩.
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3.1 Picard存在唯一性定理

若方程有两个互异的解 φ(x), ψ(x)，记 u(x) = φ(x)− ψ(x)，则有

|u(x)| =
∣∣∣∣ˆ x

x0

f(t, φ(t))− f(t, ψ(t))dt

∣∣∣∣ (3.26)

⩽ L

ˆ x

x0

|φ(t)− ψ(t)|dt (3.27)

= L

ˆ x

x0

|u(t)|dt (3.28)

根据 Gronwall不等式2.2可得4

|u(x)| ⩽ 0 (3.29)

故 φ(x) = ψ(x).
事实上，该定理也可以用压缩映像原理考虑.定义

T : C([x0 − b, x0 + b]) −→ C([x0 − b, x0 + b]) (3.30)

y(x) 7−→ y0 +

ˆ x

x0

f(t, y(t))dt (3.31)

则需要证明，存在唯一 y(x) ∈ C([x0 − b, x0 + b]),使得 T (y(x)) = y(x)，即 T 有唯一不动点.

定理 3.2

♥

设 X 为 Banach空间的闭集，T为 X上的算子，若对任意 y1, y2 ∈ X，都有

||T (y1)− T (y2)|| ⩽ θ||y1 − y2||(0 < θ < 1) (3.32)

则存在唯一的 y ∈ X，使得 T (y) = y.

注带有完备范数（向量 Cauchy列收敛）的向量空间称为 Banach空间.
对于 y ∈ C([x0 − b, x0 + b])，定义

||y|| = max{|y(x)| : x ∈ [x0 − b, x0 + b]} (3.33)

X = {y(x) ∈ C([x0 − b, x0 + b]) : |y(x)− y0| ≤ b} (3.34)

则 X 为闭集（极限点都在 X 中）.
对任意 y(x) ∈ X

|T (y)− y0| =
∣∣∣∣ˆ x

x0

f(t, y(y))dt

∣∣∣∣ (3.35)

⩽M |x− x0| ⩽Mh = b. (3.36)

|T (y1)− T (y2)| =
∣∣∣∣ˆ x

x0

(f(t, y1(t))− f(t, y2(t)))dt

∣∣∣∣ (3.37)

⩽ L

∣∣∣∣ˆ x

x0

|y1(x)− y2(x)|dx
∣∣∣∣ (3.38)

⩽ L|x− x0|max{|y1(x)− y2(x)| : x ∈ [x0 − b, x0 + b]} (3.39)

⩽ Lh||y1 − y2|| (3.40)

若 Lh < 1，则 h < 1
L .此时满足压缩映像原理的条件，则根据该定理，存在唯一性得证.

例 3.1考虑 Riccati方程 dy
dx = f(x, y) = x2 + y2 解的存在唯一性.

解由于 f(x, y)对 y偏导数 ∂yf = 2y存在且局部有界，故局部满足 Lipschitz条件，根据 Picard存在唯一性定理，
可以断言方程在区域 D内经过每一点有且只有一个解.

4这里教材上使用和上面一样的递推放缩，但用 Gronwall不等式会更快.
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3.2 解的延伸

定理 3.3 (Peano存在性定理)

♥

设函数 f(x, y)在矩形区域 R内连续，则初值问题
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0 (3.41)

在区间 |x− x0| ⩽ h上至少有一个解 y = y(x)，这里 R, h的定义同3.1

定义 3.2 (Osgood条件)

♣

设 f(x, y) ∈ C(G)，且

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ F (|y1 − y2|), (3.42)

其中 F (r) > 0为 r > 0上的连续函数，且瑕积分ˆ r1

0

dr

F (r)
= ∞ (3.43)

r1 为任意常数.则称 f(x, y)在 G内对 y满足 Osgood条件.

注 Lipschitz条件为 Osgood条件取 F (r) = Lr的特例.

定理 3.4

♥
若 f(x, y)在 G关于 y满足 Osgood条件，则过 G内任一点，积分曲线唯一.

证明 设过 (x0, y0)有两个解 y = y1(x),y = y2(x)，则存在 x1 6= x0，使得 y1(x1) 6= y2(x1).
不妨设 x1 > x0, y1(x1) > y2(x1)，令

x = sup
[x0,x1]

{x : y1(x) = y2(x)}. (3.44)

则 x0 ⩽ x < x1，令 r(x) = y1(x)− y2(x) > 0, r(x) = 0，则

r′(x) = y′1(x)− y′2(x) = f(x, y1(x))− f(x, y2(x)) (3.45)

⩽ F (|y1 − y2|) (3.46)

⩽ F (r(x)) (3.47)

由此得
dr(x)

F (r(x))
⩽ dx, (3.48)

=⇒
ˆ r1

0

dr

F (r)
⩽ x1 − x <∞ (3.49)

矛盾，故解唯一.

3.2 解的延伸

定理 3.5 (延拓定理)

♥

设 P0 为区域 G内任一点，并设 Γ为微分方程
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0, f ∈ C(G). (3.50)

经过 P0(x0, y0)点的任一条积分曲线，则积分曲线 Γ将在区域 G内延伸到边界（换句话说，对任何有界
闭区域 G1，P0 ∈ G1 ⊂ G，积分曲线 Γ将延伸到 G1 之外）.

证明 设方程经过 P0的解 Γ（解得存在性由 Peano存在性定理保证）为 y = φ(x)(x ∈ J)，其中 J 表示 Γ的最大
存在区间.根据对称性，只考虑积分曲线在 x0 右侧的延伸（右行解）情况.因此令 J+ = J ∩ [x0,+∞)，即 Γ在
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3.2 解的延伸

P0 的右行最大区间，下面分类讨论.
1. J+ = [x0,+∞).
此时曲线已延伸到边界，命题成立.

2. J+ = [x0, x1].
令 y1 = φ1(x1)，则 P1(x1, y1)∈G，由于 G是开集，故存在以 P1 为中心的矩形 R ⊂ G

图 3.1: 解的延拓

由 Peano存在性定理，在 [x1 − h, x1 + h]上存在方程的解 y = φ1(x)，令

y(x) =

φ(x), x0 ⩽ x ⩽ x1

φ1(x), x1 ⩽ x ⩽ x1 + h
(3.51)

容易发现，y(x)满足（与微分方程等价的积分方程）

y(x) = x0 +

ˆ x

x0

f(t, y(t))dt. (3.52)

因此方程在 [x0, x1 + h]上有界，与 J+ 定义矛盾，故定理成立.
3. J+ = [x0, x1).
若不能延伸，则存在有界闭集K ⊂ G，使得 Γ ⊂ K.对任意 xn → x−1，都有

|φ(xm)− φ(xn)| =
∣∣∣∣ˆ xn

xm

f(t, φ(t))dt

∣∣∣∣ (3.53)

⩽ max
(x,y)∈K

|f(x, y)||xn − xm| (3.54)

< M |xn − xm|. (3.55)

上面用到了连续函数在有界闭集上可以取到最值的性质.
由此，{φ(xn)}为 Cauchy列，因此极限存在，令

y1 = lim
x→x−

1

φ(x). (3.56)

由于在 [x0, x1)有

φ(x) = x0 +

ˆ x

x0

f(t, φ(t))dt. (3.57)

故令 x→ x1，得到

y1 = x0 +

ˆ x1

x0

f(t, φ(t))dt. (3.58)
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3.2 解的延伸

因此 φ(x), x0 ⩽ x < x1

y1, x = x1
(3.59)

是方程的解，同样的，这与 J+ 定义矛盾，故定理成立.
将前面的 Picard存在唯一性定理与上面的定理综合，可得如下推论

推论 3.1

♥

设 f(x, y) ∈ C(G)，而且对 y满足局部 Lipschitz条件，则微分方程
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0, f ∈ C(G). (3.60)

经过 G内任一 P0 存在唯一积分曲线 Γ，并且 Γ在 G内延伸到边界.

例 3.2证明微分方程
dy

dx
= x2 + y2 (3.61)

任一解的存在区间都是有界的.
证明 由于 f(x, y) = x2 + y2在 R2连续，并且对 y有连续偏导数，所有方程经过平面上任一点 P0的积分曲线是
唯一存在的.设 y = y(x)是微分方程满足初值条件 y(x0) = y0的解，令 J+ = [x0, β0)是它的右侧最大存在区间，
其中 β0 > x0.不妨设 β0 > 0（否则区间显然有界），则存在 x1 > 0, [x1, β0) ⊂ J+，使得 y = y(x)在 [x1, β0)上
满足

y′(x) = x2 + y2 ⩾ x21 + y(x)2 (3.62)

=⇒ y′(x)

x21 + y2(x)
⩾ 1 (x1 ⩽ x < β0) (3.63)

从 x1 到 x积分，得
1

x1

ï
arctan

y(x)

x1
− arctan

y(x1)

x1

ò
⩾ x− x1 ⩾ 0. (3.64)

这表明

0 ⩽ x− x1 ⩽ π

x1
(x1 ⩽ x < β0) (3.65)

即 β0 是有限的，J+ 为有限区间.
例 3.3任取 P0(x0, y0)，证明初值问题

dy

dx
= (x− y)exy

2

, y(x0) = y0 (3.66)

的右行解（从 P0 出发向右延伸的解）都在区间 [x0,+∞)上存在.
注对于方程

dy

dx
= f(x, y), (3.67)

称曲线 γ : f(x, y) = 0为 nullcline，即在这条曲线上方程“无增长”.
证明 由于 f(x, y)连续且有一阶偏导数，由推论可知对任意包含 P0的区域 G，初值问题的解存在且唯一，并且
可延伸到 G的边界.

由于 L : y = x是方程的 x-nullcline（水平等斜线），故积分曲线在 L上方斜率为负，下方斜率为正，换句话
说，积分曲线在 L上方单调下降，在 L下方单调上升.考虑区间

S : x0 ⩽ x < y0, −∞ < y <∞. (3.68)

1. 若 P0 位于直线上方.
由于在 L上方积分曲线单调递减，故其必然会与 L相交，而后穿过 L，到达曲线下方.

2. 若 P0 位于直线下方.
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3.2 解的延伸

图 3.2: 积分曲线

则积分曲线单调增加，但是积分曲线不会再次穿过 L到达 L上方（若曲线从下方接近 L，则其斜率远小于
1，但直线 L的斜率是 1），因此积分曲线无法在有限的区间趋于正无穷.这与最大存在区间有限矛盾.

定理 3.6

♥

设微分方程
dy

dx
= f(x, y), (3.69)

其中 f(x, y) ∈ C(S)，

S : α < x < β, −∞ < y <∞. (3.70)

且满足不等式

|f(x, y)| ⩽ A(x)|y|+B(x), (3.71)

其中 A(x), B(x) ⩾ 0在区间 (α, β)连续，则微分方程的每一个解都以区间 (α, β)为最大存在区间.

证明 由 Peano存在性定理，经过 S中任一点，存在至少一条积分曲线，且每一条积分曲线都可延拓到 S的边界
（延拓定理）.只证明经过 P0 ∈ S的最大右行区间为 [α, β)，否则存在 β0 ∈ (x0, β)，使得最大右行区间为 [x0, β0).

图 3.3: Caption

任取 y = y(x), x1 ∈ (x0, β0)，令 β1 满足 β0 < β1 < β，令

R : |x− x1| ⩽ a, |y − y1| ⩽ b, (3.72)

使得 x1 + a < β1.
由于 A,B 在 (α, β)上连续，令它们在 [x0, β1]上的上界分别为 A0, B0，则在 R上，由

|f(x, y)| ⩽ A0(|y1|+ b) +B0 :=M − 1, (3.73)
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3.2 解的延伸

故
b

M
=

b

A0(|y1|+ b) +B0 + 1
→ 1

A0
. (3.74)

由此可知，当 b充分大时， b
M ⩾ 1

2A0
，选取 a，使得 a < 1

4A0
，则

h = min{a, b
M

} = a. (3.75)

由 Peano存在性定理，经过 P1 在 [x1 − a, x1 + a]上存在积分曲线.只要取 x1 充分接近 β0，则积分曲线在
[x1, x1 + a]存在，因此，积分曲线在 [x0, x1 + a]存在，这与 [x0, β0)是最大存在区间矛盾.
注上面最后的蜜汁操作是为了在使用 Peano存在性定理3.3时，保证在 [x1−a, x1+a]中有解，而不被 b/M 影响.
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第 4章 幂级数解法

4.1 Cauchy定理

定义 4.1

♣

设有两个幂级数
∞∑

i,j=0

aij(x− x0)
i(y − y0)

j (4.1)

∞∑
i,j=0

Aij(x− x0)
i(y − y0)

j (4.2)

其中 Aij ⩾ 0，且系数满足

|aij | ⩽ Aij .(i, j = 0, 1, · · · ) (4.3)

则称后者是前者的一个优级数（或强级数），若后者在区域D : |x− x0| < α, |y − y0| < β内是收敛的，则
它的和函数 F (x, y)称为前者在 D的一个优级数（或强级数）.

引理 4.1

♥

设函数在矩形区域 R : |x− x0| < α, |y − y0| < β 上可展开成 (x− x0)和 (y − y0)的收敛幂级数，则存在
常数M > 0，使得函数

F (x, y) =
M(

1− x−x0

a

) (
1− y−y0

b

) . (4.4)

在矩形区域 R0 : |x− x0| < a < α, |y − y0| < b < β 内是 f(x, y)的一个优级数.

证明 由于 f(x, y)在 R上可展开成一个收敛的幂级数

f(x, y) =

∞∑
i,j=0

aij(x− x0)
i(y − y0)

j , (4.5)

故对于任意取定正数 a < α, b < β，正项级数
∞∑

i,j=0

|aij |aibj (4.6)

收敛，从而其通项有界，即存在常数M > 0，使得

|aij |aibj ⩽M ⇐⇒ |aij | ⩽
M

aibj
. (4.7)

在 R0 内考虑上面定义的函数 F (x, y).易知，当 (x, y) ∈ R0 时，有如下收敛的幂级数展开

F (x, y) =

∞∑
i,j=0

M

aibj
(x− x0)

i(y − y0)
j . (4.8)

则易知 F (x, y)是 f(x, y)在 R0 内的优级数.

引理 4.2

♥

设在 R0 上由4.5给定 F (x, y)，则初值问题
dy

dx
= F (x, y), y(x0) = y0 (4.9)

在区间 |x− x0| < ρ内存在一个解析的解 y = ŷ(x)，其中 a, b,M 意义同上，

ρ = a
Ä
1− e−

b
2aM

ä
. (4.10)



4.1 Cauchy定理

证明 利用分离变量法求解，得到 ˆ y

y0

(
1− y − y0

b

)
dy =

ˆ x

x0

M

1− x−x0

a

dx (4.11)

b

2

(
1− y − y0

b

)2
− b

2
= aM ln

(
1− x− x0

a

)
(4.12)

由此解出4.9的解为

y = ŷ(x) = y0 + b− b

…
1 +

2aM

b
ln
(
1− x− x0

a

)
(4.13)

由于 ρ < a，故当 |x− x0| < ρ时，ln
(
1− x−x0

a

)
可展开为 (x− x0)的幂级数，而当 |s| < 1时，

√
1 + s可

以展成 s的幂级数.由于当 |x− x0| < ρ时可证明∣∣∣∣2aMb ln
(
1− x− x0

a

)∣∣∣∣ < 1, (4.14)

所以利用幂级数代入幂级数的法则可知，上面的函数 y = ŷ(x)当 |x − x0| < ρ时可以展成 (x − x0)的幂级
数，从而 y = ŷ(x)是4.9的解析解.

定理 4.1 (Cauchy定理)

♥

若 f(x, y)在矩形区域 R上可以展开成 (x− x0)与 (y − y0)的一个收敛的幂级数，则初值问题3.1在 x0点
的邻域 |x− x0| < ρ内存在唯一解析解 y = y(x).

证明 根据假设，可以在 R上将 f(x, y)展开成收敛幂级数

f(x, y) =

∞∑
i,j=0

aij(x− x0)
i(y − y0)

j . (4.15)

齐次，作3.1的形式解

y = y0 +

∞∑
n=1

Cn(x− x0)
n. (4.16)

则可通过计算得到

C1 = y′(x0) = f(x0, y0) = a00 (4.17)

C2 =
y′′(x0)

2!
=
∂xf(x0, y0) + ∂yf(x0, y0)y

′(x0)

2!
=
a10 + a01a00

2!
(4.18)

· · · · · · (4.19)

Cn =
y(n)(x0)

n!
= Pn(a00, a01, a10, · · · , an−1,0). (4.20)

其中 Pn表示 n次多项式，系数均为正数，且与 f(x, y)无关，只与 n有关.以此法可以唯一确定形式解，故
形式解唯一，由此得出3.1解析解唯一.

为证明解析解的存在性，只需证明形式解的收敛性，考虑初值问题
dy

dx
= F (x, y), y(x0) = y0 (4.21)

其中

F (x, y) =
M(

1− x−x0

a

) (
1− y−y0

b

) . (4.22)

a, b,M 意义同引理4.1，根据4.1，在 R0 中 F (x, y)是 f(x, y)的优函数，即 F (x, y)在 R0 内可展成幂级数

F (x, y) =

∞∑
i,j=0

Aij(x− x0)
i(y − y0)

j , (4.23)

且 |aij | ⩽ Aij .作4.9的形式解

y = ŷ(x) = y0 +

∞∑
n=1

Ĉn(x− x0)
n, (4.24)
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4.2 幂级数解法

根据前面唯一性的证明中 Pn 的性质知，

Ĉn = Pn(A00, A01, A10, · · · , An−1,0). (4.25)

因此根据上面强级数的关系，

|Cn| = |Pn(a00, a01, a10, · · · , an−1,0)| (4.26)

⩽ |Pn(A00, A01, A10, · · · , An−1,0)| (4.27)

= |Ĉn|. (4.28)

这表明上面的 y = ŷ(x)是前面的形式解 y的优级数，由4.2，y = ŷ(x)在 |x − x0| < ρ收敛，因此形式解 y

也在 |x− x0| < ρ收敛，即存在性得证.
注

1. 非解析的微分方程可能没有形式的幂级数解，例如
dy

dx
=
y − x

x
, y(0) = 0. (4.29)

2. 非解析微分方程的形式解可能不收敛，例如

x2
dy

dx
= y − x, y(0) = 0. (4.30)

4.2 幂级数解法
本节开始，限于讨论二阶齐次线性微分方程

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = 0, (4.31)

其中 A,B,C 在区间 |x− x0| < r内解析.若其有公因子 (x− x0)，则将其约去，若 A(x0) 6= 0，则在 x0附近
A(x) 6= 0,因此方程可写为如下形式

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (4.32)

其中系数函数

p(x) =
B(x)

A(x)
, q(x) =

C(x)

A(x)
. (4.33)

在 x0 附近解析，称这样的点 x0 为微分方程4.9的常点，若 A(x0) = 0，则 p, q至少有一个在 x0 不连续，这
样的点 x0 称为方程4.31的奇点.本节考虑前者.

根据 Cauchy定理，可以得到下面的定理.

定理 4.2

♥

设微分方程4.32中 p(x), q(x)在区间 |x−x0| < r可展成 (x−x0)的收敛的幂级数，则4.32在区间 |x−x0| < r

内有收敛的幂级数解

y =

∞∑
n=0

Cn(x− x0)
n, (4.34)

其中 C0, C1 为两个任意常数，Cn 可递推得到.

问题 4.1用幂级数解法解 Airy方程

y′′ = xy (−∞ < x <∞). (4.35)

解由定理4.1，可设方程有幂级数解

y =

∞∑
n=0

anx
n (−∞ < x <∞). (4.36)
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4.3 广义幂级数解法

微分并调整求和指标：

y′′ =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n, (4.37)

代入原方程得
∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n =

∞∑
n=0

an−1x
n (4.38)

根据幂级数的唯一性，对比系数可得递推式

(n+ 2)(n+ 1)an+2 = an−1, (4.39)

由此解得

a2 = a5 = · · · = a3n+2 = · · · = 0 (4.40)

a3 =
a0
3 · 2

, a6 =
a0

6 · 5 · 3 · 2
, · · · , a3n =

a0
3n(3n− 1)(3n− 3)(3n− 4) · · · 6 · 5 · 3 · 2

(4.41)

a4 =
a1
4 · 3

, a7 =
a1

7 · 6 · 4 · 3
, · · · , a3n+1 =

a0
(3n+ 1)(3n)(3n− 2)(3n− 3) · · · 7 · 6 · 4 · 3

. (4.42)

由此可得 Airy方程的幂级数解为

y = a0

[
1 +

∞∑
n=1

x3n

3n(3n− 1)(3n− 3)(3n− 4) · · · 6 · 5 · 3 · 2

]
(4.43)

+ a1

[
x+

∞∑
n=1

x3n+1

(3n+ 1)(3n)(3n− 2)(3n− 3) · · · 7 · 6 · 4 · 3

]
(4.44)

利用 d’Alembert判别法，可知上面的幂级数对任何 x都收敛，它是 Airy方程的通解.
使用相同的方法，也可以求出 Airy方程在 x = 1处展开的幂级数解，只不过那种情况得到的递推式会稍显

复杂.
问题 4.2求解 Legendre方程

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0, (4.45)

其中 n为常数.
解易知 x = 0为 Legendre方程的一个常点，由定理4.2，当 |x| < 1时，方程有幂级数解

y =

∞∑
k=0

Ckx
k. (4.46)

将上式代入方程，可得
∞∑
k=0

[(k + 2)(k + 1)Ck+2 + (n+ k + 1)(n− k)Ck]x
k = 0. (4.47)

由此得到递推公式

(k + 2)(k + 1)Ck+2 + (n+ k + 1)(n− k)Ck = 0 (4.48)

从而得出

C2m = (−1)mC0 =
(n− 2m+ 2) · · · (n− 2)n(n+ 1)(n+ 3) · · · (n+ 2m− 1)

(2m)!
(4.49)

C2m+1 = (−1)mC1 =
(n− 2m+ 1) · · · (n− 3)(n− 1)(n+ 2)(n+ 4) · · · (n+ 2m)

(2m)!
(4.50)

即得，Legendre方程的幂级数解为

y =

∞∑
k=0

[C2kx
2k + C2k+1x

2k+1]. (4.51)
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4.3 广义幂级数解法

4.3 广义幂级数解法
上节中已证明方程

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = 0 (4.52)

在常点 x0的邻域内存在幂级数解，本节将进一步证明，微分方程在某一类特殊奇点的邻域内存在广义幂级
数解.
例 4.1讨论微分方程

x2y′′ − 2y = 0 (4.53)

在奇点 x = 0附近解的性态.
解方程为 Euler方程，易求通解为

y = C1x
2 +

C2

x
(x 6= 0). (4.54)

由此可知，方程当 x→ 0时的有界解只可能是

y = Cx2, (4.55)

这说明方程不可能有满足 y(0) = 1, y′(0) = 0 的解，因此在方程的奇点，一般初值方程未必有解，并且解
y = 1/x在 x = 0处误解，因此在 x = 0处不能展开程幂级数.
例 4.2讨论微分方程

x2y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0 (4.56)

在奇点 x = 0附近存在幂级数解的可能性.
解设方程有幂级数解

y =

∞∑
n=0

Cnx
n (C0 6= 0), (4.57)

代入方程可得递推公式

Cn+1 = (n+ 1)Cn, (4.58)

由此可得方程的形式幂级数解

y = C0

∞∑
n=0

n!xn (C0 6= 0), (4.59)

而此幂级数发散（也即收敛半径为 0），故在奇点附近不存在幂级数解.
例 4.3求解微分方程

x2y′′ + xy′ +

Å
x2 − 1

4

ã
y = 0. (4.60)

解方程以 0为唯一奇点，令

y =
u√
x
, (4.61)

则得

u′′ + u = 0, (4.62)

该方程有两个线性无关解

u1 = cosx, u2 = sinx, (4.63)

因此得原方程两个线性无关解

y1 =
cosx√
x

=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k−

1
2 , (4.64)
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4.3 广义幂级数解法

y2 =
sinx√
x

=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+

1
2 , (4.65)

但它们都不是普通意义下的幂级数，它们属于接下来要讨论的广义幂级数.

定义 4.2 (广义幂级数)

♣

∞∑
n=0

Cn(x− x0)
n+ρ (C0 6= 0), (4.66)

其中常数 ρ称为指标.

定义 4.3 (正则奇点)

♣

设微分方程4.31可以改写为如下形式

(x− x0)
2P (x)y′′ + (x− x0)Q(x)y′ +R(x)y = 0, (4.67)

其中 P,Q,R是多项式或在 x0处附近可展成 (x− x0)的幂级数，并且 P (x0) 6= 0，Q(x0), R(x0)不同时等
于 0，则称 x0 为方程的正则零点.

定理 4.3

♥

微分方程4.31在正则奇点 x0 的邻域内有收敛的广义幂级数解

y =

∞∑
n=0

Cn(x− x0)
n+ρ (C0 6= 0), (4.68)

其中 ρ和系数 Ck 通过代入法确定.

证明 在 x0 的某一邻域 |x− x0| < r内，方程4.67可改写为

(x− x0)
2y′′ + (x− x0)

∞∑
k=0

ak(x− x0)
ky′ +

∞∑
k=0

bk(x− x0)
ky = 0. (4.69)

假设它有形式幂级数解，则代入方程可得

(x− x0)
ρ
[ ∞∑
k=0

(k + ρ)(k + ρ− 1)Ck(x− x0)
k +

∞∑
k=0

ak(x− x0)
k ·

∞∑
k=0

(k + ρ)Ck(x− x0)
k (4.70)

+

∞∑
k=0

bk(x− x0)
k ·

∞∑
k=0

Ck(x− x0)
k
]
= 0 (4.71)

消去因式 (x− x0)
ρ，利用幂级数的唯一性比较系数可得

C0f0(ρ) = 0,

C1f0(ρ+ 1) + C0f1(ρ) = 0,

· · · · · ·

Ckf0(ρ+ k) + · · ·+ C0fk(ρ) = 0

· · · · · ·

(4.72)

其中 f0(ρ) ≡ ρ(ρ− 1) + a0ρ+ b0,

fj(ρ) ≡ ajρ+ bj (j ⩾ 1).
(4.73)

由于 C0 6= 0，故得指标方程

ρ(ρ− 1) + a0ρ+ b0 = 0. (4.74)
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4.3 广义幂级数解法

设 ρ1, ρ2 为两根，则不妨设 ρ1 ⩾ ρ2（若两根为共轭复根则任取一根为 ρ1），则有f0(ρ1) = 0,

f0(ρ1 + j) 6= 0 (j ⩾ 1).
(4.75)

因此对于指标根 ρ = ρ1，可从上面的递推式依次确定系数 C1, · · · , Ck, · · ·，从而得到方程得一个形式幂级
数解

y =

∞∑
k=0

Ck(x− x0)
k+ρ1 . (4.76)

下面证明该形式幂级数解在 x = x0 附近是收敛的.设 ρ1 = ρ = m，由 ρ1 选取可知 Re(m) ⩾ 0，由于级数
∞∑
k=0

ak(x− x0)
k,

∞∑
k=0

bk(x− x0)
k (4.77)

都在区间 |x− x0| < r内收敛，故对取定的 0 < r1 < r，存在M > 0（不妨设M ⩾ 1），使得

|ak|, |bk|, |ρ1ak + bk| ⩽
M

rk1
, (4.78)

下证

|Ck| ⩽
Å
M

r1

ãk
. (4.79)

由于 f0(ρ1) = 0，ρ1 + ρ2 = 1− a0，ρ1 − ρ2 = m，有

f0(ρ1 + k) = k(k +m), (4.80)

再利用前面的估计可得

|C1| =
|ρ1a1 + b1|
|f0(ρ1 + 1)|

⩽ M

r1|m+ 1|
⩽ M

r1
, (4.81)

根据归纳法，设命题对 k ⩽ s− 1成立，则由递推公式可得

|Cs| =

∣∣∣∣∣s−1∑
j=1

Cjfs−j(ρ1 + j) + C0fs(ρ1)

∣∣∣∣∣
s|s+m|

(取C0 = 1) (4.82)

⩽

s−1∑
j=1

|Cj ||(ρ1 + j)as−j + bs−j |+ |ρ1as + bs|

s2
(4.83)

⩽

s−1∑
j=0

|Cj |[|ρ1as−j + bs−j |+ |jas−j |]

s2
(4.84)

⩽

s−1∑
j=0

Ä
M
r1

äs−1
[
M

rs−j
1

+ j M

rs−j
1

]
s2

(4.85)

=

s−1∑
j=0

[
1+j

rs−j−1
1

] Ä
M
r1

äs
s2

(4.86)

⩽
1
2s(s+ 1)

Ä
M
r1

äs
s2

(4.87)

⩽
Å
M

r1

ãs
. (4.88)

故对任意常数 0 < r2 < r1，所得广义幂级数在 0 < |x− x0| ⩽ r2/M 内收敛.
最后指出，当 ρ1为复数时，所得幂级数为复广义幂级数，由于方程式实系数的，故可通过分离实部和虚部

的方法得到两个实级数解（类似下一章中的复根实化）.
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4.3 广义幂级数解法

问题 4.3求解 Bessel方程

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 (n ⩾ 0). (4.89)

解注意到 x = 0是 Bessel方程的正则奇点，根据前面的定理，它有广义幂级数解

y =

∞∑
k=0

Ckx
k+ρ (C0 6= 0), (4.90)

代入方程可得
∞∑
k=0

[(ρ+ n+ k)(ρ− n+ k)Ck + Ck−2]x
k+ρ = 0, (4.91)

约定 C−1 = C−2 = 0，可得递推公式

(ρ+ n+ k)(ρ− n+ k)Ck + Ck−2 = 0, (4.92)

由第一式可推出指标方程

(ρ+ n)(ρ− n) = 0. (4.93)

由此得到两个指标根 ρ1 = n, ρ2 = −n.取 ρ = ρ1 = n，递推公式化为

(2n+ k)kCk + Ck−2 = 0, (4.94)

易得 C3 = C5 = · · · = C2k+1 = · · · = 0，以及

C2 =
−1

2n+1
C0, (4.95)

C4 =
1

24(n+ 1)(n+ 2)2!
C0, (4.96)

· · · · · · (4.97)

C2k =
(−1)k

22k(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)k!
C0, (4.98)

· · · · · · (4.99)

借助 Γ函数，并取

C0 =
1

2nΓ(n+ 1)
, (4.100)

可得

C2k =
(−1)k

Γ(n+ k + 1)Γ(k + 1)22k+n
. (4.101)

由此，对应于 ρ1 = n，得到 Bessel方程的一个广义幂级数解

y = Jn(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

Γ(n+ k + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+n
. (4.102)

它称为第一类 Bessel函数.
当 ρ = ρ2 = −n时，递推公式化为

k(k − 2n)Ck + Ck−2 = 0, (4.103)

分两种情况讨论
1. 2n不等于任何整数.
此时 k(k − 2n) 6= 0，类似于前面的讨论，只要取

C0 =
1

2−nΓ(−n+ 1)
, (4.104)

可得 Bessel方程的另一个幂级数解

y = J−n(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

Γ(−n+ k + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k−n
. (4.105)
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4.3 广义幂级数解法

它称为第二类 Bessel函数（当 x→ 0时 J−n(x)无界）.
2. 2n等于某个整数 N .
此时 CN 的系数 N(N − 2n) = 0，由此确定 CN 有困难，此时再区分两种情况.
(a). 2n等于一个奇数 2s+ 1，此时可知，当 k为偶数时，Ck 系数 k(k− 2n) 6= 0，因此与上面的情形一样
可以确定 Ck.当 k为奇数时，若 k < 2s+ 1，则 Ck 系数 k(k − 2n)仍不为 0，因此有

C1 = · · · = C2s−1 = 0, (4.106)

若 k ⩾ 2s+ 1，则可知 C2s+1 系数为 0，且有

(2s+ 1)(−2n+ 2s+ 1)C2s+1 = 0, (4.107)

(2s+ 3)(−2n+ 2s+ 3)C2s+3 + C2s+1 = 0, (4.108)

· · · · · · (4.109)

因此只要令 C2s+1 = 0，仍有 C2k+3 = C2s+5 = · · · = 0，故当 n为半整数时，对应于 ρ2 = −n，仍可
得到广义幂级数解 J−n(x).

(b). 2n为偶数，也即 n为整数.
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第 5章 高阶微分方程

考虑 n阶微分方程
dny

dxn
= f(x, y, y′, · · · , y(n−1)). (5.1)

令 y1 = y, y2 = y′, · · · , yn = y(n−1)，则
dy1
dx

= y2 (5.2)

dy2
dx

= y3 (5.3)

· · · (5.4)
dyn
dx

= f(x, y, y′, · · · , y(n−1)). (5.5)

=⇒ d

dx
(y1, · · · , yn)T = (y2, · · · , yn, f(x, y1, · · · , yn))T . (5.6)

由于 y = φ(x)为5.1的解，等价于 (y1, · · · , yn)T = (φ(x), · · · , φ(n−1), f(x, · · · , φ(n−1)))的解，由此，高阶方
程转化为了一阶微分方程组.

一般的，考虑 

dy1
dx = f1(x, y1, · · · , yn)
dy2
dx = f2(x, y1, · · · , yn)

· · ·
dyn
dx = fn(x, y1, · · · , yn)

(5.7)

其中 f1, · · · , fn 是 (x, y1, · · · , yn)在某个区域 D ⊆ Rm×m 上连续.
令

y = (y1, y2, · · · , yn)T (5.8)

f = (f1(x,y), · · · , fn(x,y))T (5.9)

则方程化为
dy

dx
= f(x,y). (5.10)

此即方程 y′ = f(x, y)的推广.
特别地，若 fi 关于 x, y1, · · · , yn 是线性的，即

fi(x,y) =

n∑
k=1

aik(x)yk + ei(x). (5.11)

则称5.7为 n阶线性方程组，此时 f 可用矩阵表示，即

f = A(x)y + e. (5.12)

即方程有形式
dy

dx
= A(x)y + e. (5.13)

回想过去对存在唯一性定理的讨论，如果想将之推广，则需要在 Rn中定义范数，由于 Rn上的 p-范数都是
等价范数1，常用的是下面三种（p = 1, 2,∞）

|y| =
»
x21 + · · ·+ x2n (5.14)

|y| = |x1|+ · · ·+ |xn| (5.15)

1在张筑生的《数学分析新讲 2》中对此做过证明.



5.1 解对初值和参数的连续依赖性

|y| = max{x1, · · · , xn} (5.16)

注 p-范数的一般形式为

|y| = (xp1 + · · ·+ xpn)
1
p (5.17)

其三角不等式即为闵可夫斯基不等式.
定义过范数之后，可以很快将前面的定理推广，比如

定理 5.1 (Picard)

♥

设对方程5.10，f(x,y)在 R = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b,y0 + b]连续，且对 y满足 Lipschitz条件，即

|f(x,y1)− f(x,y2)| ⩽ L|y1 − y2| (5.18)

则方程在 [x0 − h, x0 + h]上存在唯一解，其中

h = min{a, b
M

}, M > max
(x,y)∈R

|f(x,y)|. (5.19)

5.1 解对初值和参数的连续依赖性
考虑

(Eλ) :
dy

dx
= f(x,y, λ), y(x0) = y0. (5.20)

解为 y = φ(x;x0,y0;λ).如果解对参数和初值是连续依赖的，那么在参数‘初值有较小偏差时，得到解的性
态也相差不大，在物理中，依赖性表明由测量产生参数的误差并不会使结果偏差很大.
问题 5.1上述方程的解 y = φ(x;x0, y0;λ)在区域 D上关于 (x0,y0, λ)是否连续?

为了更方便，可以做变量替换 x̃ = x− x0, ỹ = y − y0，则5.20转化为
dỹ

dx̃
= f(x̃+ x0, ỹ + y0, λ), ỹ(0) = 0. (5.21)

原问题转化为上面的方程关于参数是否连续依赖（可以视作初值固定），并且不失一般性可设 x0 = y0 = 0.

定理 5.2 (解对参数的连续依赖性)

♥

设向量值函数 f(x,y, λ)在区域

G : |x| ⩽ a, |y| ⩽ b, |λ− λ0| ⩽ c (5.22)

上连续，并且关于 y满足 Lipschitz条件，令M 为 |f |在 G的一个上界，而且令

h = min{a, b
M

}, (5.23)

则5.20的解 y = φ(x, λ)在区域

D : |x| ⩽ h, |λ− λ0| ⩽ c (5.24)

连续.

注从上面开始的参数 λ应该是向量，需要加粗，但我忘了，就将错就错吧.
上述定理的证明与 Picard定理相似，下面仅列出要点

证明 Step 1.初值问题 Eλ 等价于积分方程

y =

ˆ x

0

f(x,y, λ)dx. (5.25)

Step 2.构造 Picard序列：

φk+1(x, λ) =

ˆ x

0

f(x,φk(x, λ), λ)dx. (5.26)

且 φ0(x, λ) = 0, (x, λ) ∈ D.
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5.1 解对初值和参数的连续依赖性

Step 3.归纳证明 φk(x, λ)对 (x, λ) ∈ D连续.
Step 4.归纳证明

|φk+1(x, λ)−φk(x, λ)| ⩽
M(L|x|)k+1

L(k + 1)!
. (5.27)

并由此证明 {φk}一致收敛.
Step 5.令

φ(x, λ) = lim
k→∞

φk(x, λ), (5.28)

则 y = φ(x, λ)为 (Eλ)的唯一解，且对 (x, λ) ∈ D连续.

推论 5.1

♥

设 n维向量值函数 f(x,y)在区域

R : |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b (5.29)

上连续，且对 y满足 Lipschitz条件，则初值问题
dy

dx
= f(x,y), y(x0) = η (5.30)

的解 y = φ(x,η)在区域

Q : |x− x0| ⩽
h

2
, |η − y0| ⩽

b

2
(5.31)

上连续，其中

h = min{a, b
M

}, (5.32)

M 为 |f |在区域 R上的一个上界.

证明 根据前面的定理，可知初值问题在区域

A : |x− x0| ⩽
h

2
, |y − η| ⩽ b

2
(5.33)

上有唯一连续解 y = φ(x,η).
且该解满足积分方程

φ(x,η) = η +

ˆ x

x0

f(x,φ(x,η))dx. (5.34)

根据 f 关于 y有 Lipschitz连续，则对任意 η1,η2 ∈ Bb/2(y0)，有

|φ(x,η1)−φ(x,η2)| ⩽ |η1 − η2|+
ˆ x

x0

|f(x,φ(x,η1))− f(x,φ(x,η2))|dx (5.35)

⩽ |η1 − η2|+
ˆ x

x0

L|φ(x,η1)−φ(x,η2)|dx (5.36)

对上式使用 Gronwall不等式2.2，即得

|φ(x,η1)−φ(x,η2)| ⩽ |η1 − η2|eL|x−x0| (5.37)

⩽ |η1 − η2|eLh, (5.38)

故 φ在 Q = Bh/2(x0)×Bb/2(y0)关于 η连续.
注上述证明有误，只证明了对参数的连续性，使用 Picard迭代更好些.

定理 5.3 (解对初值的连续依赖性)
设 n维向量值函数 f(x,y)在开区域 G连续，且对 y满足局部 Lipschitz条件，假设 y = ξ(x)为方程

dy

dx
= f(x,y), (5.39)
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5.1 解对初值和参数的连续依赖性

♥

的一个解，存在区间为 J，则对任意 [a, b] ⊆ J，存在 δ > 0，对任意初值

(x0,y0) ∈ Bb(x0)×Bδ(ξ(x0)), (5.40)

Cauchy问题（初值问题）
dy

dx
= f(x,y), y(x0) = y0 (5.41)

的解 y = φ(x, x0,y0)也在 [a, b]存在，并且在闭区域

Dδ : [a, b]× [a, b]×Bδ(ξ(x0)) (5.42)

连续.

上述定理主要分为两部分，描述解在 [a, b]存在性，以及解对初值的连续依赖性，因此证明也要从两方面入
手.
证明

1. 首先证明解的存在性. 由于积分曲线段

Γ = {(x,y) : y = ξ(x), a ⩽ x ⩽ b} (5.43)

是有界闭集，故利用有限覆盖定理，可以得到管状区域

Σσ = [a, b]×Bσ(ξ(x)) (5.44)

上一致的 Lipschitz常数 L.
设 Cauchy问题的解为 y = y(x)，令 η = y − ξ，则原方程等价于初值问题

dη
dx = f(x,η + ξ)− f(x, ξ) := g(x,η)

η(x0) = y0 − ξ(x0)
(5.45)

其中 g在 [a, b]×Bδ(ξ(x0))连续，根据 f 的 Lipschitz条件，可推知

|g(x, η1)− g(x, η2)| = |f(x, η1 + ξ)− f(x, η2 + ξ)| (5.46)

⩽ L|η1 − η2|, (5.47)

即 g对 η满足 Lipschitz条件，因此由 Picard定理，以 (x0, y0 − ξ(x0))为初值的解存在且唯一.此外，由于

|g(x, η)| = |f(x, η + ξ)− f(x, ξ)| ⩽ L|η|, (5.48)

根据延拓定理的推论，上述解可延拓到 [a, b].

图 5.1: 管状区域
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5.2 解对参数的连续可微性

最后还需要说明解在 Dδ 存在. 由于
dη2

dx
= 2η

dη

dx
= 2ηg(x, η) ⩽ 2Lη2, (5.49)

使用 Gronwall不等式，可知

η(x)2 ⩽ |η(x0)|2e2L|x−x0| (5.50)

⩽ |y0 − ξ(x0)|2e2L(b−a) (5.51)

故

|η(x)| ⩽ |y0 − ξ(x0)|eL(b−a) (5.52)

⩽ σeL(b−a) (5.53)

若取 δ > 0，使得 σeL(b−a) ⩽ δ/2，则若 |y0 − ξ(x0)| ⩽ σ，就有 |η(x)| < δ.
2. 再来证明连续依赖性.
只需证明，对任意序列 (ξi, ηi) → (x0, y0)，都有 φ(x, ξi, ηi) ⇒ φ(x, x0, y0). 令 φi(x) = φ(x, ξi, ηi)，由于

|φi(x)| = |ηi +
ˆ x

ξi

f(x, φi(x))dx| (5.54)

⩽ |ηi|+M |x− ξi| (5.55)

⩽ |y0|+M(b− a) (5.56)

并且

|φi(x1)− φi(x2)| =
∣∣∣∣ˆ x1

x2

f(xi, φi(x))dx

∣∣∣∣ (5.57)

⩽M |x1 − x2|, (5.58)

则根据 Arzela-Ascoli引理，存在收敛子列 φij (x) ⇒ ψ(x)，并且 ψ(x)满足初值问题对应的积分方程，故
ψ(x)为

dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0 (5.59)

的解，故 φi(x) = φ(x, ξi, ηi) ⇒ ψ(x, x0, y0) = φ(x, x0, y0).
上面提到的引理，在此不做证明.

引理 5.1 (Arzela-Ascoli引理)

♥

设 {φi(x)}为一列有界闭区间 I 上的连续函数，并且满足
1. 一致有界：|φi(x)| ⩽ K，∀i ∈ N, x ∈ I .
2. 等度连续：∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x1, x2 ∈ I, |x1 − x2| < δ，都有

|φi(x1)− φi(x2)| < ε. (5.60)

则存在 {φi(x)}子列 {φij (x)}一致收敛.

5.2 解对参数的连续可微性

定理 5.4 (解对参数的连续可微性)
设 f(x,y, λ)在矩形区域 G连续，且对 y, λ有连续偏微商，则方程

dy

dx
= f(x,y, λ) y(0) = 0 (5.61)

的解 y = φ(x, λ)在区域

D : |x| ⩽ h, |λ− λ0| ⩽ c (5.62)
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5.2 解对参数的连续可微性

♥连续可微，其中 h定义同上.

若其中参数与函数都是一维的，则考虑等价的积分方程

φ(x, x0, y0, λ) = y0 +

ˆ x

x0

f(x, φ(x, x0, y0, λ), λ)dx, (5.63)

两侧分别求偏导，可得
∂φ

∂x0
= −f(x0, y0) +

ˆ x

x0

A(x, x0, y0, λ)
∂φ

∂x0
dx (5.64)

∂φ

∂y0
= 1 +

ˆ x

x0

A(x, x0, y0, λ)
∂φ

∂y0
dx (5.65)

∂φ

∂λ
= −f(x0, y0) +

ˆ x

x0

B(x, x0, y0, λ)
∂φ

∂λ
dx (5.66)

其中

A(x, x0, y0, λ) =
∂f

∂y
(x, φ(x, x0, y0, λ), λ) (5.67)

B(x, x0, y0, λ) =
∂f

∂λ
(x, φ(x, x0, y0, λ), λ) (5.68)

也就是说，z = ∂φ
∂x0
满足初值问题

dz

dx
= A(x, x0, y0, λ)z, z(x0) = −f(x0, y0) (5.69)

z = ∂φ
∂y0
满足初值问题

dz

dx
= A(x, x0, y0, λ)z, z(x0) = 1 (5.70)

z = ∂φ
∂λ 满足初值问题

dz

dx
= A(x, x0, y0, λ)z +B(x, x0, y0, λ), z(x0) = 0 (5.71)

上面三个方程称为变分方程.
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第 6章 线性微分方程组

上一章中提到高阶微分方程可以转化为微分方程组，本章将主要讨论其中特殊的一类，即线性微分方程组.

定义 6.1

♣

设函数 y1, · · · , yn, f1, · · · , fn ∈ C((a, b))，则称

dyi
dx

=

n∑
j=1

aij(x)yj + fi(x) (i = 1, · · · , n) (6.1)

为 n阶线性微分方程组，若使用矩阵表示 A(x) = (aij(x))n×n，以及

y =

â
y1

y2
...
yn

ì
, f(x) =

â
f1(x)

f2(x)
...

fn(x)

ì
, (6.2)

则线性微分方程组有表示
dy

dx
= A(x)y + f(x). (6.3)

当 f(x) = 0时，称为齐次线性微分方程组
dy

dx
= A(x)y. (6.4)

反之称为非齐次.

6.1 一般理论
在开始正题之前，首先给出如下命题

定理 6.1

♥
线性微分方程组6.3满足任意给定的初值条件 y(x) = y0 的解 y = y(x)在 (a, b)上存在唯一.

存在唯一性定理在前文中多有出现，其证明要点类似（上一章定义过范数），上面的表述看起来简洁不少，
原因在于定义中要求 A(x)是连续的，由此也可知 A(x)y对 y满足 Lipschitz条件，在此不多叙述.

6.1.1 齐次线性微分方程组

回想对一阶线性微分方程的讨论，首先从齐次方程开始.

命题 6.1

♠齐次线性微分方程组6.4的解集 S 是一个 R上的线性空间.

证明 只需一一验证线性空间的性质.
1. 加法阿贝尔群.
2. 两条数乘分配律.
3. 数乘结合律.
4. 数乘单位元.

此处略:)
可以看出，齐次与线性使得微分方程组的解具有非常好的结构，它们构成一个 R线性空间，因此在明确这

个空间的诸多性质后，我们也就能对（齐次）线性微分方程组的解有很多认识，这就是下面要做的事.



6.1 一般理论

命题 6.2

♠n阶齐次线性微分方程组6.4的解空间 S 维数为 n，也即 S ∼= Rn.1

证明 从初值角度考虑，设 x0固定，则根据存在唯一性定理，对任意 y0 ∈ Rn，存在唯一 y ∈ S使得 y0(x0) = y0，
因此可以构造如下映射

H : Rn −→ S (6.5)

y0 7−→ y(x) (6.6)

根据存在唯一性定理，有逆映射

H−1 : S −→ Rn (6.7)

y(x) 7−→ y(x0) = y0 (6.8)

因此 H 是双射，而对于任意 C1, C2 ∈ R，y0
1,y

0
2 ∈ Rn，不难验证有

H(C1y
0
1 + C2y

0
2) = C1H(y0

1) + C2H(y0
2), (6.9)

因此 H 是一个线性空间同构，命题得证.
利用上面的结论，可以很容易得到如下事实

推论 6.1

♥n阶齐次微分方程组6.4至多有 n个线性无关的解，且方程的任意解都可由这样一组解张成.

借助上面定义的同构 H，很容易就能得到这样一组解，它们是 S/R的一组基，上面的命题是显然的.
根据线性代数中线性无关的定义，很容易得到 S 中线性无关的定义，但为了更简便，大多采用下面的行列

式的方法来判定.

定义 6.2 (Wronsky行列式)

♣

设 y1(x), · · · ,yn(x) ∈ S，则

W (x) := det(y1, · · · ,yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y11(x) · · · y1n(x)

...
. . .

...
yn1(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (6.10)

称为这些解的Wronsky行列式.

推论 6.2

♥

上述Wronsky行列式满足下面的刘维尔公式

W (x) =W (x0)e
´ x
x0

trA(x)dx ⇐⇒ dW

dx
= trA(x)W. (6.11)

证明 计算可得

dW

dx
=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11(x) · · · y1n(x)
...

...
dyi1
dx · · · dyin

dx
...

...
yn1(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.12)

38



6.1 一般理论

=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11(x) · · · y1n(x)
...

...
n∑
j=1

aijyj1 · · ·
n∑
j=1

aijyjn

...
...

yn1(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.13)

=

n∑
i=1

aii(x)W (6.14)

= trA(x)W. (6.15)

积分形式同样易得.
上面的推论告诉我们，Wronsky行列式要么在 (a, b)恒为 0，要么恒不为 0，也即Wronsky行列式在整体上

的非 0性与在一点处等价，由此可得

命题 6.3

♠

y1(x), · · · ,yn(x) ∈ S 线性无关等价于对应的Wronsky行列式

W (x) 6= 0 (a < x < b). (6.16)

证明 W (x) 6= 0 ⇐⇒W (x0) 6= 0，这等价于

y1(x0), · · · ,yn(x0) (6.17)

线性无关，也等价于它们在 H 下的像

y1(x), · · · ,yn(x) (6.18)

线性无关，命题得证.
类似地，也有

命题 6.4

♠

y1(x), · · · ,yn(x) ∈ S 线性相关等价于对应的Wronsky行列式

W (x) ≡ 0 (a < x < b). (6.19)

上面的讨论了 S 中的一组基，那么也自然会想到将它们合并成一个矩阵，即解矩阵

定义 6.3

♣

对于方程组6.4的一组解，定义

Y (x) := (yij(x))n×n =
Ä
y1(x) · · · yn(x)

ä
(6.20)

为方程组的解矩阵，且易知
dY (x)

dx
= A(x)Y (x), (6.21)

即 Y (x)是方程组的矩阵解.特别地，当上述解组为基本解组（线性无关）时，称矩阵为基（本）解矩阵.

引入基解矩阵有助于讨论问题，比如如下命题.

命题 6.5
设 Φ(x)是6.4的一个基解矩阵，则对于任一非奇异 n阶常数矩阵 C，矩阵

Ψ(x) = Φ(x)C (6.22)
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6.2 常系数线性微分方程组

♠也是方程组的一个基解矩阵.

证明 从线性代数的角度看，这是显然的.

6.1.2 非齐次线性微分方程组

接下来讨论非齐次的情况.

命题 6.6

♠

若 Φ(x)是对应齐次线性微分方程组的基解矩阵，φ∗(x)是一个特解，则方程组6.3的任一解 y = φ(x)都
可表示为

y = φ(x) = Φ(x)c+φ∗(x), (6.23)

其中 c是一个常数列向量.

上述命题指出，想得到非齐次方程组的解，只需要知道对应齐次方程组基解矩阵与一个特解，仿照一阶方
程的过程，下面使用常数变易法可知，事实上只需要基解矩阵就够了.
设6.3有特解 φ∗(x) = Φ(x)c(x)，则代入方程6.3可得

Φ′(x)c(x) + Φ(x)c′(x) = A(x)Φ(x)c(x) + f(x), (6.24)

也即

Φ(x)c′(x) = f(x), (6.25)

故

c(x) =

ˆ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds. (6.26)

代入原方程，可得特解为

φ∗(x) = Φ(x)

ˆ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds. (6.27)

继而可得6.3的通解

y = Φ(x)

Å
c+

ˆ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds

ã
. (6.28)

解的形式与一阶方程是类似的.

6.2 常系数线性微分方程组
下面一小节讨论一类形式最简单的常系数线性微分方程组，由于上一节已经建立了相关理论，由此并不难

进行下去.

定义 6.4

♣

常系数线性微分方程组，是指线性微分方程组
dy

dx
= Ay + f(x), (6.29)

其中 A ∈ Rn×n，f 是 (a, b)上连续的向量函数.特别地，当 f = 0时，称为齐次微分方程组
dy

dx
= Ay, (6.30)
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6.2 常系数线性微分方程组

6.2.1 常系数线性微分方程组解的描述

首先考虑齐次的情况.特别当 n = 1时，矩阵 A就是一个常数 a，而方程化为很熟悉的形式
dy

dx
= ay, (6.31)

其通解为 y = Ceax，C 为任意常数，若回到矩阵考虑，则 (eax)可以视为方程“组”的一阶基解矩阵.因此
自然会考虑，对于一般的情况是否有基解矩阵 exA，进一步得到通解 y = exAC？回想在考虑高阶微分方程时，
我们通过对向量定义范数，使得过去的诸多定性理论可以直接推广，同样地，下面首先来讨论矩阵指数的推广.
由数学分析相关内容可知，指数函数有如下 Taylor级数展开

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · =

∞∑
k=0

xk

k!
, (6.32)

如果希望定义矩阵指数

eA := 1 + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ · · · =

∞∑
k=0

Ak

k!
, (6.33)

则首要考虑的是收敛性，因此首先定义如下矩阵范数

定义 6.5

♣

在 n阶矩阵空间 Rn×n/R上定义范数，对任意 A = (aij)n×n ∈ Rn×n

||A|| :=
n∑

i,j=1

|aij |, (6.34)

在不引起歧义的前提下，也会使用 | · |代替 || · ||表示范数.

容易验证，矩阵范数确实是一个范数

命题 6.7

♠

对任意 A,B ∈ Rn×n，c ∈ R，都有
1. ||A|| ⩾ 0，当且仅当 A = 0时取等.
2. ||cA|| = |c| · ||A||.
3. ||A+B|| ⩽ ||A||+ ||B||.
4. ||AB|| ⩽ ||A|| · ||B||，特别地，对任意 k ∈ N，都有 ||Ak|| ⩽ ||A||k.

有了一些基本理论，下面开始正题.

命题 6.8

♠

关于矩阵 A ∈ Rn×n 的幂级数

eA := I +A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + · · · (6.35)

绝对收敛.

证明 设

Sn =

n∑
k=1

Ak

k!
, (6.36)

则由范数的性质，

|Sn+p − Sn| =

∣∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1

Ak

k!

∣∣∣∣∣∣ (6.37)

⩽
n+p∑
k=n+1

|Ak|
k!

(6.38)
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6.2 常系数线性微分方程组

⩽
n+p∑
k=n+1

|A|k

k!
(6.39)

根据 R上指数函数展开式的 Cauchy收敛准则，对于给定的 |A| ∈ R，对任意 ε > 0，存在 N ∈ N，对于任
意 n > N, p ∈ N，都有

|Sn+p − Sn| < ε. (6.40)

由此得证.
对比 R上指数函数的性质，矩阵的指数也有类似性质.

命题 6.9

♠

1. ∀A ∈ Rn×n，eA 都可逆，且 (eA)−1 = eA
−1 .

2. ∀A,B ∈ Rn×n，若 A,B 可交换，则 eA+B = eAeB .
3. ∀A ∈ Rn×n, P ∈ GLn(R)，都有 ePAP

−1

= PeAp−1.
4. ∀A ∈ Rn×n，若 A = diag(A1, · · · , As)为分块对角阵，则 eA = diag(eA1 , · · · , eAs).

其中第四条是在为后面的求解部分做准备.
做完了准备工作，下面正式开始讨论常系数微分方程组.

命题 6.10

♠
矩阵指数函数 Φ(x) = exA 是常系数齐次线性微分方程组6.30的标准基解矩阵.

证明 计算得
dΦ(x)

dx
=

dexA

dx
(6.41)

=
d

dx
(I + xA+

x2

2!
A2 +

x3

3!
A3 + · · · ) (6.42)

= A+ xA2 +
x2

2!
A3 + · · · (6.43)

= A(I + xA+
x2

2!
A2 + · · · ) (6.44)

= AexA = AΦ(x) (6.45)

故 Φ(x)是6.30的解矩阵.并且由于

Φ(0) = I, detΦ(0) = 1, (6.46)

故 Φ(x)是标准基解矩阵，命题得证.
由此，并结合在前一节得到的一般理论有

推论 6.3

♥

常系数线性微分方程组6.29在区间 (a, b)上的通解为

y = Φ(x)

Å
c+

ˆ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds

ã
(6.47)

= exAy0 +

ˆ x

x0

e(x−s)Af(s)ds. (6.48)

其中相应的记号如上节所述.

因为有前一节的铺垫，上面的理论是很明确的，由此问题便转化到了求解，或者说求基解矩阵上.幸运的是，
线性代数中的 Jordan标准型理论可以帮助我们解决这一问题.
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6.2 常系数线性微分方程组

6.2.2 利用 Jordan标准型求基解矩阵

这部分主要讨论，对 A ∈ Rn×n，如何求 Φ(x) = exA.根据 Jordan标准型理论，对于任意的 A ∈ Rn×n，存
在可逆矩阵 P，使得 A = PJP−1，J = diag(J11(λ1), · · · , Jsms(λs))为 A的 Jordan标准型.根据矩阵指数的性
质，有

exA = PexJP−1 (6.49)

exJik = eλix



1 x x2

2! · · · xk−1

(k−1)!

. . . . . . . . .
...

. . . . . . x2

2!

. . . x

1


k×k

(6.50)

事实上，根据基解矩阵的性质，由于 P 可逆，故 exAP = PexJ 也是方程组的一个基解矩阵（也即基解矩阵
的“等价性”），因此只要求出 Φ′(x) = exAP = PexJ 即可.其中 J 是容易求的，并且 exJ 也有很好的形式故只需
要确定 P 即可，而 P 的构造在 Jordan标准型也讨论过（循环子空间分解），因此总结出如下定理.

定理 6.2

♥

设 A ∈ Rn×n，相异特征值为 λ1, · · · , λs，重数为 n1, · · · , ns，则方程组6.30的基解矩阵为

Φ(x) =
Ä
eλ1xP1(x) · · · eλsxPs(x)

ä
, (6.51)

其中

Pk(x) =
Ä
Pk1(x) · · · Pknk

(x)
ä
n×nk

, (6.52)

Pki(x) = rki +
x

1!
(A− λkI)rki + · · ·+ xnk−1

(nk − 1)!
(A− λkI)

nk−1rki, (6.53)

rk· ∈ Ker(A− λkI)
nk = G(λk, A). (6.54)

且满足 rk· 线性无关.

注
1. 上面的 rk·是 G(λk, A)的一组基，但某些 rk会在 Ker(A− λkI)

p, p < nk 中，因此上面的 Pk·(x)最高次并
非总是为 ni.

2. 与教材（丁书）对该定理的描述相比，上面采用了更简洁的表述.
上面的定理看起来比较繁琐，但实际上与求 Jordan型的过程没有很大差别，实操过程也非常明确：

求 Jordan标准型 // 求“生成向量” // 求基解矩阵各列 //得到基解矩阵 (6.55)

举个例子（太懒不举了）.

6.2.3 复根的实化

最后以一种特殊情况的讨论结束本章内容.A ∈ Rn×n 的特征值可能为复数，这导致使用上面的方法可能会
解出复根，但根据前面的讨论知道方程有与这些复根相等数量的解，因此需要对得到的复根进行实化.根据多项
式理论可知，φA(λ)的复根与其共轭根成对出现，而当 y 作为微分方程的复数解出现时，y 也是方程的复数解，
且

u(x) =
y + y

2
(6.56)

v(x) =
y − y

2i
(6.57)

都是方程的实数解，故可通过一堆共轭复数解得到两个实数解，故最终方程组的复解均可“实化”.特别地，
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6.3 高阶线性微分方程

对于复指数函数 eiλx, (λi, x ∈ R)，根据 Euler公式，可知

cosλx =
eiλx + e−iλx

2
(6.58)

sinλx =
eiλx − e−iλx

2i
(6.59)

6.3 高阶线性微分方程
本节讨论 n阶线性微分方程

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x), (6.60)

其中 a·(x), f(x) ∈ C((a, b))，当 f(x)不恒为 0时，称为非齐次线性微分方程，反之为齐次方程

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = 0, (6.61)

我们在上一章提到过，高阶微分方程可以转化为微分方程组，对线性方程也是如此. 设 yk = y(k−1)(k =

1, · · · , n)，则原方程等价于
dy

dx
= A(x)y + f(x), (6.62)

其中

y =

â
y

y2
...
yn

ì
, f(x) =

â
0

0
...

f(x)

ì
, A(x) =



0 1

0 0 1
...

...
...

. . .
0 0 0 · · · 1

−an(x) −an−1(x) −an−2(x) · · · −a1(x)


(6.63)

对应的齐次方程为
dy

dx
= A(x)y, , (6.64)

各项定义同上.并且根据前面几节的讨论可知，方程满足初值条件

y0 =

â
y(x0)

y′(x0)
...

y(n−1)(x0)

ì
(6.65)

的解存在且唯一.上面的 A(x)有非常特殊的形式，借此我们可以得到很多进一步的结果，比如当解出等价
的微分方程组后，只需要取第一个分量，就得到了原方程的解.下面首先来讨论这些内容.

6.3.1 高阶线性微分方程组的一般理论

假设 φ1(x), · · · , φn(x)分别是齐次线性微分方程6.61的 n个解，则由 y的定义，可知方程组6.64的 n个相应
的解为 â

φ1(x)

φ′
1(x)
...

φ
(n−1)
1 (x)

ì
,

â
φ2(x)

φ′
2(x)
...

φ
(n−1)
2 (x)

ì
, · · · ,

â
φn(x)

φ′
n(x)
...

φ
(n−1)
n (x)

ì
, (6.66)
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6.3 高阶线性微分方程

其对应的Wronski行列式为

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(x) φ2(x) · · · φn(x)

φ′
1(x) φ′

2(x) · · · φ′
n(x)

...
...

...
φn−1
1 (x) φn−1

2 (x) · · · φn−1
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.67)

可以看出，Wronski行列式实际上只由第一行的函数组 φ·(x)决定，事实上，这一组解的线性相关性，也即
有如下命题成立

命题 6.11

♠

设 φ1(x), · · · , φn(x)是齐次线性微分方程6.61的 n个解，则这一组解线性相关等价于对应的Wronski行列
式为 0.

特别地，依赖矩阵 A(x)的特殊形式，此时刘维尔定理转化为

W (x) =W (x0)e
−
´ x
x0
a1(s)ds (a < x < b) (6.68)

根据惯例，下面通过常数变易法向非齐次前进.

命题 6.12

♠

设 φ1(x), · · · , φn(x)是6.61的一个基本解组，则非齐次线性方程6.60的通解为

y = φ∗(x) + (C1φ1(x) + · · ·+ Cnφn(x)), (6.69)

其中特解

φ∗(x) =

n∑
k=1

ˆ x

x0

Wk(s)

W (s)
f(s)dx, (6.70)

Wk(x)是W (x)中 n, k元素的代数余子式.

证明 事实上，根据已有结论，只需证明向量函数

Φ(x)

ˆ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds (6.71)

的第一个分量为 φ∗(x).计算得（注意到W (x) = detΦ(x)）ˆ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s)ds (6.72)

=

ˆ x

x0

Φ(x)

W (s)

â
∗ · · · ∗ W1(s)
...

...
...

∗ · · · ∗ Wn−1(s)

∗ · · · ∗ Wn(s)

ìâ
0
...
0

f(s)

ì
ds (6.73)

=

ˆ x

x0

f(s)

W (s)

â
φ1(x) · · · φn(x)

∗ · · · ∗
...

...
∗ · · · ∗

ìÜ
W1(s)

...
Wn(s)

ê
ds (6.74)

命题得证.
最后以对二阶微分方程的考虑结束本部分内容.
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6.3 高阶线性微分方程

命题 6.13

♠

设 φ(x)是二阶齐次线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (6.75)

的一个非零解，其中 p(x), q(x) ∈ C((a, b))，则方程通解为

y = φ(x)

ñ
C1 + C2

ˆ x

x0

1

φ2(s)e
−
´ x
x0
p(t)dt

ô
(6.76)

证明 设 y = y(x)是方程的任意解，则有刘维尔公式得

W (x) = φy′ − φ′y = Ce
´
p(x)dx, (6.77)

即

d

Å
y

φ

ã
=

C

φ2
e−
´
p(x)dx, (6.78)

积分即可得上述形式.

命题 6.14

♠

若已知二阶线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (6.79)

的相应齐次方程的两个线性无关特解 φ1(x), φ2(x)，则其通解为

y = C1φ1(x) + C2φ2(x) +

ˆ x

x0

φ1(s)φ2(x)− φ1(x)φ2(s)

W (s)
f(s)ds. (6.80)

根据已有结论，可以直接计算得到上述结论，下面再给出一个常数变易法的证明.
证明 设非齐次方程有如下形式的解

y = C1(x)φ1(x) + C2(x)φ2(x), (6.81)

y′ = C1(x)φ
′
1(x) + C2(x)φ

′
2(x) + C ′

1(x)φ1(x) + C ′
2(x)φ2(x), (6.82)

由于 Φ(x)c′(x) = f(x)，且 f(x)第一个分量为 0（二阶形式），故可令

C ′
1(x)φ1(x) + C ′

2(x)φ2(x) = 0, (6.83)

再求一次导数

y′′ = C ′
1(x)φ

′
1(x) + C ′

2(x)φ
′
2(x) + C1(x)φ

′′
1(x) + C2(x)φ

′′
2(x), (6.84)

将两式代入原方程，综上可得二元一次方程组C ′
1(x)φ1(x) + C ′

2(x)φ2(x) = 0

C ′
1(x)φ

′
1(x) + C ′

2(x)φ
′
2(x) = f(x)

(6.85)

解得

C ′
1(x) = −φ2(x)f(x)

W (x)
, C ′

2(x) =
φ1(x)f(x)

W (x)
, (6.86)

积分代入原式，可得题中式.

6.3.2 常系数高阶线性微分方程

下面回到常系数的简单情形，讨论如下方程组

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = f(x), (6.87)
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6.3 高阶线性微分方程

依然先考虑对应齐次方程

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0, (6.88)

利用与上一节相同的变换，高次方程可以化为方程组
dy

dx
= Ay + f , (6.89)

dy

dx
= Ay. (6.90)

此时 A是一个友方阵

A =



0 1

0 0 1
...

...
...

. . .
0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a1


, (6.91)

故

φA(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0. (6.92)

A的特征多项式也称为6.87的特征方程.
根据前面对常系数线性微分方程组的讨论，可知

定理 6.3

♥

对于常系数微分方程组6.88，设 φA 相异根为 λ1, · · · , λs，重数为 n1, · · · , ns，则方程的一个基本解组为Ä
eλ1x · · · xn1−1eλ1x · · · eλsx · · · xns−1eλsx

ä
(6.93)

注可尝试通过常数变易法得到这些解.
证明 只需找出一个基解矩阵，其第一行元素恰如上.

由于A是友方阵，故 dA = φA，也即每个 Ji−λi的“指数”为 ni，由此可知A的每个特征值仅有一个 Jordan
块，设 AP = PJ，根据前面的理论可知

Φ(x) = exAP = PexJ = Pdiag(exJ1 , · · · , exJs) (6.94)

其中每个 Ji 恰好为特征值 λi 对应的一个 Jordan块

Ji =

â
λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

ì
(6.95)

若将 P 分为 s个大小分别为 n1, · · · , ns 的块，并且考虑 A限制在其上的作用，可知（以 P1 为例）

A(P11, · · · , P1n1
) = (AP11, · · · , AP1n1

) = (P11, · · · , P1n1
)

â
λ1 1

λ1
. . .
. . . 1

λ1

ì
(6.96)

利用已有结论，可得

Φ1(x) = eλ1x
Ä
P11 xP11 + P12 · · · xn1−1

(n−1)!P11 + · · ·+ P1n1

ä
, (6.97)

我们要考虑的只是 P1 的第一行，即

Φ1·(x) = eλ1x
Ä
p11 xp11 + p12 · · · xn1−1

(n1−1)!p11 + · · ·+ p1n1

ä
. (6.98)

47



6.3 高阶线性微分方程

注意到 A的特殊形式，

AP11 =



p21

p31
...
pn1

∗


= λ1P11 =



λ1p11

λ1p21
...

λ1pn−1,1

λ1pn1


(6.99)

故 p11 6= 0（否则导致 P11 = 0），因此在6.98中，可以通过初等变换得到形式更简单的基本解组

eλ1x
Ä
1 x · · · xn1−1

ä
(6.100)

=
Ä
eλ1x xeλ1x · · · xn1−1eλ1x

ä
(6.101)

对于其它特征值亦然，命题得证.
注幂零矩阵的指数定义为使之为 0的最小幂次.

对于复特征值，前面已讨论过实化问题，故不再重复.
根据前面的讨论，可知齐次常系数高阶线性微分方程是容易求的，而对于非齐次的形式，只要知道一个特

解，就能得到其所有的解，但对于不同的 f，很多时候特解难求，但对某些特殊情况，需要很巧妙的“猜”出.
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第 7章 定性理论与分支理论初步

本章主要通过微分方程本身的性质，不借助求解推断其解的性质，这是研究非线性微分方程的一个有效手
段.

7.1 动力系统，相空间与轨线
首先从物理情形引入.假设质点M 在时刻 t的空间坐标为 x，并且其运动速度为 v(x)，仅与 x有关，则可

推得质点M 的运动方程为
dx

dt
= v(x). (7.1)

由此可以给出自治微分方程的定义.

定义 7.1

♣

称微分方程为自治微分方程，若等式右边的函数只和 x有关，也即有形式
dx

dt
= v(x). (7.2)

若 v(x)满足方程解的存在唯一性定理的条件，则对任何初值条件

x(t0) = x0, (7.3)

方程有唯一解 x = φ(t, t0,x0).我们称 x取值的空间 Rn 为相空间，而称 (t,x)取值的空间 R1 × Rn 为增广
相空间.

按照微分方程的几何解释，方程7.2在增广像空间中定义了一个线素场，解 x = φ(t, t0,x0)在增广像空间中
的图像是一条通过点 (t0, bmx0)与线素场吻合的光滑曲线（积分曲线）.
从运动的观点考虑，方程7.2在相空间中每一点 x给定了一个速度向量 v(x) = (v1x, · · · , vnx)，因此它在相

空间中定义了一个速度场（向量场），而解 x = φ(t, t0,x0)在相空间给出了一条与速度场吻合的光滑曲线（称之
为轨线），其中时间 t为参数，且参数 t0对应轨线上的 x0.随着时间演变，质点坐标 x(t)在相空间中沿着轨线变
动.

对比上述两种思考方向可知，积分曲线是增广相空间（R1 ×Rn）中的曲线，而轨线则是相空间（Rn）中的
曲线，并且积分曲线沿 t轴对相空间的投影就是相应的轨线，轨线的物理意义在于：它是质点M 的运动轨迹.
多数情况下，方程难以求解，因此需要从向量场 v 的特性出发，获取轨线的几何特征，弄清轨线组的拓扑

结构图（相图）.因此，微分方程的定性理论又称为几何理论.

定义 7.2 (平衡点)

♣

对于方程7.2，若 x0是 v(x)的零点，则此时方程有定常解 x = x0（可以看作退化的轨线），这时称 x0为
方程的平衡点，通常也称方程的平衡点为奇点

平衡点的意义在于，它表示了运动的平衡态，在其附近的轨线可能出现各种分布.
特别地，若解 x = φ(t, t0,x0)是一个非定常的周期运动，即存在 T > 0使得

φ(t+ T, t0x0) = φ(t, t0x0), (7.4)

则它在相空间中的轨线是一条闭曲线，称为闭轨，随着 t的增大，质点在闭轨上作周期运动.

定义 7.3

♣

对于任何一个自治微分方程，若右端函数满足解的存在唯一性条件，就可以对它做出如上动力学解释，并
可引出相空间、轨线、平衡点等概念，在此意义下，称微分方程7.2为一个动力系统.



7.1 动力系统，相空间与轨线

下面来考察动力系统的几个基本性质.

7.1.1 动力系统的性质

积分曲线的平移不变性

这是说，系统7.2的积分曲线在增广相空间中沿 t轴任意平移后还是7.2的积分曲线.
事实上，设 x = φ(t)是系统7.2的一个解，则由方程的自治性可知，对任意常数 C，x = φ(t+C)也是系统

的解.

过相空间每一点轨线的唯一性

这是说，过相空间中任一点，系统7.2存在唯一的轨线通过此点.
事实上，轨线的存在性是显然的，因此只需证明轨线的唯一性.假设在相空间的 x0 附近有两条不同的轨线

段 l1, l2 都通过 x0，则在增广相空间中至少存在两条不同的积分曲线段 Γ1,Γ2（可能同属于一条积分曲线），使
之在相空间中的投影分别是 l1, l2.现在将 Γ1所在积分曲线沿 t轴向右平移 t2 − t1，则由平移不变性，得到的 Γ̃1

依然为系统的积分曲线，并与 Γ2 至少有一个公共点.
利用解的唯一性可知，Γ̃1,Γ2应完全重合，从而它们在相空间有相同的投影.但这导致 Γ1,Γ2也在相空间有

相同投影，矛盾，因此唯一性得证.
前两条性质说明，每条轨线都是增广相空间中沿 t轴可平移重合的一族积分曲线的投影，而且只是这族积

分曲线的投影.
由平移不变性还可知，解 φ(t, t0,x0)的一个平移解 φ(t − t0, 0,x0)也是系统的解，并且二者满足同样的初

值条件，从而由解的唯一性它们恒等，也即

φ(t, t0,x0) ≡ φ(t− t0, 0,x0). (7.5)

群的性质

系统7.2的解 φ(t,x0)满足关系式

φ(t2, φ(t1,x0)) = φ(t2 + t1,x0). (7.6)

使用平移不变性与相同初值下解的唯一性可知上式成立；另一方面，上式表明，在相空间中，若从 x0出发
的运动沿轨线经过时间 t1 到达 x1 = φ(t1,x0)，再经过时间 t2 到达 x2 = φ(t2, φ(t1,x0))，那么从 x0 出发的运
动沿轨线经过时间 t1 + t2 也到达 x2.
不妨设对任意的 x0 ∈ Rn，系统7.2的解 φ(t,x0)都在 −∞ < t < ∞上存在（否则用 v(x)/

√
1 + |v|2 代替

v(x)，二者具有相同的轨线），则对任意固定的 t，解 φ(t,x0)给出了一个从 Rn到 Rn的变换 φt，将 x0映射到
φ(t,x0).因此

Σ := {φt : t ∈ R} (7.7)

是一个变换的集合，具有如下性质
1. φ0 为 Rn 中的恒同变换.
2. φs ◦ φt = φs+t ⇐⇒ φs(φt(x0)) = φs+t(x0)，∀x0 ∈ Rn，∀s, t ∈ R1.
3. φt(x0)对 (t,x0) ∈ R1 × Rn 连续.
也即 (Σ, ◦)是一个群，具有如上三条性质的单参数连续变换群称为一个抽象动力系统（拓扑动力系统）；若

在此基础上还有 φt 可微，则称之为微分动力系统.
注对于非自治系统

dx

dt
= v(t,x), (7.8)
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上面的性质不再成立，但可以将其视为高一维空间上的自治系统，也即令

y =

(
x

s

)
, w(y) =

(
v(s,x)

1

)
, (7.9)

则系统等价于 n+ 1维相空间中的自治系统
dy

dt
= w(y). (7.10)

7.2 解的稳定性
过去我们讨论了解对初值的连续依赖性，即当初值点充分近时，它们在一定区域上的积分曲线也会充分靠

近，但当时的讨论方法仅适用于有限闭区间，当自变量扩展到无穷区间时，解对初值不一定连续依赖，Poincaré
最早提出这一问题，Lyapunov研究了这种自变量扩展到无穷区间上时，解对初值的连续依赖性问题，下面讨论
Lyapunov稳定性的内容.

7.2.1 Lyapunov稳定性

定义 7.4 (Lyapunov稳定性)

♣

考虑方程
dx

dt
= f(t,x), (7.11)

其中 f ∈ C(R × G)，并对 x满足 Lipschitz条件.再假设上述方程有一个解在 [t0,∞)有定义，若对任意
ε >，存在 δ(ε) > 0，使得只要

|x0 − φ(t0)| < δ, (7.12)

方程以 x(t0) = x0 为初值的解 x(t, t0,x0)也在 [t0,∞)有定义，并且满足

|x(t, t0,x0)− φ(t)| < ε, (7.13)

则称方程的解 x = φ(t)是（在 Lyapunov意义下）稳定的.假设 x = φ(t)稳定，并且存在 0 < δ1 ⩽ δ，使
得只要

|x0 − φ(t0)| < δ1, (7.14)

就有

lim
t→+∞

(x(t, t0,x0)− φ(t)) = 0, (7.15)

则称解 x = φ(t)是（在 Lyapunov意义下）渐进稳定的.

注
1. 若将条件中 x0 范围改为区域 D，有上述结论成立，则称 D是解 x = φ(t)的渐进稳定域（或吸引域），若
吸引域是全空间，则称解 x = φ(t)是全局渐进稳定的.

2. 若将条件中的 t → +∞改为 t → −∞，并假设解在 (−∞, t0]的存在性，则可得到负向渐进稳定，一般来
说，两个方向的渐进稳定性是不同的.
接下来考虑一个例子

例 7.1讨论方程
dx

dt
= x, (7.16)

零解的稳定性问题.
解设 x(0) = x0，求解可得

x(t) = x0e
t. (7.17)
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7.2 解的稳定性

则

|x(t)− 0| = |x0et| = |x0|et, (7.18)

并且

lim
t→+∞

|x0|et = +∞, (7.19)

lim
t→−∞

|x0|et = 0, (7.20)

由此可知方程的零解负向渐进稳定，正向渐进不稳定.
下面介绍两种判断特解稳定性的方法：Lyapunov第一方法（线性近似方法）和 Lyapunov第二方法.为简化

讨论，下面只考虑方程的零解的稳定性（即假设 f(t,0) = 0），事实上，通过变换 y = x− φ(t)总可以将原问题
转化为上述情况.

7.2.2 线性近似方法

我们将方程7.11的右端展开成 x的线性部分与非线性部分之和，即考虑方程
dx

dt
= A(t)x+N(t,x), (7.21)

其中 A(t)是 n阶函数矩阵，对 t ∈ [t0,∞)连续，而函数 N(t,x)在区域

G : t ⩾ t0, |x| ⩽M (7.22)

连续，对 x满足 Lipschitz条件，并且有N(t,0) = 0以及 |N(t,x)| = o(|x|).由于需要考虑零解的稳定性，由
此只需要考察当 |x0|较小时以 (t0,x0)为初值的解，可以预料，在一定条件下，其零解的稳定性与线性化方程

dx

dt
= A(t)x (7.23)

的零解的稳定性有密切联系.
特别地，当 A(t)是常矩阵时，利用有关常系数齐次线性微分方程组基解矩阵的结果，容易得到下面的结论：

定理 7.1

♥

设线性微分方程7.23中的 A(t) = A为常数矩阵，则
1. 零解是正向（负向）渐进稳定的，当且仅当矩阵 A的一切特征值的实部都是负（正）的.
2. 零解是正向（负向）稳定的，当且仅当矩阵 A的一切特征值的实部都是非正（非负）的，并且那些
实部为 0的特征值对应的 Jordan块可对角化.

3. 零解是正向（负向）不稳定的，当且仅当矩阵 A至少有一个特征值的实部为正，或者有一个实部为
0的特征值，它的 Jordan块不可对角化.

一般而言，非线性微分方程7.21与线性方程7.23的零解具有不同的稳定性，但 Lyapunov指出，当 A(t) = A

为常数矩阵，并且 A的全部特征值实部均为负，或至少有一个具有正实部时，7.21的零解的稳定性由它对应的
线性化方程7.23决定，即如下两个定理：

定理 7.2

♥

设微分方程7.21中的 A(t) = A为常数矩阵，则
1. 若 A的一切特征值的实部都是负的，的方程的零解是渐进稳定的.
2. 若 A的特征值中至少有一个具有正的实部，则方程的零解是不稳定的.

证明
1. 需证，只要 |x0|充分小，就有

lim
t→+∞

|x(t,x0)| = 0 (7.24)
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7.2 解的稳定性

由于 A的特征值都有负实部，故存在 σ > 0，使得

|etA| ⩽ A0e
−σt (7.25)

并且根据 |N(t,x)| = o(|x|)可知，对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |x| < δ时，就有

|N(t,x)| < ε|x|. (7.26)

由求解公式可知，原方程解为

x(t) = etAx0 +

ˆ t

0

e(t−s)AN(s,x)ds, (7.27)

由此估计

|x(t)| ⩽ |etAx0|+
ˆ t

0

|e(t−s)AN(s,x)|ds (7.28)

⩽ A0|x0|e−σt +
ˆ t

0

e−σ(t−s)|N(s,x)|ds (7.29)

⩽ A0|x0|e−σt + ε

ˆ t

0

e−σ(t−s)|x|ds (7.30)

这等价于

|eσtx| ⩽ A0|x0|+ ε

ˆ t

0

|eσsx|ds (7.31)

根据 Gronwall不等式，可得

eσt|x(t)| ⩽ A0|x0|eA0εt (7.32)

|x(t)| ⩽ A0|x0|e−(σ−A0ε)t (7.33)

即当 t充分大时，有 |x|充分小.
下面再来说明上面的一个细节，即证明当 x0 充分小时，|x| ⩽ δ（这是为了使用关于 N 的估计条件）.令

T ∗ = sup{T : |x(t)| < δ, ∀t ∈ [0, T ]}, (7.34)

则 |x(T ∗)| = δ，且对任意 t ∈ [0, T ∗]，都有（重复上面的过程，由于现在是有限区间，故不会循环论证）

|x(t)| ⩽ A0|x0|e−(σ−A0ε)t (7.35)

取 x0，使得 A0|x0| ⩽ δ
2，并取 ε充分小，有

|x(t)| ⩽ A0|x0| ⩽
δ

2
(7.36)

但这与在 T ∗ 处取值矛盾，故 T ∗ = +∞.

7.2.3 Lyapunov第二方法

Lyapunov第二方法的动机来自能量观点，即认为如果系统的总能量随时间增长而连续地衰减，直到平衡状
态为止，则振动系统是稳定的，反之不然.比如考虑在竖直圆环轨道上放置小球，当放在顶端时，小球受微小扰
动后不会回到初始状态（动能持续增大）；但当放到最底下时，受微小扰动后（有摩擦）运动，一段时间后仍然
能回到初始状态（动能与势能减少）.
考虑自治系统

dy

dt
= f(y), (7.37)

其中 f 在 D ⊂ Rn 连续，并且 0是 f 的孤立零点，即存在邻域，其中无其它零点.首先作如下定义

定义 7.5
令 V (y)是区域 Ω上的标量连续函数，0 ∈ Ω，则

1. 称 V 在 Ω正定，若 V (0) = 0，且对任意 y ∈ Ω\{0}，都有 V (y) > 0.
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7.2 解的稳定性

♣
2. 称 V 在 Ω负定，若 V (0) = 0，且对任意 y ∈ Ω\{0}，都有 V (y) < 0.

再定义 V 关于方程组的导数

定义 7.6

♣

设 V : Ω 7−→ R，定义 V 关于方程组 y′
t = f(y)的导数

V ∗(y) :=
dV

dt
=

n∑
k=1

∂V

∂yk

dyk
dt

(7.38)

= (∇V ) · y. (7.39)

当 Φ(t)是对应方程组的解时，根据上述定义有

d

dt
V (Φ(t)) =

n∑
k=1

∂V

∂yk

dyk
dt

(7.40)

=

n∑
k=1

∂V

∂yk
Φi(t) (7.41)

(7.42)

定理 7.3

♥

若关于方程组7.37，存在标量连续函数 V (y)，在包含原点的某个区域 Ω正定，且满足 V ∗(y) ⩽ 0，则方
程组的解是稳定的.

证明 只需要证明对任意 ε > 0，存在 δ，当 |y0| ⩽ δ时，必有 |Φ(t,y0)| < ε.
取 r > 0，使得 Br(0) ⊂ Ω，则 V (y)在 Br(0)正定，且满足 V ∗(y) ⩽ 0.对任意 0 < ε < r，令 S = {y : ε ⩽

|y| ⩽ r}，则由于 V (y)连续，它在 S 上有最小值，令

µ = min
y∈S

V (y). (7.43)

由于 V (0) = 0，故存在 δ，对任意 |y| ⩽ δ，都有 V (y) < µ.下面说明，这样得到的 δ就是所需要的 δ.
对任意 0 6= y0 ∈ Bδ(0)，存在唯一解 y = Φ(t)以其为初值，设解的最大存在区间为 [0, t1).且有

V ∗(Φ) =
dV

dt
⩽ 0. (7.44)

这表明对任意 t ∈ [0, t1)，都有

V (Φ(t)) ⩽ V (Φ(0)) = V (y0) < µ. (7.45)

下面说明，对任意 t ∈ [0, t1)，都有 |Φ(t)| < ε，若不然，则存在 t ∈ [0, t1)，使得 |Φ(t)| = ε，这导致

Φ(t) ∈ S, V (Φ(t)) ⩾ µ, (7.46)

矛盾.在此基础上根据延拓定理，必有 t1 = +∞，即对任意 t ⩾ 0，都有

|Φ(t)| < ε, (7.47)

定理 7.4

♥

若关于方程组7.37，存在标量连续函数 V (y)，在包含原点的某个区域 Ω正定，且满足 V ∗(y) < 0，则方
程组的解是渐进稳定的.

证明 首先由前一条定理可知，解至少是稳定的.取 r > 0，使得 Br(0) ⊂ Ω，以及 ε = r，则存在 δ > 0，对任意
初值 y0 ∈ Bδ(0)，由其决定的唯一解

|Φt(y0)| < r. (7.48)
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记 Φ(t) = Φt(y0)，则由于

V ∗(Φ(t)) =
dV

dt
< 0, (7.49)

故 V 关于 t单调递减，且根据其正定性可知 t → +∞极限存在，若该极限 η 6= 0，则根据 V 关于 t的单调
递减性可知，有 V (Φ(t)) ⩾ η.由于 V (0) = 0，故存在 α，使得对任意 |y| < α，都有

V (y) ⩽ η, (7.50)

令 S = {y : α ⩽ |y| ⩽ r}，则 −V ∗ 在 S 上有最小值 µ > 0，由此积分得

V (Φ(t))− V (Φ(0)) ⩽ −µt (7.51)

V (Φ(t)) ⩽ −µt+ V (Φ(0)), (7.52)

这表明当 t充分大时，V < 0，矛盾.

定理 7.5

♥

若关于方程组7.37，存在标量连续函数 V (y)，满足 V (0) = 0，并且在任意Br(0)中存在 a，使得 V (a) > 0，
且满足 V ∗(y) > 0，则方程组的解不稳定.

证明 只需证明：存在 ε > 0，对任意 δ > 0，都存在 a ∈ Bδ(0), t，使得 |Φ(t, a)| = ε.
取 r > 0，使得 Br(0) ⊂ Ω，故存在M > 0，对任意 y ∈ Br(0)，都有 |V (y)| ⩽ M .由题知，在任意 Br(0)

中存在 a，使得 V (a) > 0，只需证明存在 t，使得 |φt(a)| = r.若不然，则根据连续性，对任意 t ⩾ 0，都有

|Φt(a)| < r. (7.53)

假设对任意 t ⩾ 0，都有 Φt(a) ∈ Bδ(0)，则根据 V 对 t的单调性可得

V (Φ(t)) ⩾ V (Φ(0)) = V (a). (7.54)

而由于 V (0) = 0，V 连续，故存在 α，使得对任意 |y| < α，都有

V (y) ⩽ V (a), (7.55)

也可知 α ⩽ |Φ(t)| = r.令 S = {y : α ⩽ |y| ⩽ r}，则 V ∗(y)在 S 上有正下界 µ，同样积分可知

V (Φ(t)) ⩾ µt+ V (a), (7.56)

这与 V (Φ(t)) ⩽M 矛盾.
最后再给出一个命题.

命题 7.1

♠

若存在函数 V 在含 0的区域 Ω上满足

V ∗ = λV +W, (7.57)

其中 λ > 0，W 满足其一：恒为零、恒非负、恒非正（或简记为符号不变），且在原点的任何邻域内存在
一点 a使得

V (a)W (a) > 0, (7.58)

则零解不稳定.

Lyapunov 第二方法看起来很好，但很多时候的困难在于找到符合条件的 V . 但往往我们研究的方程都有特
定的物理意义，因此可以得到特殊的 V .
例 7.2考虑方程 y′′ + g(y) = 0，满足 y(g(y)) > 0, g(0) = 0，g在 |y| < k连续.由此方程可得

y′(y′′ + g(y)) = 0, (7.59)
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即

[(
1

2
y′)2]′ +

ïˆ y

0

g(s)ds

ò′
= 0, (7.60)

构造 Lyapunov函数

V (y) =
1

2
(y′)2 +

ˆ y

0

g(s)ds, Ω = {(y1, y2) : |y1| < k, |y2| < +∞} (7.61)

称为能量.若设 y1 = y, y2 = y′，则

V (y) = V (y1, y2) =
1

2
(y2)

2 +

ˆ y1

0

g(s)ds, (7.62)

可知

V ∗(y) =
dV

dt
= 0. (7.63)

由前面的定理可知零解稳定，进一步可以看到它不是渐进稳定的，因为 V ∗ ≡ 0，故 V 为常数，即 V (Φ(t)) ≡
V (Φ(0)) = y0 6= 0，因此 Φ(t)不趋于 0.
例 7.3考虑 Lienard方程 y′′ + y′ + g(y) = 0，g(y)满足上例假设，讨论零解稳定性.
令 y1 = y, y2 = y′，则方程转化为 

dy1
dt = y2

dy2
dt = −y2 − g(y1)

(7.64)

若设

V (y1, y2) =
1

2
(y2)

2 +

ˆ y1

0

g(s)ds, Ω = {(y1, y2) : |y1| < k, |y2| < +∞}, (7.65)

可知

V ∗(y) = −y22 ⩽ 0, (7.66)

即零解是稳定的，若要进一步证明零解渐进稳定，需要重新构造函数

V (y1, y2) =
1

2
(y2)

2 +

ˆ y1

0

g(s)ds+ βy2g(y1). (7.67)

V (0, 0) = 0仍然成立，因此需要保证 V 正定.根据均值不等式，

V (y1, y2) ⩾
1

2
(y2)

2 +

ˆ y1

0

g(s)ds− β

2
(y22 + g(y1)

2) (7.68)

=
1− β

2
y22 +

ˆ y1

0

g(s)ds− β

2
g(y1)

2 (7.69)

可知当 β 充分小时，第一项正定，再由于

lim
y1→0

g(y1)
2´ y1

0
g(s)ds

= 2g′(0), (7.70)

故存在 k1 > 0，对任意 |y1| < k1，满足

g(y1)
2 ⩽ C

ˆ y1

0

g(s)ds (7.71)

故

V (y1, y2) ⩾
1− β

2
y22 + (1− βC

2
)

ˆ y1

0

g(s)ds, (7.72)

若 β < 2/C，则可保证正定.还要保证 V ∗ < 0，

V ∗(y1, y2) = −y22 − βg(y1)
2 + βg′(y1)y

2
2 − βg(y1)y2 (7.73)

⩽ −y22 − βg(y1)
2 +Mβy22 +

β

2
(g(y1)

2 + y22) (7.74)

= (−1 +Mβ +
β

2
)y22 −

β

2
g(y1)

2. (7.75)
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取 β 充分小，使得

Mβ +
1

2
β <

1

2
, (7.76)

可使 V ∗ < 0.
再取 Ω = {(y1, y2) : |y1| < k1, |y2| < +∞}，可知方程零解渐进稳定.

例 7.4分析方程组 
dx
dt = (εx+ 2y)(z + 1)

dy
dt = (−x+ εy)(z + 1)

dz
dt = −z3

(7.77)

平衡点的稳定性.
解易知平衡点恰好为零点.根据右边形式，首先考虑线性化方法，即考虑

dy

dt
=

Ü
ε 2 0

−1 ε 0

0 0 0

ê
y (7.78)

可知 A的特征值为 0, ε±
√
2i，即得

1. 若 ε > 0，则零解不稳定.
2. 若 ε < 0，则零解线性稳定.
为了得到更精确的结论，下面对 ε < 0情形考虑 Lyapunov第二方法.构造二次型

V (x, y, z) = ax2 + by2 + cz2, (7.79)

计算得

V ∗ = 2ax(εx+ 2y)(z + 1) + 2by(−x+ εy)(z + 1)− 2cz4 (7.80)

= (2aεx2 + (4a− 2b)xy + 2bεy2)(z + 1)− 2cz4 (7.81)

令 Ω = {(x, y, z) : z > −1}，并取 a = 1, b = 2, c = 1，使 4a− 2b = 0，得到

V ∗ = 2ε(x2 + 2y2)(z + 1)− 2z4 < 0. (7.82)

因此零解渐进稳定.
最后单独考虑 ε = 0情形，此时方程为 

dx
dt = 2y(z + 1)

dy
dt = −x(z + 1)

dz
dt = −z3

(7.83)

可解得

z =
1√

2t+ C
,

x2

2
+ y2 = Const, (7.84)

这表明零解稳定，但不是渐进稳定的.

7.3 平面动力系统
这一部分考虑最常见的动力系统，即在二维平面上的动力系统ẋ = X(x, y)

ẏ = Y (x, y)
(7.85)

其中 X,Y 在 R2 连续可微.
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7.3 平面动力系统

定义 7.7

♣

称 P (x0, y0)为7.85的初等奇点，若

X(P ) = Y (P ) = 0,

∣∣∣∣∂(X,Y )

∂(x, y)

∣∣∣∣
P

6= 0. (7.86)

在后面的讨论中，方便起见，不妨设 (0, 0)是7.85的初等奇点.由于 X,Y 连续可微，故可进行 Taylor展开

X(x, y) = X(0, 0) + ∂xX(0, 0)x+ ∂yX(0, 0)y + o(ρ) (7.87)

: = ax+ by + φ(x, y) (7.88)

Y (x, y) = Y (0, 0) + ∂xY (0, 0)x+ ∂yY (0, 0)y + o(ρ) (7.89)

: = cx+ dy + ψ(x, y) (7.90)

原方程化为 ẋ = ax+ by + φ(x, y)

ẏ = cx+ dy + ψ(x, y)
(7.91)

其中 φ,ψ = o(ρ).

7.3.1 平面线性动力系统

首先来研究其齐次形式 ẋ = ax+ by

ẏ = cx+ dy
(7.92)

我们的目标是画出初等奇点附近的相图.
进行很熟悉的操作，将其写成向量形式

d

dt

(
x

y

)
=

(
a b

c d

)(
x

y

)
. (7.93)

设系数矩阵为 A，借助 Jordan标准型理论，取矩阵 T 使得 T−1AT = J，并设(
x

y

)
= T

(
ξ

η

)
(7.94)

则方程组7.92化为

d

dt

(
ξ

η

)
= J

(
ξ

η

)
. (7.95)

因此可不妨设 A为 Jordan型.根据 A特征根情况，可知 A只需分为以下情况讨论即可

1. 可对角化，此时 A =

(
λ

µ

)
，λ, µ 6= 0.

此时原方程为 ẋ = λx

ẏ = µy
(7.96)

直接求解可知

y = C|x|
λ
µ (C ∈ R) (7.97)

通过讨论 λ, µ的关系，其相图可分类为星形、双向、鞍点三种，此时的奇点称为双向奇点.
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7.3 平面动力系统

图 7.1: λ = µ > 0 图 7.2: λ = −µ > 0 图 7.3: λ > µ > 0

图 7.4: µ < λ < 0 图 7.5: µ > λ > 0 图 7.6: µ < λ < 0

图 7.7: µ < 0 < λ
图 7.8: λ < 0 < µ

2. 不可对角化，此时 A =

(
λ

1 λ

)
，λ 6= 0. 此时原方程为

ẋ = λx

ẏ = x+ λy
(7.98)

直接求解可知

y =
1

λ
x ln |x|+ Cx (C ∈ R) (7.99)

通过讨论 λ的大小，其相图可分类为，此时的奇点称为单向奇点.
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7.3 平面动力系统

图 7.9: λ > 0 图 7.10: λ < 0

3. 一对共轭复根.此时 A =

(
α −β
β α

)
，β 6= 0. 此时原方程为

ẋ = αx− βy

ẏ = αx+ βy
(7.100)

作极坐标换元 (x, y) = (r cos θ, r sin θ)，可得通解为1

r = Ceαt = Ce
α
β θ (7.101)

这里不妨设 β > 0，对应逆时针转动.通过讨论 α的大小，其相图可分类为，此时的奇点称为焦点或中心
点.

图 7.11: α < 0, β > 0

图 7.12: α = 0, β > 0 图 7.13: α > 0, β > 0

总结上述结果，并通过韦达定理进行区分，可得如下定理

定理 7.6 (初等奇点分类定理)

♥

对于系统7.92，记 p = −trA, q = detA，则对初等奇点 (0, 0)做如下分类
1. 异号实根：q < 0，鞍点.
2. 同号实根：q > 0, p2 > 4q，双向结点.
3. 二重根：q > 0, p2 = 4q，单向结点（不可对角化）或星形结点（可对角化）.
4. 共轭根：q > 0, 0 < p2 < 4q，焦点.
5. 共轭虚根：q > 0, p = 0，中心点.

此外，在 2 ∼ 4中，当 p < 0时，奇点是不稳定的.

1事实上，这里也可以从复数的角度考虑.

60



7.3 平面动力系统

通过上面对特殊情况（A为 Jordan型）的讨论，我们可以很容易回到一般 A情况，因为二者的相图仅相差
一个线性变换.也就是说，特征值不变，奇点类型不变，相图种类不变，只需要找到“特殊方向”，即当 t→ ±∞
时轨线沿该方向趋向于奇点/远离奇点，即可.
例 7.5作系统在初等奇点处的相图. ẋ = 2x+ 3y

ẏ = 2x− 3y
(7.102)

解初等奇点为 (0, 0)，且 p = −trA = 1，q = detA = −12，可知特征值为两异号实根，奇点为鞍点.设特殊方向
所在直线为 y = kx，代入原方程

dy

dx
=

2x− 3y

2x+ 3y
=

2− 3k

2 + 3k
= k, (7.103)

得到 k = −2, 13 .通过取特殊点，也可得到轨线方向.

图 7.14: 轨线

例 7.6作系统在初等奇点处的相图. ẋ = 3x

ẏ = 2x+ y
(7.104)

解 初等奇点为 (0, 0)，且 p = −4，q = 3，可知特征值为两正实根，奇点为双向结点. 设特殊方向所在直线为
y = kx，代入原方程

dy

dx
=

2x+ y

3x
=

2 + k

3
= k, (7.105)

得到 k = 1.但奇点是双向结点，故可知另一个特殊方向为 x = 0.取特殊点可得轨线方向.

图 7.15: 轨线
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7.3 平面动力系统

7.3.2 nullcline方法

在前面提到过 nullcline，指在 ẏ = f(x, y)中使得右侧等于 0的曲线，在平面动力系统中，借助 nullcline可
以较快确定相图.
例 7.7考虑系统奇点附近相图. ẋ = y − x2

ẏ = x− 2
(7.106)

解平衡点 (2, 4)，且 x-nullcline为 y = x2，y-nullcline为 x = 2.为了在平衡点展开，将其平移，平移后的线性化
系统为  ˙̃x = −4x̃+ ỹ

˙̃y = x̃
(7.107)

得到 p = 4, q = −1，即 (0, 0)为鞍点，再由于特殊方向为 y = (2±
√
5)x，因此得到相图

图 7.16: 相图

例 7.8考虑系统奇点附近相图. ẋ = x2 − 1

ẏ = −xy + a(x2 − 1) = −x(y − a(x− 1
x ))

(7.108)

解
1. a = 0.
方程化为 ẋ = x2 − 1

ẏ = −xy
(7.109)

此时 x-nullcline为 x = ±1，y-nullcline为 x = 0, y = 0，在平衡点 (1, 0)处展开得到线性化方程ẋ = 2(x− 1)

ẏ = −(y + 1)
(7.110)

省略一些步骤，总之得到 (±1, 0)是方程的鞍点，故相图为
这里的轨线两边趋向不同奇点，称为异宿轨线.

2. a > 0.
此时 x-nullcline为 x = ±1，y-nullcline为 y = a(x− 1

x )，x = 0.根据线性化方程，可以得到 (±1, 0)依然是

62



7.3 平面动力系统

图 7.17: 相图

鞍点，
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第 8章 波动方程

8.1 一阶偏微分方程
这里介绍特征线法解一阶 PDE.
考虑方程 ∂u

∂t + a(x, t)∂u∂x + b(x, t)u = f(x, t)

u(x, 0) = ϕ(x)
(8.1)

若 x = x(t)，令 U(t) = u(x(t), t)，则
dU

dt
=
∂U

∂x

dx

dt
+
∂u

∂t
, (8.2)

若还有 a(x(t), t) = ∂tx，则原方程化为
dU

dt
+ b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t), (8.3)

令 x(0) = c，则8.1等价于dx
dt = a(x(t), t)

x(0) = c

dU
dt + b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t)

U(0) = ϕ(0)
(8.4)

在此消去 c，即可得到一阶偏微分方程的解.
例 8.1解方程 ∂u

∂t − a∂u∂x = 0

u(x, 0) = ϕ(x)
(8.5)

解考虑方程 dx
dt = −a

x(0) = C

dU
dt = 0

U(0) = ϕ(C)
(8.6)

可得 x(t) = −at+ C，U ≡ ϕ(C)，消去 C 得到

U(t) = ϕ(x(t) + at), u(x, t) = ϕ(x+ at). (8.7)

例 8.2解方程 ∂u
∂t + (x+ t)∂u∂x + u = x

u(x, 0) = x
(8.8)

解考虑方程 dx
dt = x(t) + t

x(0) = C

dU
dt + U(t) = Cet + et − t− 1

U(0) = C
(8.9)

可知

x(t) = Cet + et − t− 1 (8.10)

U(t) = −t+ et − e−t

2
+
C(et − e−t)

2
(8.11)

消去 C 得到

U(x, t) =
x− t+ 1

2
− e−t +

x+ t− 1

2
e−2t (8.12)



8.2 波动方程

8.2 波动方程
对于（齐次）方程

∂2t u− ∂2xu = 0, (8.13)

微分算子

∂2t − ∂2x = (∂t − ∂x)(∂t + ∂x), (8.14)

因此原方程化为 (∂t − ∂x)v = 0

(∂t − ∂x)u = v
(8.15)

对于一般波动方程 
∂2t u−∆u = f(x, t), x ∈ Ω ⊆ R

u(x, 0) = φ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(8.16)

以及边值
1. 第一类边值（Dirichlet边值）：

u(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω. (8.17)

2. 第二类边值（Newman边值）：
∂u

∂n
(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω. (8.18)

3. 第三类边值（Robin边值）：
∂u

∂n
(x, t) + αu(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω. (8.19)

8.2.1 问题的简化

对于初值问题8.16，根据其线性性，可以考虑分别关于 u1, u2, u3 的三个方程
∂2t u1 −∆u1 = 0

u1(x, 0) = φ(x)

∂tu1(x, 0) = 0


∂2t u2 −∆u2 = 0

u2(x, 0) = 0

∂tu2(x, 0) = ψ(x)


∂2t u3 −∆u3 = f(x, t)

u3(x, 0) = 0

∂tu3(x, 0) = 0

(8.20)

则 u = u1 + u2 + u3 为方程的解.如下定理表明，只需要解一个方程，其余二者均可由此解表示.

定理 8.1

♥

设方程如上所设，u2 =Mψ(x, t)为对应方程的解，则其余两方程的解为

u1 =
∂Mφ

∂t
(8.21)

u3 =

ˆ t

0

Mfτ (x, t− τ)dτ (8.22)

证明 令 ũ1 =Mφ(x, t)，则其满足 
∂2t ũ1 −∆ũ1 = 0

ũ1(x, 0) = 0

∂tũ1(x, 0) = φ(x)

(8.23)
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8.2 波动方程

若令 v = ∂tũ1，则 
∂2t v −∆v = ∂t(∂

2
t ũ1 −∆ũ1) = 0

v(x, 0) = ∂tũ1(x, 0) = φ(x)

∂tv(x, 0) = ∂2t ũ1(x, 0) = 0

(8.24)

故 u1 = ∂tMφ 是上面方程的解.
再令 ũ1 =Mfτ (x, t)，（其中 fτ = f(x, τ)）则其满足

∂2t ũ1 −∆ũ1 = 0

ũ1(x, 0) = 0

∂tũ1(x, 0) = f(x, τ)

(8.25)

若令 v(x, t) = ũ1(x, t− τ) =Mfτ (x, t− τ)，则
∂2t v −∆v = (∂2t ũ1 −∆ũ1)(x, t− τ) = 0

v(x, τ) = ũ1(x, 0) = 0

∂tv(x, τ) = ∂tũ1(x, 0) = f(x, τ)

(8.26)

由此可知，题中所设 u3 满足

∂tu3(x, t) =Mfτ (x, t− τ)
∣∣
τ=t

+

ˆ t

0

∂tvdτ =

ˆ t

0

∂tvdτ (8.27)

∂2t u3 = ∂tv(x, t)
∣∣
τ=t

+

ˆ t

0

∂2t vdτ (8.28)

= f(x, t) +

ˆ t

0

∆vdτ (8.29)

= f(x, t) + ∆u3 (8.30)

故有 
∂2t u3 −∆u3 = (∂2t ũ1 −∆ũ1)(x, t− τ) = f(x, t)

u3(x, 0) = 0

∂tu3(x, τ) = ũ3(x, 0) = 0

(8.31)

故 u3 =
´ t
0
Mfτ (x, t− τ)dτ 是上面方程的解.

注
1. 若将上面的 u3 写成 Riemann和的形式，并注意到对任意常数 c，都有

cMψ =Mcψ, (8.32)

则

u3 = lim
λ→0

n−1∑
i=0

Mfti
(x, t− ti)∆ti = lim

λ→0

n−1∑
i=0

Mfti∆ti
(x, t− ti) (8.33)

即将 f 看作外力，则 ft∆t可看作该力产生的冲量，其转化成速度引起了弹性体的位移.
这种将非齐次方程组的初值问题的解表示为一系列具有除速度的齐次方程的初值问题的解的叠加的过程，
称为冲量原理（Duhamel原理）.

2. 若对与齐次方程 
∂2t u−∆u = 0

u(x, 0) = φ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(8.34)
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8.2 波动方程

两边同时做 Fourier变换，则得到 
∂2t u−∆u = 0

u(x, 0) = φ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(8.35)

。。。。。。。。。。。。。。。。。。

8.2.2 一维初值问题

考虑 R上的波动方程 
∂2t u− ∂2xu = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(8.36)

其中 x ∈ R, t > 0.
根据前面的结论，只需要求初值问题 

∂2t u2 − ∂2xu2 = 0

u2(x, 0) = 0

∂tu2(x, 0) = ψ(x)

(8.37)

即可，由于微分算子可分解为一阶算子乘积

∂2t − ∂2x = (∂t + ∂x)(∂t − ∂x) (8.38)

由此上述初值问题可分解为两个一阶方程

∂tu2 − ∂xu2 = v (8.39)

∂tu2 + ∂xu2 = 0 (8.40)

v(x, 0) = ψ(x) (8.41)

使用特征线法可解得（式中令 y = x+ t− 2τ）

v(x, t) = ψ(x− t) (8.42)

u2(x, t) =

ˆ t

0

ψ(x+ (t− 2τ))dτ (8.43)

=
1

2

ˆ x+t

x−t
ψ(y)dy (8.44)

(8.45)

利用定理，可知

u1(x, t) =
d

dt

1

2

ˆ x+t

x−t
φ(y)dy (8.46)

=
1

2
(φ(x+ t) + φ(x− t)) (8.47)

u3(x, t) =

ˆ t

0

1

2

ˆ x+(t−τ)

x−(t−τ)
f(y, τ)dydτ (8.48)

根据叠加原理，可知原初值问题的解为

u(x, t) = u1 + u2 + u3 (8.49)

=
1

2
(φ(x+ t) + φ(x− t)) +

1

2

ˆ x+t

x−t
ψ(y)dy +

1

2

ˆ t

0

ˆ x+t−τ

x−t+τ
f(y, τ)dydτ (8.50)
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8.2 波动方程

当 f ≡ 0时，上式称为 D’Alembert公式，此时，初值问题8.36的解有如下形式

u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t), (8.51)

其中 F,G分布称为左行波与右行波

F (s) =
1

2
φ(s) +

1

2a

ˆ s

0

ψ(ξ)dξ (8.52)

G(s) =
1

2
φ(s)− 1

2a

ˆ s

0

ψ(ξ)dξ (8.53)

上面只是给出了形式解，为了确保其确实是对应初值问题的解，我们需要对光滑性做一些要求，得到如下
定理

定理 8.2

♥
若 φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R), f ∈ C1(R× R+)，则如上给出的函数 u ∈ C2(R× R+)且是初值问题8.36的解.

证明 计算得

∂tu(x, t) = F ′(x+ t)−G′(x− t) +
1

2

ˆ t

0

[f(x+ (t− τ), τ) + f(x− (t− τ), τ)]dτ (8.54)

∂2t u(x, t) = F ′′(x+ t) +G′′(x− t) +
1

2

ˆ t

0

[∂xf(x+ (t− τ), τ)− ∂xf(x− (t− τ), τ)]dτ + f(x, t) (8.55)

∂xu(x, t) = F ′(x+ t) +G′(x− t) +
1

2

ˆ t

0

[f(x+ (t− τ), τ)− f(x− (t− τ), τ)]dτ (8.56)

∂2xu(x, t) = F ′′(x+ t) +G′′(x− t) +
1

2

ˆ t

0

[∂xf(x+ (t− τ), τ)− ∂xf(x− (t− τ), τ)]dτ (8.57)

由此可知

∂2t u− ∂2xu = f(x, t) (8.58)

u(x, 0) = φ(x) (8.59)

∂tu(x, 0) = ψ(x) (8.60)

推论 8.1

♥

若 φ,ψ以及 f 都是 x的偶（或奇，或周期为 l的）函数，则由上式给出的解 u必为 x的偶（或奇，或周
期为 l的）函数.

证明 当 φ,ψ, f 满足对应条件时，F,G也满足相应条件，即满足奇函数条件时，

u(−x, t) = F (−x+ t) +G(−x− t) +
1

2

ˆ t

0

dτ

ˆ −x+(t−τ)

−x−(t−τ)
f(y, τ)dy (8.61)

= −F (x− t)−G(x+ t)− 1

2

ˆ t

0

dτ

ˆ x+(t−τ)

x−(t−τ)
f(y, τ)dy (8.62)

= −G(x− t)− F (x+ t)− 1

2

ˆ t

0

dτ

ˆ x+(t−τ)

x−(t−τ)
f(y, τ)dy (8.63)

= −u(x, t) (8.64)

偶函数同理，当满足周期性条件时，

u(x+ l, t) = F (x+ t+ l) +G(x+ l − t) +
1

2

ˆ t

0

dτ

ˆ x+l+(t−τ)

x+l−(t−τ)
f(y, τ)dy (8.65)

= F (x+ t) +G(x− t) +
1

2

ˆ t

0

dτ

ˆ x+(t−τ)

x−(t−τ)
f(y, τ)dy (8.66)

= u(x, t) (8.67)
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8.2 波动方程

从 D’Alembert公式可以看出，当 f ≡ 0时，(x, t)的值仅由 x− t到 x+ t的值控制，由此称之为 (x, t)的决
定区域，且在某一梯形面上，其中值均受 (x − t, x + t)部分取值影响，这部分称为直线上 (x − t, x + t)的影响
区域.

图 8.1: 决定区域与影响区域

8.2.3 一维半无界问题

下面考虑方程 

∂2t u− ∂2xu = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

u(0, t) = g(t)

(8.68)

其中 x ∈ R+, t > 0.
首先考虑齐次边值情况，此时 g ≡ 0，若将三个函数奇延拓，并令 ū为新方程解

∂2t ū− ∂2xū = f̄(x, t)

ū(x, 0) = φ̄(x)

∂tū(x, 0) = ū(x)

(8.69)

则根据 D’Alembert公式

ū(x, t) =
1

2
(φ̄(x+ t) + φ̄(x− t)) +

1

2

ˆ x+t

x−t
ψ̄(y)dy +

1

2

ˆ t

0

ˆ x+t−τ

x−t+τ
f̄(y, τ)dydτ (8.70)

当 x ⩾ t时，

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ t) + φ(x− t)) +

1

2

ˆ x+t

x−t
ψ(y)dy +

1

2

ˆ t

0

ˆ x+t−τ

x−t+τ
f(y, τ)dydτ (8.71)

当 x < t时，

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ t) + φ(x− t)) +

1

2

ˆ x+t

t−x
ψ(y)dy +

1

2

ñˆ t

t−x

ˆ x+t−τ

x−t+τ
f(y, τ)dydτ +

ˆ t−x

0

ˆ x+t−τ

t−τ−x
f(y, τ)dydτ

ô
(8.72)

上面只是给出了形式解，为了使之确实为半无界问题8.68的解，还需要对初值的光滑性做要求，并且在角点
(0, 0)提一些相容性条件

φ(0) = 0 (8.73)
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8.2 波动方程

ψ(0) = g′(0) = 0 (8.74)

φ′′(0) + f(0, 0) = 0 (8.75)

注三个条件的

定理 8.3

♥

若半无界问题的初值 φ ∈ C2(R+), ψ ∈ C1(R+), f ∈ C1(R+ × R+)，满足上述相容性条件，且边值 g ≡ 0，
则由上面给出的形式解 u(x, t) ∈ C(R+ × R+)且是半无界问题8.68的解.

若 g(t) 6≡ 0，则令 v(x, t) = u(x, t)− g(t)，则方程化为

∂2t v − ∂2xv = f(x, t)− g′′(t)

u(x, 0) = φ(x)− g(0)

∂tv(x, 0) = ψ(x)− g′(0)

v(0, t) = 0

(8.76)

因此根据前面的结论，亦可求解.

8.2.4 三维初值问题

接着考虑三位波动方程的初值问题 
∂2t u−∆u = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(8.77)

同样地，只需求解初值问题 
∂2t u−∆u = 0

u(x, 0) = 0

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(8.78)

其中 (x, t) ∈ R3 × R+，下面采用球平均法解初值问题.
首先来考虑这样的事实，利用 Laplace算子在球面的形式可得

∆u = ∂2ru+
2

r
∂ru+

1

r2
∆S2u (8.79)

其中 ∆S2 表示 S2 球面上的 Laplace算子.忽略 ∆S2 项，方程化为

∂2t u−∆u = 0 (8.80)

∂2t u− (∂2ru+
2

r
∂ru) = 0 (8.81)

若令 u(t, r) = r−kv(t, r)，则有

∂ru = −kr−(k+1)v + r−k∂rv (8.82)

∂2ru = k(k + 1)r−(k+2)v − 2kr−(k+1)∂rv + r−k∂2rv (8.83)

∂2ru+
2

r
∂ru = r−k∂2rv + (2− 2k)r−(k+1)∂rv + k(k − 1)r−(k+2)v (8.84)

若取 k = 1，则原方程为

∂2t u− 1

r
∂2rv =

1

r
∂2t v −

1

r
∂2rv = 0 (8.85)

∂2t v − ∂2rv = 0 (8.86)

因此方程可化为简单形式.
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8.2 波动方程

回到主题，首先看 f ≡ 0的齐次方程，在球坐标下考虑，根据 Green公式可知∆S2 项在 S2球面上积分为 0ˆ
S2

∆S2udσ =

ˆ
S2

∇ · (∇u)dσ (8.87)

=

ˆ
∂S2

∂u

∂n
dS (8.88)

= 0 (8.89)

因此对方程两边同时在 S2 积分，可得

∂2t

ˆ
S2

udσ −
Å
∂2r

ˆ
S2

udσ +
2

r
∂r

ˆ
S2

udσ

ã
= 0 (8.90)

若令 ū(r, t) = 1
4π

´
S2 u(rσ, t)dσ

1，则方程化为

∂2t ū− (∂2r ū+
2

r
∂rū) = 0 (8.91)

再利用前面讨论过的结论，令 v = rū，则方程与初值满足
∂2t v − ∂2rv = 0

v(r, 0) = rū(r, 0) = rφ̄(r)

∂tv(r, 0) = r∂tū(r, 0) = rψ̄(r)

(8.92)

其中 r ⩾ 0.
此时再关于 r作偶延拓，则利用 D’Alembert公式

rū(r, t) = v̄(r, t) =
1

2
[(r + t)φ̄(r + t) + (r − t)φ̄(r − t)] +

1

2

ˆ r+t

r−t
yψ̄(y)dy. (8.93)

接下来通过 v来求解 ū.
Step 1.首先计算 ū(0, t) = u(0, t)

ū(0, t) = u(0, t) = ∂r(rū)
∣∣
r=0

(8.94)

=
1

2
[φ̄(t) + tφ̄′(t) + φ̄(t) + (−t)φ̄′(−t)] + 1

2
[tψ̄(t)− (−t)ψ̄(−t)] (8.95)

= φ̄(t) + tφ̄(t) + tψ̄(t) (8.96)

=
d

dt
(tφ̄(t)) + tψ̄(t) (8.97)

=
d

dt

Å
t

4π

ˆ
S2

φ(tσ)dσ

ã
+

t

4π

ˆ
S2

ψ(tσ)dσ (8.98)

上面用到了偶延拓的结果，并注意偶函数的导数为奇函数.
Step 2.根据平移不变性，对 u(x+ x0, t)用上一步结论（注意到相应初值的变化）

u(x0, t) =
d

dt

Å
t

4π

ˆ
S2

φ(x0 + tσ)dσ

ã
+

t

4π

ˆ
S2

ψ(x0 + tσ)dσ (8.99)

将 x0 换成 x，再令 y = x+ tσ，则

u(x, t) =
d

dt

Ç
1

4πt

ˆ
|y−x|=t

φ(y)dS(y)

å
+

1

4πt

ˆ
|y−x|=t

ψ(y)dS(y) (8.100)

注意到半径变化 t倍时，面积元变化 t2 倍.
上式称为 Kirchhoff公式.当 f 6≡ 0时，方程解为

u(x, t) =
d

dt

Ç
1

4πt

ˆ
|y−x|=t

φ(y)dS(y)

å
+

1

4πt

ˆ
|y−x|=t

ψ(y)dS(y) +

ˆ t

0

1

4π(t− τ)

ˆ
|y−x|=t−τ

f(y, τ)dS(y)dτ

(8.101)

1特别地，当 r = 0时，有 ū(0, t) = u(0, t)
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8.2.5 二维初值问题

三维初值问题可以通过变换 v = ru转化为一维问题，不过二维不能故技重施，但我们已经解出了三维波方
程，下面只需将二维强行看作三维即可，还是从齐次开始.
令 ũ(x̃, t) = ũ(x1, x2, t)，其中 x̃ = (x1, x2, x3)，再令 φ̃(x̃) = φ(x1, x2), ψ̃(x̃) = ψ(x1, x2)，则显然 ũ(x̃, t)是

三维波方程的解 
∂2t ũ−∆R3u = 0

ũ(x̃, 0) = φ̃(x̃)

∂tũ(x̃, 0) = ψ̃(x̃)

(8.102)

则根据 Kirchhoff公式

ũ(x̃, t) =
d

dt

Ç
1

4πt

ˆ
|y−x̃|=t

φ(y)dS(y)

å
+

1

4πt

ˆ
|y−x̃|=t

ψ(y)dS(y) (8.103)

由于上式与 x3 无关，因此可取 x3 = 0，重复前面的过程，取 x1 = x2 = 0，则有

u(0, t) =
d

dt

Ç
1

4πt

ˆ
|y|=t

φ(y1, y2)dS(y)

å
+

1

4πt

ˆ
|y|=t

ψ(y1, y2)dS(y) (8.104)

其中 y21 + y22 + y23 = t2，y3 = ±
√
t2 − y21 − y22，且计算得ˆ

|y|=t
ψ(y1, y2)dS(y) = 2

ˆ
y3=

√
t2−y21−y22

ψ(y1, y2)dS(y) (8.105)

= 2

ˆ
y21+y

2
2⩽t2

ψ(y1, y2)
»
1 + (∂y1y3)

2 + (∂y2y3)
2dy1dy2 (8.106)

= 2

ˆ
y21+y

2
2⩽t2

ψ(y1, y2)
t√

t2 − y21 − y22
dy1dy2 (8.107)

因此

u(0, t) =
d

dt

Ç
1

2π

ˆ
Bt(0)

φ(y1, y2)√
t2 − y21 − y22

dy1dy2

å
+

1

2π

ˆ
Bt(0)

ψ(y1, y2)√
t2 − y21 − y22

dy1dy2 (8.108)

=
d

dt

Ç
1

2π

ˆ
Bt(0)

φ(y)√
t2 − |y|2

dy1dy2

å
+

1

2π

ˆ
Bt(0)

ψ(y)√
t2 − |y|2

dy1dy2 (8.109)

同样对 u(x+ x0, t)应用上述结论，可得

u(x0, t) =
d

dt

Ç
1

2π

ˆ
Bt(0)

φ(y + x0)√
t2 − |y|2

dy1dy2

å
+

1

2π

ˆ
Bt(0)

ψ(y + x0)√
t2 − |y|2

dy1dy2 (8.110)

根据 x0 任意性，并令 z = x0 + y，可得

u(x, t) =
d

dt

Ç
1

2π

ˆ
|y−x|⩽t

φ(y)√
t2 − |y − x|2

dy1dy2

å
+

1

2π

ˆ
|y−x|⩽t

ψ(y)√
t2 − |y − x|2

dy1dy2 (8.111)

上式称为 Poisson公式，且当 f 6≡ 0时，解为

u(x, t) =
d

dt

Ç
1

2π

ˆ
|y−x|⩽t

φ(y)√
t2 − |y − x|2

dy1dy2

å
+

1

2π

ˆ
|y−x|⩽t

ψ(y)√
t2 − |y − x|2

dy1dy2 (8.112)

+

ˆ t

0

ñˆ
|y−x|⩽t−τ

f(y, τ)√
(t− τ)2 − |y − x|2

dy1dy2

ô
dτ (8.113)

对比二维与三维波方程的解，可以得到波传播时的一些特性.
在三维情形中，一点 (x, t)的值仅依赖于某个球面上的值；但在二维情形中，一点 (x, t)的值依赖于某个圆

盘上的值.反过来说，一个圆盘决定某个大区域上每一点的值；一个点的取值会影响到某些点的取值.因此可以
给出如下定义

依赖区域：某一点 (x, t)的取值所依赖的点集.
决定区域：某一区域 D中的点均所决定取值的点的集合.
影响区域：某一点能影响到对应取值的点的集合.
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8.2 波动方程

若假设影响区域外取值均为 0，可知初值具有紧支集，随着 t的演化，支集会越来越大，但是具有某一确定
的速度，称为波方程的有限传播速度，与之对应的是热传导方程，具有无限传播方程.

从二维与三维方程依赖性的不同，还能得到 Huygens原理，即三维波的传播既有清晰的波前，也有清晰的
波后，故也称无后效现象；而二维波的传播仅有清晰的波前，故称弥散或后效现象.
以每一点为顶点，可以画出一个光锥，顶点上方的锥面是该点的影响区域，下方是决定该点的区域，在相对

论中，将上部分称为未来，下部分称为过去，波方程导致的这种性质也称为因果律.
。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。

8.2.6 能量估计

相比于求解，更重要的是分析解的各种性质，比如借助能量估计，可以分析波动方程解的唯一性与稳定性.
在波动方程乘上因子 ∂tu，则方程化为

∂tu(∂
2
t u−∆u) =

1

2
∂t(∂tu)

2 −
∑
i

[∂tu∂
2
xi
u] (8.114)

=
1

2
∂t(∂tu)

2 −
∑
i

[∂xi
(∂tu∂xi

u)− (∂t∂xi
u)∂xi

u] (8.115)

=
1

2
∂t(∂tu)

2 −
∑
i

[∂xi
(∂tu∂xi

u)− 1

2
(∂t(∂xi

u)2)] (8.116)

=
1

2
∂t(∂tu)

2 −
ï
∇ · (∂tu∇u)−

1

2
∂t|∇u|2

ò
(8.117)

= ∂t

ï
1

2
(∂tu)

2 +
1

2
|∇u|2

ò
−∇ · (∂tu∇u) (8.118)

上式即为微分形式的能量守恒，对应的，若假设 u与其任意导数在无穷远处为 0，则对两边积分可得

0 = ∂t

ˆ
Rn

ï
1

2
(∂tu)

2 +
1

2
|∇u|2

ò
dx−

ˆ
Rn

∇ · (∂tu∇u)dx (8.119)

= ∂t

ˆ
Rn

ï
1

2
(∂tu)

2 +
1

2
|∇u|2

ò
dx−

¨
∂Rn

(∂tu∇u) · dS⃗ (8.120)

= ∂t
1

2

ˆ
Rn

[
(∂tu)

2 + |∇u|2
]
dx (8.121)

若令

E(t) =
1

2

ˆ
Rn

[
(∂2t u) + |∇u|2

]
dx (8.122)

则由上面的推导可知，E(t)关于时间不变，即 E(t) = E(0)，这同样表示能量守恒.�
笔记对于波动方程

∂2t u−∆u = 0 (8.123)

在不考虑初值情况下，其解满足以下平移不变性
时间平移：

u(x, t) 7−→ u(x, t+ t0) (8.124)

空间平移：

u(x, t) 7−→ u(x0, t) (8.125)

伸缩变换：

u(x, t) 7−→ u(
x

λ
,
t

λ
) (8.126)

Lorentz变换：

u(x, t) 7−→ u(x− xv +
xv − vt√
1− |v2|

,
t− vx√
1− |v2|

) (8.127)

73



8.2 波动方程

在上面的能量估计中，我们左乘的因子 ∂tu实际上是时间平移不变性的体现，即将 t0 看作参数，则 ∂tu恰
好为这个单参变换群的生成元

lim
t0→0

u(x, t+ t0)− u(x, t)

t0
= ∂tu. (8.128)

类似地，其它几类不变性也会对应不同的生成元与守恒量
空间不变性：动量.
伸缩不变性：
Lorentz不变性：角动量.
这种将不变性与守恒律相联系的思想非常重要，即将空间性质与物理量联系在一起，称为诺特定理诺特定理诺特定理.

例 8.3第一类边值（Dirichlet边值），先考虑齐次形式（方便起见，先省略初值）∂2t u−∆u = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0

u
∣∣
∂Ω

= 0
(8.129)

由于
∂

∂t

ˆ
Ω

ï
1

2
(∂tu)

2 +
1

2
|∇u|2

ò
dx =

ˆ
Ω

∇ · (∂tu∇u)dx (8.130)

=

ˆ
∂Ω

(∂tu∇u) · dS⃗ (8.131)

= 0 (8.132)

因此重复前面的过程定义能量，能量依然守恒.
从上面的例子也可看出，对于第二类边值的情况，即 ∂nu = ∇u · n = 0的情形，能量依然守恒，但对于第

三边值，只有当 α > 0时，可以得到 E(t) ⩽ E(0).
下面讨论能量估计的一个用处，即证明解的唯一性与稳定性，考虑方程

∂2t u−∆u = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x)

u(x, t)
∣∣
∂Ω

= h(x, t)

(8.133)

定理 8.4

♥方程8.144至多有一个解.

证明 假设方程有两个解 u1, u2，则令 u = u1 − u2，则 u满足方程
∂2t u−∆u = 0

u(x, 0) = 0, ∂tu(x, 0) = 0

u(x, t)
∣∣
∂Ω

= 0

(8.134)

由能量估计，令

E(t) =
1

2

ˆ
Ω

[(∂tu)
2 + |∇u|2]dx :=

ˆ
Ω

e(u)dx, (8.135)

其中 e为能量密度，则 E(t) = E(0) = 0，这表明 ∂tu,∇u ≡ 0，故 u为常数，再结合边值 u
∣∣
∂Ω
，可知 u ≡ 0，

这表明 u1 = u2，即解唯一.

定理 8.5
当8.144中 h ≡ 0时，方程在下述意义下关于右端项稳定
对任意 ε > 0，存在 η(ε, T )，若

||φ1 − φ2||L2(Ω) ⩽ η (8.136)
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♥

||∇φ1 −∇φ2||L2(Ω) ⩽ η (8.137)

||ψ1 − ψ2||L2(Ω) ⩽ η (8.138)

||f1 − f2||L2((0,T ),Ω) ⩽ η (8.139)

(8.140)

则以 φ1.ψ1为初值，f1为右端项的解 u1与以 φ1.ψ1为初值，f2为右端项的解 u2的差在 0 ⩽ t ⩽ T 上满足

||u1 − u2||L2(Ω) + ||∇u1 −∇u2||L2(Ω) + ||∂tu1 − ∂tu2||L2(Ω) < ε (8.141)

注上面的 ||f ||L2(Ω) 表示 Åˆ
Ω

|f(x)|2dx
ã1/2

(8.142)

||f ||L2((0,T ),Ω) 表示 Çˆ T

0

ˆ
Ω

|f(x, t)|2dxdt
å1/2

(8.143)

证明 令 u = u1 − u2，f = f1 − f2，φ,ψ同理，则
∂2t u−∆u = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x)

u(x, t)
∣∣
∂Ω

= 0

(8.144)

仿照能量估计的过程，得到

∂t
1

2

ˆ
Ω

[
(∂tu)

2 + |∇u|2
]
dx =

ˆ
Ω

f(x, t)∂tudx (8.145)

由于 ∣∣∣∣ˆ
Ω

f(x, t)∂tudx

∣∣∣∣ ⩽ 1

2

ˆ
Ω

|f |2dx+
1

2

ˆ
Ω

(∂tu)
2dx (8.146)

⩽ 1

2

ˆ
Ω

|f |2dx+
1

2

ˆ
Ω

((∂tu)
2 + |∇u|2)dx (8.147)

(8.148)

这表明
d

dt
E(t) ⩽ 1

2

ˆ
Ω

|f |2dx+ E(t) (8.149)

根据 Gronwall不等式可得

E(t) ⩽ etE(0) +

ˆ t

0

ˆ
Ω

|f |2dxds (8.150)

⩽ eT
Ç
E(0) +

ˆ T

0

ˆ
Ω

|f |2dxds
å

(8.151)

再令

y(t) =

ˆ
Ω

|u|dx, (8.152)

则

y′(t) = 2

ˆ
Ω

u∂tudx (8.153)

⩽
ˆ
Ω

u2dx+

ˆ
Ω

(∂tu)
2dx (8.154)

⩽ y(t) + 2E(t) (8.155)
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8.3 混合问题

⩽ y(t) + 2eT
Ç
E(0) +

ˆ T

0

ˆ
Ω

|f |2dxds
å

(8.156)

(8.157)

再利用 Gronwall不等式，得到

y(t) ⩽ eT
Å
y(0) + E(0) +

ˆ
Ω

|f |2dxds
ã

(8.158)

这表明 E, y具有同样的界，则

||u||L2(Ω) + ||∇u||L2(Ω) + ||∂tu||L2(Ω) ⩽ eT
(
||φ||L2(Ω) + ||ψ||L2(Ω) + ||∇ψ||L2(Ω) + ||f ||L2((0,T ),Ω)

)
(8.159)

⩽ 4η2eT (8.160)

< ε (8.161)

再讨论能量的一个用处，即得到有限传播速度.
对方程两边同乘 ∂tu，并进行一定的变换可以得到

1

2
∂t(∂tu)

2 −∇ · (∂tu∇u) +
1

2
∂t|∇u|2 = ∂te(u)−∇ · (∂tu∇u) (8.162)

= 0 (8.163)

考虑一个圆台型区域 S ∈ Rn+1，对上式在 S 内积分可得

0 =

¨
S

[∂te(u)−∇ · (∂tu∇u)]dxdt (8.164)

=

¨
S

(∂t,∇) · (e(u),−∂tu∇u)dxdt (8.165)

=

¨
∂S

(e(u),−∂tu∇u) · n⃗dS (8.166)

记S的顶面、底面、侧面分别为T,B,K，则 n⃗B = (−1, 0)T , n⃗T = (1, 0)T，且侧面φ(x, t) = |x−x0|2−|R−t|2 =

0，得到

∇φ = (2(R− t), 2(x− x0)) (8.167)

n⃗K =
∇φ
|∇φ|

=
(R− t, x− x0)√

(R− t)2 + (x− x0)2
=

1√
2

Å
R− t

|R− t|
,
x− x0
|x− x0|

ã
(8.168)

代入原式可得2ˆ
B

e(u)(0)dx =

ˆ
T

e(u)(t)dx+

ˆ
K

(e(u),−∂tu∇u) ·
1√
2

(R− t, x− x0)√
(R− t)2 + (x− x0)2

dS (8.169)

=

ˆ
T

e(u)(t)dx+
1√
2

ˆ
K

ïï
1

2
(∂tu)

2 +
1

2
|∇u|2

ò
R− t

|R− t|
− ∂tu∇u · x− x0

|x− x0|

ò
dS (8.170)

=

ˆ
T

e(u)(t)dx+
1

2
√
2

ˆ
K

ñ∣∣∣∣∂tu− x− x0
|x− x0|

· ∇u
∣∣∣∣2 + |∇u|2 −

∣∣∣∣ x− x0
|x− x0|

· ∇u
∣∣∣∣2
ô

(8.171)

其中定义

Flux[0, t] =

ˆ
K

Ç
|∇u|2 −

∣∣∣∣ x− x0
|x− x0|

· ∇u
∣∣∣∣2
å
dS ⩾ 0 (8.172)

上式成立由于梯度方向最大.
则 ˆ

B

e(u)(0) =

ˆ
T

e(u)(t) + Flux[0, t] (8.173)

这表明波演化过程中，初始时刻的能量等于 t时刻能量 +侧面流出能量，且流出能量非负.这也说明，若初
始时刻 (u, ∂tu)

∣∣
t=0

= 0，则 (u, ∂tu) ≡ 0，这实际上表示决定区域.

2R− t为数，并且 t < R.
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8.3 混合问题

8.3 混合问题

8.3.1 Sturm-Liouville问题

定义 8.1

♣

称如下 ODE齐次边值问题 
X ′′ + λX = 0

−α1X
′(0) + β1X(0) = 0

α2X
′(l) + β2X(l) = 0

(8.174)

为 Sturm-Liouville问题，其中 αi, βi ⩾ 0, αi + βi > 0.使此问题有非零解的 λ ∈ R称为此问题的特征值，
相应的非零解称为对应于特征值的特征函数.

上述问题实质上是算子 − d2

dx2 的特征值问题.

定理 8.6

♥

对于 S-L问题，有如下结论
1. 所有特征值非负，特别当 β1 + β2 > 0时，均为正.
2. 不同特征值对应的特征函数正交，即 ˆ l

0

Xλ(x)Xµ(x)dx = 0. (8.175)

3. 所有特征值组成一个单调递增，以无穷远点为聚点的序列

0 ⩽ λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · , lim
n→∞

λn = +∞. (8.176)

4. 任意函数 f ∈ L2((0, l))可按特征函数系展开为

f(x) =

∞∑
n=1

CnXn(x) (8.177)

Cn =

´ l
0
f(x)Xn(x)dx´ l
0
X2
n(x)dx

. (8.178)

证明
1. 考虑能量估计，方程两侧同乘 X(x)，则

0 = XX ′′ + λX2 (8.179)

= (XX ′)′ − (X ′)2 + λX2 (8.180)

对两边积分可得

λ

ˆ l

0

X2(x)dx =

ˆ l

0

X ′(x)2dx−X(x)X ′(x)

∣∣∣∣l
0

(8.181)

因此只需证明 X(l)X ′(l)−X(0)X ′(0) ⩽ 0即可.
根据边值条件 −α1X

′(0)2 + β1X(0)X ′(0) = 0

−α1X
′(0)X(0) + β1X(0)2 = 0

(8.182)

=⇒ X(0)X ′(0) =
1

α1 + β1
(α1X

′(0)2 + β1X(0)2) ⩾ 0 (8.183)
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8.3 混合问题

同理可得

X(l)X ′(l) = − 1

α2 + β2
(α2X

′(l)2 + β2X(l)2) ⩽ 0 (8.184)

因此

X(l)X ′(l)−X(0)X ′(0) ⩽ 0. (8.185)

并且可以发现，λ = 0当且仅当 β1 = β2 = 0.
2. 设相异特征值 λ, µ对应特征函数为 Xλ, Xµ，对前者方程两边同乘 Xµ 积分可得

λ

ˆ l

0

Xλ(x)Xµ(x)dx = −
ˆ l

0

X ′′
λ(x)Xµ(x)dx (8.186)

= −X ′
λ(x)Xµ(x)

∣∣∣∣l
0

+

ˆ l

0

X ′
λ(x)X

′
µ(x)dx (8.187)

同理可得

µ

ˆ l

0

Xλ(x)Xµ(x)dx = −X ′
µ(x)Xλ(x)

∣∣∣∣l
0

+

ˆ l

0

X ′
µ(x)X

′
λ(x)dx (8.188)

做差可得

(λ− µ)

ˆ l

0

Xλ(x)Xµ(x)dx = [X ′
µ(x)Xλ(x)−X ′

λ(x)Xµ(x)]

∣∣∣∣l
0

(8.189)

=

∣∣∣∣∣Xλ(x) Xµ(x)

X ′
λ(x) X ′

µ(x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣l
0

(8.190)

: = J(x)

∣∣∣∣l
0

(8.191)

考虑边值关系 −α1X
′
λ(0) + β1Xλ(0) = 0

−α1X
′
µ(0) + β1Xµ(0) = 0

(8.192)

将上式看作关于 −α1, β1的线性方程组，并且由于 α1, β1, α1 + β1 > 0，因此上述方程组有非零解，表明系
数行列式为 0，即 J(0) = 0.同理分析 l处的初值，可知 J(l) = 0，代入上式，可得特征函数正交.

8.3.2 分离变量法

考虑混合问题 

∂2t u− ∂2xu = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

u(0, t) = g1(t), u(l, t) = g2(t)

(8.193)

其中 x ∈ [0, l], t ⩾ 0.
首先考虑齐次方程：f, g1, g2 ≡ 0，设 u(x, t) = X(x)T (t)，代入方程，可得到

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ (8.194)

=⇒ X ′′ + λX = 0, T ′′ + λT = 0 (8.195)

根据边值 T (t)X(0) = T (t)X(l) = 0可知，X(0) = X(l) = 0.进行能量估计可得

0 =

ˆ l

0

X(X ′′ + λX)dx (8.196)
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8.3 混合问题

= X ′X

∣∣∣∣l
0

−
ˆ l

0

((X ′)2 − λX2)dx (8.197)

=

ˆ l

0

(λX2 − (X ′)2)dx (8.198)

这表明 λ ⩾ 0，若 λ = 0，则X ′′ = 0，可得X(x) = C1x+C2，根据边值可知X ≡ 0，代回原方程，得到零
解，因此舍去该种情况.

再考虑 λ > 0，则从 X ′′ + λX = 0可解得

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx (8.199)

利用边值条件，可知 C1 = 0,
√
λl = nπ，因此可得到一组解

Xn(x) = sin
nπ

l
x, n = 1, 2, · · · (8.200)

设与 Xn 对应的函数为 Tn，则 Tn 有形式

Tn(t) = Cn cos
nπ

l
t+Dn sin

nπ

l
t (8.201)

根据原方程解的叠加性可知

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
Cn cos

nπ

l
t+Dn sin

nπ

l
t
)
sin

nπ

l
x (8.202)

根据初值条件

u(x, 0) = φ(x) =

∞∑
n=1

Cn sin
nπ

l
x (8.203)

∂tu(x, 0) = ψ(x) =

∞∑
n=1

nπ

l
Dn sin

nπ

l
x (8.204)

根据 S-L问题的推论，{sin nπ
l x}为 L2 的正交基，因此对 φ可展开为

φ(x) =

∞∑
n=1

φn sin
nπ

l
x, Cn = φn =

´ l
0
φ(x) sin nπ

l xdx´ l
0
sin2 nπl xdx

=
2

l

ˆ l

0

φ(x) sin
nπ

l
xdx (8.205)

ψ同理，有

ψ(x) =

∞∑
n=1

ψn sin
nπ

l
x, ψn =

2

l

ˆ l

0

ψ(x) sin
nπ

l
xdx =

nπ

l
Dn (8.206)

故原方程的解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
Cn cos

nπ

l
t+Dn sin

nπ

l
t
)
sin

nπ

l
x (8.207)

Cn = φn =
2

l

ˆ l

0

φ(x) sin
nπ

l
xdx, Dn =

l

nπ
ψn =

2

nπ

ˆ l

0

ψ(x) sin
nπ

l
xdx (8.208)

上面给出了方程的形式解，还需要对区域 (0, l)× (0,+∞)的角点 (0, 0), (l, 0)规定相容性条件，即

φ ∈ C3[0, l], ψ ∈ C2[0, l], (8.209)

φ(0) = φ(l) = φ′′(0) = φ′′(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0 (8.210)

下面考虑 f 6≡ 0，g1, g2 ≡ 0的情形，有了前面的经验，可设解有形式

u(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t)Xn(x), (8.211)

若同时展开各函数以及

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin
nπ

l
x (8.212)

则有

T ′′
n (t) + λTn(t) = fn(t), (8.213)
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Tn(0) = φn, T ′
n(0) = ψn (8.214)

解二阶 ODE可得

Tn(t) = φn cos
nπ

l
t+

l

nπ
ψn sin

nπ

l
t+

l

nπ

ˆ t

0

fn(τ) sin
nπ

l
(t− τ)dτ (8.215)

下面再考虑 f, g1, g2 6≡ 0的一般情形.我们尝试通过某些变换使得边值为 0，令

v(x, t) = u(x, t)− (l − x)g1(t) + xg2(t)

l
, (8.216)

则边值化为 v(0, t) = v(l, t) = 0的情形，且 v满足的方程为
∂2t v − ∂2xv = f(x, t)− (l−x)g1(t)+xg2(t)

l

v(x, 0) = φ(x)− (l−x)g1(0)+xg2(0)
l

∂tv(x, 0) = ψ(x)− (l−x)g′1(0)+xg
′
2(0)

l

(8.217)

方程转化为了上面第二种情形.
例 8.4用分离变量法解热方程 

∂tu = ∂2xu = 0

u(x, 0) = φ(x)

u(0, t) = 0, ∂xu(l, t) + hu(l, t) = 0

(8.218)

设 u(x, t) = T (t)X(x)，则有
T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ, (8.219)

T ′(t) + λT (t) = 0, X ′′(x) + λX(x) = 0 (8.220)

边值 T (t)X(0) = 0，表明 X(0) = 0，并且 ∂xu(l, t) + hu(l, t) = 0，表明 T (t)X ′(l) + hT (t)X(l) = 0，故关
于 X 有 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X ′(l) + hX(l) = 0
(8.221)

若 λ < 0，则

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx (8.222)

且根据初值有 C1 + C2 = 0

C1

√
−λe

√
−λl − C2e

−
√
−λl + h(C1e

√
−λl + C2e

−
√
−λl) = 0

(8.223)

解得 C1 = C2 = 0，零解舍去.若 λ > 0，则

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, (8.224)

根据初值有 X(0) = C1 = 0，X ′(l) + hX(l) =
√
λ cos

√
λl + h sin

√
λl = 0，即

tan
√
λl = −

√
λ

h
(8.225)

考虑 tanx与 −x/hl的交点，可知交点有无穷多个，故令Xn(x) = sin
√
λnx，再根据 Tn满足的方程可解得

Tn(t) = Ane
−λnt, (8.226)

故原方程的解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

Ane
−λnt sin

√
λnx (8.227)

利用初值 u(x, 0) = φ(x)，可知 An = φn.
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例 8.5在圆盘 Ω = {(x, y) : x2 + y2 ⩽ 1}中解位势方程∆u = 0

u(x, t) = φ(x), x ∈ ∂Ω
(8.228)

极坐标换元，方程化为

∂2ru+
1

r
∂ru+

1

r2
∂2θu = 0 (8.229)

u
∣∣
r=1

= φ(cos θ, sin θ) (8.230)

令 u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，则

R′′(r)Θ(θ) +
1

r
R′(r)Θ(θ) +

1

r2
R(r)Θ′′(θ) = 0 (8.231)

=⇒ r2
R′′(r) + 1

rR
′(r)

R(r)
+

Θ′′(θ)

Θ(θ)
= 0 (8.232)

即得

Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0 (8.233)

r2R′′(r) + rR′(r) = λR (8.234)

前者有边值条件 Θ(θ) = Θ(θ + 2π)，后者为 Euler方程.
先讨论前者，若 λ < 0，则可解得

Θ(θ) = C1e
−
√
−λθ + C2e

√
−λθ (8.235)

但这不满足边值条件（周期函数），同理也可舍去 λ = 0，Θ(θ) = C1θ + C2，因此 λ > 0，且

Θn(θ) = C1 cos
√
λθ + C2 sin

√
λθ (8.236)

代入边值条件，得到
√
λ ∈ Z+，即 λn = n2，故

Θn(θ) = C1 cosnθ + C2 sinnθ. (8.237)

下面解第二个 Euler方程，令 r = et，则有

∂tR = r∂rR (8.238)

∂2tR = r∂r(r∂rR) = r∂tR+ r2∂2rR (8.239)

原方程化为

∂2tRn − n2Rn = 0 (8.240)

当 n 6= 0时，得到

Rn = C1e
nt + C2e

−nt = C1r
n + C2r

−n (8.241)

当 n = 0时，得到

R0 = C1t+ C2 = C1 ln r + C2 (8.242)

其中 r−n, ln r在原点有奇性，因此取

Rn =

rn, n > 1

1, n = 0
(8.243)

综上，令

u(r, θ) =

∞∑
n=1

rn(Cn cosnθ +Dn sinnθ) + C0 (8.244)

则由边值条件，有

Cn

ˆ 2π

0

cos2 nθdθ =

ˆ 2π

0

φ̃(θ) cosnθdθ (8.245)
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Dn

ˆ 2π

0

sin2 nθdθ =

ˆ 2π

0

φ̃(θ) sinnθdθ (8.246)

C0 =

ˆ 2π

0

φ̃(θ)dθ (8.247)

注上面没有过多讨论 Θn(θ)构成正交基，事实上这与泛函分析中紧算子的特征函数内容有关.
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第 9章 位势方程

位势方程有形式

∆u = f, x ∈ Ω (9.1)

也称 Poisson方程，当 f ≡ 0时，称为 Laplace方程.与波动方程类似，也考虑三种边值条件
1. 第一类边值（Dirichlet边值）：

u(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω. (9.2)

2. 第二类边值（Newman边值）：
∂u

∂n
(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω. (9.3)

3. 第三类边值（Robin边值）：
∂u

∂n
(x, t) + αu(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω. (9.4)

从另一个角度看，如果波动方程的解 u与时间无关，即 ∂2t u = 0，则波动方程可化为位势方程

−∆u = f (9.5)

因此位势方程的解也常看作一些发展方程的稳态解.
开始正题前，先进行一些关于调和函数的讨论.

9.1 调和函数

定义 9.1 (调和函数)

♣若函数 u : Ω → R有二阶连续偏导数且满足 Laplace方程 ∆u = 0，则称之为调和函数.

利用数学分析知识可以证明，若 u(x)调和，则 u(λx), u(x+ x0), u(Ox)均调和，其中 O为正交变换.
为了讨论调和函数的平均值性质，先给出两个引理.

引理 9.1

♥

设函数 f : Rn → R，则ˆ
Rn

f(x)dx =

ˆ ∞

0

Çˆ
∂B(x,r)

f(y)dS(y)

å
dr =

ˆ ∞

0

Çˆ
|w|=1

f(x0 + rw)dS(w)

å
rn−1dr (9.6)

令 y = x0 + rw可得最后的式子.
此外还有

d

dr

Çˆ
B(x0,r)

f(y)dy

å
=

ˆ
∂B(x0,r)

f(y)dS(y). (9.7)

证明
下面定义平均值性质.

定义 9.2
若 u ∈ C(Ω),Ω ⊂ R3，则

1. 若对任意 Br(x) ⊂ Ω，都有

u(x) =
1

|Br(x)|

ˆ
Br(x)

u(y)dy =
3

4πr3

ˆ
Br(x)

u(y)dy (9.8)

则称 u满足平均值性质.



9.1 调和函数

♣

2. 若对任意 Br(x) ⊂ Ω，都有

u(x) =
1

|∂Br(x)|

ˆ
∂Br(x)

u(y)dS(y) =
1

4πr2

ˆ
∂Br(x)

u(y)dS(y) (9.9)

则称 u满足第二平均值性质.
并且可以断言：两条平均值性质等价.

证明 2 ⇒ 1 ˆ
Br(x)

u(y)dy =

ˆ r

0

Çˆ
∂B(x,ρ)

u(y)dS(y)

å
dρ (9.10)

=

ˆ r

0

4πρ2u(x)dρ (9.11)

= u(x)

ˆ r

0

4πρ2dρ (9.12)

=
4πr3

3
u(x) (9.13)

1 ⇒ 2 移项，并对 r求导得

4πr2u(x) =

ˆ
∂B(x,r)

u(y)dS(y) (9.14)

u(x) =
1

4πr2

ˆ
∂B(x,r)

u(y)dS(y) (9.15)

平均值性质表明，函数在一点的取值与该点为球心的球面上的平均值相等，事实上，调和函数天然有这样
的性质.

定理 9.1

♥

若 u为 Ω ⊂ R3 上的调和函数，则满足第二平均值性质：对任意 Br(x) ⊂ Ω，

u(x) =
1

4πr2

ˆ
∂B(x,r)

u(y)dS(y) (9.16)

证明 ∆u = 0表明对任意 Br(x) ⊂ Ω，都有

0 =

ˆ
Br(x)

∆udy =

ˆ
∂B(x,r)

∇u · n⃗dS(y) =
ˆ
|y−x|=r

(∇u)(y) · y − x

r
dS(y) (9.17)

令 y = x+ rw，则

0 =

ˆ
|w|=1

w(∇u)(x+ rw)r2dS(w) (9.18)

= r2
ˆ
|w|=1

d

dr
(u(x+ rw))dS(w) (9.19)

= r2
d

dr

ˆ
|w|=1

u(x+ rw)dS(w) (9.20)

这表明式中积分与 r无关，恒为定值，故ˆ
|w|=1

u(x+ rw)dS(w) =

ˆ
|w|=1

u(x)dS(w) = u(x) · 4π (9.21)

因此

u(x) =
1

4π

ˆ
|w|=1

u(x+ rw)dS(w) (9.22)

=
1

4πr2

ˆ
|y−x|=r

u(y)dS(y) (9.23)

=
1

4πr2

ˆ
∂B(x,r)

u(y)dS(y) (9.24)
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9.1 调和函数

定理 9.2

♥

设 u ∈ C2(Ω)，且对任意 Br(x) ⊂ Ω，满足

u(x) =
1

|∂B(x, r)|

ˆ
∂B(x,r)

u(y)dS(y), (9.25)

则 u光滑且调和.

定理的证明思路与数学分析中证明Weierstrass逼近定理的单位近似法类似，即找到一个性质很好的函数与
u做卷积，得到的结果仍然能保持良好性质.
证明 只需证明：u = u ∗ φε，其中光滑化子 φε 定义如下：
令 φ ∈ C∞

0 (B1(0))，且满足
φ径向，即 φ(x) = φ(|x|).
支集在 B1(0)中.´
Rn φ(x)dx =

´
B1(0)

φ(x)dx = 1

则有

1 =

ˆ
Rn

φ(x)dx (9.26)

=

ˆ 1

0

ˆ
|w|=1

φ(r)rn−1drdS(w) (9.27)

= wn

ˆ 1

0

φ(r)rn−1dr (9.28)

再令 φε(x) =
1
εnφ(

x
ε )，则 φε ∈ C∞

0 (Bε(0))，并且ˆ
Rn

φε(x)dx =

ˆ
Bε(0)

1

εn
φ
(x
ε

)
dx (9.29)

=

ˆ
B1(0)

φ(y)dy (9.30)

= 1 (9.31)

对任意 x ∈ Ω，取 ε < 1
4dist(x, ∂Ω)，这里 dist表示点与点集间的距离，则

u ∗ φε(x) =
ˆ
Ω

u(y)φε(x− y)dy (9.32)

=

ˆ
Ω

u(y)
1

εn
φ
(x− y

ε

)
dy (9.33)

=

ˆ
Ω∩Bε(x)

u(y)
1

εn
φ
(x− y

ε

)
dy (9.34)

=

ˆ
Bε(x)

u(y)
1

εn
φ
(x− y

ε

)
dy (9.35)

=

ˆ
|r|<ε

ˆ
|w|=1

u(x+ rw)
1

εn
φ
(rw
ε

)
drdS(y) (令y = x+ rw) (9.36)

=

ˆ 1

0

ˆ
|w|=1

u(x+ ρεw)
1

εn
φ (ρ) ρn−1dρdS(y) (令ρ =

r

ε
) (9.37)

=

ˆ 1

0

Çˆ
|w|=1

u(x+ ρεw)
1

εn
dS(y)

å
φ(ρ)ρn−1dρ (9.38)

= u(x)

ˆ 1

0

wnφ(ρ)ρ
n−1dρ (9.39)

= u(x) (9.40)

再证 u调和，只需证明，对任意 x ∈ Ω, r > 0，都有（否则存在 x0 的邻域，其中每点均为正，得到球积分
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9.1 调和函数

大于 0） ˆ
Br(x)

∆u(y)dy = 0 (9.41)

计算得 ˆ
Br(x)

∆u(y)dy =

ˆ
|y−x|=r

∇u(y) · y − x

r
dS(y) (9.42)

=

ˆ
|w|=1

w(∇u)(x+ rw)rn−1dS(w) (9.43)

= rn−1 d

dr

ˆ
|w|=1

u(x+ rw)dw (9.44)

= rn−1 d

dr
Sn−1u(x) (9.45)

= 0 (9.46)

这里用到了在证明平均值定理时的操作，为了避免看起来像循环论证，这里再补充一些细节，根据平均值
的条件，可知

u(x) =
1

|∂B(x, r)|

ˆ
|y−x|=r

u(y)dS(y) (9.47)

=
1

Sn−1rn−1

ˆ
|y−x|=r

u(y)dS(y) (9.48)

=
1

Sn−1

ˆ
|w|=1

u(x+ rw)dS(w) (9.49)

故命题得证.

定理 9.3 (Harnack不等式)

♥

设 u为 Ω上的非负调和函数，对任意连通紧集 V ⊂ Ω，存在常数 C = C(dist(V, ∂Ω), n)，使得

sup
u∈V

u ⩽ C inf
u∈V

u (9.50)

其中

dist(V, ∂Ω) = inf
x∈V
y∈∂Ω

|x− y|. (9.51)

证明 令 r = 1
4dist(∂Ω, V )，对任意 x, y, |x− y| < r，则对任意 z ∈ B(y, r)，都有 z ∈ B(x, 2r)（三角不等式）.

根据调和函数的平均值性质，有

u(x) =
1

B2r(x)

ˆ
B2r(x)

u(z)dz (9.52)

⩾ 1

2n|Br(x)|

ˆ
Br(y)

u(z)dz (9.53)

=
1

2n
u(y) (9.54)

由于 V 为紧集，因此可取有限个球 {Bi}覆盖 V，且 Bi ∩Bi+1 6= ∅，通过迭代上面得到的式子，可知对任
意 x, y ∈ V，都有

u(y) ⩽ 2nNu(x) (9.55)

对左边取 inf，右边取 sup，命题得证.

定理 9.4 (梯度估计)

♥

设 u ∈ C(BR(x0))调和，则有

|∇u(x0)| ⩽
n

R
max

u∈B̄R(x0)
|u|. (9.56)
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9.2 基本解与 Green函数

证明 u调和表明 u光滑，故 ∂xiu也调和，则由平均值性质

|∂xiu(x0)| =
1

|BR(x0)|

∣∣∣∣∣
ˆ
BR(x0)

∇ · (0, · · · , 0, ∂xiu, 0 · · · , 0)(y)dy
∣∣∣∣∣ (9.57)

=
1

|BR(x0)|

∣∣∣∣∣
ˆ
∂BR(x0)

u · n⃗idS(y)
∣∣∣∣∣ (9.58)

⩽ 1

|BR(x0)|

ˆ
∂BR(x0)

|u|dS (9.59)

⩽ |∂BR(x0)|
|BR(x0)|

max
BR(x0)

|u| (9.60)

=
n

R
max
BR(x0)

|u| (9.61)

对 ∇u(x0)重复上述过程，可得

|∇u(x0)| =
1

|BR(x0)|

∣∣∣∣∣
ˆ
BR(x0)

∇ · ∇u(y)dy
∣∣∣∣∣ (9.62)

=
1

|BR(x0)|

∣∣∣∣∣
ˆ
∂BR(x0)

u(y) · n⃗dS(y)
∣∣∣∣∣ (9.63)

⩽ 1

|BR(x0)|

ˆ
∂BR(x0)

|u|dS (9.64)

⩽ |∂BR(x0)|
|BR(x0)|

max
BR(x0)

|u| (9.65)

=
n

R
max
BR(x0)

|u| (9.66)

根据梯度估计可以得到下述推论

命题 9.1

♠

设 u ∈ C(BR)为非负调和函数，则

|∇u(x0)| ⩽
n

R
u(x0). (9.67)

证明

|∇u(x0)| ⩽
1

|BR(x0)|

ˆ
∂BR(x0)

|u|dS (9.68)

=
1

|BR(x0)|

ˆ
∂BR(x0)

udS (9.69)

=
|∂BR(x0)|
|BR(x0)|

1

|∂BR(x0)|

ˆ
∂BR(x0)

udS (9.70)

=
n

R
u(x0) (9.71)

推论 9.1 (Liouville定理)

♥若 u为 Rn 上的上有界或下有界调和函数，则 u为常数.

证明 设 u ⩽M，令 v =M − u ⩾ 0，则 v为非负调和函数，因此

|∇v| ⩽ n

R
v(x0) (9.72)

令 R→ +∞，可得 ∇v ≡ 0，即 v为常数，u(x) ≡M .
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9.2 基本解与 Green函数

9.2 基本解与 Green函数

定义 9.3

♣

若 ∆u = δ，则称 u为基本解，其中

δ =

∞, x = 0

0, x 6= 0
(9.73)

ˆ +∞

∞
δ(x)dx = 1 (9.74)

为 Dirac函数（广义函数，可以简单类比点电荷）.

Dirac函数是一种广义函数，可以简单类比点电荷，这里先注意到对任意 x 6= 0，都有 ∆u = 0.
首先来考虑 Laplace方程的径向对称解，即满足 u(x) = u(|x|)的解.使用球坐标中的 Laplace算子，并注意

到 u与角度无关，可得

∆u = ∂2ru+
n− 1

r
∂ru = 0 (9.75)

令 v = ∂ru，则 v满足方程

∂rv +
n− 1

r
v = 0 (9.76)

解得

v(r) =
C1

rn−1
(9.77)

因此

u(r) =

C1 ln r + C2, n = 2

C1

rn−2 + C2, n ⩾ 3
(9.78)

定义 9.4

♣

对 x ∈ Rn，x 6= 0，称

Γ(x) =

− 1
2π ln |x|, n = 2

1
wn|x|n−2 , n ⩾ 3

(9.79)

为 ∆u = 0的基本解，其中 wn 为 n维球面的表面积.

为了求解位势方程，下面做一些准备工作.

引理 9.2 (Green公式)

♥

设 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，则 ˆ
Ω

u∆vdx =

ˆ
∂Ω

[∇ · (u∇v)−∇u · ∇v]dx (9.80)

=

ˆ
∂Ω

u∇v · n⃗dS −
ˆ
Ω

∇u · ∇vdx (9.81)

同理也有 ˆ
Ω

v∆udx =

ˆ
∂Ω

v∇u · n⃗dS −
ˆ
Ω

∇v · ∇udx (9.82)

将两式相减可得第二 Green公式ˆ
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

ˆ
∂Ω

Å
u
∂v

∂n⃗
− v

∂u

∂n⃗

ã
dS (9.83)

Green公式实际上是分部积分的过程.
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9.2 基本解与 Green函数

9.2.1 Green函数

命题 9.2

♠

设 n = 3，u ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω)且调和，则对任意 x0 ∈ Ω，都有

u(x0) =
1

4π

ˆ
∂Ω

ï
−u ∂

∂n

Å
1

|x− x0|

ã
+

1

|x− x0|
∂u

∂n

ò
dS (9.84)

证明 由于 1
|x−x0| 在 x0处的奇性，故将 x0用球 Bε(x0)挖去，记 Ωε = Ω\Bε(x0)，根据∆U = 0的平移不变性，

不妨设 x0 = 0，则区域变为 0 ∈ Ω− x0，仍记为 Ω，即需证

u(0) =
1

4π

ˆ
∂Ω

ï
−u ∂

∂n

Å
1

|x|

ã
+

1

|x|
∂u

∂n

ò
dS (9.85)

记 v = − 1
4π|x|，在 Ωε 上对 u, v使用第二 Green公式得到

0 =

ˆ
Ωε

(u∆v − v∆u)dS (9.86)

=
1

4π

ˆ
∂Ω

ï
−u ∂

∂n

Å
1

|x|

ã
+

1

|x|
∂u

∂n

ò
dS − 1

4π

ˆ
∂Bε

ï
−u ∂

∂n

Å
1

|x|

ã
+

1

|x|
∂u

∂n

ò
dS (9.87)

=
1

4π

ˆ
∂Ω

ï
−u ∂

∂n

Å
1

|x|

ã
+

1

|x|
∂u

∂n

ò
dS − 1

4π

ˆ
∂Bε

u

x2
dS +

1

4π

ˆ
∂Bε

1

|x|
∂u

∂n
dS (9.88)

分别计算后两项，根据平均值性质，第二项
1

4π

ˆ
∂Bε

u

x2
dS =

1

4πε2

ˆ
∂Bε

u(x)dS = u(0) (9.89)

第三项使用散度定理
1

4π

ˆ
∂Bε

∂u

∂n
dS =

1

4π

ˆ
∂Bε

∂u

∂n
dS =

1

4π

ˆ
Bε

∆udx = 0 (9.90)

因此

u(0) =
1

4π

ˆ
∂Ω

ï
−u ∂

∂n

Å
1

|x|

ã
+

1

|x|
∂u

∂n

ò
dS. (9.91)

可以看出，上面的过程实际上仅由 u以及 ∂nu的边值给出了 u在区域 Ω上的取值，但很多时候我们仅知道
二者之一，甚至都不知道（比如混合边值情形），因此我们希望，上述 u的表达式可以仅与一类边值有关.

若函数 g在 Ω内调和，且 g

∣∣∣∣
∂Ω

= 1
4π|x−x0|，若对 u, g使用第二 Green公式，可得

0 =

ˆ
∂Ω

(u
∂g

∂n
− g

∂u

∂n
)dS (9.92)

用9.84中的表达式加上式可得

u(x0) =

ˆ
∂Ω

ï
u
∂

∂n

Å
g − 1

4π|x− x0|

ã
−
Å
g − 1

4π|x− x0|

ã
∂u

∂n

ò
dS (9.93)

=

ˆ
∂Ω

u
∂

∂n

Å
g − 1

4π|x− x0|

ã
dS (9.94)

若令

G(x, x0) = −g(x) + 1

4π|x− x0|
, (9.95)

则（其中 φ = u
∣∣
∂Ω
）

u(x0) = −
ˆ
∂Ω

φ(x)
∂G

∂n
(x, x0)dS(x) (9.96)

因此，我们的目标转化为求出上面的 G，这样的 G被称为 Green函数.
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定义 9.5 (Green函数)

♣

定义 Ω上算子 −∆的 Green函数 G(x, x0)满足
1. G在 Ω上除 x0 外二阶连续可微.
2. 对任意 x ∈ ∂Ω，G(x) = 0.
3. −G(x, x0) + 1

4π|x−x0| 在 x0 有限，并且处处连续可微且调和.

Green函数有很多良好的性质，比如对称性.

命题 9.3

♠

设 G为 Green函数，则对任意 a, b ∈ Ω，都有

G(a, b) = G(b, a). (9.97)

证明思路与上一命题类似.
证明 考虑函数 u = G(x, a), v = G(b, x)，同样将 a, b挖去，记

Ωε = Ω\(Bε(a) ∪Bε(b)) (9.98)

对二者使用第二 Green公式，可得

0 =

ˆ
∂Ωε

Å
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

ã
dS (9.99)

=

ˆ
∂Ω

−
ˆ
|x−a|=ε

−
ˆ
|x−b|=ε

(9.100)

利用 Green函数的性质 2，可知第一项为 0，记后两项分别为 Aε, Bε，则

Aε =

ˆ
|x−a|=ε

ïÅ
u− 1

4π|x− a|

ã
∂v

∂n
− v

∂

∂n

Å
u− 1

4π|x− a|

ãò
dS (9.101)

+

ˆ
|x−a|=ε

1

4π|x− a|
∂v

∂n
dS −

ˆ
|x−a|=ε

v
∂

∂n

Å
1

4π|x− a|

ã
dS (9.102)

=

ˆ
|x−a|=ε

ïÅ
u− 1

4π|x− a|

ã
∆v −∆

Å
u− 1

4π|x− a|

ã
v

ò
dS + · · · (9.103)

= 0 +
1

4πε

ˆ
|x−a|=ε

∂v

∂n
dS +

1

4πε2

ˆ
|x−a|=ε

vdS (9.104)

=
1

4πε

ˆ
|x−a|<ε

∆vdx+
1

4πε2

ˆ
|x−a|=ε

vdS (9.105)

= v(a) = G(b, a) (9.106)

同理可得 Bε = −u(b) = −G(a, b)，得证.
现在的问题为，如何求出某一区域的 Green函数？首先考虑如下两类特殊情况：

1. 半空间.
根据 Green函数的性质，可令

G(x, x0) =
1

4π|x− x0|
− g(x) =

1

4π|x− x0|
− 1

4π|x− x∗|
, (9.107)

其中 x∗ /∈ Ω，则这样的 G满足 1,3，若要满足 2，根据对称性，只需令 x∗为 x0关于边界平面的反射即可.
2. 球 BR(0).
球面对称实际上对应反演变换，设

G(x, x0) =
1

4π|x− x0|
− C

4π|x− x∗|
, (9.108)

并令 ρ = |x− x0|, ρ∗ = |x− x∗|，则根据边界条件可得几何关系
ρ∗

ρ
=

|x∗|
R

=
R

|x0|
(9.109)
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由此可得

C =
R

|x0|
, x∗ =

R2

|x0|2
x0 (9.110)

进一步，此时

∇G = − x− x0
4π|x− x0|3

+
R

|x0|
x− x∗0

|x− x∗0|3
(9.111)

当 |x| = R时

∇G = − x− x0
4π|x− x0|3

+
|x0|2

R2

x− x∗0
|x− x∗0|3

(9.112)

= − x

4π|x− x0|3

Å
1− |x0|2

R2

ã
+

1

4π|x− x0|3

Å
x0 −

|x0|2

R2
x∗0

ã
(9.113)

= − x

4π|x− x0|3

Å
1− |x0|2

R2

ã
(9.114)

因此
∂G

∂n
= ∇G · n⃗ (9.115)

= − R2 − |x0|2

4πR|x− x0|3
(9.116)

由此可得 Poisson公式

u(x0) =
R2 − |x0|2

4πR

ˆ
|x|=R

φ(x)

|x− x0|3
dS(x) (9.117)

根据 Poisson公式，我们可以得到一些更精确的结果，比如

命题 9.4 (Harnack不等式)

♠

设 u在 BR(x0)调和且非负，则
R

R+ r

R− r

R+ r
u(x0) ⩽ u(x) ⩽ R

R− r

R+ r

R− r
u(x0) (9.118)

其中 r = |x− x0| < R

证明 不妨设 x0 = 0，则 r = |x| < R，根据 Poisson公式可得

u(x) =
R2 − |x|2

4πR

ˆ
|y|=R

u(y)

|x− y|3
dS(y) (9.119)

由于 R− r ⩽ |x− y| ⩽ R+ r，故

u(x) ⩽ R2 − r2

4πR

1

(R− r)3

ˆ
|y|=R

u(y)dS(y) (9.120)

=
R+ r

4πR(R− r)2
· 4πR2u(0) (9.121)

=
R(R+ r)

(R− r)2
u(0) (9.122)

另一边同理.

9.3 极值原理与最大模估计

9.3.1 极值原理

考虑方程

Lu := −∆u+ c(x)u = f(x) (9.123)

91



9.3 极值原理与最大模估计

定理 9.5 (弱极值原理)

♥

假设 c(x) ⩾ 0, f(x) < 0，若 u ∈ C2(Ω) ∩C(Ω)且满足方程9.123，则 u(x)不能在 Ω达到它在 Ω上的非负
最大值，即只能在边界达到.

证明 若不然，设 u在 x0 ∈ Ω达到最大值M ⩾ 0，则 ∇u(x0) = 0,∆u(x0) < 0，故

Lu(x0) = −∆u(x0) + c(x0)u(x0) ⩾ 0 (9.124)

这与 f(x0) < 0矛盾.

定理 9.6

♥

假设 c(x) ⩾ 0, f(x) ⩽ 0，若 u ∈ C2(Ω)∩C(Ω)满足方程9.123，且 u(x)在 Ω上存在正最大值，则 u(x)必
在边界达到最大值，并且

max
x∈Ω

u(x) ⩽ max
x∈∂Ω

u+(x) (9.125)

其中 u+(x) = max{u, 0}.

这时候不能直接使用前面的方法导出矛盾，不过可以将问题向那个方向化归，考虑 uε = u+ εv，使得

Luε = f(x) + εLv < 0 (9.126)

若 v有界，则利用弱极值原理有

max
x∈Ω

u ⩽ max
x∈Ω

(u+ εv) + εM ⩽ max
∂Ω

(u+ εv)+ + εM ⩽ max
∂Ω

u+ + εM (9.127)

再令 ε→ 0即证.
回顾上面的过程，我们对 v作了许多要求：
v ⩾ 0.
Lv ⩽ 0.
v ⩽M .
下面就来寻找这样的 v.

证明 不妨设 0 ∈ Ω，令 d = dist(Ω)，v = |x| − d2 ⩽ 0，uε = u+ εv,

Luε = f(x) + ε(−∆(|x|2 − d2) + c(x)(|x|2 − d2)) (9.128)

= f(x)− 2nε− c(x)ε(d2 − |x|2) (9.129)

< 0 (9.130)

根据弱极值原理，有

max
x∈Ω

u ⩽ max
x∈Ω

(u+ εv) + εd2 ⩽ max
∂Ω

(u+ εv)+ + εd2 ⩽ max
∂Ω

u+ + εd2 (9.131)

令 ε→ 0即证.
为了证明后面的强极值原理，首先证明 Hopf引理.

定理 9.7 (Hopf引理)

♥

设 BR ⊂ Rn，且在其上 c(x) ⩾ 0有界，若 u ∈ C2(BR) ∩ C1(BR)满足
1. Lu = −∆u+ c(x)u ⩽ 0, x ∈ BR.
2. 存在 x0 ∈ ∂BR，使得 u(x)在 x0达到在 BR 上的严格非负最大值，且当 x ∈ BR 时，u(x) < u(x0).

则
∂u

∂ν

∣∣∣∣
x=x0

> 0. (9.132)

其中 ν 与 ∂BR 在 x0 点的单位外法向量 n⃗的夹角小于 π
2 .
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9.3 极值原理与最大模估计

证明 根据假设以及连续性，∂u
∂ν

∣∣
x=x0

⩾ 0是显然的，只需要证明其严格大于 0.
仿照前面的思路，构造 w(x) = u(x) + εv(x)，寻找 v使得 w在 x0 取最大值，则

∂w

∂ν
(x0) =

∂u

∂ν
(x0) + ε

∂v

∂ν
(x0) ⩾ 0, (9.133)

∂u

∂ν
(x0) ⩾ −ε∂v

∂ν
(x0) > 0 (9.134)

为此将 w改为 w = u+ εv − u(x0)，若 v(x0) = 0，则 w有非负最大值（在一个点取到非负值，则最大值必
然非负）.也就是说，v需要满足

Lv ⩽ 0 (9.135)
∂v

∂ν

∣∣∣∣
x=x0

0 (9.136)

v(x0) = 0 (9.137)

为了说明 w在 x0 取到极大值，我们分两步进行：
1. 借助极大值原理说明 w最大值必定在边界取到.
2. 说明 w在边界上的极大值在 x0 取到.
取 v(x) = e−α|x|

2 − e−αR
2

，其中 α > 0待定，则当 |x| = R时有 v(x) = 0，并且
∂v

∂n
=

x

|x|
· ∇v (9.138)

=
x

|x|
· (−2αx)e−α|x|

2

(9.139)

= −2α|x|e−α|x|
2

(9.140)

< 0 (9.141)

以及

∆v =
∑

∂xi(−2αxie
−α|x|2) (9.142)

= −2αne−α|x|
2

+ 4α2|x|2e−α|x|
2

(9.143)

Lw = Lu− c(x)u(x0) + εLv (9.144)

= Lu− c(x)u(x0) + ε[(−4α2|x|2 + 2αn)e−α|x|
2

+ c(x)(e−α|x|
2

− e−αR
2

)] (9.145)

⩽ ε(−4α2|x|2 + 2αn+ c(x))e−α|x|
2

(9.146)

⩽ 0 (9.147)

上面最后一步当 α充分大时成立，因此可以使用弱极值原理.
当然，为了避免 0点对最后一步放缩的影响，我们在挖去 0点的区域 B∗

R = {x : R2 < |x| < R}使用弱极值
原理，可知 w在 B

∗
R 上非负最大值必在边界取到，边界有 |x| = R

2 和 |x| = R两部分，当 x = R
2 时，取 ε充分

小，可使得

w(x) = u(x)− u(x0) + ε(e−α
R2

4 − e−αR
2

) < 0 (9.148)

因此 w极大值在 x = R取到，并且由于 v(R) = 0，u(x0)为 u的极大值，故 w ⩽ 0，即 w极大值在 x0 取
到，命题得证.+

定理 9.8 (强极值原理)

♥

设 Ω ⊂ Rn 为有界连通开集，c(x) ⩾ 0有界，若 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)在 Ω上满足 Lu ⩽ 0，且 u在 Ω内达
到非负最大值，则 u在 Ω̄上恒为常数.

证明 令M = max
Ω̄

u(x) ⩾ 0,O = {x ∈ Ω : u(x) =M}，只需证明 O = Ω，等价于证明 O非空（这是显然的），且

O既开又闭.
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任取 {xn} ⊂ O，xn → x，则根据 u的连续性可知

u(x) = lim
n→∞

u(xn) =M (9.149)

故 O为闭集.
再证 O开，若不然，存在 x0 ∈ Ω\O，R > 0使得 BR(x0)与 ∂O相切于 y0，则

1. u在 y0 达到 u在 Ω̄上的非负最大值.
2. 对任意 x ∈ BR(x0)，u(x) ⩽ u(y0) =M .
根据 Hopf引理，有 ∂u

∂ν (y0) > 0，又因 y0 ∈ Ω达最大值，故 ∇u(y0) = 0，矛盾，故 O为开集.
综上，命题得证.

命题 9.5

♠

设 Ω ⊂ Rn 为有界连通开集，若 u ∈ C(Ω̄)满足平均值性质，则除非 u为常数，否则 u只在 ∂Ω达到最大
值与最小值.

证明 只考虑最大值情形，令 O = {x ∈ Ω : u(x) = M} 6= ∅，则 O为闭集，再说明 O开.对任意 x0 ∈ O，存在
r0，使得 Br0(x0) ⊂ Ω，根据平均值性质有

M = u(x0) =
1

|Br0(x0)|

ˆ
Br0

(x0)

u(y)dy (9.150)

而 u(y) ⩽M，故 u(y) ≡M，即 Br0(x0) ⊂ O，即 O为开集，命题得证.

9.3.2 最大模估计

考虑位势方程 −∆u = f(x), x ∈ Ω

u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω
(9.151)

定理 9.9 (最大模估计)

♥

设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)为方程9.151的解，则有

max
Ω̄

|u(x)| ⩽ G+ CF (9.152)

其中 G = max
∂Ω

|g(x)|，F = max
Ω

|f(x)|，C = C(n, diam(Ω))为常数.

证明 不妨设 0 ∈ Ω，则对任意 x ∈ Ω，|x| < d.令

w(x) = u(x)−
Å
G+

F

2n
(d2 − |x|2)

ã
(9.153)

则

−∆w = −∆u+∆

Å
F

2n
(d2 − |x|2)

ã
(9.154)

= f(x)− F (9.155)

⩽ 0 (9.156)

w
∣∣
∂Ω

= g(x)−
Å
G+

F

2n
(d2 − |x|2)

ã ∣∣∣∣
∂Ω

(9.157)

⩽ g(x)−G (9.158)

⩽ 0 (9.159)

根据弱极值原理，有

max
Ω

w(x) ⩽ max
∂Ω

w(x) ⩽ 0 (9.160)
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故

u(x) ⩽ G+
F

2n
d2 (9.161)

同理再令

w(x) = −u(x)−
Å
G+

F

2n
(d2 − |x|2)

ã
(9.162)

则

−∆w = ∆u+∆

Å
F

2n
(d2 − |x|2)

ã
(9.163)

= −f(x)− F (9.164)

⩽ 0 (9.165)

w
∣∣
∂Ω

= −g(x)−
Å
G+

F

2n
(d2 − |x|2)

ã ∣∣∣∣
∂Ω

(9.166)

⩽ −g(x)−G (9.167)

⩽ 0 (9.168)

同理可得

−u(x) ⩽ G+
F

2n
d2 (9.169)

综上得证.
最大模估计意味着解的稳定性和唯一性，设−∆u1 = f1(x), x ∈ Ω

u1(x) = g1(x), x ∈ ∂Ω

−∆u2 = f2(x), x ∈ Ω

u2(x) = g2(x), x ∈ ∂Ω
(9.170)

则由最大模估计，有

max
Ω

|u1 − u2| ⩽ max
∂Ω

|g1 − g2|+ Cmax
Ω

|f1 − f2| (9.171)

特别当 f1 = f2, g1 = g2 时，可得 u1 = u2，这蕴含了解的唯一性.
除了最大模估计，还可以仿照波动方程进行能量估计.对于方程9.151，当 g ≡ 0时，两边同乘 u，分部积分

可得 ˆ
Ω

u(−∆u)dx =

ˆ
Ω

f(x)u(x)dx (9.172)

= −
ˆ
∂Ω

u
∂u

∂n
dS +

ˆ
Ω

|∇u|2dx (9.173)

=

ˆ
Ω

|∇u|2dx (9.174)

根据 Cauchy不等式，对任意 ε > 0，都有

|fu| ⩽ ε|u|2 + 1

ε
|f |2 (9.175)

取 ε · 4d2 = 1
2，则有 ˆ

Ω

|∇u|2dx =

ˆ
Ω

f(x)u(x)dx (9.176)

⩽ ε

ˆ
Ω

|u|2dx+
1

4ε

ˆ
Ω

|f |2dx (9.177)

⩽ 4d2ε

ˆ
Ω

|∇u|2dx+
1

4ε

ˆ
Ω

|f |2dx (9.178)

=
1

2

ˆ
Ω

|∇u|2dx+ C1

ˆ
Ω

|f |2dx (9.179)
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即得 ˆ
Ω

|∇u|2dx ⩽ 2C

ˆ
Ω

|f |2dx (9.180)

上面用到了 Friedrichs不等式，最后再来证明这一结论.

定理 9.10 (Friedrichs不等式)

♥

设 u ∈ C1
0 (Ω)，则 ˆ

Ω

|u(x)|2dx ⩽ 4d2
ˆ
Ω

|∇u(x)|2dx (9.181)

其中 d = diam(Ω).

证明 由于 diam(Ω) = d，故可做边长为 2d且平行于坐标轴的 n维立方体将 Ω包含其中，不妨设此立方体为

Q = {x = (x1, · · · , xn) : 0 ⩽ xi ⩽ 2d, i = 1, · · · , n}. (9.182)

令

ũ =

u, x ∈ Ω

0, x ∈ Q\Ω
(9.183)

则显然 ũ ∈ C1
0 (Q)，且

ũ(x1, · · · , xn) =
ˆ x1

0

∂x1
ũ(ξ, · · · , xn)dξ. (9.184)

根据 Schwarz不等式可得

ũ2(x) ⩽ x1

ˆ x1

0

|∂x1
ũ(ξ, · · · , xn)|2dξ (9.185)

⩽ 2d

ˆ 2d

0

|∂x1 ũ(ξ, · · · , xn)|2dξ (9.186)

两端对 x在 Q上积分，则有ˆ
Q

ũ2(x)dx ⩽ 2d

ˆ 2d

0

· · ·
ˆ 2d

0

ˆ 2d

0

|∂x1
x̃(ξ, · · · , xn)|2dξdx1dx2 · · · dxn (9.187)

⩽ 4d2
ˆ 2d

0

· · ·
ˆ 2d

0

|∂x1 x̃(ξ, · · · , xn)|2dξdx2 · · · dxn (9.188)

= 4d2
ˆ
Q

|∂x1
ũ|2dx (9.189)

⩽ 4d2
ˆ
Q

|∇ũ|2dx (9.190)

得证.
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第 10章 热传导方程

形如 ∂tu−∆u = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0

u(x, 0) = φ(x)
(10.1)

的方程称为热传导方程（简称热方程），通常也会带有对应边值：
1. Dirichlet:

u
∣∣
∂Ω

= g(x, t) (10.2)

2. Newman:
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= g(x, t) (10.3)

3. Robin: Å
∂u

∂n
+ σu

ã ∣∣∣∣
∂Ω

= g(x, t) (10.4)

正如其名，热方程来源于热传导问题.考虑铁棒的传热，或水池中墨水的扩散，种群的发展，都可以通过热
传导方程描述，因此热方程也称扩散方程.

求解热方程有如下几种方法：
1. 分离变量法：适用于 Ω = [0, l], [0, l]2 或圆盘区域.
2. Fourier变换法：适用于 Rn.

10.1 初值问题
下面考虑方程 ∂tu−∆u = 0, x ∈ Ω, t > 0

u(x, 0) = φ(x)
(10.5)

我们主要讨论 Fourier变换法.

10.1.1 Fouier变换回顾

若 f ∈ L1(Rn)，定义 f 的 Fourier变换为

f̂(ξ) =

ˆ
Rn

f(x)e−2πix·ξdx (10.6)

Fourier变换可以看成是物理空间到频率空间的变换，很多时候可以给问题带来新的视角.
Fourier变换有很多良好的性质，下面逐一讨论.
若 f ∈ S(Rn)，即 f ∈ C∞(Rn)且 sup

x∈Rn

|x||β||∂αf(x)| < +∞，对任意 α, β，则

1. 令 (τx0f)(x) = f(x− x0)，则 ◊�τx0
f(x) = e−2πix0·ξ f̂(ξ). (10.7)

计算即得 ‘τx0
f(x) =

ˆ
Rn

f(x− x0)e
−2πix·ξdx (10.8)

=

ˆ
Rn

f(y)e−2πi(y+x0)·ξdy (10.9)

= e−2πix0·ξ
ˆ
Rn

f(y)e−2πiy·ξdy (10.10)



10.1 初值问题

= e−2πix0·ξ f̂(ξ) (10.11)

也就是说，物理空间的平移体现在频率空间就是作像旋转.
2. 令 (Sλf)(x) = f(λx)，则 ‘Sλf(ξ) = λ−nf̂(λ−1ξ). (10.12)

计算即得 ‘Sλf(ξ) = ˆ
Rn

f(λx)e−2πix·ξdx (10.13)

=

ˆ
Rn

f(y)e−2πiλ−1y·ξλ−ndy (10.14)

= λ−n
ˆ
Rn

f(y)e−2πiy·λ−1ξdy (10.15)

= λ−nf̂(λ−1ξ) (10.16)

3. 对于多重指标 α = (α1, · · · , αn)，记 |α| = α1 + · · ·+ αn，xα = xα1
1 · · ·xαn

n ，∂α = ∂α1
x1

· · · ∂αn
xn
，则‘∂αf(ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ). (10.17)

只考虑对某个 xj 求一阶导数的情形，即‘∂xj
f(ξ) =

ˆ
Rn

∂xj
f(x)e−2πix·ξdx (10.18)

= −
ˆ
Rn

f(x)∂xj
e−2πix·ξdx (10.19)

= −
ˆ
Rn

(2− πiξj)f(x)e
−2πix·ξdx (10.20)

= (2πξj)

ˆ
Rn

f(x)e−2πix·ξdx (10.21)

= (2πξj)f̂(ξ) (10.22)

4. ⁄�(−2πix)αf(ξ) = ∂αξ f̂(ξ).
只考虑最简单情形，计算即得 ÿ�−2πixjf(ξ) =

ˆ
Rn

−2πixjf(x)e
−2πix·ξdx (10.23)

=

ˆ
Rn

f(x)∂xje
−2πix·ξ (10.24)

= ∂ξj

ˆ
Rn

f(x)e−2πix·ξdx (10.25)

= ∂ξj f̂(ξ) (10.26)

5. 卷积性质：令

(f ∗ g)(x) =
ˆ
Rn

f(x− y)g(y)dy =

ˆ
Rn

f(y)g(x− y)dy, (10.27)

则对任意 f, g ∈ S(Rn)，有‘f ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)（本条暂且不证）.
有了 Fourier变换，也可定义 Fourier逆变换

f∨(x) =

ˆ
Rn

f(ξ)e2πix·ξdξ, (10.28)

若 f ∈ S(Rn)，则有 (f̂)∨ = f .
例 10.1若 f(x) = e−x

2

, x ∈ R，则 f̂(ξ) =
√
πe−π

2ξ2 .
证明 令 F (xi) = f̂(ξ) =

´
Rn e

−x2

e−2πix·ξdx，则

F ′(ξ) =

ˆ
e−x2

(−2πix)e−2πix·ξdx (10.29)
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= (πi)

ˆ
Rn

(e−x
2

)′e−2πix·ξdx (10.30)

= (πi)(2πiξf̂(ξ)) (10.31)

= −2π2ξf̂(ξ) (10.32)

= −2π2ξF (ξ) (10.33)

故 F ′(ξ) + 2π2ξF (ξ) = 0

F (0) =
´
Rn e

−x2

dx =
√
π

(10.34)

解得 F (ξ) =
√
πe−π

2ξ2 .
从逆变换的角度看，上例告诉我们 (e−π

2ξ2)∨(x) = 1√
π
e−x

2

，并且有

(e−4π2ξ2t)∨(x) =
1

2
√
π
e−

x2

4t (10.35)

当 n ⩾ 1时，

(e−4π2|ξ|2t)∨(x) =

n∏
j=1

(e−4π2ξ2j t)∨(x) (10.36)

=

n∏
j=1

1

2
√
πt
e−

x2
j

4t (10.37)

=
1

(4πt)
n
2
e

|x|2
4t (10.38)

回到热传导方程，对方程10.5两边关于 x作 Fourier变换，根据前面的性质可以推出’−∆f(ξ) = −
n∑
j=1

‘∂2xj
f(ξ) (10.39)

= −
n∑
j=1

(2πiξj)
2f̂(ξ) (10.40)

= 4π2|ξ|f̂(ξ) (10.41)

因此有 ∂tû(ξ) + 4π2|ξ|2û(ξ) = 0

û(ξ, 0) = φ̂(ξ)
(10.42)

由此可解得

û(ξ, t) = −4π2|ξ|2tφ̂(ξ) (10.43)

故

u(x, t) = (e−4π|ξ|2t)∨ ∗ φ (10.44)

=

Å
1

(4πt)
n
2
e−

|x|
4t

ã
∗ φ (10.45)

=
1

(4πt)
n
2

ˆ
Rn

e−
|x−y|2

4t φ(y)dy (10.46)

表面上式在 t = 0处有奇性，实际上不然.
令（称为 Heat Kernal）

K(x) =
1

(4πt)
n
2
e−

|x|2
4t (10.47)

Kt(x) = t−
n
2K(t−1/2x), t > 0 (10.48)

则 u(x, t) =
´
Rn Kt(x− y)φ(y)dy =

´
Rn Kt(y)φ(x− y)dy.
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对 {Kt}t>0 有
1.
´
Rn Kt(x)dx =

´
Rn K(x)dx = 1.

2.
´
Rn |Kt(x)|dx = 1.

3. 对任意 η > 0，
´
|x|>η |Kt(x)|dx→ 0, t→ 0+.

故 {Kt}t>0 是一族逼近恒定，u(x, t) = Kt ∗ φ→ φ, t→ 0+，这是因为

|u(x, t)− φ(x)| =
∣∣∣∣ˆ

Rn

Kt(y)(φ(x− y)dy − φ(x))

∣∣∣∣ (10.49)

⩽ 1

(4πt)
n
2

ˆ
Rn

e−
|y|2
4t |φ(x− y)− φ(x)|dy (10.50)

=
1

(4π)
n
2

ˆ
Rn

e−
|z|2
4 |φ(x−

√
tz)− φ(x)|dz (10.51)

=
1

(4π)
n
2

ˆ
|z|>R

e−
|z|2
4 α||φ||L∞dz +

1

(4π)
n
2

ˆ
|z|<R

e−
|z|2
4 α|φ(x−

√
tz)− φ(x)|dz (10.52)

其中第一部分
1

(4π)
n
2

ˆ
|z|>R

e−
|z|2
4 α||φ||L∞dz ⩽ α||φ||L∞

(4π)
n
2

ˆ
|y|>R

e−
|z|2
4 dz < ε (10.53)

第二部分由 φ连续性，对任意 |z| < R，当 t→ 0时都有 |φ(x−
√
tz)− φ(x)| < ε，故

1

(4π)
n
2

ˆ
|z|<R

e−
|z|2
4 α|φ(x−

√
tz)− φ(x)|dz ⩽Cε (10.54)

得证.
关于热方程的解，有以下性质：

1. 即使初值并不连续，但 u ∈ C∞，对任意 t > 0.
2. sup

x
|u(x, t)| ⩽ sup

x
|φ(x)|.

3. 热方程沿时间不能反向演化.
4. 无限传播速度：对于任意 t > 0，任何 x处温度均不为 0.
下面我们考虑更一般的情况，即 ∂tu−∆u = f(x, t)

u(x, 0) = φ(x)
(10.55)

对方程两边作 Fourier变换，可得 ∂tû+ 4π2|ξ|2û = f̂(ξ, t)

û(ξ, 0) = φ̂(ξ)
(10.56)

解得

û(ξ, t) = e−4π2t|ξ|2 φ̂(ξ) +

ˆ t

0

e−4π2|ξ|2(t−s)f̂(ξ, s)ds (10.57)

作 Fourier逆变换可得

u(x, t) =
1

(4πt)
n
2

ˆ
Rn

e−
|x−y|2

4t φ(y)dy +

ˆ t

0

1

(4π(t− s))
n
2

ˆ
e−

|x−y|2
4(t−s) f(y, s)dyds (10.58)

=

ˆ
Rn

K(x− y, t)φ(y)dy +

ˆ t

0

ds

ˆ
Rn

K(x− y, t− s)f(y, s)dy (10.59)

上式称为 Poisson公式，Γ(x, t; y, s) = K(x− y, t− s)称为热方程的基本解.
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10.2 极值原理与最大模估计
考虑热传导方程 

∂tu−∆u = 0, Ω× {t > 0}

u(x, t) = φ(x), Ω

u(x, t) = h(x, t), ∂Ω× {t ⩾ 0}

(10.60)

令 QT = Ω× (0, T ]，定义抛物边界 ΓT = QT \QT

定理 10.1 (极值原理)

♥

假设 u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT )满足方程

Lu := ∂tu−∆u = f ⩽ 0 (10.61)

则 u(x, t)在 QT 上的最大值必在抛物边界 ∂QT 上达到，即

max
QT

U(X, t) = max
∂QT

u(x, t) (10.62)

证明 令M = max
QT

，m = max
∂QT

，要证M = m.

Step 1. 设 f < 0，若M > m，设 u在 (x0, t0) ∈ QT 达到最大值M，则 ∂tu(x0, t0) ⩾ 0,∆u(x0, t0) ⩽ 0，故

Lu(x0, t0) ⩾ 0 (10.63)

矛盾.
Step 2.设 f ⩽ 0，令 v = u− εt，则

Lv = Lu− ε = f − ε < 0 (10.64)

由 Step 1，有

max
QT

u− εT ⩽ max
QT

v = max
∂QT

v ⩽ max
∂QT

u (10.65)

故 max
QT

u ⩽ max
∂QT

u+ εT .

令 ε→ 0，得证.

推论 10.1

♥

假设 u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT )满足方程

Lu = ∂tu−∆u = f ⩾ 0 (10.66)

则 u在 QT 上的最小值必在抛物边界上 ∂QT 上达到，即 min
QT

u = min
∂QT

u

推论 10.2 (比较原理)

♥

设 u, v ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT )满足

Lu ⩽ Lv, u
∣∣
∂QT

⩽ v
∣∣
∂QT

(10.67)

则在 QT 上 u ⩽ v.
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10.2.1 最大模估计

定理 10.2

♥

设 u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT )是方程 
Lu = f, (0, l)× {t > 0}

u
∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ [0, l]

u
∣∣
x=0

= g1(t), u
∣∣
x=l

= g2(t)

(10.68)

的解，则 max
QT

|u(x, t)| ⩽ FT +B，其中

F = max
QT

|f |, B = max{max
x∈[0,l]

|φ|, max
t∈(0,T )

|g1(t)|, max
t∈(0,T )

|g1(t)|}. (10.69)

证明 令 v = Ft+B ∓ u，则 Lv = F ∓ f ⩾ 0，v
∣∣
∂QT

= Ft+B ∓ gi ⩾ 0，由前面的推论，

min
QT

v = min
∂QT

v ⩾ 0, (10.70)

故 v(x, t) = Ft+B ∓ u ⩾ 0，|u(x, t)| ⩽ Ft+B，命题得证.
注根据最大模估计，也可得到解的稳定性.
对于第三类边值问题，考虑一维情形

∂tu−∆u = 0, (0, l)× {t > 0}

u(0, t) = µ1(t), (∂xu+ hu) (l, t) = µ2(t), h > 0

u(x, 0) = φ(x)

(10.71)

解的唯一性，只需证明方程 
∂tu−∆u = 0, (0, l)× {t > 0}

u(0, t) = 0, (∂xu+ hu) (l, t) = 0, h > 0

u(x, 0) = 0

(10.72)

只有零解，若不然，则方程的解有正德最大值或负的最小值，由极值原理，正的最大值可在边界取到（即无
限长矩形的三条边），根据边值、初值条件可知必该值在 x = l处取到，设在 (l, t∗)达到最大值，则 ∂xu(l, t

∗) ⩾ 0，
故

(∂xu+ hu) (l, t∗) > 0 (10.73)

矛盾，故 u无法达到正最大值，同理可证 u无法达到负最小值，故 u ≡ 0.
再考虑第二类边值问题 

∂tu−∆u = f

u(0, t) = µ1(t), ux(l, t) = µ2(t)

u(x0) = φ(x)

(10.74)

只需证明方程 
∂tu−∆u = 0

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0

u(x0) = 0

(10.75)

只有零解.
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令 ũ(x, t) = w(x)u(x, t)，则 u = ũ/w，

ux = −wx
w2

ũ+
ũx
w
, uxx =

Å
−wxx
w2

+ 2
w2
x

w3

ã
ũ− 3

wx
w2

ũx +
ũxx
w

(10.76)

即

0 = Lu =
ũt
w

+

Å
wxx
w2

− 2
w2
x

w3

ã
ũ+

2wx
w2

ũx −
ũxx
w

(10.77)

ũ(0, t) = 0, ũx(l, t) = (wxu+ uxw)(l, t) = wx(l, t)u(l, t) =
wx(l, t)

w(l, t)
ũ(l, t) (10.78)

ũ(x, 0) = 0 (10.79)

取 w(x) = −x+ l + 1，则上述方程变为
ũt − ũxx = 2

−x+l+1 ũx +
2

(−x+l+1)2 ũ

ũ(0, t) = 0, (ũx + ũ)(l, t) = 0

ũ(x, 0) = 0

(10.80)

再令 v(x, t) = e−λtũ(x, t)，则可得 v满足的方程为
vt − vxx = 2

(−x+l+1)vx − (λ− 2
(−x+l+1)2 )v

v(0, t) = 0, (vx + v)(l, t) = 0

v(x, 0) = 0

(10.81)

取 λ > 2，则 λ− 2
(−x+l+1)2 > 0，断言：v在 QT 上的正最大值在边界取到.

若不然，设在 (x0, t0)取到最大值，则

vt(x0, t0) ⩾ 0, vx(x0, t0) = 0, vxx(x0, t0) ⩽ 0, (λ− 2

(−x+ l + 1)2
)v(x0, t0) > 0 (10.82)

代入方程可知矛盾.
仿照第三类边值的过程，设 v在 (x̄, t̄)取到正的最大值，则它只能位于 x = l上，因此 vx(x̄, t̄) ⩾ 0, v(x̄, t̄) > 0，

这导致 (vx + v)(l, t̄) > 0，矛盾.
故 v不能达到正最大值，同理可证 v也不能达到负最小值，故 v ≡ 0，u ≡ 0.

定理 10.3

♥

假设 u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT )，是初值问题ut − uxx = f(x, t), R× {0 < t ⩽ T}

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R
(10.83)

的有界解，则

sup
QT

|u(x, t)| ⩽ T sup
QT

|f(x, t)|+ sup
x∈R

|φ(x)| (10.84)

证明 令 F = sup
QT

|f(x, t)|，Φ = sup
x∈R

|φ(x)|，M = sup
QT

|u(x, t)|.

对任意 l > 0，在 QlT = (−l, l)× (0, T ]上考虑辅助函数

w(x, t) = Ft+Φ+ vl(x, t)± u(x, t) (10.85)

其中 vl(x, t) =
M
l2 (x

2 + 2t).
则 

wt − wxx = F ± f(x, t) ⩾ 0

w
∣∣
t=0

= Φ+ M
l2 x

2 ± φ(x) ⩾ 0

w
∣∣
x=±l ⩾M ± u ⩾ 0

(10.86)
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根据极值原理，min
Ql

T

w = min
∂Ql

T

w ⩾ 0.取 l充分大，使得 (x0, t0) ∈ QlT，由于 w(x0, t0) ⩾ 0，故

|u(x0, t0)| ⩽ Ft0 +Φ+
M

l2
(x20 + 2t0) (10.87)

令 l → +∞，则有 |u(x0, t0)| ⩽ FT +Φ

注上述命题中有界性可放宽为 |u(x, t)| ⩽ eA|x|2，(x, t) ∈ QT .

10.2.2 能量估计

定理 10.4 (能量估计)

♥

假设 u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT )，是初值问题
ut − uxx = f, (x, t) ∈ QT = (0, l)× (0, T ]

u(x, 0) = φ(x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

(10.88)

的解，则

sup
0⩽t⩽T

ˆ l

0

|u(x, t)|2dx+ 2

ˆ T

0

ˆ l

0

u2x(x, t)dxdt ⩽M

Çˆ l

0

φ2(x)dx+

ˆ T

0

ˆ l

0

f2(x, t)dxdt

å
(10.89)

证明 在方程两边同乘 u积分可得
1

2
∂tu

2 − ∂x(uux) + u2x = fu (10.90)

1

2

∂

∂t

ˆ l

0

|u|2dx− (uux)
∣∣l
0
+

ˆ l

0

|ux|2dx =

ˆ l

0

fudx (10.91)

1

2

∂

∂t

ˆ l

0

|u|2dx+

ˆ l

0

|ux|2dx =

ˆ l

0

fudx (10.92)

⩽ 1

2

ˆ l

0

f2dx+
1

2

ˆ l

0

u2dx (10.93)

忽略第二项可得

∂

∂t

ˆ l

0

u2dx︸ ︷︷ ︸
y(t)

⩽
ˆ l

0

f2dx︸ ︷︷ ︸
y(t)

+

ˆ l

0

u2dx (10.94)

使用 Gronwall不等式可得

y(t) ⩽ ety(0) + et
ˆ t

0

ˆ l

0

f2(x, s)dxds (10.95)
ˆ l

0

u2dx ⩽ eT
Çˆ l

0

φ2dx+

ˆ t

0

ˆ l

0

f2(x, s)dxds

å
(10.96)

将上式代入忽略前的不等式，可得

1

2

∂

∂t

ˆ l

0

|u|2dx+

ˆ l

0

|ux|2dx ⩽ 1

2

ˆ l

0

f2dx+
1

2

ˆ l

0

u2dx (10.97)

⩽ 1

2

ˆ l

0

f2dx+
1

2
et
Çˆ l

0

φ2dx+

ˆ T

0

ˆ l

0

f2dxdt

å
(10.98)

对两边从 0到 t积分，可得

1

2

ˆ l

0

u2dx+

ˆ t

0

ˆ l

0

u2xdxdt ⩽
1

2

ˆ l

0

φ2dx+
1

2

ˆ t

0

ˆ l

0

f2dxdt+
1

2
(et − 1)

ñˆ l

0

φ2dx+

ˆ T

0

ˆ l

0

f2dxdt

ô
(10.99)

⩽ 1

2
eT
Çˆ l

0

φ2dx+

ˆ T

0

ˆ l

0

f2dxdt

å
(10.100)
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左边关于 t取 max，命题得证.
根据上面的能量不等式，同样可以说明解的唯一性.
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.
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