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清平乐·画堂晨起

李白

画堂晨起，来报雪花坠。高卷帘栊看佳瑞，皓色远迷庭砌。

盛气光引炉烟，素草寒生玉佩。应是天仙狂醉，乱把白云揉碎。

1 作业题

题目 第二章习题 6 若 v ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄) 满足

−∆v ⩽ 0, x ∈ Ω,

则称 v 在 Ω 上是下调和的。

(1) 证明：对于任意球 B(x, r) ⊂ Ω，成立

v(x) ⩽ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

v(y)dy.

(2) 证明：max
Ω̄

v(x) = max
∂Ω

v(x)。

(3) 设 ϕ : R → R 是光滑凸函数，且 u 是 Ω 上的调和函数。证明：v = ϕ(u) 是 Ω 上的下调和

函数。

(4) 设 u 是 Ω 上的调和函数。证明：v = |∇u|2 是 Ω 上的下调和函数。

解答

(1) 我们先证明 v(x) 小于等于球面平均。为此，令

φ(r) =
1

|Sn−1|

∫
Sn−1

v(x+ r · ω)dσSn−1(ω),

其中 dσSn−1 是 Sn−1 的球面测度。现在我们计算

φ′(r) =
1

|Sn−1|

∫
Sn−1

ω · (∇v)(x+ r · ω)dσ(ω)

=
1

|Sn−1|

∫
Sn−1

ν(ω) · (∇v)(x+ r · ω)dσ(ω)

=
r

|Sn−1|

∫
B(0,1)

(∆v)(x+ r · y)dy ⩾ 0
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其中我们用 ν 表示单位球面 Sn−1 上的外法向量场。于是，我们有

φ(r) ⩾ φ(0) = v(x).

最后
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

v(y)dy =
1

|B(x, r)|

∫ r

0

(∫
Sn−1

v(x+ ρ · ω)dσSn−1(ω)

)
ρn−1dρ

=
1

|B(x, r)|

∫ r

0

|Sn−1|φ(ρ)ρn−1dρ

⩾ |Sn−1|
|B(x, r)|

∫ r

0

v(x)ρn−1dρ

=
|Sn−1|
|B(x, r)|

rn

n
v(x)

= v(x)

(2) 如果 v 在 Ω̄ 内的最大值在 ∂Ω 上取到，那么就证完了。如果 v 在 Ω̄ 内的最大值在某个

x0 ∈ Ω 上取到，那么根据 (1)，对于足够小的球 B(x0, r) ⊂ Ω，有

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

v(y)dy ⩾ v(x0),

从而 v(y) ≡ v(x0)，对任意的 y ∈ B(x0, r)。这说明 v 的 v(x0)-水平集

{x ∈ Ω | v(x) = v(x0)} ⊂ Ω

是 Ω 中的非空开集。另一方面根据 v ∈ C(Ω) 知这是 Ω 中的闭集，从而根据 Ω 的连通性，

{x ∈ Ω | v(x) = v(x0)} = Ω.

最后再利用连续性就知道 v 在 Ω̄ 上恒等于 v(x0)，从而 v 的最大值也在 ∂Ω 上取到。

(3) 直接计算即可，
∂iϕ(u) = ϕ′(u)∂iu,

∂2
i ϕ(u) = ϕ′′(u)(∂iu)

2 + ϕ′(u)∂2
i u,

于是

∆ϕ(u) = ϕ′′(u)|∇u|2 + ϕ′(u)∆u = ϕ′′(u)|∇u|2 ⩾ 0,

所以 v = ϕ(u) 是下调和函数。

(4) 注意到 u ∈ C∞(Ω)，∂iu 也是调和函数，而 ϕ(x) = x2 是光滑的凸函数，所以根据 (3)，每
个 (∂iu)

2 是下调和的，它们加起来 |∇u|2 也是下调和的。 □

题目 第二章习题 7 假设 {un} ⊂ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) 是 Ω 上的调和函数列。如果 {un} 在 ∂Ω 上一致

收敛，则 {un} 在 Ω̄ 上一致收敛，且收敛与一个调和函数。

解答

由于 un − um ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) 是 Ω 上的调和函数，于是根据极值原理，

‖un − um‖L∞(Ω̄) = ‖un − um‖L∞(∂Ω) → 0, n,m → ∞

根据 Cauchy 收敛准则知 {un} 在 Ω̄ 上一致收敛到某个 u ∈ C(Ω̄)。为了证明 u 是调和的，我们借助

平均值公式，而不用直接去估计导数的收敛性。对于任意的 x ∈ Ω 以及球 B(x, r) ⊂ Ω，我们有

un(x) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

un(y)dy,
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在等式两边取 n → ∞ 的极限，得到

u(x) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

u(y)dy,

所以 u ∈ C2(Ω) 并且是调和的。 □

题目 第二章习题 12 设 u(x) 是球 B(0, R0) 上的调和函数，对于 R ∈ (0, R0] 记

ω(R) = sup
B(0,R)

u− inf
B(0,R)

u.

(1) 利用 Harnack 不等式证明：存在 η ∈ (0, 1)，使得

ω

(
R

2

)
⩽ ηω(R).

(2) 如果 supB(0,R0)
|u(x)| ⩽ M0，则存在常数 α ∈ (0, 1)，C > 0，使得

ω(R) ⩽ C(M0 + 1)

(
R

R0

)α

, R ∈ (0, R0].

解答

(1) 我们假设 B(0, R0/2) 上 Harnack 不等式的系数是 C > 1，事实上，这个 C 对于 R ⩽ R0 均

适用。于是对于任意的 R < R0，在 B(0, R/2) 上对函数 w(x) = u(x)− inf
B(0,R)

u 使用 Harnack 不等

式，得到

sup
B(0,R/2)

u− inf
B(0,R)

u = sup
B(0,R/2)

w ⩽ C inf
B(0,R/2)

w = C inf
B(0,R/2)

u− C inf
B(0,R)

u,

整理一下得到，

C

(
sup

B(0,R/2)

u− inf
B(0,R/2)

u

)
⩽ (C − 1)

(
sup

B(0,R/2)

u− inf
B(0,R)

u

)

⩽ (C − 1)

(
sup

B(0,R)

u− inf
B(0,R)

u

)

即

ω

(
R

2

)
⩽
(
1− 1

C

)
ω(R).

如果 inf
B(0,R0)

u 是有限的，那么上面的计算也可以适用在 R = R0 的情形。如果 inf
B(0,R0)

u = ±∞，

就不能使用上面的计算了，但是此时一定存在 η0 ∈ (0, 1) 使得

ω

(
R

2

)
= η0ω(R),

否则

sup
B(0,R)

u = sup
B(0,R/2)

u, inf
B(0,R)

u = inf
B(0,R/2)

u,

这与 inf
B(0,R0)

u = ±∞ 相矛盾。这时我们只要把 η 更改成原先的 1− 1
C
与 η0 中较大的那个即可。

(2) 我们先找到 R 在哪一层，即找到 i ⩾ 1，使得

1

2i
⩽ R

R0

<
1

2i−1
.
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于是根据 (1)，
ω(R) ⩽ ω(

R0

2i−1
)

⩽ ηi−1ω(R0)

=

(
1

2

)(i−1) log1/2 η

ω(R0)

= 2log1/2 η

(
1

2i

)log1/2 η

ω(R0)

⩽ 2M02
log1/2 η

(
R

R0

)log1/2 η

实际上这里的指数 log1/2 η > 0 如果不落在 (0, 1) 中，可以把它放小一点。 □

题目 第二章习题 18 求边值问题−∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u|∂Ω = g(x, y)

的 Green 函数，其中
(1) Ω 是上半平面；

(2) Ω 是第一象限；

(3) Ω 是带形区域 {(x, y) ∈ R2 | x ∈ R, 0 < y < l}，其中 l 为正常数。

解答

(1) 我们用 x, y 表示 R2 中的点，用 x̃ 表示 x 关于 ∂R2
+ 的反射点，那么通过在 x̃ 的位置放上

一个负的单位电荷，即可保证区域的边界电势为 0。于是 Green 函数为

G(x, y) = Γ(y − x)− Γ(y − x̃).

(2) 我们用 x2, x3, x4 分别表示 x 关于 y-轴，x-轴，原点的对称点，通过在 x2, x4 处放上单位负

电荷，在 x3 处放上单位正电荷，即可保证区域的边界电势为 0。于是 Green 函数为

G(x, y) = Γ(y − x)− Γ(y − x2) + Γ(y − x3)− Γ(y − x4).

(3) 我们记 x−
n = x̃+ (0, 2nl), n ∈ Z，以及 x+

n = x+ (0, 2nl), n ∈ Z。于是通过在 x−
n , x

+
n 上分

别放上负、正电荷，即可保证区域边界 R× {0, l} 的电势为 0。于是 Green 函数为

G(x, y) =
∑
n∈Z

Γ(y − x+
n )− Γ(y − x−

n ).

写出这个表达式后，我们还要验证级数是收敛的以及验证 G(x, y) 的正则性，不过这点我们不做要

求。 □

2 补充习题

例题 1 (二阶常微分方程的基础解系). 考虑如下的二阶常微分方程

u′′(r) +
2

r
u′(r) + 5W 4(r) = 0,

其中 W (r) = (1 + r2/3)−1/2。求出这个方程的一个基础解系。(提示：注意到 W (r) 是方程 u′′(r) +
2
r
u′(r) + u5(r) = 0 的解，并且对任意的 λ > 0，λ1/2W (λr) 也是这个方程的解。)
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解答 这是一个有趣的小问题，通过利用关于 λ 的伸缩不变性，我们在 λ1/2W (λr) 满足的方程两边

对 λ 求导数，并且取 λ = 1 就得到了一个解。另一个解可以通过标准的“买一送一”技巧得到。这

样做可行的原因是乘法算子 u 7→ 5W 4(r)u 恰好是 u 7→ u5 在 W (r) 处的线性化算子。 □

3 数学分析拾遗之子流形上的积分

To discover something in mathematics is to overcome an inhibition and a tradition. You
cannot move forward if you are not subversive.

——Laurent Schwartz

3.1 测度与积分

为了用更干净地的语言叙述子流形上的积分理论，我们要铺垫一些测度论的知识，核心是集合

的测度与函数的积分之间的对应关系。这一小节中较为繁琐的细节将被省略，感兴趣的同学可以参

考任意一本实分析教材。懒得看的或许可以直接跳过本小节。

在 Rn 中，我们用测度这个概念取刻画一个集合的大小/体积/面积/长度，比如说，我们愿意接
受 [0, 1]n 的测度是 1、B(0, 1) ⊂ R3 的测度是 4π

3
的事实。抽象地来看，如果有一个空间 X (类比于

Rn)，配上一族 X 的子集组成的集合 A (在 X = Rn 的情形下它包含诸如 [0, 1]n，B(0, 1) 这样的集

合)，我们把 A 中的集合成为可测集，再配上一个从 A 到 [0,∞] 的函数 µ，被称为测度 (即输入一
个集合，输出这个集合的大小)，那么我们把这个三元组 (X,A, µ) 成为一个测度空间。当然，我们

这里的测度函数，不能任意假定，它需要满足一些基本的类似于体积的性质，比如对于两个不交的

集合，它们的并集的测度应该等于分别的测度之和。

在 Rn 上我们有标准的 Borel 可测集族 B (它包含了所有的开集，闭集，以及可数个开集的交，
可数个闭集的并等等)，还有标准的 Lebesgue 测度，通常记为 m = mn，它满足 m([0, 1]n) = 1，并

且具有平移不变性，即对任意的可测集 A ∈ B 以及任意的 a ∈ Rn，我们有 m(a+ A) = m(A)。可

以证明，Lebesgue 测度是 Rn 上唯一满足上述性质的 σ-有限 Borel 测度。此外，根据平移不变性还
可以推出旋转不变性，即对任意的正交矩阵 O ∈ O(n) 和任意的可测集 A ∈ B，我们有 O(A) ∈ B，
并且 m(O(A)) = m(A) (这是一个有趣的练习)。
现在我们已经可以对测度空间 (X,A, µ) 中的一个可测子集 A ∈ A 谈论测度，即它的大小了，

如此从此过渡到一个 X 上函数的积分呢？关键是使用特征函数来联系集合与函数。对于 X 中的可

测子集 A ∈ A，我们定义它的特征函数 1A 为

1A(x) =

1, x ∈ A

0, x /∈ A

我们定义 1A 的积分为 ∫
X

1Adµ = µ(A).

立即地，我们可以对有限个特征函数的线性组合，即简单函数 f =
∑m

i=1 ci1Ai
定义积分为∫

X

fdµ =
m∑
i=1

ciµ(A).

当然作为例行公事，我们需要验证上面是良好定义的，即这个积分值不依赖于具体的把 f 写成特征

函数线性组合的方式，不过我们省略这些没有启发性的细节。接下来，对于一般的函数 f : X → C，
它不是简单函数，怎么去定义它的积分呢？答案是：逼近！我们可以用一列简单函数 {fn}n⩾1 去逼
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近 (大家先不用细究是在什么意义下逼近) 一般的函数 f，并且用 fn 积分的极限去定义 f 的积分，

即定义 ∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

我们把能够被一列简单函数所逼近的函数 (还要要求简单函数列的积分极限存在)f 称为可积函数，
并把可积函数组成的集合记为 L1(X,A, µ)。可以验证，可积函数的积分是良好定义的，并且积分算

子 ∫
X

· dµ : L1(X,A, µ) → C, f 7→
∫
X

fdµ

是一个线性算子。

作为最重要的例子，我们把在 (X ⊂ Rn,B,m) 上的积分简写为 (dx 就代表 Lebesgue 测度)∫
X

f(x)dx.

从范畴论的角度来讲，我们研究了一个测度空间的结构后，还要去研究不同测度空间之间的映

射。类似于在线性代数中学习的线性映射、点集拓扑/数学分析中学习的连续/光滑映射，我们定义
两个测度空间 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν) 之间的可测映射是满足如下条件的映射 Φ: X → Y

对任意的 Y 中的可测集 B ∈ B，有 Φ−1(B) ∈ A，即可测集在 Φ 下的原像是可测集。

实际上，利用可测映射，我们可以将一个空间中的测度结构迁移到另一个空间上。即假设 Φ 是两个

空间 (X,A, µ) 和 (B,B) 之间的可测映射 (注意第二个空间现在没有测度！)，我们定义测度 µ 在 Φ

下的推出测度 Φ∗µ 是 (Y,B) 上的满足对任意的 B ∈ B，(Φ∗µ)(B) = µ(Φ−1(B)) 的测度。

作为例子，我们考虑 Rn 上的仿射变换 Φ(x) = Ax+ b，其中 A ∈ GLn(R), b ∈ Rn，Φ 是 Rn 这

个 Lebesgue 测度空间之间的可测映射，并且对任意的 B ∈ B，我们有

(Φ∗m)(B) = m(Φ−1(B)) = m(A−1 · (B − b)) = |det(A)|−1m((B)).

用一种更有启发性的方式来写，我们有

(Φ∗(|det(A)|m))(B) = m(B), ∀B ∈ B

从而 Φ∗(|det(A)|m) = m 作为测度相等。

最后我们介绍一下换元积分公式。假设 Φ: (X,A, µ) → (Y,B, ν) 是可测映射，并且 Φ∗µ = ν。

那么对于任意的 f ∈ L1(Y,B, ν)，我们有 f ◦ Φ ∈ L1(X,A, µ)，并且∫
Y

fdν =

∫
X

f ◦ Φdµ.

回忆欧式空间开集之间的换元积分公式：假设 U, V ⊂ Rn 是两个开集，Φ: U → V 是微分同胚 (即
光滑双射，并且逆映射也光滑)，那么对于 V 上的光滑函数 f : U → C，我们有∫

V

f(y)dy =

∫
V

(f ◦ Φ)(x)|det(dΦ(x))|dx.

可见，用推出测度的语言来说，欧式空间开集之间的换元积分公式等价于

dy = Φ∗(|det(dΦ(x))|dx),

其中 |det(dΦ(x))|dx 代表以 |det(dΦ(x))| 为密度的测度 (也叫绝对连续测度)，它满足对任意的可测
集 A ⊂ U，有

(|det(dΦ(x))|dx)(A) =
∫
A

|det(dΦ(x))|dx.
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3.2 Rn 中的子流形

我们主要复习多变量微积分中的积分理论，特别是在 Rn 中子流形上的积分。这里我们不得不

引入子流形的概念，因为我们要处理的对象不只是二、三维空间中的曲线和曲面，还包括任意维数

空间 Rn 中的超曲面。

定义 1. 我们称 Rn 中的一个子集 M 为一个 d 维光滑子流形 (d ⩽ n)，如果对任意的 x ∈ M，存在

Rn 中的开集 U, V，以及微分同胚 Φ: U → V，使得

Φ(U ∩M) = V ∩ (Rd × {0}).

直观上看，一个 d 维子流形是局部上可以通过一个微分同胚“拉平”的东西。一个常用的生成

子流形的方式是利用隐函数定理，即如果 f : Rn → Rm 是光滑映射，并且存在 c ∈ Rm，使得对于任

意的 x ∈ f−1(c)，都有

rank(df(x)) = m,

那么 f−1(c) 是一个余维数 (= 背景空间维数-自己作为子流形的维数) 为 m 的光滑子流形。

作为例子，我们可以考虑 Rn 上的光滑函数 f(x) = |x|2 = x2
1 + · · · + x2

n，那么对于任意的

x ∈ f−1(1) = Sn−1，有

df(x) = (2x1, · · · , 2xn) = 2x 6= 0, =⇒ rank(df(x)) = 1,

于是球面 Sn−1 就是 Rn 中的余维数为 1 的光滑子流形 (超曲面)。
不过，对于我们来说最重要的是下面的等式

d 维子流形 = 局部上可以被一个从 Rd 中开集 U 到 Rn 的映射参数化的东西。

3.3 子流形上的积分学

根据测度与积分对应的观点，我们要对一个子流形 M ⊂ Rn 上的函数 f : M → C 定义积分，只
要赋予可测空间 (M,B(M)) 一个 (σ 有限的) 测度，其中 B(M) 是从 Rn 中继承的子 σ-代数。

注意到，一个 d 维子流形在每个局部上都可以被一个 Rd 中的开集 (正则) 参数化，即对任意的
x ∈ M，存在 Rn 中的开集 U，x ∈ U，Rd 中的开集 V 以及微分同胚 Φ: V → M ∩U，这个 Φ 就是

M 的一个局部的参数化。通过 Φ，我们可以把 V ⊂ Rd 上的 Lebesgue 测度推出到 M ∩ U 上，得

到 M ∩ U 上的测度 Φ∗(md)。这里有两个问题，第一个问题是，这里只是得到了 M ∩ U 上的一个

测度，并没有得到整个 M 上的测度。如果我们想要把每个局部上这样得到的测度“粘”成整个 M

上的一个测度，我们需要一般形式的单位分解这个工具。为了避免这种情况发生，我们将总是考虑

能够“几乎”被单个映射参数化的子流形 M，这里的“几乎”是说 M 虽然可能不能被单个映射参

数化，但没有被参数化到的部分是“零测集”(也就是手动把它令为零测度)，从而不会对积分理论产
生什么影响。第二个问题是，这里选用不同的参数化所得到的 M 上的测度可能是不同的，我们下面

用一个例子说明。

我们考虑 R2 中的一条直线段 L，

γ1 : [0, 1] → L ⊂ R2, γ1(t) = (t, t).

作为 R2 的子集，这条线段是 L = {(t, t) | t ∈ [0, 1]} = Im(γ1)，但是也有其他参数化它的方式，比如

γ2 : [0, 1/2] → L ⊂ R2, γ2(t) = (t/2, t/2).
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我们用 dx 表示 [0, 1] 上的 Lebesgue 测度，那么在第一个参数化下，γ1∗(dx)(L) = dx([0, 1]) = 1，但

是使用第二个参数化得到的 L 的测度是 γ2∗(dx)(L) = dx([0, 1/2]) = 1/2，它们是不相等的。

下面我们着手解决第二个问题，事实上，这可以用参数化映射 Φ 自身的信息来修正。

定义 2. 设 d ⩽ n，对于从 Rd 中开集 U 到 Rn 的光滑映射 Φ: U → Rn，我们用 dΦ 表示映射 Φ

(在某点处) 的 Jacobi 矩阵 (这是一个 n× d 的矩阵)，称 gΦ = (dΦ)T (dΦ) 为 Φ (在某点处的) 度量
矩阵，或者 Gram 矩阵 (这是一个 d× d 的矩阵)。

定理 1. 假设 Φ: U → M 和 Ψ: V → M 是 d 维子流形 M ⊂ Rn 的两个参数化，其中 U, V ⊂ Rd

是开集。那么我们有

Φ∗(|det(gΦ)|
1
2md) = Ψ∗(|det(gΨ)|

1
2md),

换而言之，对于 M 上任意的 Borel 集 A ⊂ M，我们有∫
Φ−1(A)

|det(gΦ(x))|
1
2 dx =

∫
Ψ−1(A)

|det(gΨ(y))|
1
2 dy,

再换而言之，对于 M 上任意的连续函数 f ∈ C(M)，我们有∫
U

(f ◦ Φ)(x)|det(gΦ(x))|
1
2 dx =

∫
V

(f ◦Ψ)(y)|det(gΨ(y))|
1
2 dy.

证明. 由于 Φ 和 Ψ 都是微分同胚，存在 U 和 V 之间的微分同胚 L = Ψ−1 ◦Φ 使得 Φ = Ψ ◦L。
根据链式法则，我们有

dΦ(x) = dΨ(L(x)) ◦ dL(x), x ∈ U

于是

gΦ(x) = (dΦ(x))T (dΦ(x)) = (dL(x))T (dΨ(L(x)))T (dΨ(L(x)))(dL(x)) = (dL(x))T gΨ(L(x))(dL(x)),

取行列式就得到

|det(gΦ(x))|
1
2 = |det(dL(x))| · | det(gΨ(L(x)))|

1
2 .

利用上面的计算，对于任意的 Borel 集 A ⊂ M，有∫
Φ−1(A)

|det(gΦ(x))|
1
2 dx =

∫
Φ−1(A)

|det(dL(x))| · | det(gΨ(L(x)))|
1
2 dx

=

∫
L(Φ−1(A))

|det(gΨ(y))|
1
2 dy

=

∫
Ψ−1(A)

|det(gΨ(y))|
1
2 dy

其中第二个等号处我们利用了关于 L : U → V 的换元积分公式，这就完成了证明。

注记. 从上述证明中可以看出，我们额外乘上的因子 |det(gΦ)|
1
2 在参数变换下多出来的因子正好和

换元积分公式中的因子一致，从而使得在 Φ,Ψ 两个参数化下的积分结果一致。

上面这个定理说明，虽然 Φ∗(md) 可能依赖于参数化 Φ 的选取，但是利用 Φ 的度量矩阵可以修

正这个问题，也即 Φ∗(|det(gΦ)|
1
2md) 是不依赖于 Φ 的选取的！从而我们可以引入以下的定义。

定义 3. 设 d ⩽ n，设 Φ: U → M 是子流形 M ⊂ Rn 的 (任一个) 参数化，我们把测度 σ = Φ∗(md)

称为 M 上的子流形测度，它满足对于任意的 Borel 集 A ⊂ M，有

σ(A) =

∫
Φ−1(A)

|det(gΦ(x))|
1
2 dx,
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或者等价地说，对于任意的 f ∈ C(M)，有∫
M

fdσ =

∫
U

(f ◦ Φ)(x)|det(gΦ(x))|
1
2 dx.

注记. 实际上我们这里通过参数化构造的子流形 Md 上的测度就对应于从 Rn 上的标准 Riemann
度量 gRn 继承而来的度量对应的体积形式，即度量 ι∗gRn 对应的体积形式

√
det(gij)dx1 ∧ · · · ∧ dxd。

上面不同参数化下的 gΦ 就是不同局部坐标下度量矩阵 (gij) 的不同形式。

一个潜在的问题是，我们怎么知道上面定义的子流形测度和我们在欧氏几何中的想法一致？我

们可以通过几个例子说明。比如说，在欧氏几何中，我们希望一个几何对象的长度/面积/体积是在
正交变换下不变的，这对于我们定义的子流形测度也对。假设参数化映射是 Φ: U → M，那么 M 在

正交变换 O ∈ O(n) 下变为 O(M)，它仍然是 Rn 中的子流形，并且具有参数化 O ◦Φ: U → O(M)，

在这个参数化下计算 M 的子流形测度得到

σ(O(M)) =

∫
U

|det((dΦ)TOTO(dΦ))| 12 dx =

∫
U

|det((dΦ)T (dΦ))| 12 dx = σ(M).

再比如，我们希望这个子流形测度能够和 Rn 本身的 Lebesgue 测度相容。粗略地来说，我们可
以验证，假设 Σ ⊂ Rn是一张超平面 (=余 1维仿射子流形)，A ⊂ Σ是一个可测集。我们考虑“无穷多

个”A沿着 Σ的法向 n“堆叠”而成的一个高度为 h的柱子，即 Ah = {a+t·n ∈ Rn | a ∈ A, t ∈ [0, h]}，
这是一个 Rn 中的可测集，根据 Lebesgue测度的旋转不变性，我们可以通过某个正交变换 O ∈ O(n)

把 Ah变成 O(A)×[0, h]，其中 O(A) ⊂ Rn−1，于是mn(Ah) = mn(O(A)×[0, h]) = mn−1(O(A))×h。而

A ⊂ Σ的子流形测度也在正交变换下不变，从而 σ(A) = mn−1(O(A))，于是我们就证明了 mn(A1) =

σ(A)× h。这个相容性的更加精确表述由所谓的扭曲 Fubini 定理 (twisted Fubini) 刻画。
下面我们讨论几个最常见的例子，它们包括 Rn 中的曲线、作为函数图像的超曲面、球面，对

于这些对象，我们总是选取最常用的参数化。

第一个例子：曲线

我们用 γ : [a, b] → Rn 表示 Rn 中的一条参数曲线 L。按照子流形测度的定义，L 上的子流形

测度是 γ∗(m1)，其中 m1 是区间 [a, b] 上的 Lebesgue 测度。这里参数化 γ 对应的度量矩阵是

gγ(t) =
(
γ′
1(t) · · · γ′

n(t)
)

γ′
1(t)

· · ·
γ′
n(t)

 = |γ′(t)|2, t ∈ [a, b]

于是 L 的长度是

Length(L) =
∫ b

a

|γ′(t)|dt.

对于曲线 L 上的连续函数 f ∈ C(L)，它的曲线积分是∫
L

fdσ =

∫ b

a

f(γ(t))|γ′(t)|dt.

作为具体的例子，我们可以考虑平面上的圆圈 S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} ⊂ R2。为了得

到它的一个参数化，我们回忆三角函数的定义，

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
.

它们都是 R 上的光滑函数，并且满足 cos2 x + sin2 x = 1，对任意的 x ∈ R。再回忆我们把 π 定义

为 sin 函数在 R>0 上的第一个零点 (在第五次习题课讲义中，我们的定义是 cos 函数在 R>0 上第
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一个零点的两倍，这两者是等价的)。对于任意的 (x, y) ∈ S1，x, y ∈ [−1, 1]，根据介值定理，存在

θ ∈ [0, 2π)，使得 x = cos θ，此时 y2 = 1− x2 = sin2 θ，那么通过对 θ 加上或者减去一个 π，可以使

得 y = sin θ，也即 (x, y) = (cos θ, sin θ)。综上，我们得到了 S1 的一个标准的参数化

γ : [0, 2π] → S1, θ 7→ (cos θ, sin θ).

现在我们可以计算圆的周长，

Length(S1) =

∫ 2π

0

|γ′(t)|dt = 2π.

这样我们就证明了单位圆的周长是 2π。同样道理，对于圆周 S1 上的连续函数 f ∈ C(S1)，它的积

分是 ∫
S1

fdσS1 =

∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ)dθ.

值得一提的是，我们在数学分析 A3/B2中学习的 Fourier级数理论就是在 L2(S1)上发展的 (习
惯上我们把 S1 写成 T，因为在高维情形 Fourier 级数是在 L2(Tn) 上发展的)。这个理论的一个基
本结果是在测度 1

2π
dσS1 下，{eikx | k ∈ Z} 构成了 L2(S1) 的一组标准正交基 (Hilbert 基)。高维的

情形也是类似的，即在测度 1
(2π)n

(dσS1)⊗n 下 (这是一个乘积测度)，{eik·x | k ∈ Zn} 构成了 L2(Tn)

的一组标准正交基。老师上课提到过，如果我们考虑 S2 而不是 T2 去作为 S1 上 Fourier 级数的高
维推广，那么在测度 1

4π
dσS2 下，球调和函数 {Yl,m(θ, φ) | l ∈ N,−l ⩽ m ⩽ l} 构成了 L2(S2) 的一

组标准正交基。

第二个例子：作为函数图像的超曲面

我们考虑 Rn−1 中开集 U 上的光滑函数 f : U → R 的图像

Γ(f) = {(x, f(x)) ∈ Rn−1 × R | x ∈ U} ⊂ Rn.

这自然是 Rn 的一个余一维的光滑子流形，即一张超曲面，并且有自然的参数化

Φ: U → Γ(f), x 7→ (x, f(x))

从几何上看，这个参数化就是将 f 定义域中的点 x ∈ U 向上“提升”到它的图像 Γ(f) 上去。在这

个标准的参数化下，我们可以计算 Γ(f) 的子流形测度。首先我们有

dΦ(x) =



1

1

· · ·
1

∂f
∂x1

(x) ∂f
∂x2

(x) · · · ∂f
∂xn

(x)


=

(
In−1

∇f(x)

)
,

于是

gΦ(x) = (dΦ(x))T (dΦ(x)) =


1 + ∂2f

∂x2
1
(x) ∂2f

∂x1∂x2
(x) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f
∂x1∂x2

(x) 1 + ∂2f
∂x2

2
(x) · · · ∂2f

∂x2∂xn
(x)

· · · · · · · · · · · ·
∂2f

∂x1∂xn
(x) ∂2f

∂x2∂xn
(x) · · · 1 + ∂2f

∂x2
n
(x)

 = In−1+∇f(x)⊗∇f(x),

根据众所周知的行列式计算技巧，我们得到

det(gΦ(x)) = 1 + |∇f(x)|2,
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于是 Γ(f) 的子流形测度是 σ = Φ∗(
√
1 + |∇f |2mn−1). 据此，我们可以计算这张超曲面的面积

σ(Γ(f)) =

∫
U

√
1 + |∇f(x)|2dx.

同样道理，对于任意的 Γ(f) 上的连续函数 g ∈ C(Γ(f))，它的曲面积分是∫
Γ(f)

gdσ =

∫
U

g(x, f(x))
√
1 + |∇f(x)|2dx.

作为具体的例子，我们可以考虑 n 维球面 Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1} ⊂ Rn+1。它虽然不是一个

函数的图像(尝试证明这一点！)，但是它可以“差不多”写成 2 个函数图像的并，比如说

Sn = Sn
>0 ∪ Sn

<0 ∪ Sn
=0,

其中

Sn
>0 = {x = (x′, xn+1) ∈ Sn | xn+1 > 0},

Sn
<0 和 Sn

=0 是类似定义的。注意到 Sn
=0 是一个“零测集”，我们可以只用 x 7→ (x,±

√
1− |x|2) 去

参数化 Sn
>0 和 Sn

<0 而忽略掉 Sn
=0。现在我们可以计算 Sn 的面积，

σ(Sn) = 2σ(Sn
>0)

= 2

∫
Bn(0,1)

√
1 +

|x|2
1− |x|2

dx

= 2

∫
Bn(0,1)

1√
1− |x|2

dx

= 2

∫ 1

0

rn−1

√
1− r2

σ(Sn−1)dr

= 2σ(Sn−1)

∫ π/2

0

sinn−1 θdθ

= 2σ(Sn−1) ·


(n− 2)!!

(n− 1)!!
, n is even

(n− 2)!!

(n− 1)!!
· π
2
, n is odd

其中我们利用了 Wallis 公式。特别地，如果取 n = 2，那么我们就证明了单位球面的表面积是 4π。

第三个例子：二维球面

对于 2 维球面，我们想谈的更多。另一个标准的参数化是所谓球面坐标，即

Φ: (0, π)× (0, 2π) → S2, (θ, φ) 7→ (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)

如果你愿意，也可以按照类似于 S1 参数化的做法严格证明这确实是 S2 的一个参数化，只不过无法

覆盖住一个半圆弧。在这个参数化下，我们计算 S2 的子流形测度。

dΦ(θ, φ) =


cos θ sinφ − sin θ sinφ

cos θ cosφ sin θ cosφ
− sin θ 0

 ,

于是

gΦ(θ, φ) =

(
1 0

0 sin2 θ

)
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从而 S2 上的子流形测度是

σS2 = Φ∗(sin θm2) = Φ∗(sin θdθdφ).

换而言之，对于任意的 S2 上的连续函数 f ∈ C(S2)，它在球面上的积分是∫
S2

fdσS2 =

∫ 2π

0

∫ π

0

f(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) sin θdθdφ.

第四个例子：光锥表面

最后一个例子我们考虑时空 Rn+1
x,t = Rn

x × Rt 中的正向光锥表面，即

Ĉ = {(x, t) ∈ Rn
x × Rt>0 | t = |x|}.

这是一个 Rn+1 中的光滑子流形，因为它是 Rn − {0} 上光滑函数 x 7→ |x| 的图像 (注意我们扣掉了
光锥的尖点)。我们用标准的参数化

Φ: Rn − {0} → Ĉ, x 7→ (x, |x|) = (x, F (x))

来计算 Ĉ 的子流形测度 σĈ。

∇F (x) =
x

|x|
于是 det(gΦ(x)) = 1 + |∇F (x)|2 = 2，从而

σĈ = Φ∗(
√
2mn) = Φ∗(

√
2dx).

换而言之，对于任意的连续函数 f ∈ C(Ĉ)，它在光锥表面的积分是∫
Ĉ

fdσĈ =

∫
Rn−{0}

f(x)
√
2dx =

∫
Rn

f(x)
√
2dx.

作为应用，我们考虑 n = 3的情形 (更加具有物理意义，对于一般的 n会变复杂一点)。对任意的

光滑紧支函数 φ ∈ C∞
0 (R3+1)，它限制在 Ĉ 上就成为了 Ĉ 上的光滑函数，我们计算 − (□φ)(x, t)

4π
√
|x|2 + t2

在 Ĉ 上的积分，其中 □ = −∂2
t +∆ 是波动算子。(建议大家仔细搞清楚这里的计算，并和课堂上解

三维波方程的过程相比较)∫
Ĉ

− (□φ)(x, t)

4π
√
|x|2 + t2

dσĈ =

∫
R3

− (□φ)(x, |x|)
4π
√

|x|2 + |x|2
√
2dx

=

∫
R3

−(□φ)(x, |x|)
4π|x|

dx

=
1

4π

∫ ∞

0

r

∫
S2

(
∂2
tφ− ∂2

rφ− 2∂rφ

r
− 1

r2
∆S2φ

)
(r, ω, r)dσS2(ω)dr

其中我们利用了 ∆ 在球坐标下的展开

∆ = ∂2
r +

2

r
∂r +

1

r2
∆S2 .

这个式子的准确含义是：如果我们记球坐标变换是

Φ: (0,∞)× (0, π)× (0, 2π) → R3, (r, θ, φ) 7→ (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)

那么我们有对任意的光滑函数 f ∈ C∞(R3)，(
∂2
r +

2

r
∂r +

1

r2
∆S2

)
(f ◦ Φ) = (∆f) ◦ Φ.
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根据课上提到的球面上的散度定理，我们有∫
S2

(∆S2φ)(r, ω, r)dσS2(ω) = 0, ∀r > 0.

(这件事情的另一个理解是 ∆S2 是 C2(S2) 上的一个对称算子，即对任意的 f, g ∈ C2(S2)，有

(∆S2f, g) = (f,∆S2g)，这里内积是乘积后在 S2 上用球面测度 σS2 积分) 我们接着计算，∫
Ĉ

− (□φ)(x, t)

4π
√
|x|2 + t2

dσĈ =
1

4π

∫ ∞

0

∫
S2

(
r∂2

tφ− r∂2
rφ− 2∂rφ

)
(r, ω, r)dσS2(ω)dr

下面需要如下的观察

r∂2
tφ− r∂2

rφ− 2∂rφ = (∂t + ∂r)
(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
,

并且注意到对于任意的光滑函数 g ∈ R3+1 以及任意固定的 ω ∈ S2

d

dr

(
g(r, ω, r)

)
=
(
(∂t + ∂r)g

)
(r, ω, r).

于是可以接着算∫
Ĉ

− (□φ)(x, t)

4π
√
|x|2 + t2

dσĈ =

∫ ∞

0

∫
S2

(∂t + ∂r)
(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)dσS2(ω)dr

=

∫ ∞

0

∫
S2

d

dr

((
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)

)
dσS2(ω)dr

=

∫ ∞

0

d

dr

(∫
S2

(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)dσS2(ω)

)
dr

= lim
ε→0

∫ ∞

ε

d

dr

(∫
S2

(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)dσS2(ω)

)
dr

= − lim
ε→0

∫
S2

(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(ε, ω, ε)dσS2(ω)

= −
(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(0, 0)

其中我们用到了 φ 在无穷远处消失和 Newton-Leibniz 公式。而

(∂t − ∂r)(rφ) = r∂tφ− φ− r∂rφ,

最终我们得到了

〈−
dσĈ

4π
√
|x|2 + t2

,□φ〉 =
∫
Ĉ

− (□φ)(x, t)

4π
√
|x|2 + t2

dσĈ = φ(0, 0).

如果我们将上述结果与位势方程 ∆u = 0 的基本解 Γ(x) 相比较：我们知道，对于任意的 φ ∈
C∞

0 (Rn)，有

〈Γ,∆φ〉 =
∫
Rn

Γ∆φdx = φ(0).

于是我们可以说 −
dσĈ

4π
√
|x|2 + t2

是 3 维波动方程 □u = ∂2
t u−∆u = 0 的基本解。这个解压根就不

是一个 R3+1 上的函数，而是光锥表面的一个测度，可见基本解只是一种弱解。关于弱解的定义实际

上有很多，最常用的是如下用分布的语言定义的，这里不解释更多的细节，感兴趣的同志可以在高

等实分析课程中学习。

定义 4. 假设 P 是 Rn 上的一个 m 阶微分算子，其中 n ⩾ 1，即存在 Rn 上的一堆光滑函数

aα ∈ C∞(Rn)，使得 (其中 P ∗ 称为 P 的伴随算子)

P =
∑

|α|⩽m

aα∂
α, P ∗ =

∑
|α|⩽m

(−1)|α|aα∂
α,
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并且至少有一个多重指标 |α| = m 使得 aα 6= 0。如果 Rn 上的分布 E 满足对任意的 φ ∈ C∞
0 (Rn)，

都有

〈E,P ∗φ〉 = φ(0),

那么我们称 E 是方程 Pu = 0 的一个基本解。

最后是两个常用的公式。

命题 1. 对于 B(x0, R) (R = ∞ 也可以) 上的连续函数 (可积函数) f，我们有∫
B(x0,R)

f(x)dx =

∫ R

0

rn−1

(∫
Sn−1

f(x0 + r · ω)dσSn−1(ω)

)
dr.

证明. 我们只对 n = 3 的情形给出证明，任意 n 的证明需要具体写出 Sn−1 的一个参数化，留

给读者思考。按照定义，∫
S2

f(x0 + r · ω)dσS2(ω) =

∫ 2π

0

∫ π

0

f(x1
0 + r sin θ cosφ, x2

0 + r sin θ sinφ, x3
0 + r cos θ) sin θdθdφ.

于是等式右端等于∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π

0

f(x1
0 + r sin θ cosφ, x2

0 + r sin θ sinφ, x3
0 + r cos θ)r2 sin θdθdφdr.

另一方面，利用球坐标换元

Φ: (0, R)× (0, π)× (0, π) → B(x0, R), (r, θ, φ) 7→ (x1
0 + r sin θ cosφ, x2

0 + r sin θ sinφ, x3
0 + r cos θ)

我们可以计算等式左边的积分∫
B(x0,R)

f(x)dx =

∫
(0,R)×(0,π)×(0,π)→B(x0,R)

(f ◦ Φ)(r, θ, φ)|det(dΦ)(r, θ, φ)|drdθdφ

=

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π

0

f(x1
0 + r sin θ cosφ, x2

0 + r sin θ sinφ, x3
0 + r cos θ)r2 sin θdθdφdr.

这就完成了证明。而且实际上上面的公式对于 R = ∞ 也对。

注记. 当然，一个更加自然的写法是，∫
B(x0,R)

f(x)dx =

∫ R

0

(∫
∂B(x0,r)

f(y)dσ∂B(x0,r)(y)

)
dr.

这两种写法是自然等价的，但我们想要强调的是，上面命题陈述中的写法更便于处理。实际上我们

把 f(x0 + r · ω) 视为 [0, R]× Sn−1 上的关于 (r, ω) 的函数，第一层积分就是固定 r ∈ [0, R] 对 ω 在

Sn−1 上积分，这里的测度和积分的区域不随 r 改变，从而可以看作是 f(x0, r · ω) 的一个二重积分。
而在后一种写法中，积分的区域 ∂B(x0, r) 和测度 σ∂B(x0,r) 都在随 r 改变，换言之，我们要把第一

层积分整个视为 [0, R] 上的函数，而不能视为某个函数的多重积分。

以下的扭曲 Fubini 定理 (twisted Fubini) 可以视为上述命题的推广，证明不做要求。

定理 2. 假设 Ω ⊂ Rn 是一个开区域，f : Ω → R 是光滑函数，并且存在 a < b 使得对于任意的

x ∈ f−1([a, b])，df(x) 6= 0 (从而 f−1(t) 是余 1 维的子流形)。那么对于任意的 f−1([a, b]) 上的连续

函数 g， ∫
f−1([a,b])

g(x)dx =

∫ b

a

(∫
f−1(t)

g

|∇f |
dσt

)
dt,

其中 σt 表示 f−1(t) 的子流形测度。

这个公式在构造相空间 T ∗M 上的 Liouville 测度时很有用。


