
回忆我们在第三章学到的几个关于解的存在唯一性的几个定理.考虑方

程 
dy
dx

= f(x, y)

y(x0) = y0.
(1)

首先Picard定理告诉我们，如果f对y是（局部）Lipschitz的，那么解是局部

存在唯一的.

Theorem 1 (Picard定理). 设f在闭区域D : |x − x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b上连

续且对y满足Lipschitz条件，则初值问题的解在区间|x− x0| ≤ h上存在且唯

一，其中h = min{a, b
M
},M = maxD |f(x, y)|

如果放宽条件，f仅仅是连续的，那么我们只能得到局部存在性：

Theorem 2 (Peano定理). 设f在闭区域D : |x − x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b上连

续，则初值问题在|x − x0| ≤ h上至少有一个解，其中h = min{a, b
M
},M =

maxD |f(x, y)|

作为Peano定理的推论，我们有延伸定理：

Theorem 3. 设f在区域G内连续。初值问题的解可延伸到G的边界，即对

于任意紧集G1 ⊂ G，解曲线均可延伸到G\G1

注意：即便取G = R2，延伸定理也不等于说解从某个方向跑到无穷大！

将延伸定理和Picard定理结合，得到推论

Corollary 1. 设f在区域G内连续且对y是局部Lipschitz的。初值问题的解

可延伸到G的边界，即对于任意紧集G1 ⊂ G，解曲线均可延伸到G\G1，并

且解是唯一的。

作业：

1.证明初值问题 
dy
dx

= x3 − y3

y(x0) = y0

的解在区间[x0,+∞)上存在。
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证明. 首先因为x3 − y3关于y是局部Lipschitz的，解是唯一的.

观察到y = x这条直线比较特殊，直线上的点对应导数为0，解曲线在直线

下方的区域时，是递增的；在上方的区域时，是递减的.很容易想象：当解

曲线在直线上方时，会在有限时刻（我把x当作时间）内降到至直线下方；

在直线下方时，虽然递增但是无法到达y = x.于是解曲线在有限时刻总是有

界的，因此由延伸定理，存在区间是无穷.

这只是一个想法，不能直接当成答案，答案需要严谨的过程！

记直线上方的区域为D+，下方的区域为D−，极大存在区间是(x0, x̄)。先说

明：若初值(x0, y0)在D̄+内，则存在x1使得(x1, y(x1))落在D−.

反证法：假设y在存在区间内总在D̄+内，则y′ ≤ 0, x0 ≤ x ≤ y(x) ≤ y0.因此

存在区间x̄ ≤ y0，在存在区间内解有界，无法延伸到边界，矛盾.

因此，当(x1, y(x1))落在D−时，要说明解始终在D = D− ∩ {y ≥ y1 =

y(x1)}内.

那么，如果存在区间是有限的，令t = sup{x > x1 : (x, y(x)) ∈ D} < ∞.

于是有y(t) = t或y(t) = y0.

对于前者，因为y′(t) = 0，所以存在ϵ > 0使得y(t− ϵ) > y(t)− ϵ = t− ϵ，那

么(t− ϵ, y(t− ϵ)) ∈ D+与t的定义矛盾.

对于后者，因为y′ > 0∀x1 ≤ x < t所以y(t) > y(x1)矛盾.

因此对于x > x1，解曲线总在D内，在有限时刻是有界的. 所以解的存在区

间是(x0,+∞). 对于初值在D−的情况，把(x0, y0)带入上面的(x1, y1)做同样

的论证.

2.考虑初值问题 
dy
dx

= f(x, y)

y(0) = y0

其中f在0 ≤ x ≤ a,−∞ < y < ∞上连续，满足|f(x, y1) − f(x, y2)| ≤
q
x
|y1 − y2|, 0 < q < 1.证明：该初值问题的解在区间[0, a]上存在唯一.

证明. 要做两件事：首先由Peano定理，解是局部存在的，要证解在[0, a]上

存在；f在远离x = 0时关于y是Lipschitz的，所以只需要证明在x = 0附近

解的唯一性.我们先做第二个，方法还是效仿Picard定理的证明.
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设该初值问题有两个不同的解y1, y2。那么

|y1(x)− y2(x)| ≤
∫ x

0

|f(s, y1(s))− f(s, y2(s))| ds ≤
∫ x

0

q

s
|y1(s)− y2(s)| ds.

注意到 q
s
|y1(s) − y2(s)|是C1函数且在x = 0时取0，并且因为y1, y2是不同的

解， q
s
|y1(s)− y2(s)|不恒为0.因此设M = max[0,a]

q
s
|y1(s)− y2(s)|。那么

|y1(x)− y2(x)| ≤ qxM,
|y1(x)− y2(x)|

x
≤ qM.

注意到x是任意的，因此取x是最大值点使得左边等于M，那么M < qM矛

盾！

也可以用Gronwall不等式做：为了避免 1
x
的奇性，先在区间[ϵ, x]用Gronwall不

等式再求极限：

|y1 − y2|(x) ≤ |y1 − y2|(ϵ) +
∫ x

ϵ

q

s
|y1 − y2|(s) ds.

那么

|y1 − y2|(x) ≤ |y1 − y2|(ϵ) exp
∫ x

ϵ

q

s
ds = |y1 − y2|(ϵ)(

x

ϵ
)q.

令ϵ → 0，右边的极限为0.

存在区间的证明方法也很多，最简单的是直接算解有界：取y1是方程

的解，y2 = 0，则

|f(x, y)− f(x, 0)| ≤ q

x
|y|.

因为f是连续函数，因此当0 ≤ x ≤ a时f(x, 0)有界，故存在M，当x ≥ ϵ时

|f(x, y)| ≤ q

x
|y|+M ≤ q

ϵ
|y|+M.

因为我们已经知道局部存在性了，只要做远离0的地方，所以上面的 q
x
其实

没有奇性.于是知道|y(x)| ≤ Ce
q
ϵ x。因此存在区间是[0, a].

3.设f(x, y)在闭区域0 ≤ x ≤ a,−∞ ≤ y ≤ ∞上连续。记ϕ(x, η)是方程
dy
dx

= f(x, y)

y(0) = η
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的解，且假设解在[0, x̄)上存在，其中x̄ < a。证明以下三者必有一个成立：

1.limx→x̄− ϕ(x, η)存在，此时解可以延伸到x = x̄；

2.limx→x̄− ϕ(x, η) = +∞
3.limx→x̄− ϕ(x, η) = −∞.

证明. 唯一要做的是排除震荡的情况.假设解是无界的且极限不为∞，那么
存在一列xn → x̄使得|y(xn)| ≤ M .又因为解是无界的，所以存在一列wn使

得|y(wn)| = M + 1（因为有一列点使函数值趋于无穷，由介值定理）.于

是在区域[0, x̄] × [−M − 1,M + 1]上，f(x, y)有界，记|f(x, y)| ≤ m。注

意到xn, wn ∈ D，由中值定理y(xn) − y(wn) ≤ |xn − wn|y′(ξ) = |xn −
wn||f(ξ, y(ξ))|。因为|xn − wn| → 0, |f(ξ, y(ξ))| < m矛盾！

上面的证明是有问题的，因为(ξ, y(ξ))不一定在D中！因此需要做一点修改，

比如取wn = min{z > xn : |f(z)| = M + 1}

4.设f(x, y)在闭区域D : |x−x0| ≤ a, |y−y0| ≤ b上连续，h = min{a, b
M
},M =

maxD |f(x, y)|。考虑初值问题
dy
dx

= f(x, y)

y(x0) = y0.

证明：该初值问题的最大解y = Z(x)与最小解y = W (x)之间充满了其他解，

即对于任意|x1 − x0| ≤ h,W (x1) ≤ y1 ≤ Z(x1)的(x1, y1)，该初值问题有至

少一个解满足y(x1) = y1.

证明. 只要做W (x1) < y1 < Z(x1).考虑
dy
dx

= f(x, y)

y(x1) = y1

该初值问题的解是局部存在的，记作ϕ.于是令t = inf{x < x1, : W (x) <

ϕ(x) < Z(x)}（inf里的x在ϕ的存在区间里）。若t = x0，则命题成立；否

则Claim：ϕ(t) = W (t)或ϕ(t) = Z(t).

若不然，此时t是极大存在区间的端点.W (t) < ϕ(t) < Z(t)，存在一个闭矩
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形在区域x0 < x < x1,W (x) < y < Z(x)内，由Peano定理存在以(t, ϕ(t))为

初值的解，于是解可以继续向左延伸，矛盾.

若ϕ(t) = W (t)或ϕ(t) = Z(t)，则取解x < t的部分为W (x)或Z(x)，即得

到[x0, x1]上的解.

或者更直接的方法：对矩形用延伸定理，ϕ延伸到边界，则必然与W (x)或Z(x)有

交点，交点左侧取W (x)或Z(x)。

解对参数的连续可微性：

Theorem 4. 设f(x, y, λ)在区域G : |x − x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b, |λ| ≤ c上连

续，对y, λ有连续偏导数，则初值问题
dy
dx

= f(x, y, λ)

y(x0) = y0

在闭区域|x− x0| ≤ h, |λ| ≤ c上的唯一解y = ϕ(x;x0, y0, λ)对x0, y0, λ连续可

微.

书上给出了求解对初值和参数的导数的公式，不要背！用的时候直接

求变分更不容易错.

5.设y = y(x, η)是初值问题
dy
dx

= sin(xy)

y(0) = η

的解，证明∂y
∂η

> 0。

证明. 由sin(xy)对y是连续可微的，因此解存在唯一.写成积分方程

y(x, η) = η +

∫ x

0

sin(sy) ds
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对η求导，
∂y

∂η
(x, η) = 1 +

∫ x

0

cos(sy)s
∂y

∂η
ds

再对x求导，记z = ∂y
∂η  dz

dx
= cos(xy)xz

z(0) = 1

于是解得

z(x) = exp(

∫ x

0

cos(sy)s ds) > 0

6.考虑 
dy
dx

= 2x+ µy2

y(0) = µ− 1

求 ∂y
∂µ

|µ=0

证明. µ = 0时，易求得解为y = x2 − 1.

写成积分方程

y(x) = µ− 1 +

∫ x

0

2s+ µy2 ds

对µ求导，记z = ∂y
∂µ

∂y

∂µ
= 1 +

∫ x

0

y2 + 2µy
∂y

∂µ
ds

对x求导，记z = ∂y
∂µ

dz

dx
= y2 + 2µyz

带入µ = 0和y = x2 − 1  dz
dx

= (x2 − 1)2

z(0) = 1

于是求得z(x) = 1
5
x5 − 2

3
x3 + x+ 1.
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7.考虑二阶微分方程

x′′(t) + cx′(t) + g(x) = p(t)

其中c是常数，g是连续可微函数，假设方程的解是大范围存在的，令Φ :

R2 → R2

Φ(x(0), x′(0)) = (x(T ), x′(T ))

证明：对于有界区域D，有

|Φ(D)| = e−cT |D|.

证明. 这里Φ其实也是T的函数，我们暂时省略；最后一步J对t求导的意思

即对这里的T求导。

我们学过，如果Φ将一个区域映成另一个区域，要求像的面积，无非要求Φ的Jacobi行

列式。这里Φ把初值打到解在T时刻的值，那么要求Φ的Jacobi矩阵，也就是

要求解对初值的偏导数。于是，把该方程写成： d
dt
x = x′

d
dt
x′ = −cx′ − g(x)− p(t).

写成积分方程 x(T ) = x0 +
∫ T

0
x′(s) ds

x′(T ) = x′
0 +

∫ T

0
−cx′(s)− g(x) + p(s) ds.

对x0, x
′(0)求偏导数

x
x0

= 1 +
∫ T

0
∂x′

∂x0
ds

x
x′
0
=

∫ T

0
∂x′

∂x′
0
ds

x′

x0
=

∫ T

0
−c ∂x′

∂x0
− g′(x) ∂x

∂x0
ds

x′

x′
0
= 1 +

∫ T

0
−c ∂x′

∂x′
0
− g′(x) ∂x

∂x′
0
ds.
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对x求导，得到 

d
dt

∂x
∂x0

= ∂x′

∂x0

d
dt

∂x
∂x′

0
= ∂x′

∂x′
0

d
dt

∂x′

∂x0
= −c ∂x′

∂x0
− g′(x) ∂x

∂x0

d
dt

∂x′

∂x′
0
= −c ∂x′

∂x′
0
− g′(x) ∂x

∂x′
0
.

Φ的Jacobi行列式为

J =
∂x

∂x0

∂x′

∂x′
0

− ∂x′

∂x0

∂x

∂x′
0

对J求导，带入上面求得的结果（细节我省略了，大家动手算一下）

d

dt
J = −c(

∂x

∂x0

∂x′

∂x′
0

− ∂x′

∂x0

∂x

∂x′
0

) = −cJ.

又有J |t=0 = 1（因为T = 0时Φ是恒等映射），因此J = e−cT 因此|Φ(D)| =
e−cT |D|.

在作业第四题中，考虑初值问题
dy
dt

= f(t, y)

y(t0) = y0.

给定矩形|t − t0| ≤ a, |y − y0| ≤ b，以及[t0, t0 + α]上的最大解W (x)、最

小解Z(x)（其中α = min{a, b
M
}），我们知道：对于任意t0 < c ≤ t0 +

h,W (c) < yc < Z(c)，存在至少一条解曲线使得y(c) = yc.换言之，存在解

使得y(c) = yc的点构成一条线段.现在我们把结果推广到高维：如果y, f(x, y)均

是Rn中的向量/向量函数，那么yc的集合是什么样的呢？

Theorem 5 (Kneser定理). 设f(t, y)在R : t0 ≤ t ≤ t0 + a, |y − y0| ≤ b上连

续，maxR |f(t, y)| ≤ M,α = min{a, b
M
}, t0 < c < t0 + α.则令Sc是初值问题

dy
dt

= f(t, y)

y(t0) = y0

所有可能解在c处的取值构成的集合，那么Sc是连通闭集.
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证明. 记Σ是初值问题的所有解的集合。

闭集是简单的：若ync → yc ∈ Rn, ync ∈ Sc，则要证明yc ∈ Sc。换言

之，存在yn(t) ∈ Σ使得yn(c) = ync，要证明存在y(t) ∈ Σ使得y(c) = yc。

因为在这个矩形（高维空间中，严格来说不是矩形）中yn是有界的，其导

数f(t, yn)是有界的，于是由Arzela-Ascoli存在子列一致收敛到某个y(t)，可

以验证y(t)是初值问题的解，那么y(c) = yc说明yc ∈ Sc，因此Σ是闭集。

再证连通性。反证法：假设不连通，Sc = S0 ∪S1是两个不相交的闭集的并，

则d(S0, S1) > 0.

构造e(y) = d(y, S0) − d(y, S1)，则e是Rn上的连续函数，在S0上取值为负，

在S1上取值为正。我们将用此函数导致矛盾：证明e在Sc中有零点。

Claim:∀ϵ > 0, ỹ ∈ Σ,∃g(t, y)满足：
1.|g(t, y)| ≤ M + ϵ;

2.|f(t, y)− g(t, y)| ≤ ϵ;

3.g(t, y)关于y是Lipschitz连续的；

4.ỹ是如下初值问题的解： 
dy
dt

= g(t, y)

y(t0) = y0

注记：这个命题说明，对于任意的原初值问题的解ỹ，如果把f稍微改变一

点，变成与其相近的一个对y是Lipschitz连续的函数g，那么ỹ是变动的初值

问题的解，注意此时是唯一解。

命题的证明：首先存在g̃(t, y)（比如你可以磨光）满足：

1.|g̃(t, y)| ≤ M ;

2.|f(t, y)− g̃(t, y)| ≤ 1
2
ϵ;

3.g̃(t, y)关于y是Lipschitz连续的；

目标函数g(t, y) = g̃(t, y) + f(t, ỹ(t))− g̃(t, ỹ(t))，验证满足四条性质：

|g(t, y)− f(t, y)| ≤ |g(t, y)− g̃(t, y)|+ |g̃(t, y)− f(t, y)|

= |f(t, ỹ(t))− g̃(t, ỹ(t))|+ 1

2
ϵ

≤ ϵ

第二条满足；由|f | ≤ M第一条满足；注意g(t, y)的表达式中，只有第一项

是与y有关的，后两项中的ỹ是取定的解，因此g关于y是Lipschitz的，第三

条满足；第四条是因为g(t, ỹ(t)) = f(t, ỹ(t)) = dỹ
dt
.命题证毕.
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回到原题，设y0, y1 ∈ Σ使得y0(c) ∈ S0, y1(c) ∈ S1，由上述命题，∀ϵ >

0,∃g0, g1是上述命题中ỹ(t)取成y0, y1得到的g.令gθ = θg0 + (1 − θ)g1, θ ∈
[0, 1].考虑 

dy
dt

= gθ(t, y)

y(t0) = y0

由gθ关于y是Lipschitz的，上述初值问题有唯一解yθ(t). 因为|gθ| ≤ (M + ϵ)，

故yθ是有界的:|yθ(t) − y0| ≤ (M + ϵ)a.可以证明当θ → θ0时，yθ一致收敛

到yθ0 .（为什么？你需要用到哪些条件？）

于是yθ(c)关于θ连续，那么e(yθ(c))也关于θ连续。注意到y0(c) ∈ S0, y1(c) ∈
S1，那么e(yθ(c))在两个端点是异号的，由零点存在定理，存在η ∈ (0, 1)使

得e(yη(c)) = 0.y0, y1取定，η只与ϵ有关.

取ϵ = 1
n
，对应η = η( 1

n
).令gn(t, y) = gη( 1

n )(t, y),设初值问题
dy
dt

= gn(t, y)

y(t0) = y0

的唯一解是yn(t).那么e(yn(c)) = 0.

令n → 0，可以证明yn有子列一致收敛到某个y且y是原初值问题的解，且e(y(c)) =

0.即e在Sc中有零点，矛盾.

注记：如果yn的存在区间一致很小，比如只能到α−C，那么当c > α−C时

会出问题，最后收敛到的函数在c处没有定义。但是可以验证这里yn的存在

区间右端点的极限是t0 + α，所以y是可以定义在[t0, t0 + α]上的。
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