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第 1章 基础内容

1.1 习题讲解

1.1.1 作业部分

作业部分针对于波动方程与热方程的作业.
� 练习 1.1(P208 T24) 试问：半无界问题

utt − uxx + ut + ux = 0, (x, t) ∈ R+ ×R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

ut(x, 0) = ψ(x), x ⩾ 0,

u(0, t) = 0, t ⩾ 0

能否直接用对称开拓法求解，并尝试用特征线法求解此半无界问题.
解

1. 首先回忆一维半无界问题的对称开拓法.课程中我们的对称开拓法是考察波动方程

utt − uxx = f(x, t), (x, t) ∈ R+ ×R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

ut(x, 0) = ψ(x), x ⩾ 0,

u(0, t) = g(t), t ⩾ 0

的解.
若 g(t) ≡ 0，考虑对于方程的奇延拓.根据 D’Alembert公式，当 φ,ψ, f(x, t)均为关于 x的奇（偶）

函数时，方程的解 u(x, t)为关于 x的奇（偶）函数.奇函数在 0处的取值为 0，恰好满足边值条
件.那么将延拓后一维无界问题的解限制在正半轴上面即可得到一维半无界问题的解.
若 g(t) ̸≡ 0，考虑 v(x, t) = u(x, t)− g(t)，则方程可以化简为零边值问题.
对于第二类边值问题，

utt − uxx = f(x, t), (x, t) ∈ R+ ×R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

ut(x, 0) = ψ(x), x ⩾ 0,

ux(0, t) = g(t), t ⩾ 0

若 g(t) ≡ 0，考虑对于方程的偶延拓.奇偶延拓的选取取决于解在 x=0处的性质！
若 g(t) ̸≡ 0，同样考虑将边值化零.令 u(x, t) = xg(t) + v(x, t)，则 vx(x, t) = 0，再利用偶延拓得

到 v(x, t)，进一步得到 u(x, t).
观察以上两个问题，利用对称开拓法求解时，我们要利用一维无界问题的解，意味着解分别限制

在正负半轴均为无界问题的解！

事实上，以上的过程我们只是对于方程给出了形式解.自然的考虑是解 u(x, t) ∈ C2，因此只有在

初边值满足一定条件的时候该问题才具有较好正则性的解，即提出了“相容性条件”，满足了相

容性条件才意味着得到了该初边值问题的解.不过波方程在这门课里面我们不是特别关注他的正
则性，一般可微性都是足够好的，一般题目大多也会特别说明，这门课唯一需要指出的光滑性就



1.1 习题讲解

是调和函数是光滑的，涉及到其高阶导数必须要单独光滑性，前年有一个问题就是没指出调和函

数光滑的都扣了 5分.
2. 其次回忆特征线法.课程中我们只是利用特征线法解决了一阶偏微分方程的解.即考虑问题：

∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
+ b(x, t)u = f(x, t),

u(x, 0) = φ(x)

令 x = x(t), U(t) = u(x(t), t)，则
dU

dt
= ut + uxx

′(t).

若 x′(t) = a(x(t), t)，则
dU

dt
+ b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t).

令 x(0) = c, U(0) = u(x(0), 0) = φ(c)，则实现了一阶偏微分方程向两个 ode的转化：
dx

dt
= a(x(t), t),

x(0) = c.
dU

dt
+ b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t),

U(0) = u(x(0), 0) = φ(c).

这里需要注意的是特征线法的几何意义，我们只考虑需要在后面用到的如下方程：
∂u

∂t
− a

∂u

∂x
= f(x, t),

u(x, 0) = φ(x)

将其用特征线法转化为 
dx

dt
= −a,

x(0) = c.
dU

dt
= f(x(t), t),

U(0) = u(x(0), 0) = φ(c).

进而

x(t) = −at+ c,

dU

dt
= f(−at+ c, t),

U(t) = φ(c) +

ˆ t

0
f(−aτ + c, τ)dτ,

u(x, t) = φ(x+ at) +

ˆ t

0
f(x+ a(t− τ), τ)dτ.

我们可以从几何的角度考虑这个问题：在特征线上对时间进行积分可以得到一阶偏微分方程的

解.请参考群里发的笔记来理解这件事.
3. 回到本题.
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1.1 习题讲解

(a). 根据初值条件可知需要做奇延拓，但是 v(x, t) = −u(−x, t)满足方程

vtt − vxx − vt + vx = 0.

v(x, t)与 u(x, t)满足的方程不同，而 v(x, t)为对称开拓后限制在负半轴上的解，因此不能

用对称开拓法求解问题.
(b). 原方程等价于

(
∂

∂t
− ∂

∂x
+ 1)(

∂

∂t
+

∂

∂x
)u = 0.

令

v(x, t) = (
∂

∂t
+

∂

∂x
)u(x, t),

则其满足方程 vt − vx + v = 0,

v(x, 0) = ψ(x) + φ′(x).

利用特征线法求解该方程：令 x(0) = c, V (0) = v(x(0), 0) = ψ(c) + φ′(c)，则实现了一阶偏

微分方程向两个 ode的转化： 
dx

dt
= −1,

x(0) = c.
dV

dt
+ V = 0,

V (0) = v(x(0), 0) = ψ(c) + φ′(c).

可解得

v(x, t) = e−t(ψ(x+ t) + φ′(x+ t))

u(x, t)满足的方程为： 

ut + ux = e−t(ψ(x+ t) + φ′(x+ t)),

u(x, 0) = φ(x),

ut(x, 0) = ψ(x),

u(0, t) = 0.

该方程的特征线为 x(t) = t+ c，注意到，x与 t的大小关系决定了特征线与 R+ × R+的交

点位置.如下图所示.
因此 x ⩾ t时，方程的解为

u(x, t) = φ(x− t) +

ˆ t

0
e−τ (ψ(x− t+ 2τ) + φ′(x− t+ 2τ))dτ.

x < t时，方程的解为

u(x, t) =

ˆ t

t−x
e−τ (ψ(x− t+ 2τ) + φ′(x− t+ 2τ))dτ.
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1.1 习题讲解

图 1.1: x, t的关系对交点位置的影响

化简后得到方程的解为

u(x, t) =


φ(x− t) +

1

2
e

x−t
2

ˆ x+t

x−t
e−

ξ
2 (ψ(ξ) + φ′(ξ))dξ, x ⩾ t,

1

2
e

x−t
2

ˆ t+x

t−x
e−

ξ
2 (ψ(ξ) + φ′(ξ))dξ, x < t.

注
1. 完成方程的求解不要求提出相容性原理，只需要给出解的表达式即可.
2. 关于赋值与求导的顺序：自然不允许先对 x赋值再对 x求导. 以下的过程是有问题的：

(
∂

∂t
+

∂

∂x
)(
∂

∂t
− ∂

∂x
+ 1)u = 0.

令 v(x, t) = (
∂

∂t
− ∂

∂x
+ 1)u，则 v(0, t) = ut(0, t)− ux(0, t) + u(0, t) =0-0+0=0.

� 练习 1.2(P209 T27) 求解问题
utt − uxx = 0, 0 < x < t,

u|x=t = φ(t), t ⩾ 0,

ux|x=0 = ψ(t), t ⩾ 0.

如果 φ(t),ψ(t)都在 [0, a](a > 0)上给定，试指出此定解条件的决定区域.
解根据 D’Alembert公式，设该方程的解为 u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t).则

φ(t) = u(t, t) = F (2t) +G(0).

ψ(t) = ux(0, t) = F ′(t) +G′(−t).

则

F (t) = φ(
t

2
)−G(0).

ˆ t

0
ψ(ξ)dξ + C = F (t)−G(−t).

则

G(t) = F (−t)−
ˆ −t

0
ψ(ξ)dξ − C.

故

u(x, t) = φ(
x+ t

2
)−G(0) + φ(

t− x

2
)−G(0)−

ˆ t−x

0
ψ(ξ)dξ − C.
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1.1 习题讲解

进一步求解 C，在 G(t)的表达式中令 t = 0，则

2G(0) = φ(0)− C.

因此方程的解为

u(x, t) = φ(
x+ t

2
) + φ(

t− x

2
)−
ˆ t−x

0
ψ(ξ)dξ − φ(0).

由于 φ(t), ψ(t)在 [0, a](a > 0)上给定，此定解条件的决定区域为0 ⩽ x+ t ⩽ 2a,

0 ⩽ t− x ⩽ a.

注
1. 这里根据 D’Alembert公式可以考虑为一维无界问题解的一种预设，我们的想法就是利用已知的
初值求解预设表达式中的 F 和 G，最终的求解结果应该只含 φ与 ψ.

2. 这里回顾决定区域、影响区域等名词的意义.
3. 本题还可以利用特征线的办法进行求解.令 v = ut + ux，则满足：vt − vx = 0,

v|x=t = ut|x=t + ux|x=t = ut(t, t) + ux(t, t) = φ′(t).

特征线为 x(t) = −t+ c，利用特征线法求解可得

v(x, t) = φ′(
x+ t

2
).

这里可以利用如下的技巧：

图 1.2: 求解初值线与特征线交点

则 u(x, t)满足方程 
ut + ux = φ′(

x+ t

2
),

u|x=t = φ(t),

ux|x=0 = ψ(t).

可以注意到这里 x = t与特征线平行，无交点，也是无法通过前两个表达式决定方程的解的原因.
现在缺的是一条“初值线”，我们只能利用第三个表达式：

(ut + ux)(0, t) = φ′(
t

2
).

则
du(0, t)

dt
= φ′(

t

2
)− ψ(t).

5



1.1 习题讲解

故

u(0, t) = u(0, 0) +

ˆ t

0
(φ′(

τ

2
)− ψ(τ))dτ = 2φ(

t

2
)− φ(0)−

ˆ t

0
ψ(τ)dτ.

得到“初值线”后我们再利用特征线法可解得

u(x, t) = 2φ(
t− x

2
)− φ(0)−

ˆ t−x

0
ψ(τ)dτ +

ˆ t

t−x
φ′(

2τ − t+ x

2
)dτ.

化简后与我们之前得到的结论相同.
� 练习 1.3(P213 T40(2)) 用分离变量法求解混合问题：

utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = x(x− 2l), ut(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l,

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ⩾ 0.

解设 u(x, t) = X(x)T (t)，则 X(x)T ′′(t)−X ′′(x)T (t) = 0.令
X ′′(x)

X(x)
=
T ′′(t)

T (t)
= −λ.

因此

X ′′(x) + λX(x) = 0,

T ′′(t) + λT (t) = 0.

根据边值有

u(0, t) = X(0)T (t) = 0,

ux(l, t) = X ′(l)T (t) = 0.

因此考察对于 x的 S − L边值问题： 
X ′′(x) + λX(x) = 0,

X(0) = 0,

X ′(l) = 0.

存在解 X(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

根据初值有 X(0) = c1 = 0,

X ′(l) = c2
√
λ cos

√
λl = 0.

因此具有特征值 λn = ( (2n+1)π
2l )2，对应特征函数为 Xn(x) = sin( (2n+1)π

2l x).
考察 Tn(t)满足的方程

T ′′
n (t) + λnTn(t) = 0.

具有解的形式：

Tn(t) = an cos(
(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t).

令

u(x, t) =

∞∑
n=0

Xn(x)Tn(t) =

∞∑
n=0

sin(
(2n+ 1)π

2l
x)[an cos(

(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t)].
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1.1 习题讲解

根据初值有： 
u(x, 0) =

∞∑
n=0

an sin(
(2n+ 1)π

2l
x) = x(x− 2l),

ut(x, 0) =
∞∑
n=0

bn
(2n+ 1)π

2l
sin(

(2n+ 1)π

2l
x) = 0.

因此 
an =

´ l
0 [x(x− 2l) sin( (2n+1)π

2l x)]dx´ l
0 [sin(

(2n+1)π
2l x)]2dx

= − 32l2

(2n+ 1)3π3
,

bn = 0.

则原方程的解为

u(x, t) =

∞∑
n=0

− 32l2

(2n+ 1)3π3
sin(

(2n+ 1)π

2l
x) cos(

(2n+ 1)π

2l
t).

� 练习 1.4(P214 T41(3)) 用分离变量法求解混合问题：
utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) =
Ax2

l2
, ut(x, 0) = 0 0 ⩽ x ⩽ l,

ux(0, t) = 0, u(l, t) = A t ⩾ 0.

解首先将边值零化.考虑
v(x, t) = u(x, t)−A.

则 v(x, t)满足方程 
vtt − vxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

v(x, 0) =
Ax2

l2
−A, vt(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l,

vx(0, t) = 0, v(l, t) = 0, t ⩾ 0.

设 v(x, t) = X(x)T (t)，则 X(x)T ′′(t)−X ′′(x)T (t) = 0.令
X ′′(x)

X(x)
=
T ′′(t)

T (t)
= −λ.

因此

X ′′(x) + λX(x) = 0,

T ′′(t) + λT (t) = 0.

根据边值有

vx(0, t) = X ′(0)T (t) = 0,

v(l, t) = X(l)T (t) = 0.

因此考察对于 x的 S − L边值问题： 
X ′′(x) + λX(x) = 0,

X ′(0) = 0,

X(l) = 0.
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1.1 习题讲解

存在解 X(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

根据初值有 X
′(0) = c2

√
λ = 0,

X(l) = c1 cos
√
λl = 0.

因此具有特征值 λn = ( (2n+1)π
2l )2，对应特征函数为 Xn(x) = cos( (2n+1)π

2l x).
考察 Tn(t)满足的方程

T ′′
n (t) + λnTn(t) = 0.

具有解的形式：

Tn(t) = an cos(
(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t).

令

v(x, t) =

∞∑
n=0

Xn(x)Tn(t) =
∞∑
n=0

cos(
(2n+ 1)π

2l
x)[an cos(

(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t)].

根据初值有： 
v(x, 0) =

∞∑
n=0

an cos(
(2n+ 1)π

2l
x) =

Ax2

l2
−A,

vt(x, 0) =
∞∑
n=0

bn
(2n+ 1)π

2l
cos(

(2n+ 1)π

2l
x) = 0.

因此 
an =

´ l
0 [(

Ax2

l2
−A) cos( (2n+1)π

2l x)]dx´ l
0 [cos(

(2n+1)π
2l x)]2dx

= − (−1)n32A

(2n+ 1)3π3
,

bn = 0.

则原方程的解为

u(x, t) =
∞∑
n=0

− (−1)n32A

(2n+ 1)3π3
cos(

(2n+ 1)π

2l
x) cos(

(2n+ 1)π

2l
t) +A.

� 练习 1.5(P139 T18(4)) 用分离变量法求解混合问题：
ut − uxx = 0, 0 < x < π, t > 0,

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ π,

ux(0, t) = A1t, ux(π, t) = A2t, t ⩾ 0.

解首先将边值零化.考虑
v = u− (

1

2

A2t−A1t

π
x2 +A1tx).

则 v(x, t)满足方程
vt − vxx = −A2 −A1

2π
x2 −A1x+

A2t−A1t

π
:= f(x, t), 0 < x < π, t > 0,

v(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ π,

vx(0, t) = 0, vx(l, t) = 0, t ⩾ 0.

设 v(x, t) = X(x)T (t)，考虑：

X ′′(x) + λX(x) = 0.
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1.1 习题讲解

根据边值有

vx(0, t) = X ′(0)T (t) = 0,

vx(π, t) = X ′(π)T (t) = 0.

因此考察对于 x的 S − L边值问题： 
X ′′(x) + λX(x) = 0,

X ′(0) = 0,

X ′(π) = 0.

存在解 X(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

根据初值有 X
′(0) = c2

√
λ = 0,

X ′(π) = −c1
√
λ sin

√
λπ = 0.

因此具有特征值 λn = n2，对应特征函数为 Xn(x) = cos(nx).这里 λ可以为 0，0对应特征函数为 1.
考察 Tn(t)满足的方程：

令

v(x, t) =
∞∑
n=0

Xn(x)Tn(t).

则

vt − vxx =
∞∑
n=0

Xn(x)T
′
n(t)−X ′′

n(x)T (t)

=

∞∑
n=0

[T ′
n(t) + λnTn(t)]Xn(x)

= f(x, t)

=
∞∑
n=0

fn(t)Xn(x).

因此 Tn(t)满足方程： T
′
n(t) + n2Tn(t) = fn(t),

Tn(0) = 0.

其中 fn(t)满足：

fn(t) =

´ π
0 cos(nπ)f(x, t)dx´ π

0 cos2(nπ)dx
.

进一步，

f0(t) =
A2 −A1

π
t− π

3
A1 −

π

6
A2,

fn(t) =
2[A1 − (−1)nA2]

n2π
, n ⩾ 1

可解得

T0(t) =
A2 −A1

2π
t2 − π

3
A1t−

π

6
A2t,
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1.1 习题讲解

Tn(t) =
2[A1 − (−1)nA2]

n4π
(1− e−n2t), n ⩾ 1.

则原方程的解为

u(x, t) =
A2 −A1

2π
t2− π

3
A1t−

π

6
A2t+

∞∑
n=1

[
2[A1 − (−1)nA2]

n4π
(1−e−n2t)] cos(nx)+

1

2

A2t−A1t

π
x2+A1tx.

注需要注意的是边值的零化处理.对于不同类型的边值，我们有不同的零化处理（当然正确的处理是
有很多的，这里只是列举了容易想到的）：

1. u(0, t) = g1(t)，u(l, t) = g2(t)，则令

v = u− l − x

l
g1(t)−

x

l
g2(t).

2. ux(0, t) = g1(t),u(l, t) = g2(t)，则令

v = u− (x− l)g1(t)− g2(t).

3. ux(0, t) = g1(t), ux(l, t) = g2(t)，则令

v = u− (
1

2

g2 − g1
l

x2 + g1x).

经过商量，考试的时候请尽可能算到底！老师不会出很复杂的积分，如果根据自己的判断积分是很复

杂的，如上面这三个题，不算下去也不会损失什么分数.但是如果较为简单，请尽可能算到底（不过不
算到底也只会占一点点结果分，看自己斟酌？）.

� 练习 1.6(P211 T34) 利用能量不等式证明一维波动方程在给定边值条件下的混合问题解的唯一性.

1.


utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l,

ux|x=0 = g1(t), ux|x=l = g2(t), t ⩾ 0.

2.


utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l,

− ux + αu|x=0 = g1(t), ux + βu|x=l = g2(t), t ⩾ 0.

其中 α与 β 为正的常数.
证明

1. 首先来回顾“能量估计”是什么.我们更强调能量估计是一种解决问题的手段，而不仅仅特指某
一个不等式.课程里面最重要的应用是解决边值问题解的唯一性问题.即考虑波动方程utt −∆u = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

在不同给定零边值下只有零解.
(a). 第一类边值问题：即 u|∂Ω = 0, t > 0.

第二类边值问题：即
∂u

∂n
|∂Ω = 0, t > 0.

令

E(t) =
1

2

ˆ
Ω
u2t + |∇u|2dx,

则
dE

dt
=

ˆ
Ω
div(ut∇u)dx

10



1.1 习题讲解

=

ˆ
∂Ω
ut∇u · ndS

=

ˆ
∂Ω
ut
∂u

∂n
dS

在给定零边值条件下右端项均为 0，表明 E(t) = E(0) = 0，这迫使 ut 与 uxi 均为 0，再根
据初值知 u ≡ 0.
考试过程中请使用完整的推导，请不要直接得出这一个等式！

(b). 第三类边值问题：即 −ux + αu|x=0 = 0, ux + βu|x=l = 0, t ⩾ 0.

令

E(t) =
1

2

ˆ l

0
(u2t + u2x)dx+

1

2
[αu2(0, t) + βu2(l, t)].

则
dE

dt
=

ˆ l

0
(ututt + uxuxt)dx+ αu(0, t)ut(0, t) + βu(l, t)ut(l, t)

=

ˆ l

0
(ututt − utuxx)dx+ uxut|x=l

x=0 + αu(0, t)ut(0, t) + βu(l, t)ut(l, t)

= [ux(l, t) + βu(l, t)]ut(l, t) + [−ux(0, t) + αu(0, t)]ut(0, t)

= 0.

表明 E(t) = E(0) = 0，这迫使 ut与 ux均为 0，再根据初值知 u ≡ 0.
2. 除了解的唯一性以外，我们还利用能量估计的手段研究了稳定性.

� 练习 1.7(P136 T3(2)) 求函数的逆变换：
F (λ) = e(−a2λ2+ibλ+c)t.

其中 t > 0为参数，a ∈ R+，b, c ∈ R为常数.
解注意到

−a2λ2 + ibλ+ c = −a2(λ− ib

2a2
)2 +

4a2c− b2

4a2
.

则

F (λ)−1 = e(
4a2c−b2

4a2
)t · (e−a2t(λ− ib

2a2
)2)−1.

可视作先伸缩后平移，因此

(e−a2tλ2
)−1 =

1

a

√
π

t
e

−π2x2

a2t .

(e−a2t(λ− ib
2a2

)2)−1 =
1

a

√
π

t
e

−π2x2

a2t e2πi
ib
2a2

x.

故

F (λ)−1 =
1

a

√
π

t
· exp(−π

2x2

a2t
− πbx

a2
+ (c− b2

4a2
)t).

注
1. 这里建议用以上办法去做，有部分同学用到了复积分，但并没有说清楚.
2. 如果考试中需要计算变换与逆变换，请按照老师所给的定义（去年卷子上给出了，和课本会差一
个常数）；如果是让解方程，自然以结果为准.

� 练习 1.8(P136 T4(1)) 利用 Fourier变换法求解问题：
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1.1 习题讲解ut − a2uxx + bux + cu = f(x, t), (x, t) ∈ R2
+,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,

其中 a ∈ R+，b, c ∈ R为常数.
解关于方程对 x做 Fourier变换可得ût(ξ, t) + 4a2π2û(ξ, t) + 2bπiû(ξ, t) + cû(ξ, t) = f̂(ξ, t)

û(ξ, 0) = φ̂(ξ),

为关于 t的一阶线性方程，解得

û(ξ, t) = φ̂(ξ)e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)t +

ˆ t

0
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)ds.

类似上一习题的过程，可求得

(e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)t)−1 =
1

2aπ

√
π

t
· exp(−π

2x2

4a2π2t
− −2bπ2x

4a2π2
+ (−c− 4b2π2

16a2π2
)t).

可化简为

(e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)t)−1 =
1

2a
√
πt

· exp(−x
2

4a2t
+

bx

2a2
+ (−c− b2

4a2
)t) =: F (x, t).

而

{
ˆ t

0
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)ds}−1 =

ˆ
R

ˆ t

0
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)dse2πiξdξ

=

ˆ t

0
ds

ˆ
R
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)e2πiξdξ

=

ˆ t

0
{e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)}−1ds

=

ˆ t

0

ˆ
R
f(x− y, s)F (y, t− s)dyds.

因此

u(x, t) =

ˆ
R
φ(y)F (x− y, t)dy +

ˆ t

0

ˆ
R
f(x− y, s)F (y, t− s)dyds.

注如此恶心的计算自然在考试中不会出现，但是需要掌握使用 Fourier变换计算的方法.
� 练习 1.9(P141 T25) 若 v ∈ C2,1(ΩT )满足：

vt − a2∆v ⩽ 0, (x, t) ∈ ΩT ,

称 v在 ΩT 上是热方程的下解，其中 ΩT = Ω× (0, T ]，a > 0为常数.
1. 证明：

max
Ω̄T

v(x, t) = max
∂pΩT

v(x, t).

2. 设 ϕ : R → R是光滑凸函数且 u在 ΩT 上满足热方程.证明：v = ϕ(u)在 ΩT 上是热方程的下解.
3. 设 u在 ΩT 上满足热方程.证明：v = a2|∇u|2 + u2t 在 ΩT 上是热方程的下解.

证明
1. 根据热方程的极值原理即得.（根据课上定理的证明直接将 uxx 换为 ∆u即可，为 Hesse矩阵的

迹.)
2. 直接验算即可.u满足

ut − a2∆u = 0.

12



1.1 习题讲解

则

vt − a2∆v = φ′(u)ut − a2ϕ′′(u)|∇u|2 − a2φ′(u)∆u = −a2ϕ′′(u)|∇u|2 ⩽ 0.

即 v为下解.
3. 同样直接验算即可.

vt − a2∆v = 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2∆(a2|∇u|2 + u2t )

= 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2(2a2∇u · ∇uxi + 2ututxi)xi

= 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2(2a2|∇uxi |2 + 2a2∇u · ∇uxixi + 2u2txi
+ 2ututxixi)

= 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2(2a2|∇uxi |2 + 2a2∇u · ∇uxixi + 2|∇ut|2 + 2ut∆ut)

⩽ 2a2∇u · ∇(ut − a2∆u) + 2ut(ut − a2∆u)t

= 0.

其中不等式的放缩放掉了括号内的第一项和第三项.
注一个很无聊的计算题，如果对于算子的运算不够熟悉，展开之后考虑求和本身也不困难，不一定必
须拿算子计算.

� 练习 1.10(P141 T26) 规定记号：QT = {(x, t)
∣∣0 < x < l, 0 < t ⩽ T}，Γ = ∂pQT 为抛物边界. 假设

u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(Q̄T )是热方程

ut − uxx = u, (x, t) ∈ QT

的非负解.假设存在正数M > 0，使得

u|Γ ⩽M.

证明：

u(x, t) ⩽Met, (x, t) ∈ Q̄T .

证明 设 ω = e−tu，则满足方程：

ωt − ωxx = e−t(ut − u− uxx) = 0.

由热方程的极值原理知，

max
Q̄T

ω ⩽ max
Γ

ω ⩽M.

故

u(x, t) ⩽Met, (x, t) ∈ Q̄T .

1.1.2 补充习题

例题 1.1(赵班.20final) 考察如下问题：
∂2t u− ∂2xu = −2b∂tu+ g(x, t), 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ⩾ 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l.

其中 b > 0为常数.请用能量方法证明解的唯一性.
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1.1 习题讲解

证明 设 u1, u2均为题设初边值问题的解,令 w = u1 − u2,则 w满足初边值问题
∂2tw − ∂2xw = −2b∂tw, 0 < x < l, t > 0

w(0, t) = w(l, t) = 0, t ⩾ 0

w(x, 0) = wt(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l

定义能量函数

E(t) =
1

2

ˆ l

0
(w2

t + w2
x)dx.

则有
dE

dt
=

ˆ l

0
(wtwtt + wxwtx)dx =

ˆ l

0
wt(wtt − wxx)dx+ wxwt

∣∣∣∣l
0

= −2b

ˆ l

0
w2
t dx ⩽ 0.

由此可得 0 ⩽ E(t) ⩽ E(0) = 0, ∀t ⩾ 0.
所以 E(t) ≡ 0 ⇒ wt ≡ wx ≡ 0 ⇒ w恒为常数.
结合初边值可得 w恒为零. 所以 u1 ≡ u2,即解是唯一的.

例题 1.2(能量估计手段，P215 T47) 考虑混合问题：
utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l,

ux|x=0 = 0, (ux + u)|x=l = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,

其中 a为常数.尝试推导能量不等式.
证明 我们还是利用基本的能量估计流程去做，再根据边值条件进行一些变化.

ututt − a2utuxx = f(x, t).

两边从 0到 l开始积分，有ˆ l

0
[
1

2
u2t +

a2

2
u2x]dx− a2

ˆ l

0
(utux)xdx =

ˆ l

0
futdx.

故
d

dt

ˆ l

0
[
1

2
u2t +

a2

2
u2x]dx = a2utux|l0 +

ˆ l

0
futdx

= a2[ux(l, t)ut(l, t)− ux(0, t)ut(0, t)] +

ˆ l

0
futdx

= −a2u(l, t)ut(l, t)− 0 +

ˆ l

0
futdx

= −a
2

2
(u(l, t)2)t +

ˆ l

0
futdx.

将含有对 t导数的项全部移至左边，则定义

E(t) =

ˆ l

0
[
1

2
u2t +

a2

2
u2x]dx+

a2

2
u(l, t)2.

因此
d

dt
E(t) =

ˆ l

0
futdx ⩽ 1

2

ˆ l

0
f2dx+

1

2

ˆ l

0
u2tdx ⩽ E(t) +

1

2

ˆ l

0
f2dx.

[e−tE(t)]′ ⩽ e−t 1

2

ˆ l

0
f2dx.
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1.1 习题讲解

E(t) ⩽ et[E(0) +
1

2

ˆ t

0
e−s

ˆ l

0
f2dxds] ⩽ et[E(0) +

1

2

ˆ t

0

ˆ l

0
f2dxds].

其中

E(0) =

ˆ l

0
[
1

2
ut(x, 0)

2 +
a2

2
ux(x, 0)

2]dx+
a2

2
u(l, 0)2

=

ˆ l

0
[
1

2
ψ(x)2 +

a2

2
φ′(x)2]dx+

a2

2
φ′(l)2.

因此可产生估计

E(t) ⩽ CT [

ˆ l

0
[
1

2
ψ(x)2 +

a2

2
φ′(x)2]dx+

a2

2
φ′(l)2 +

ˆ
QT

f2].

例题 1.3考虑 Klein-Gordon方程 utt − c2∆u+m2u = 0(m > 0).
1. 指出该方程的能量并证明它是常数.
2. 证明该方程具有有限传播速度,即方程在 (x0, t0)处的解完全由初值在球域 {x ∈ R3 : |x − x0| ⩽
ct0}上的取值决定.

证明 本题所有函数均紧支.
1. 该方程的能量函数为

E(t) =
1

2

ˆ
R3

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dx.

求导可得
dE

dt
=

ˆ
R3

(ututt + c2∇u · ∇(ut) +m2uut)dx

=

ˆ
R3

ut(utt − c2∆u+m2u)dx = 0.

2. 只需证明: 若方程的初值在球域 B(x0, ct0) 内恒为零, 则 u(x0, t0) = 0. 考虑特征锥 C(x0, t0) =

{(x, t) : 0 ⩽ t ⩽ t0, |x− x0| ⩽ c(t0 − t)},并考虑特征锥截面上的能量函数

e(t) =
1

2

ˆ
B(x0,c(t0−t))

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dx.

求导可得

de

dt
=

1

2

d

dt

ˆ c(t0−t)

0

(ˆ
S(x0,τ)

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dS

)
dτ

=

ˆ
B(x0,c(t0−t))

(ututt − c2∇u · ∇(ut) +m2uut)dx− c

2

ˆ
S(x0,c(t0−t))

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dS

=

ˆ
B(x0,c(t0−t))

(ut(utt − c2∆u+m2u))dx− c

2

ˆ
S(x0,c(t0−t))

(
u2t + c2|∇u|2 − 2cut

∂u

∂ν
+m2u2

)
dS

= − c
2

ˆ
S(x0,c(t0−t))

(
u2t + c2|∇u|2 − 2cut

∂u

∂ν
+m2u2

)
dS.

由 Cauchy不等式可得∣∣∣∣2cut∂u∂ν
∣∣∣∣ = |2cut(∇u · ν)| ⩽ 2|ut| · c|∇u| ⩽ u2t + c2|∇u|2.

综上可得 de
dt ⩽ 0. 结合特征锥底面初值为零可得 e(0) = 0,所以 e(t) ≡ 0, ∀t ⩾ 0. 进而在整个特征

锥内都有 ut ≡ 0,∇u ≡ 0 ⇒ u为常数,结合初值可得 u恒为零. 所以在特征锥顶 (x0, t0)处 u自然

也为零.
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