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10.2.2 设有界集B ⊂ R2且B′是零面积集，求证B也是零面积集。

解. 因为B′是零面积集，所以对任意的ϵ > 0,存在有限个开矩形I1, I2, · · · , Im使得B′ ⊂
m⋃
i=1

Ii,并

且

m∑
i=1

σ(Ii) < ϵ/2.于是B \
m⋃
i=1

Ii是一个有限集，否则由聚点定理知它与B′有交集，矛盾！于是可作

有限个开矩形Im+1, Im+2, · · · , Im+k使得B\
m⋃
i=1

Ii ⊂
m+k⋃

i=m+1

Ii,且
m+k∑

i=m+1

σ(Ii) < ϵ/2.因此B ⊂
m+k⋃
i=1

Ii,并

且

m+k∑
i=1

σ(Ii) < ϵ,所以B是零面积集。

10.2.4 闭矩形J ⊂ I,f在I上可积，求证f在J上也可积。

解. J ⊂ I,故若x是f在J上的间断点，则x也是f在I上的间断点，即DJ(f) ⊂ DI(f).

f在I上可积，则f有界且DI(f)零测，故DJ(f)零测，因而f在J上可积。

10.2.5 I上可积函数f > 0,求证

∫
I

fdσ > 0.

解. f可积，故f有界且D(f)零测，取x0 ∈ I\D(f),则f(x0) > 0且x0是连续点，故存在x0的邻

域U0 ⊂ I,当x ∈ U0时，有f(x) > f(x0)/2.则∫
I

fdσ ≥
∫
U0

fdσ ≥ 1

2
f(x0)σ(U0) > 0.

10.2.6 I = [0, 1]2, f(x, y) =


sin

1

xy
, x ̸= 0 且 y ̸= 0

0, x = 0 or y = 0
的可积性。

解. lim
x→0

sin
1

xy
和lim

y→0
sin

1

xy
不存在，在x ̸= 0 且 y ̸= 0时均为连续函数，故D(f) = {0}×[0, 1]∪

[0, 1]× {0}为R2中的零测集，又f有界，故f在I上可积。

10.2.7 I有界矩形，B = {p1, · · · ,pn, · · · } ⊂ I,函数f(p) =

0, p /∈ B
1

n
, p = pn

的可积性。

解. f有界，且D(f) = B零测，故f在I上可积。
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10.2.8 f, g在I上可积，则fg可积，
f

g
在g ̸= 0且有界时可积。

解. f, g在I上可积,则f, g在I上有界，则fg在I上有界。

若f, g连续，则fg连续，当g ̸= 0时
f

g
连续，因此

D(fg) ⊂ D(f) ∪D(g)

D
(f
g

)
⊂ D(f) ∪D(g) if g ̸= 0

因此fg可积，
f

g
在g ̸= 0且有界时可积。

10.3.1 计算积分。

(1)

∫∫
I

x2

1 + y2
dxdy, I = [0, 1]2;

(2)

∫∫
I

x cosxydxdy, I = [0,
π

2
]× [0, 1];

(3)

∫∫
I

sin(x+ y)dxdy, I = [0, π]2.

解.

(1)

∫∫
I

x2

1 + y2
dxdy =

∫ 1

0

x2dx

∫ 1

0

1

y2 + 1
dy

=
1

3
arctan y

∣∣∣1
0
=

π

12
.

(2)

∫∫
I

x cosxydxdy =

∫ π
2

0

∫ 1

0

x cosxydydx

=

∫ π
2

0

sinxdx = 1.

(3)

∫∫
I

sin(x+ y)dxdy =

∫ π

0

∫ π

0

sin(x+ y)dxdy

=

∫ π

0

cos y − cos(y + π)dy

= 2

∫ π

0

cos ydy = 0.

10.3.2 f在I = [a, b]× [c, d]上有连续的二阶导，计算

∫∫
I

∂2

∂x∂y
f(x, y)dxdy.

解. ∫∫
I

∂2

∂x∂y
f(x, y)dxdy =

∫ d

c

∫ b

a

∂

∂x

∂

∂y
f(x, y)dxdy

=

∫ d

c

∂

∂y
f(b, y)− ∂

∂y
f(a, y)dy

= f(b, d)− f(b, c)− f(a, d) + f(a, c).

2



10.3.3 计算

∫
I

fdσ, I = [0, 1]2.

(1) f(x, y) =

1, y ≤ x2

0, y > x2
; (2) f(x, y) =

x+ y, x2 ≤ y ≤ 2x2

0, else
.

解.

(1)

∫
I

fdσ =

∫ 1

0

∫ x2

0

1dydx =

∫ 1

0

x2dx =
1

3
.

(2)

∫
I

fdσ =

∫ √
2

2

0

∫ 2x2

x2

(x+ y)dydx+

∫ 1

√
2

2

∫ 1

x2

(x+ y)dydx

=

∫ √
2

2

0

(x3 +
3

2
x4)dx+

∫ 1

√
2

2

(
1

2
+ x− x3 − x4

2
)dx

=
21

40
−

√
2

5
.

10.3.4 利用定理10.3.4的Minkowski不等式，证明：ak ≥ 0, bk ≥ 0, k = 1, 2, · · · , n, p ≥ 1,有( n∑
k=1

(ak + bk)
p
) 1

p

≤
( n∑

k=1

apk

) 1
p

+
( n∑

k=1

bpk

) 1
p

.

解. 令f(x, y) =

ak, 0 ≥ y ≥ 1, k − 1 ≥ x ≥ k

bk, 1 ≥ y ≥ 2, k − 1 ≥ x ≥ k
,代入定理10.3.4中左右两式得

(∫ n

0

(∫ 2

0

f(x, y)dy
)p

) 1
p

=
( n∑

k=1

∫ k

k−1

(ak + bk)
pdx

) 1
p

=
( n∑

k=1

(ak + bk)
pdx

) 1
p

∫ 2

0

(∫ n

0

fp(x, y)dx
) 1

p

dy =

∫ 1

0

( n∑
k=1

∫ k

k−1

apk

) 1
p

dy +

∫ 2

1

( n∑
k=1

∫ k

k−1

bpk

) 1
p

dy

=
( n∑

k=1

apk

) 1
p

+
( n∑

k=1

bpk

) 1
p

.

故 ( n∑
k=1

(ak + bk)
p
) 1

p

≤
( n∑

k=1

apk

) 1
p

+
( n∑

k=1

bpk

) 1
p

.

10.3.5 f, g都在[a, b]上可积，用

∫∫
[a,b]2

(
f(x)g(y)− f(y)g(x)

)2
dxdy ≥ 0证明：

(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

≤
∫ b

a

f(x)2dx

∫ b

a

g(x)2dx.
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解.

0 ≤
∫∫

[a,b]2

(
f(x)g(y)− f(y)g(x)

)2
dxdy

=

∫∫
[a,b]2

(
f(x)g(y)

)2 − 2f(x)f(y)g(x)g(y) +
(
f(y)g(x)

)2
dxdy

=

∫ b

a

f(x)2dx

∫ b

a

g(y)2dy − 2

∫ b

a

f(x)g(x)dx

∫ b

a

f(y)g(y)dy +

∫ b

a

f(y)2dy

∫ b

a

g(x)2dx

= 2

∫ b

a

f(x)2dx

∫ b

a

g(x)2dx− 2
(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

10.4.2 证明：1.96 <

∫∫
|x|+|y|≤10

dxdy

100 + cos2 x+ cos2 y
< 2.

解. E := {(x, y) : |x|+ |y| ≤ 10}, σ(E) = 200,又有
1

102
≤ 1

100 + cos2 x+ cos2 y
≤ 1

100
, 故

1.96 <
200

102
≤

∫∫
|x|+|y|≤10

dxdy

100 + cos2 x+ cos2 y
≤ 200

100
= 2,

由于
1

100 + cos2 x+ cos2 y
的最大值和最小值不是处处取到，因而

1.96 <

∫∫
|x|+|y|≤10

dxdy

100 + cos2 x+ cos2 y
< 2.

10.4.3 B ⊂ R2是有界集，证明B有面积集当且仅当对I◦ ⊃ B的矩形I的任何矩形分割π,均

有 lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅

σ(Ij) = lim
||π||→0

∑
Ij⊂B

σ(Ij).

解. B有面积当且仅当∂B是零面积集。对任何矩形分割π,

lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅

σ(Ij) = lim
||π||→0

∑
Ij⊂B

σ(Ij) + lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅
Ij∩Bc ̸=∅

σ(Ij),

故 lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅

σ(Ij) = lim
||π||→0

∑
Ij⊂B

σ(Ij)当且仅当 lim
||π||→0

∑
Ij∩B ̸=∅
Ij∩Bc ̸=∅

σ(Ij) = 0.由定义可知该式等价于∂B是

零测集，又B是有界集，故∂B是有界闭集，因而∂B是零测集等价于∂B是零面积集。

10.5.1计算下列积分：

(2)

∫∫
D

xy2dxdy, D由y2 = 4x和x = 1围成；

(4)

∫∫
D

|xy|dxdy, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ a2};

(6)

∫∫
D

|cos(x+ y)| dxdy, D = [0, 1]2;
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(7)

∫∫
D

y2dxdy, D由滚轮线x = a(t− sin t),

y = a(1− sin t)
(0 ≤ t ≤ 2π)

与y = 0围成;

(8)

∫∫
D

[x+ y]dxdy, D = [0, 2]2.

解. (2) ∫∫
D

xy2dxdy =

∫ 2

−2

dy

∫ 1

y2

4

xy2dx

=
1

2

∫ 2

−2

y2(1− 1

16
y4)dy

=
32

21
.

(4) ∫∫
D

|xy|dxdy = 4

∫∫
x2+y2≤a2

x,y≥0

xydxdy

= 4

∫ a

0

ydy

∫ √
a2−y2

0

xdx

= 2

∫ a

0

y(a2 − y2)dy

=
1

2
a4.

(6) 记E = {(x, y) ∈ D|x+ y ≤ π
2
} F = {(x, y) ∈ D|x+ y > π

2
},∫∫

D

cos(x+ y)dxdy =

∫∫
E

cos(x+ y)dxdy −
∫∫
F

cos(x+ y)dxdy

=

∫∫
D

| cos(x+ y)|dxdy − 2

∫∫
F

| cos(x+ y)|dxdy

=

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

cos(x+ y)dx− 2

∫ 1

π
2 −1

dx

∫ 1

π
x−x

cos(x+ y)dy

= cos 2 + 2 cos 1 + 3− π.

(7) ∫∫
D

y2dxdy =

∫ 2πa

0

dx

∫ y(x)

0

y2dxdy

=

∫ 2πa

0

1

3
(y(x))3dx

=

∫ 2π

0

1

3
(y(x(t)))3

dx

dt
dt

=

∫ 2π

0

a4

3
(1− cos t)4dt

=
35πa4

12
.
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(8) ∫∫
D

[x+ y]dxdy = 6.

10.5.2改变下列累次积分的次序:

(1)

∫ 1

0

dx

∫ x2

0

f(x, y)dy;

(3)

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

f(x, y)dy;

(5)

∫ 1

−1

dx

∫ 1−x2

−
√
1−x2

f(x, y)dy;

(7)

∫ π

0

dx

∫ cos x

0

f(x, y)dy.

解. (1)

∫ 1

0

dy

∫ 1

√
y

f(x, y)dx;

(3)

∫ 1

0

dy

∫ √
y

y

f(x, y)dx;

(5)

∫ 0

−1

dy

∫ √
1−y2

−
√

1−y2

f(x, y)dx+

∫ 1

0

dy

∫ √
1−y

−
√
1−y

f(x, y)dx;

(7)

∫ 1

0

dy

∫ arccos y

0

f(x, y)dx−
∫ 0

−1

dy

∫ π

arccos y

f(x, y)dx.

10.5.3设f为一元连续函数.求证：∫ a

0

dx

∫ x

0

f(x)f(y)dy =
1

2

(∫ a

0

f(t)dt
)2

.

解. 记 F (x) =
∫ x

0
f(t)dt,∫ a

0

dx

∫ x

0

f(x)f(y)dxdy =

∫ a

0

f(x)dx

∫ x

0

f(y)dy

=

∫ a

0

f(x)F (x)dx

=
1

2
F (a)2

=
1

2

(∫ a

0

f(t)dt
)2

.

10.5.4设f为连续函数.证明：∫ a

0

dx

∫ x

0

f(y)dy =

∫ a

0

(a− t)f(t)dt.

解. ∫ a

0

dx

∫ x

0

f(y)dy =

∫ a

0

f(y)dy

∫ a

y

dx

=

∫ a

0

(a− y)f(y)dy.
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10.5.5设f为连续函数.证明：∫ b

a

dx

∫ x

a

dy

∫ y

a

f(x, y, z)dz =

∫ b

a

dz

∫ b

z

dy

∫ b

y

f(x, y, z)dx.

解. 交换积分顺序即得∫ b

a

dx

∫ x

a

dy

∫ y

a

f(x, y, z)dz =

∫ b

a

dz

∫ b

z

dy

∫ b

y

f(x, y, z)dx.

10.5.6设f为连续函数.证明：∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(x)f(y)f(z)dz =
1

3!

(∫ a

0

f(t)dt
)3

.

解. 记 F (x) =
∫ a

0
f(t)dt,∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(x)f(y)f(z)dz =

∫ a

0

f(x)dx

∫ x

0

F (y)f(y)dy

=

∫ a

0

1

2
f(x)

(
F (x)2 − F (0)2

)
dx

=
1

2

∫ a

0

F (x)2f(x)dx

=
1

3!

(
F (a)3 − F (0)3

)
=

1

3!

(∫ a

0

f(t)dt
)3

.

10.5.7设f为连续函数.证明：∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(z)dz =
1

2

∫ a

0

(a− t)2f(t)dt.

解. ∫ a

0

dx

∫ x

0

dy

∫ y

0

f(z)dz =

∫ a

0

f(z)dz

∫ a

z

dy

∫ a

y

dx

=

∫ a

0

f(z)dz

∫ a

z

(a− y)dy

=
1

2

∫ a

0

(a− z)2f(z)dz.

10.5.8设f为连续函数.求极限

lim
r→0

1

πr2

∫∫
x2+y2≤r2

f(x, y)dxdy.
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解. 由积分中值定理得

lim
r→0

1

πr2

∫∫
x2+y2≤r2

f(x, y)dxdy = lim
r→0

1

πr2
f(ξ, η)πr2

= lim
r→0

f(ξ, η)

= f(0, 0).
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