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9.3.2 计算下列映射的 Jacobi 矩阵:
(1)f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ);
(2)f(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z);
(3)f(r, θ, ϕ) = (r cos θ cosφ, r sin θ sinφ, r cosφ)

解. (1) (
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)
(2) 

cos θ −r sin θ 0

sin θ r cos θ 0

0 0 1


(3) 

sin θ cosφ r cos θ sinφ −r sin θ sinφ

sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ
cos θ −r sin θ 0



9.3.3 设区域 D ⊂ Rn, 映射 f , g : D → Rn. 求证:
(3) 当 m = 1 时，有 J(fg) = gJf + fJg;
(4) 当 m > 1 时，有

J < f , g >= g(Jf) + f(Jg),

解. (3) 由
∂fg

∂x
=

∂f

∂x
∗ g + f ∗ ∂g

∂x

这对应于问题中每个分量的值，故成立。
(4)

J⟨f , g⟩ =
(∂∑m

k=1 fkgk
∂x1

, ...,
∂
∑m

k=1 fkgk
∂xn

)
=
( m∑

k=1

∂fkgk
∂x1

, ...,
m∑

k=1

∂fkgk
∂xn

)
=
( m∑

k=1

∂fk
∂x1

· gk + fk ·
∂g

∂x1

, ...,

m∑
k=1

∂fk
∂xn

· gk + fk ·
∂gk
∂xn

)
= g(Jf) + f(Jg)
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9.3.4 设 f : [a, b] → Rn, 并且对一切 t ∈ [a, b]，有 ||f(t)|| = 常数。求证：< Jf ,f >= 0, 并
对此式作出几何解释。

解. 这是因为
0 = J||f(t)|| = J < f(t),f(t) >= 2 < Jf ,f >

几何解释：球面上的切向量总是垂直于径向向量。

9.3.6 设映射 f : Rn → Rm. 如果

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y)

对一切 x,y ∈ Rn 和一切 λ, µ ∈ R 成立, 则称 f 是线性映射。证明:
(1)f(0) = 0;
(2)f(−x) = −f(x) (x ∈ Rn);
(3) 映射 f 由 f(e1), ..., f(en) 完全确定。

解. (1) 取 λ = µ = 0, 有 f(0) = 0.
(2) 取 λ = 1, µ = −1,y = x, 有 f(−x) = −f(x).
(3)∀x ∈ Rn, x = x1e1 + ... + xnen 则有 f(x) = x1f(e1) + ... + xnf(en) 故映射 f 由

f(e1), ..., f(en) 完全确定。

9.3.7 设 f : Rn → Rm 为线性映射. 试求 Jf .

解.
Jf = (f(e1),f(e2), ..., f(en))

9.4.2 设 u = f(xy). 证明:
x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0.

解.
∂u

∂x
= f ′(xy)y

∂u

∂y
= f ′(xy)x

代入即恒有
x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0.

9.4.3 设
u = f(logx+

1

y
),

证明:
x
∂u

∂x
+ y2

∂u

∂y
= 0.
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解.
∂u

∂x
= f ′(logx+

1

y
)
1

x

∂u

∂y
= −f ′(logx+

1

y
)
1

y2

代入即恒有
x
∂u

∂x
+ y2

∂u

∂y
= 0.

9.4.5 求以下 u 的一切偏导数：
(1)u = f(x+ y, xy);
(2)u = f(x, xy, xyz);
(3)u = f(x

y
, y
z
).

解. (1)
∂u

∂x
= f ′

1(x+ y, xy) + yf ′
2(x+ y, xy)

∂u

∂y
= f ′

1(x+ y, xy) + xf ′
2(x+ y, xy)

(2)
∂u

∂x
= f ′

1(x, xy, xyz) + yf ′
2(x, xy, xyz) + yzf ′

3(x, xy, xyz),

∂u

∂y
= xf ′

2(x, xy, xyz) + xzf ′
3(x, xy, xyz),

∂u

∂z
= xyf ′

3(x, xy, xyz).

(3)
∂u

∂x
=

1

y
f ′
1

(x
y
,
y

z

)
,

∂u

∂y
= − x

y2
f ′
1

(x
y
,
y

z

)
+

1

z
f ′
2

(x
y
,
y

z

)
,

∂u

∂z
= − y

z2
f

′

2

(x
y
,
y

z

)

9.4.7 设 u = x2y − xy2, 且 x = r cos θ,y = r sin θ. 求 ∂u
∂r

,∂u
∂θ

.

解.
∂u

∂r
=

∂u

∂x

∂x

∂r
+

∂u

∂y

∂y

∂r
,
∂u

∂θ
=

∂u

∂x

∂x

∂θ
+

∂u

∂y

∂y

∂θ

计算有
∂u

∂x
= 2xy − y2,

∂u

∂y
= x2 − 2xy.

∂x

∂r
= cos θ, ∂y

∂r
= sin θ.

∂x

∂θ
= −r sin θ,

∂y

∂θ
= r cos θ.
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代入有
∂u

∂r
= 3r2(cos2 θ sin θ − sin2 θ cos θ),

∂u

∂r
= r3(sin3 θ − 2 sin2 θ cos θ − 2 sin θ cos2 θ + cos3 θ).

9.4.8 设 f(x, y, z) = F (u, v, w), 其中 x2 = vw,y2 = wu,z2 = uv, 求证:

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z
= u

∂F

∂u
+ v

∂F

∂v
+ w

∂F

∂w

解. 下面都考虑导数存在，故不考虑 u, v, w = 0 的情形由

∂F

∂u
=

∂f

∂y

∂y

∂u
+

∂f

∂z

∂z

∂u
,
∂F

∂v
=

∂f

∂x

∂x

∂v
+

∂f

∂z

∂z

∂v
,
∂F

∂w
=

∂f

∂x

∂x

∂w
+

∂f

∂y

∂y

∂w
,

代入要证的式子，则只用证明

x =
∂x

∂v
v +

∂x

∂w
w

其余两条同理，由于 x2 = vw 两边分别对 v 和 w 求导

2x
∂x

∂v
= w, 2x

∂x

∂w
= v.

代入即有等式成立.

9.4.9 求以下的 J(f ◦ g).
(2)f(x, y) = (φ(x+ y), φ(x− y)),g(s, t) = (et, e−t);
(3)f(x, y, z) = (x2 + y + z, 2x+ y + z2, 0), g(u, v, w) = (uv2w2, w2 sin v, u2ev).

解. (2)

Jf =

(
φ

′
(x+ y) φ

′
(x+ y)

φ
′
(x− y) −φ

′
(x− y)

)
,Jg =

(
0 et

0 −e−t

)
,

由链式法则

J(f ◦ g) = JfJg =

(
0 φ

′
(et + e−t) ∗ et − φ

′
(et + e−t) ∗ e−t

0 φ
′
(et − e−t) ∗ et + φ

′
(et − e−t) ∗ e−t

)
.

(3)

Jf =


2x 1 1

x 1 2z

0 0 0

 ,Jg =


v2w2 2uvw2 2uv2w

0 w2 cos v 2w sin v

2uev u2ev 0

 ,

由链式法则

J(f ◦ g) = JfJg =


2uv4w4 + 2uev 4u2v3w4 + w2 cos v + u2ev 4u2v4w3 + 2w sin v

2v2w2 + 4u3e2v 4uvw2 + w2 cos v + 2u4e2v 4uv2w + 2w sin v

0 0 0

 .
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9.4.10 设函数 f(x, y, z) 在 R3 中可微，u 是一个方向，函数 f 沿方向 u 的方向导数记作 ∂f
∂u ;

又设 e1, e2, e3 是 R3 中三个互相垂直的方向. 求证:( ∂f

∂e1

)2
+
( ∂f

∂e2

)2
+
( ∂f

∂e3

)2
=
(∂f
∂x

)2
+
(∂f
∂y

)2
+
(∂f
∂z

)2
解. 记

A = (e1, e2, e3)

则由方向导数计算方法得到 
∂f
∂e1

∂f
∂e2

∂f
∂e3

 = AT


∂f
∂x
∂f
∂y
∂f
∂z


由 A 为正交阵带入得

( ∂f

∂e1

)2
+
( ∂f

∂e2

)2
+
( ∂f

∂e3

)2
=
(

∂f
∂e1

∂f
∂e2

∂f
∂e3

)
∂f
∂e1

∂f
∂e2

∂f
∂e3



=
(

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

)
AAT


∂f
∂x
∂f
∂y
∂f
∂Z

 =
(∂f
∂x

)2
+
(∂f
∂y

)2
+
(∂f
∂z

)2

9.5.2 设参数曲线
r(t) =

( 2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2
, 1
)

求证：在任意 t ∈ R, 径向量 r(t) 与切向量 r
′
(t) 互相正交. 问这是一条什么曲线?

解.
r′(t) =

( 2− 2t2

(1 + t2)2
,

−4t

(1 + t2)2
, 0
)

于是我们有
r(t) · r′(t) = 0

故正交. 计算可得 ||r|| = 1, 且这条曲线落在 xy 平面内, 故为圆.

9.5.3 讨论平面曲线
r(t) = (et cos t, et sin t)

求证: 在曲线上的每一点处，切向量和径向量交成定角 π
4
.

解.
r′(t) = (et(cos t− sin t), et(sin t+ cos t))

于是我们有

cos θ =
r(t) · r′(t)

||r(t)|| · ||r′(t)||
=

1√
2

故切向量和径向量交成定角 π
4
.
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9.5.5 证明：
(1)(λ(t)a(t))′ = λ′(t)a(t) + λ(t)a′(t);
(2)(b(t) · a(t))′ = b′(t)a(t) + b(t)a′(t);
(3)(b(t)× a(t))′ = b′(t)× a(t) + b(t)× a′(t)

解. (1)

(λ(t)a(t))′ = (λ(t)a1(t), λ(t)a2(t), ..., λ(t)an(t))
′

= (λ′(t)a1(t) + λ(t)a′
1(t), λ

′(t)a2(t) + λ(t)a′
2(t), ..., λ

′(t)an(t) + λ(t)a′
n(t), )

= λ′(t)a(t) + λ(t)a′(t)

(2)

(b(t) · a(t))′ = (b1(t)a1(t) + b2(t)a2(t) + · · ·+ bn(t)an(t))
′

= b′1(t)a1(t) + b1(t)a
′
1(t) + b′2(t)a2(t) + b2(t)a

′
2(t) + · · ·+ b′n(t)an(t) + bn(t)a

′
n(t)

= b′(t)a(t) + b(t)a′(t)

(3) 考虑 n = 3 的情形

(b(t)× a(t))′ = (b2(t)a3(t)− b3(t)a2(t), b3(t)a1(t)− b1(t)a3(t), b1(t)a2(t)− b2(t)a1(t))
′

= (b′2(t)a3(t)− b′3(t)a2(t) + b2(t)a
′
3(t)− b3(t)a

′
2(t),

b′3(t)a1(t)− b′1(t)a3(t) + b3(t)a
′
1(t)− b1(t)a

′
3(t), b

′
1(t)a2(t)− b′2(t)a1(t) + b1(t)a

′
2(t)− b2(t)a

′
1(t))

= b′(t)× a(t) + b(t)× a′(t).

9.5.7 讨论椭圆 {
x = a cos t
y = b sin t

, (0 ≤ t ≤ 2π).

(1) 求椭圆在每一点处的切向量;
(2) 证明椭圆的光学性质.

解. (1)
r′(t) = (−a sin t, b cos t)

(2) 椭圆的焦点为 F1(−c, 0)，F2(c, 0). 椭圆在 P = x(t) 点处的切向量为

n = (b cos t, a sin t)

证明夹角相等只需证明 −−→
F1P · n
||
−−→
F1P ||

=

−−→
F2P · n
||
−−→
F2P ||

,

代入
−−→
F1P = (a cos t+ c, b sin t),−−→F2P = (a cos t− c, b sin t) 即可得到等式成立.

9.5.8 求下列曲线的曲率:
(2)r(t) = (a(3t− t3), 3at2, a(3t+ t3), 其中常数 a > 0.
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解. 分别计算 r′(t) 和 r′′(t) 有

r′(t) = (3a(1− t2), 6at, 3a(1 + t2)), r′′(t) = (−6at, 6a, 6at),

则有

r′(t)× r′′(t) = (18a2(t2 − 1),−36a2t, 18a2(t2 + 1)),

代入曲率的计算公式有

k(t) =
||r′

(t)× r
′′
(t)||

||r′(t)||3

=
1

3a(t2 + 1)2
.

9.5.10 求法向量和切平面方程。
(3) 3x2 + 2y2 − 2z − 1 = 0 在 (1, 1, 2) 处；
(4) z = y + log(x/z) 在 (1, 1, 1) 处.

解. (3)F (x, y, z) = 3x2 + 2y2 − 2z − 1, 故其偏导

∂F

∂x
= 6x,

∂F

∂y
= 4y,

∂F

∂z
= −2.

代入点的坐标得
JF (p0) = (6, 4,−2)

故单位法向量为
n =

1√
15

(3, 2,−1),

切平面为 3(x− 1) + 2(y − 1)− (z − 2) = 0, 化简得

3x+ 2y − z − 3 = 0.

(4)F (x, y, z) = y + log(x/z), 故其偏导

∂F

∂x
=

1

x
,
∂F

∂y
= 1,

∂F

∂z
= −1

z
− 1.

代入点的坐标得
JF (p0) = (1, 1,−2)

故单位法向量为
n =

1√
6
(1, 1,−2),

切平面为 (x− 1) + (y − 1)− 2(z − 1) = 0, 化简得

x+ y − 2z = 0.

9.5.11 求 x2 + 2y2 + 3z2 = 21 上所有平行于 x+ 4y + 6z = 0 的切平面。
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解. JF (x, y, z) = (2x, 4y, 6z), 在 (x0, y0, z0) 处的切平面方程为

x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 3z0(z − z0) = 0.

故得到方程组 x0 : 2y0 : 3z0 = 1 : 4 : 6

x2
0 + 2y20 + 3z20 = 21

解得
(x0, y0, z0) = ±(1, 2, 2)

得到2 个满足条件得切平面 (x− 1)+ 4(y− 2)+ 6(z− 2) = 0 和 −(x+1)− 4(y+2)− 6(z+2) = 0,
化简得

x+ 4y + 6z ± 21 = 0.

注. 本次作业难度不高，但是计算量庞大，并且 A2 的重点也就是在于计算，所以大家一定要
保证自己计算每一步都是正确的！
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