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8.4.1 P 是投影算子，证明若 A ⊂ R2 是紧致集，则 P (A) 是紧致集。

解.（紧致 ⇔ 列紧）任取 {xn}∞n=1 ⊂ P (A), ∃{(xn, yn)}∞n=1 ⊂ A. 由于 A 列紧，故有收敛子列
{(xni

, yni
)}∞i=1 在 A 中收敛到 (x, y). 由于向量的收敛等价于按分量收敛，故 {xni

} 也是 {xn} 的收
敛子列，且 lim

i⇒∞
xni

= x = P
(
(x, y)

)
∈ P (A). 故 P (A) 列紧。

（紧致的定义）要证明 P (A) 的任意开覆盖存在有限子覆盖，设 {Gα}α∈I 是 P (A) 的任意一
个开覆盖.记 G̃α = {(x, y) : x ∈ Gα, y ∈ R}, 则 G̃α 是开集.

(
∀(x, y) ∈ G̃α, 由于 Gα 是开集，故

∃r0, s.t.(x− r0, x+ r0) ⊂ Gα, Br0

(
(x, y)

)
⊂ (x− r0, x+ r0)× (y − r0, y + r0) ⊂ Gα × R = G̃α.

)
{G̃α}α∈I 是 A 的开覆盖，故存在其有限子覆盖 {G̃i}mi=1.
∀x ∈ P (A), ∃(x, y) ∈ A, ∃1 ≤ i ≤ m, s.t.(x, y) ∈ G̃i, 故 x ∈ Gi.{G̃i}mi=1 是 P (A) 的覆盖

{Gα}α∈I 的有限子覆盖。故 P (A) 紧致。

8.4.2 A,B ⊂ R. 证明 A×B 紧致 ⇔ A,B 紧致。

解.“⇒”: 由 8.4.1 知。
“⇐”: 利用列紧证明即可。

注. 很多同学写的是将 A，B 的有限子覆盖笛卡尔积起来认为是原开覆盖的有限子覆盖，这个
是很明显的错误，因为原始的开覆盖有可能不全是矩体。所以紧性的定义中“有限”和“子”都是
要满足的，不能忽视其中任何一个！！！

8.4.3 证明 A ⊂ Rn 紧致的定义与下述命题等价：若 F = {Aα} 是 Rn 中的闭集族且 A ∩

(
⋂
α

Aα) = ∅, 则 ∃A1, · · · , Ak ∈ F, 使 A ∩ (
k⋂

i=1

Ai) = ∅.

解. A 紧致等价于任意 A 的开覆盖 {Gα} 存在有限子覆盖 G1, · · · , Gk, A ⊂
k⋃

i=1

Gi.

“⇒”: 任意满足 A ∩ (
⋂
α

Aα) = ∅ 的闭集族 {Aα}, 有 A ⊂
(⋂

α

Aα

)c
=

⋃
α

Ac
α. 故 {Ac

α} 是 A 的

开覆盖。由 A 紧致，故存在有限子覆盖，∃A1, · · · , Ak, A ⊂
k⋃

i=1

Ac
i =

( k⋂
i=1

Ai

)c
, 即 A∩ (

k⋂
i=1

Ai) = ∅.

“⇐”: 设 {Gα} 是 A 的任一开覆盖，A ⊂
⋃
α

Gα, 则 ∅ = A∩
(⋃

α

Gα

)c
= A∩

(⋂
α

Gc
α

)
. 则 {Gc

α}

是满足明题条件的闭集族，故 ∃G1, · · · , Gk, s.t.A ∩
( k⋂
i=1

Gc
i

)
= ∅, 即 A ⊂

( k⋂
i=1

Gc
i

)c
=

k⋃
i=1

Gi, 故

{Gα} 存在有限子覆盖，A 紧致。
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8.4.4 证明 Frechet 紧等价于列紧。A ⊂ Rn 称为 Frechet 紧，若 A 的每一个无穷子集在 A 中
有一个凝聚点。

解.“⇒”: 设 {xn}∞n=1 ⊂ A 为任意点列。则 {xn} 作为 A 的子集，若 {xn} 为有限集合 (即
只有有限个不同项)，显然有收敛子列。故只需考虑 {xn} 为无穷子集的情况，由于 AFrechet 紧，
{xn} 在 A 中有凝聚点 x, 即存在子列收敛到 x. 故 A 列紧。
“⇐”: 任取 A 的无穷子集 E，将其看作 A 中点列。则由 A 列紧，E 中必有收敛子列 {xn} ⇒

x ∈ A,且 xn ̸= x, ∀n,故 ∀r > 0, ∃xN , s.t.xN ∈ E ∩Br(x̌) ̸= ∅,故 x是 E 的凝聚点。A是 Frechet
紧。

8.4.5 设 F1, · · · , Fk, · · · 是 Rn 中的非空闭集族/非空紧致集族，满足 Fk ⊃ Fk+1, k ≥ 1, 是否
一定有

∞⋂
k=1

Fk ̸= ∅.

解. 若是闭集，结论不一定成立，反例：在 R 中，Fk = [k,+∞),
∞⋂
k=1

Fk = ∅.

若是紧致集，∀k ≥ 1, ∃xk ∈ Fk, 则 {xk}∞k=1 ⊂ F1 是有界列，由 Bolzano-Weierstrass 定理，存

在子列 {xki
} 趋于 x, 且 xki

∈
ki⋂
l=1

Fl, 使 i → ∞,x ∈
∞⋂
l=1

Fl ̸= ∅.

8.5.2 A ⊂ Rn. 若 A 既开又闭，求证 A = Rn 或 A = ∅.

解. 容易证明 Rn 和 ∅ 均满足条件。用反证法证明除此之外没有别的集合满足既开又闭。假设
A 既开又闭，且 A ̸= Rn, A ̸= ∅. 则 Rn = A ∪ Ac 是 Rn 的剖分，且满足 A ̸= ∅, Ac ̸= ∅, A 和 Ac

均为开集，而 Rn 是连通集，矛盾。

8.6.3 计算极限。
(1) lim

(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)x2y2

;

解. ∣∣x2y2 log
(
x2 + y2

)∣∣ ≤ (
x2 + y2

)2∣∣ log
(
x2 + y2

)∣∣ → 0, as (x, y) → (0, 0).

故 lim
(x,y)→(0,0)

(
x2 + y2

)x2y2

= lim
(x,y)→(0,0)

exp
(∣∣x2y2 log

(
x2 + y2

)∣∣) = 1.

(2) lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2+y2

)x2

;

解.
0 <

xy

x2 + y2
≤ (x2 + y2)/2

x2 + y2
=

1

2
< 1,

0 <
( xy

x2 + y2

)x2

≤
(1
2

)x2

→ 0 as x → +∞,

故 lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2+y2

)x2

= 0,

(3) lim
x→+∞
y→+∞

(
x2 + y2

)
e−(x+y).
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解.
0 <

(
x2 + y2

)
e−(x+y) < (x+ y)2e−(x+y) → 0,

故 lim
x→+∞
y→+∞

(
x2 + y2

)
e−(x+y) = 0.

8.6.5 (1) 求 f(x, y) = x2y
x4+y2 在 (0, 0) 处的两个累次极限。

解.
lim
x→0

lim
y→0

x2y

x4 + y2
= 0, lim

y→0
lim
x→0

x2y

x4 + y2
= 0.

(2) 计算 lim
x→∞

lim
y→∞

sin
(

πx
2x+y

)
, lim
y→∞

lim
x→∞

sin
(

πx
2x+y

)
.

解.
lim
x→∞

lim
y→∞

sin
( πx

2x+ y

)
= 0, lim

y→∞
lim
x→∞

sin
( πx

2x+ y

)
= 1.

(3) 计算 lim
x→+∞

lim
y→0+

xy

1+xy , lim
y→0+

lim
x→+∞

xy

1+xy .

解.
lim

x→+∞
lim

y→0+

xy

1 + xy
=

1

2
, lim
y→0+

lim
x→+∞

xy

1 + xy
= 1.

8.6.6 f(x, y) = (x+y) sin(1/x) sin(1/y).证明 2个累次极限均不存在，但 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

解.
lim
y→0

(x+ y) sin 1

x
sin 1

y
= lim

y→0
x sin 1

x
sin 1

y

极限不存在，另一个累次极限同理，故 2 个累次极限均不存在。

0 <
∣∣∣(x+ y) sin 1

x
sin 1

y

∣∣∣ ≤ |x+ y| → 0 as (x, y) → (0, 0),

得 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

8.6.7 设
lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = a

存在，又对 y0 近旁得每一个 y, 极限 lim
x→x0

f(x, y) = h(y) 存在，证明 lim
y→y0

h(y) = a.

解. lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = a 存在，故 ∀ε > 0, ∃δ > 0, ||(x, y)− (x0, y0)|| < δ 时，有 |f(x, y)− a| < ε.

对不等式两边取上极限，
|h(y)− a| ≤ lim

x→x0

|f(x, y)− a|≤ε

对 ||y − y0|| < δ 成立，得 lim
y→y0

h(y) = a.

8.6.8 f(x, y) 在某点处得 2 个累次极限和极限都存在，则这 3 个值相等。
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解. 由累次极限定义和 8.6.7 即可得到结论。

8.7.2 设
f(x, y) =

1

1− xy
, (x, y) ∈ [0, 1]2\{(1, 1)},

求证:f 连续但不一致连续

解. 由 1− xy 连续且其不为 0，则由极限的四则运算及得 f(x, y) 连续。
取 (xn, yn) = (1− 1

n
, 1− 1

n
), (x′

n, y
′
n) = (1− 1

n
, 1),

|f(xn, yn)− f(x′
n, y

′
n)| =

∣∣∣n− n2

2n− 1

∣∣∣ → +∞ as n → +∞

故其不一致连续。

8.7.3 设 A ⊂ Rn, p ∈ Rn. 定义

ρ(p, A) = inf
a∈A

||p− a||,

称之为点 p 到集合 A 的距离，证明：
(1) 若 A ̸= ∅ , 则 Ā = {p ∈ Rn : ρ(p, A) = 0} ;
(2) 对任意的 p, q ∈ Rn, 有

|ρ(p, A)− ρ(q, A)| ≤ ||p− q||.

这说明 ρ(p, A) 是 Rn 上的连续函数.

解. (1)“⊂”:∀p ∈ Ā,∃{xn} ⊂ A 且 xn → p, 则 ||xn − p|| → 0, 故 ρ(p, A) = inf
a∈A

||p− a|| = 0.
“⊃”: 若 p /∈ Ā, 因为 Ā 为闭集, 则 ∃r > 0, 使得 Br(X) ∩ Ā = ∅, 则 ||p− a|| ≥ r, ∀a ∈ A, 则

inf
a∈A

||p− x|| ≥ r, i.e.ρ(p, A) ̸= 0.

(2)不妨设 ρ(p, A) ≤ ρ(q, A)则只用证明 ρ(p, A) ≤ ρ(q, A)+ ||p−q||.由 ρ(p, A) ≤ ||p−a|| ≤
||a− q||+ ||q − p|| ∀a ∈ A. 对右边取 inf，我们有 ρ(p, A) ≤ ρ(p, A) + ||p− q||. 故得证。

8.7.4 设 A,B ⊂ Rn. 定义

ρ(A,B) = inf{||p− q|| : p ∈ A, q ∈ B}

称之为集合 A 和 B 之间的距离, 证明：
(1) 若 A 为紧致集，则存在一点 a ∈ A, 使得 ρ(a, B) = ρ(A,B);
(2) 若 A,B 为紧致集，则存在一点 a ∈ A,b ∈ B, 使得 ||a− b|| = ρ(A,B);
(3) 设 A 为紧致集，B 为闭集，则 ρ(A,B) = 0 当且仅当 A ∩B ̸= ∅.

解. (1) 由 ρ(a) = ρ(a, B) 连续，且 A 为紧致集，则 ρ 可以在 A 上面达到最小值 a. 且由范
数的连续性，二重极限和累次极限相等。故我们有

ρ(a, B) = min
p∈A

ρ(p, B) = inf
p∈A

inf
q∈B

||p− q|| = inf
p∈A,q∈B

||p− q|| = ρ(A,B).
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(2) 由 (1)，则存在 a ∈ A, 使得 ρ(A,B) = ρ(a, B) = inf
b∈B

||a − b||. 固定 a, 则 ρ(b) = ρ(a, b)

关于 b 连续，B 为紧致集，故达到最小值 b. 故我们有

ρ(a, b) = min
b∈B

||a− b|| = ρ(a, B) = ρ(A,B)

(3) “⇐”：显然.
“⇒”由 (1)，∃a ∈ A 使得 ρ(a,B) = ρ(A,B) = 0, 则 ∃bn ∈ B 使得 ||a − bn|| → 0。于是我们有
bn → a ⇒ a ∈ B′ ⊂ B ⇒ a ∈ A ∩B ⇒ A ∩B ̸= ∅.
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