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摘要

本文写于中国科学技术大学化学物理系开设的物理化学 II（英）2022 年春陈初升
老师的课堂，旨在介绍随机数学在描述扩散现象时的应用。物质的扩散行为，除了
可以采用化学势 µ 以及广义力 F = ∇µ 或者扩散方程 ct = D∇2c 研究之外，随机
迈步也是一种非常好的近似。然而这样模糊的表述使得推导一些有用的结果比较困
难，以致无法深入本质，必须将其在数学上严格化。

为此，本文引入随机过程与随机分析的知识体系来重新讲述扩散与布朗运动，为
抽象的数学符号赋予具象的物理化学意义，希望能为读者带来一些启发。

关键词：随机过程、布朗运动、随机微分方程、朗之万方程
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引言

现今物理化学教材对于扩散的讨论大多通过热力学函数和数理方程两种手段——
考虑大量分子总体确定性的运动趋势，得到了令人欣喜的结果。但这样做忽视了理解
扩散行为的一个重要角度：概率。

然而，中国科学技术大学为化学专业本科生所开设的课程并没有涵盖理解这样的
随机现象所必须的数理基础，所以作者希望以一篇介绍性质的文章为补充，给同学们
传阅、批评。

形而上者谓之道，形而下者谓之器。数学的发展和其他自然科学紧密相关，所以
本文采取双线并进的写作模式：数学方面，从随机变量、随机过程过渡到随机分析，对
随机数学做一个简短的介绍；物理化学方面则贯穿布朗运动、电解质离子的漂移以及
非平衡态动力学的朗之万方程。这样做的目的，在于为读者提供一个完整的逻辑图景，
也希望能用简练的文笔勾勒出随机数学的优雅轮廓。

概率论与数理统计之后，是概率论的动力学：随机过程。它不仅定义在概率空间
上，还包含一个参数集合 t ∈ T。一个随机过程既可以看做概率空间 (Ω,F , P ) 对函数
空间 X(t) 的映射，也可以简单认为是每时每刻都在发生的随机事件所产生的随机变
量序列。

对随机过程的研究指出，许多过程关于参数集合 T 几乎处处不可微。为了讨论随
机过程的“微积分”，数学家们发展了一门新的学科：随机分析。本文将使用一些简单
的数学工具，观照在物质世界中一类重要的随机过程：布朗运动。

布朗运动也称维纳过程，在数学上是一种连续时间高斯过程。本文将探讨布朗运
动的一些基本性质，给出一维布朗运动均方位移E[B(t)2] = 2Dt的一个简洁证明，并
以此为契机，探讨带漂移的布朗运动能否模拟电解液中离子的迁移行为。

此后，我们还将目光投向非平衡态热力学，通过引入随机微分方程以及相应的数
学方法，求解一阶线性非齐次的朗之万方程，推导著名的涨落耗散定理。

作者深知水平有限，行文难免有纰漏之处，望后之览者不吝赐教。

邮箱：ustcxkc@mail.ustc.edu.cn
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第一部分 布朗运动

1 回顾

气体、溶液与固体向四周扩散的倾向能从三种不同的角度描述 [1]：第一种是根据
热力学第二定律，通过自发过程熵增加，或者在恒温恒压下吉布斯自由能自发下降的
观点构造推动扩散的虚拟力

F = −RT

(
∂ ln a

∂x

)
T,p

(1)

第二种是通过在不同初边值条件下求解扩散方程

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− ν

∂c

∂x
(2)

比如通过 Fourier 变换可知，以 δ 函数为初值、空间无限的一维扩散方程的解为

c(x, t) =
n0

A(πDt)
1
2

e−x2/4Dt

图 1: 一维扩散方程的解

第三种是更接近扩散机理的统计视角，它将粒子的扩散想象为随机漫步。设分子
在 τ 时间间隔内随机跳跃的距离为 λ，可得一维随机游走的概率密度函数

P (x, t) =

(
2τ

πt

) 1
2

e−x2τ/2tλ2 (3)
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以及爱因斯坦-斯莫鲁霍夫斯基方程

D =
λ2

2τ
(4)

通过积分，易得方均位移

⟨x2⟩ =
∫ ∞

−∞
x2P (x, t) dx = 2Dt

前两种讨论方式都考虑大量分子总体确定性的趋势，而不论单个粒子的运动，采
用的也是和蔼可亲的微积分语言，而使用概率论体系来研究扩散行为的想法常常会被
忽略。本文力图介绍从统计角度理解扩散的必要数学工具：随机过程，以及在统计观
点下研究扩散会带来什么样的结果。

2 随机过程与布朗运动

2.1 定义

随机过程是概率论的动力学 [6]。一个随机变量或者随机向量在做完试验之后的取
值已经确定，如果过了做实验的时刻再谈论它的分布已经没有了意义。但是如果这样
的随机事件时时刻刻都在发生，并且各自的分布似乎并不相同，为了研究它们构成的
总体，我们不得不考虑一族分布随时间 t ∈ T 有所变化的随机变量，这就是随机过程。

Definition: 随机过程

设有概率空间 (Ω,F , P ) 及参数集合（指标集）T ⊂ R，称随机变量族

X = {X(t), t ∈ T} = {X(t, ω), ω ∈ Ω, t ∈ T}

为一随机过程或随机函数。

从定义可以看出，所谓“随机过程”，是指一族随机变量，它不仅在概率空间 Ω 上，
还自带参数集合 T，别名叫“随机函数”。所以随机过程也可以这样理解：随机向量是概
率空间对 n 维向量空间的映射，随机过程是概率空间对函数空间的映射 [11]，这部分
读者也可以阅读概率论相关书籍，不作过多阐述。

对于“分子永无休止的无规则运动”来说，首先它应当一种连续时间随机过程，即
参数集合 T 连续取值；其次，它产生的机理是大量的随机碰撞，我们希望它的步长服
从正态分布；另外，前一步和后一步，作为两个随机变量，应当是独立的：
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图 2: 一种的特殊随机过程：维纳过程的样本函数

Definition: 布朗运动/维纳过程

设随机过程 {X(t), t ≥ 0} 满足：

1. X(t) 为独立增量过程；

2. 对于 ∀s ≥ 0, t ≥ 0，有

X(s+ t)−X(s) ∽ N(0, σ2t)

3. X(0) = 0，且 X(t) 在 t = 0 右连续；

则 {X(t), t ≥ 0} 为布朗运动或维纳过程。

2.2 证明 E[x2] = 2Dt

方均位移 ⟨x2⟩ 在概率论语言体系下即为位移平方的期望 E[x2]。从布朗运动的定
义出发，我们可以直接证明：布朗运动的方均位移 E [B(t)2] = 2Dt：



2 随机过程与布朗运动 7

Justification:

对于标准布朗运动 B(t)，µ = 0, σ2 = 1。记 B(tk) − B(tk−1) = ∆B(k), (k =

1, 2, . . . , n)，则 ∆B(k) ∼ N(0,∆tk)，且 E [∆B(k)2] = ∆tk, E [∆B(k)4] =

3(∆tk)
2, (k = 1, 2, . . . , n)，对差的平方求期望，根据增量的独立性：

E
[
B(t)2 − t

]2
= E

[
n∑

k=1

(∆B(k)2 −∆tk)

]2

=
n∑

k=1

E
[
∆B(k)2 −∆tk

]2
=

n∑
k=1

[
E∆B(k)4 − 2∆tk ∗ E∆B(k)2 + (∆tk)

2
]

=
n∑

k=1

[
3(∆tk)

2 − 2(∆tk)
2 + (∆tk)

2
]

= 2
n∑

k=1

(∆tk)
2

设 λ = max ∆tk → 0 ，则有

2
n∑

k=1

(∆tk)
2 ≤ 2λ

n∑
k=1

∆tk

= 2λt → 0

和求解偏微分方程或者使用随机迈步模型相比，这个方法简单有效，也为我们带
来了理解扩散系数D 新的视角：D 在这个证明中直接起源于方差 σ，一个刻画随机变
量在均值附近离散程度的数字特征。

这表明：粒子的运动越是随机，所能达到的均方位移就越远。
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图 3: 三维布朗运动



2 随机过程与布朗运动 9

对方均位移的数值模拟如下 [12]：

图 4: 方均位移的数值模拟
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2.3 莱维飞行

除了布朗运动，莱维飞行也是一类重要的连续时间随机过程，它在刻画海洋中鲨
鱼的游走、昆虫的飞行甚至人在逛街时的运动都比较重要。

图 5: 莱维飞行

对人类来说，餐桌上的苍蝇较容易打中，而飞行中的苍蝇很难打中的原因，就是
苍蝇在餐桌上做二维布朗运动，而在我们要打它的时候转化成了三维莱维飞行。它常
常会急转弯、急加速，用数学刻画就是：莱维飞行有更大的机会迈很长的一步，使用
多项式分布可以达到这一目的：

图 6: 布朗运动和莱维飞行的步长分布

可以看到，多项式收敛于 0 的速度显然慢于正态分布的平方指数收敛。莱维飞行
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只不过是有更大的概率迈出更长的步子而已，故名“飞行”。

2.4 带漂移的布朗运动

让我们回到布朗运动上来，前文我们主要讨论的是均值 µ = 0 时的情况，如果
µ ̸= 0，会发生什么结果？先做几个数字实验。

如果固定标准差 σ = 1，增大均值：

图 7: 固定方差

可以看到，原本向四周发散运动的粒子逐渐汇聚一处——确定性逐步增加；相反，
固定均值 µ = 10，增加标准差：
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图 8: 固定均值

原本大致沿直线运动的粒子逐渐分道扬镳，但保持了向同一方向运动的总体趋势
——随机性逐步增加。就此，我们定义带漂移的布朗运动：

Definition: 带漂移的布朗运动

设 {B(t), t ≥ 0} 为一标准布朗运动，µ ∈ R, σ > 0 为常数，令

X(t) = µt+ σB(t), t ≥ 0

则 {X(t), t ≥ 0} 为漂移系数 µ，扩散系数 σ 的布朗运动。
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带漂移的布朗运动具有的性质

1. X(t) 为独立增量过程；

2. 对于 ∀s ≥ 0, t ≥ 0，有

X(s+ t)−X(s) ∽ N(µt, σ2t)

3. X(0) = 0，且 X(t) 在 t = 0 右连续

正如我们在数值模拟和严格定义中看到的，均值 µ 代表某种确定性因素导致的变
化，而标准差 σ 代表随机因素对系统施加的影响。对于电解质溶液中的离子来说，我
们希望均值 µ 是对某种保守场 φ 的响应，响应系数为 κ：

µ = κ∇φ

而随机因素控制的 σ 至少应当由溶质溶剂分子质量比 m1

m2
、温度 T、碰撞频率 ν 等确定：

σ = σ

(
m1

m2

, T, ν, . . .

)

3 电解质溶液中的离子

在对“带漂移的布朗运动”的讨论中我们看到，确定性因素和随机性因素分别控制
布朗运动的两个参数，并认为它们大概应当受什么具体物理化学因素的影响——这似
乎可以用于模拟电解液中离子的迁移。然而，电解质离子远比我们想象的复杂。

为了给溶液中的离子的运动建模 [2]，需要得到数量丰富的热力学参量，这主要是
相平衡，但也包括热、体积和界面性质。可惜的是，这些模型只在小范围内或某些特
定情况下与实际相符，并且理论基础相对薄弱（即使应用了德拜-休克尔理论）。

总结起来，如果我们真的需要为溶液中的离子建立一个最“周到”物理模型，它大
概应该包含以下七个方面：
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一个“周到”物理模型应当考虑：

1. 理想气体的随机运动

2. 范德华力

3. 氢键作用

4. 溶剂化作用

5. 离子氛自能

6. 离子氛的库伦相互作用

7. 离子配对作用

而我们“带漂移的布朗运动”，还停留在“理想气体”的层面。

图 9: 主要面临的困难

让我们回到稍微简单一点的东西上来。
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第二部分 朗之万方程

粒子的无规则运动的来源，是它和周围粒子大量随机的碰撞，这一作用力即可视
为一种随机过程。朗之万方程就是这样一类带有随机项的微分方程，为了行文方便，我
们先从确定论和随机论的桥梁：混沌讲起。

4 不可积力学系统

力学系统可按照其能量是否守恒区分为保守系统和耗散系统；又可按照系统可否
用已知数学方式表达其运动形式区分为可积系统与不可积系统。在一切可能的力学系
统中，不可积系统无处不在，而传统的力学教科书只讲授可积系统——即解可用积分
表示。这没有描述出牛顿力学的真面目，一个著名的例子是 19 世纪末 H. 庞加莱在讨
论太阳系稳定性时，首次发现的三体系统的不可积性，以及其轨道的复杂性。

图 10: 三星系统

4.1 Lorenz混沌系统

只要系统精确地从某一初始点出发，其运动的轨道是完全确定的。但如果初始条
件发生不论多么微小的变化，系统某些运动轨道会出现无法预料的改变。这种发生在
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确定性系统中的运动轨道对初始值极为敏感的貌似无序和混乱的运动，就称为混沌运
动。

一个运动即使是确定性的，也仍可由于初始数据的测定不可能完全精确导致预测
的结果出现误差，从而为不可预测的，二者并不矛盾。一个典型的不可积的力学系统
通常兼有规则运动和随机运动的两种不同区域。随着偏离可积性，随机区域逐渐扩大，
终至取代规则区域。因此，从可预测性的观点看，决定性的牛顿力学实际上具有内秉
的随机性。

Lorenz 系统是数值试验中最早发现的呈现混沌运动的耗散系统，其状态方程形如：

x′ = −3(x− y)

y′ = x(−z) + 26.5x− y

z′ = xy − z

x(0) = z(0) = 0, y(0) = 1

图 11: Lorenz 混沌系统

混沌系统的一大特点是对初值条件敏感，而长时间的平均却非常稳定。以蝴蝶状
的 Lorenz 系统举例，(x, y, z)的坐标有时在左边翅膀，有时在右边翅膀，对于一段时间
后它会落在哪只翅膀上，由于测量的局限性我们无法预测；但在一只翅膀上的停留时
间占总时间的比值却随着时间的流逝而逐渐趋于稳定，这就叫做“内秉的随机性”。

混沌系统的另一大特点是最后的稳定状态与初值条件的相关程度不强。如图所示
是 Lorenz 混沌系统在四种初值条件下的数值解，可以看到，无论出发点在何处，它们
总会回到这只蝴蝶上来，所以称之为吸引子。
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图 12: 不同初值条件下的 Lorenz 混沌系统

在物理学和其他科学领域中，也有混沌运动的各种例子，比如以 B-Z 反应为代表
的化学振荡以及分形结构反应扩散动力学 [10]。混沌现象的发现沟通了经典力学和统
计力学，在确定论和随机论之间有一定的启发作用。

5 随机分析

第一部分中我们主要讨论了什么是随机过程，以及简单介绍了一类特殊的连续时
间随机过程：布朗运动。更进一步，在某些情形下，我们需要对一些随机过程做微积
分，以研究它们进一步的性质，这就引出了随机微积分的概念。

5.1 随机微分方程

有了随机微积分，就会有随机微分方程。它和我们熟悉的确定性微分方程的区别
在于：方程中的某些函数项 p(t)替换为了随机过程X(t)，比如带阻力的牛顿动力学方
程

m
dv

dt
= ζv + F (t)

其中的 ζv 代表阻力，F (t)代表外加动力。如果外加动力具有随机性，则得到朗之万方
程 [5]

m
dv

dt
= ζv + δF (t) (5)

其中随机力的期望和协方差分别服从

⟨δF (t)⟩ = 0, ⟨δF (t)δF (t′)⟩ = 2Bδ(t− t′)

常数 B 衡量涨落力的强度，而 δF (t) 服从 δ 相关性表明任意两个不同时刻的随机力是
没有关联的。
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为了求解这个一阶线性非齐次微分方程，我们有时需要对随机项 δF (t) 做微分或
者积分，如果随机过程X(t)轨迹处处可微，那就再好不过了。以前面的带漂移布朗运
动 X(t) = µt+ σB(t) 为例：

dX(t) = µdt+ σdB(t)

更一般地有
X ′(t) = µ(X(t), t) + σ(X(t), t)B′(t)

设我们需要研究的函数为 g(t)，积分：∫ t

0

g(τ)X ′(τ) dτ = µ

∫ t

0

g(τ) dτ + σ

∫ t

0

g(τ)B′(τ) dτ

但是，这样处理是不行的。研究表明，很多随机过程的轨迹即使几乎处处连续，它
也几乎处处不可微。所以通常意义上的 Riemann 积分面对随机过程在这里丧失了价值。
我们需要定义一种新的积分形式，来研究以某个随机过程为权重的“带权求和”，这就
是伊藤积分。

5.2 伊藤积分

其实伊藤积分非常简单，既然不能写成 dX(t) = X ′(t)dt的形式，干脆保留 dX(t)：

Definition: 伊藤积分

设 {B(t), t ≥ 0} 为标准布朗运动，{g(t), t ≥ 0} 二阶矩存在且平方可积，则对
∀t > 0，取分割：0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = t，记 tk − tk−1 = ∆k (1 ≤ k ≤ n)，
且 λ = max∆k，若

n∑
k=1

g(tk−1)(B(tk)− B(tk−1))

当 λ → 0 时的均方极限存在，则称该极限为 {g(t), t ≥ 0} 关于 {B(t), t ≥ 0} 在
区间 [0, t] 上的伊藤随机积分，记

Ig(t) = lim
λ→0

n∑
k=1

g(tk−1)(B(tk)− B(tk−1))

在不至于引起混淆时，即可记为

Ig(t) =

∫ t

0

g(τ) dB(t)
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和 Riemann 积分比较，不难发现它的要求降低了，不再要求对于“小区间中任意的
分点值”，极限都存在，均方收敛和收敛相比也弱一些。

6 涨落耗散定理

有了随机微分方程的知识，我们现在着手求解朗之万方程。这个一阶线性非齐次
的随机微分方程的解可以写为

v(t) = v(0)e−
ζt
m +

∫ t

0

δF (s)

m
exp

(
−ζ(t− s)

m

)
ds

线性叠加原理告诉我们：第一项是确定性阻力对初速度的损耗，第二项源于随机涨落
与耗散的平衡。不过，相对于速度本身，我们更关心粒子的方均速率 v2rms = ⟨v2⟩。

一通计算猛如虎：

Justification:

计算 v(t)2 ，展开后有三项：

v2(0)e−
2ζt
m (6)

2v(0)e−
ζt
m

∫ t

0

δF (s)

m
exp

(
−ζ(t− s)

m

)
ds (7)[∫ t

0

δF (s)

m
exp

(
−ζ(t− s)

m

)
ds

]2
(8)

方程中的量都有各自的物理含义，所以∫ t

0

δF (s)

m
exp

(
−ζ(t− s)

m

)
ds

必有界，于是带有指数衰减的前两式在对噪声的积分中消失，只剩下最后的

⟨v(t)2⟩ = 1

m2

∫ t

0

dt′ δF (t′) exp
(
−ζ(t− t′)

m

)∫ t

0

dt′′ δF (t′′) exp
(
−ζ(t− t′′)

m

)
由于噪声服从 δ 相关性：

⟨v(t)2⟩ = 1

m2

∫ t

0

dt′ exp
(
−ζ(t− t′)

m

)∫ t

0

dt′′ exp
(
−ζ(t− t′′)

m

)
2Bδ(t′ − t′′)

根据 δ 函数的性质，结果如下：

⟨v(t)2⟩ = v(0)2e−
2ζt
m +

B

ζm

(
1− e−

2ζt
m

)
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我们看到 ⟨v(t)2⟩ 采取我们喜闻乐见的指数衰减形式。在分子动理论中，我们知道
理想气体分子在平衡态的方均速率为

lim
t→∞

⟨v2⟩ = kT

m

显然
B = ζkT (9)

这就是著名的涨落耗散定理。它说明涨落的强度 B 与耗散的强度 ζ 成正比，其实涨
落和耗散都起源于粒子的随机运动（回忆 E[x2] = 2Dt 的证明以及粘滞阻力的形成机
理），是同一件事的两个方面 [12]。
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