
实分析

孙天阳



目录

目录 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1 集合论 4
1 集合的极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2 Zorn 引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3 势 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.1 势是全序关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 势的运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.3 势的比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.4 不可测集的存在性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.1 乘积 σ-代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

5 外测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
6 Rn 中的基本点集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

6.1 Borel 集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
6.2 Cantor 集和 Cantor 函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Lebesgue 测度 21
1 Rn 中的 Lebesgue 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2 抽象测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3 测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 可测函数 28
1 可测函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 可积函数 30
1 Lebesgue 积分的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2 Lebesgue 积分的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3 绝对连续测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5 抽象测度 33
1 抽象测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2 符号测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1



目录 2

6 Fubini 定理 37
1 乘积测度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2 Fubini 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1 Vitali 覆盖定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

7 微积分基本定理 40
1 title . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2 微积分基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.1 Lebesgue 点定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

8 L p 空间 42
1 title . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

9 总结 43
1 总结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

10 作业 44
1 第一周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2 第二周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3 第三周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4 第四周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5 第五周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
6 第六周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
7 第七周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
8 第八周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
9 第九周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
10 第十周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
11 第十二周 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

11 习题课 64
1 第一次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2 第二次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3 第三次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4 第四次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5 第五次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
6 第六次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
7 第七次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
8 第八次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
9 第九次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
10 第十次习题课 (5.18-5.20) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
11 第十一次习题课 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
12 第十四次 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



目录 3

12 Stein 77
1 第一章 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

13 周民强 80
1 习题 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80



Chapter 1

集合论

1 集合的极限

• 将集合等同于它的特征函数

• 将集合的上、下极限定义为它的特征函数的上下极限对应的集合

• 集合的测度就是特征函数的积分？

• 上极限要看 1 能否在该点出现无数次，下极限要看 0

• 无穷并 < 上极限 < 下极限 < 无穷交

• 只出现一次 < 出现无限次 < 只有有限次不出现 < 每次都出现

• 集合的并相当于取上确界，集合的交相当于取下确界

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

sup
k⩾n

xk lim
n→∞

An = lim
n→∞

⋃
k⩾n

Ak

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

inf
k⩾n

xk lim
n→∞

An = lim
n→∞

⋂
k⩾n

Ak

• 对于单调增加集合列，

lim
n→∞

An =
∞⋃

n=1

An

• 对于单调减少集合列，

lim
n→∞

An =
∞⋂

n=1

An

•
{⋃

k⩾n

Ak

}
就是单调减少集合列，因此

lim
n→∞

⋃
k⩾n

Ak =
∞⋂

n=1

⋃
k⩾n

Ak

4
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•
{⋂

k⩾n

Ak

}
就是单调增加集合列，因此

lim
n→∞

⋂
k⩾n

Ak =

∞⋃
n=1

⋂
k⩾n

Ak

• 若集合列的上极限等于下极限，那么把这个公共的极限定义为它的极限. 存在极限的集合列只
有两类点，要么在只在有限项处出现，要么在有限项处不出现；也就是说不存在这样的点：它

既在无穷多项中出现，又在无穷多项中不出现

例 1.1.

{x ∈ R : fn(x) → f(x)} =

∞⋂
k=1

lim
n→∞

{
x ∈ R : |fn(x)− f(x)| < 1

k

}
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2 Zorn 引理

• Zorn 引理的陈述

• 偏序集合：自身性、反对称性、传递性

• 全序集合

• 极大元与上界

• 选择公理的两种陈述

定理 2.1 (Zorn 引理). 若偏序集合 X 的每一个全序子集合都具有上界，则 X 具有极大元.

定义 2.1 (偏序集合). 设 = 是集合 X 上的一个等价关系. 若集合 X 上的另一个关系 ⩽ 满足：

(1) 自身性：x ⩽ x；

(2) 反对称性：若 x ⩽ y, y ⩽ x，则 x = y；

(3) 传递性：若 x ⩽ y, y ⩽ z，则 x ⩽ z.

则称 (X,⩽) 为一个偏序集合.

注记. 当我们没有显式地指明 X 上的等价关系是什么时，就默认 x ∼ y 当且仅当 x = y.

注记. 当我们定义了什么叫 x ⩽ y，就把 y ⩾ x 定义为 x ⩽ y.

定义 2.2 (全序集合). 设 (X,⩽) 是偏序集合，如果它还满足

(4) 全序性：任意 x, y ∈ X，要么 x ⩽ y 要么 y ⩽ x.

则称 (X,⩽) 为全序集合.

定义 2.3 (极大元与上界). 设 (X,⩽) 是偏序集，x0 ∈ X，如果 x0 ⩽ y ∈ X⇒y = x0，那么称 x0 是

X 的一个极大元.
设 (X,⩽) 是偏序集，E ⊂ X，x0 ∈ X，如果任意的 y ∈ E 有 y ⩽ x0，那么称 x0 是 E 的一个

上界.

注记. 偏序集中的任意元素要么小于等于极大元，要么与极大元不可比较.
某集合的上界要大于等于该集合中的所有元素.

定理 2.2 (选择公理). 设 {Xα}α∈A，A 6= ∅, Xα 6= ∅，那么
∏
α∈A

Xα 6= ∅

其中， ∏
α∈A

Xα :=

{
f : A→

⋃
α∈A

Xα : f(α) ∈ Xα,∀α ∈ A

}
.

注记. 选择公理与 Zorn 引理等价.

定理 2.3 (选择公理的另一种形式). 设 {Xα}α∈A , A 6= ∅, Xα 6= ∅，Xα 互不相交，那么存在 Y ⊂⊔
α∈A

Xα 使得 Y ∩Xα 是独点集，∀α ∈ A.



CHAPTER 1. 集合论 7

定理 2.4. 设 E 是一个集合，{Eα}α ∈ I 是 E 的一族子集，则存在一个映射 α 7→ xα 使得 xα ∈ Eα，

对任意的 α.

例 2.1. 设 f : A→ B，A,B 非空，

1. f 是单射当且仅当存在 g : B → A 使得 g ◦ f = 1A

2. f 是满射当且仅当存在 g : B → A 使得 f ◦ g = 1B

注记. 左满右单.

证明. 对任意的 b ∈ B，
{
f−1(b)

}
b∈B
是 A 的一组非空子集族，由选择公理，存在 g : b 7→ g(b)

g(b) ∈ f−1(b) ⇔ f(g(b)) = b.

注记. 问题似乎出现在事情不能做无限多步.

定理 2.5 (良序定理). 若 A 是一个集合，则存在 A 上的一个全序关系，使得 A 成为一个良序集.

定义 2.4 (良序集). 任意非空子集都有一个最小元.
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3 势

• 康托尔在 1874 年－ 1884 年引入最原始的集合论（现称朴素集合论）时，首次引入基数概念.
他最先考虑的是集合 {1, 2, 3} 和 {2, 3, 4}，它们并非相同，但有相同的基数. 骤眼看来，这是显
而易见，但究竟何谓两个集合有相同数目的元素？

康托尔的答案，是透过所谓的一一对应，即把两个集合的元素一对一的排起来——若能做到，

两个集合的基数自然相同. 这答案，容易理解但却是革命性的，因为用相同的方法即可比较任
意集合的大小，包括无穷集合.

• 我们虽然没有把一个集合的势真正地定义为一具体的对象，但是讨论集合之间的势的大小关系
总是可以的

• 集合的势的大小关系的定义及定义的良定性

• 说集合的势是一个偏序关系其实有点瑕疵，关系必须建立在某一个集合上，但显然我们这里应
该讨论的集合是由所有集合组成的集合.
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3.1 势是全序关系

定义 3.1 (势的相等). 设 X,Y 是两个集合，如果存在双射 f : X → Y，则称 X 与 Y 的势是相等

的，记作 X = Y . 容易验证这是集合之间的一个等价关系.

定义 3.2 (势的小于等于). 设 X,Y 是两个集合，如果存在单射 f : X → Y，则称 X 的势小于等

于 Y 的势，记作 X ⩽ Y .

定义 3.3 (势的大于等于). 设 X,Y 是两个集合，如果存在满射 f : X → Y，则称 X 的势大于等

于 Y 的势，记作 X ⩾ Y .

我们曾指出，当我们定义了什么叫 x ⩽ y，我们便自动将 y ⩾ x 解释为 x ⩽ y. 但上面在定义了
什么叫 X ⩽ Y 后又定义了什么叫 X ⩾ Y . 我们必须验证这两种定义是相容的.

命题 3.1. X ⩽ Y 当且仅当 Y ⩾ X.

证明. =⇒
设存在单射 f : X → Y，构造满射 g : Y → X 如下：

g
∣∣
f(X)

= f−1, g
∣∣
Y \f(X)

= x0.

⇐=

设存在满射 g : Y → X，要构造单射.
由选择公理，取

{
g−1(x)

}
x∈X
的代表元集合 Z，定义

f : X → Y

x 7→ Z ∩ g−1(x)

直觉上，我们觉得应该有

定理 3.1 (Cantor-Bernstein 定理). 如果 X ⩽ Y 且 X ⩾ Y，则 X = Y .

证明. 存在单射 f : X → Y 和 g : Y → X. 考虑 f−1 和 g−1 的拉回：

∀x ∈ X −→ x
g−1

→ g−1(x)
f−1

→ · · ·

三种情况：

(1) 一直继续下去，称 x ∈ X∞

(2) 终止到 X 中，称 x ∈ XX

(3) 终止到 Y 中，称 x ∈ XY

由此导出 X 的剖分

X = X∞ tXX tXY

Y = Y∞ t YX t YY

断言：f(X∞) = Y∞
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• 对任意 y ∈ f(X∞)，存在 x ∈ X∞ 使得 y = f(x)，则有拉回链

y = f(x)
f−1

→ x
g−1

→ · · ·

所以 y ∈ Y∞

• 对任意 y ∈ Y∞，存在拉回链

y
f−1

→ x
g−1

→ · · ·

这意味着 y = f(x) 并且 x ∈ X∞

所以 y ∈ f(X∞).

断言：f(XX) = YX

• 任意 y ∈ f(XX)，存在 x ∈ XX 使得 y = f(x).

存在拉回链

y = f(x)
f−1

→ x
f−1

→ · · ·终止到X

这就意味着 y ∈ YX

• 对任意 y ∈ YX，存在拉回链

y
f−1

→ x
g−1

→ · · ·终止到X

终止到 X 保证了第一个箭头的存在性，因此存在 x 使得 y = f(x)，并且按定义 x ∈ XX，所

以 y ∈ f(XX).

综上所述，f : X∞ → Y∞，f : XX → YX，g : YY → XY 都是双射，

由此得到 X 到 Y 的双射 h

h
∣∣
X∞⊔XX

= f, h
∣∣
XY

= g−1

命题 3.2. 集合的势的大小关系是全序关系.

证明. 自身性和传递性由恒同映射和映射的复合得到. 反对称性正是 Cantor-Bernstein 定理. 只需证
明全序性，即对任意集合 X,Y，要么 X ⩽ Y，要么 Y ⩽ X.

将映射视为集合：

f : X → Y,Graphf = {(x, f(x)) ⊂ X × Y }

考虑由单射产生的集合族

Γ :=

{
f : A→ Y

∣∣∣∣f是单射, A ⊂ X

}
⊂ 2X×Y

显然 (Γ,⊂) 是一个偏序集合. 考虑其中的任一全序子集，其任意两个元素之间可以将一个视为
另一个的延拓，它们两两之间在定义域的公共部分的定义是相容的，因此可将该全序子集的所有元

素的定义域取并，在并集上定义出一个集合，显然它也属于 Γ 并且是该全序子集的上界.
由 Zorn 引理，Γ 中存在极大元 f .
显然 f : A→ f(A) 是双射，断言 A = X 或 f(A) = Y .
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若不然，则存在 x0 ∈ X\A, y0 ∈ Y \f(A)，定义

f ′ : A t {x0} → f(A) t {y0}

x0 7→ y0

这与 f 是极大元矛盾！

3.2 势的运算

命题 3.3. 设 A,B 都是有限集，那么

(1) A+B = A tB

(2) A ·B = A×B

(3) A
B

= AB

证明. (1)(2) 显然，只证 (3).
AB = {f : B → A}，对每一个 B 中的元素，都有 A 个 A 中的元素可以指定.

因此 AB 中元素的个数为 A×A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
B个

= A
B

.

我们将这些在有限集合情形下有意义并成立的式子，作为对于无限集合情形的定义

定义 3.4. 设 A,B 是任意集合，定义

(1) A+B := A tB

(2) A ·B := A×B

(3) A
B

:= AB

3.3 势的比较

定理 3.2 (无最大势定理). 设 X 6= ∅，则 X < 2X .

证明. 用反证法，假设存在满射 f : X → 2X

构造

{x ∈ X : x 6= f(x)} ∈ 2X = f(X)

因为 f 是满射所以存在 x0 ∈ X 使得 f(x0) = {x ∈ X : x /∈ f(x)}

•

•

命题 3.4 (最小势定理). 无限集合中最小势为可数无限集合的势

ℵ0 = N
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证明. 任意无限集合包含可列子集.

定义 3.5.

• ℵ0 := N

• c := ℵ := R

命题 3.5. 2ℵ0 = c，即整数的幂集与实数集等势.

证明. 构造 ψ : 2Z → R+

ψ(A) =


∑
n∈A

1

2n
A有下界

0 其他

将整数集合视为二进制数

引理 3.1 (Cantor 连续统假设). ℵ0 与 ℵ 之间无其它势.

• Zemolo-Frankel 公理体系推不出 Cantor 连续统假设为真或非真

势的增长序列

0 < 1 < 2 < · · · < ℵ0 < c < 2c < 22
c

< · · ·

p 进制表示定理

对任意 x ∈ (0, 1)

定理 3.3.
cℵ0 = c

证明. 单射
φ : (0, 1)N → [0, 1]

{x1, x2, · · · } 7→ 0.x11x21x12x31x22x13 · · ·

哦，还要用下 Berstein 定理.

定理 3.4.
cc = 2c

证明.
cℵ0 = c⇒ c2 = c⇔ R2 = R

单射

[0, 1]R → 2R
2

, f 7→ Graphf

cc ⩽ 2c

而 cc ⩾ 2c 是显然的.
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Xn = ℵ0,∀n ∈ N →
∞⋃

n=1

Xn = α0

Xn = c,∀n ∈ N →
∞⋃

n=1

Xn = c

例 3.1. 凸函数 f : (a, b) 在 R 上几乎处处可微

证明. 构造单射 {
x ∈ (a, b) : f ′

+(x) < f ′
−(x)

}
→ Q3

x 7→ (rx, sx, tx)

• x ∈ (sx, tx) ⊂ [sx, tx] ⊂ (a, b)

注记. sx, tx 的作用是什么？

• rx ∈ (f ′
+(x), f

′
−(x))

例 3.2. 是否存在 f ∈ C(R)，使得 f(Q) ⊂ R/Q，f(R/Q) ⊂ Q
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3.4 不可测集的存在性

命题 3.6. 不存在 µ : 2R → [0,+∞] 满足

• µ(∅) = 0

• µ(
∞⊔
k=1

Ek) =
∞∑
k=1

µ(Ek),∀Ek ⊂ R

• µ(E) = µ(x+ E),∀E ⊂ R

• µ([0, k]) = k

证明. 考虑 [0, 1]/Q，选取其任一完全代表元系 N .
注意 N 是完全代表元系而不是一个等价类.
注意我并不关心到底有多少个等价类，即完全代表元系中有多少个元素.
考虑 Nk = N + rk.
注意我并不关心 Nk 是否还含在 [0, 1] 里面，事实上，一般并不含在 [0, 1] 里面.
Nk 相当于是 N 中的每个元素在自己的等价类中作平移，虽然平移后得到的元素并不一定在

[0, 1] 中也就不在等价类中.

我们关心 N 与 Nk 之间具有外测度的平移不变性，我们关心 [0, 1]可以被包含在
∞⋃
k=1

Nk 中.

推论 3.1. 任意正测集包含不可测子集

不可测集存在性的证明

证明. 内容...



CHAPTER 1. 集合论 15

4 σ-代数

定义 4.1. 设 X 是一个非空集合.X 中集合的一个代数是指 X 的子集的非空族满足在有限并和取余

集的运算下封闭.

4.1 乘积 σ-代数

设 {Xα} 是一族非空集合，X =
∏
α

Xα，πα : X → Xα 是投影映射. 如果Mα 是 Xα 上的 σ-代

数，那么 X 上的乘积 σ-代数是由 {
π−1
α (Eα) : Eα ∈ Mα, α ∈ A

}
生成的 σ-代数，记作

⊗
α

Mα. 如果 A = {1, · · · , n}，也可记作
n⊕
1

Mi 或M1 ⊗ · · · ⊗ Mn.

现在我们给出另外一种更符合直觉的可数多个因子情形下的乘积 σ-代数的刻画.

命题 4.1. 如果 A 是可数的，那么
⊗
α

Mα 是由

{∏
α

Eα : Eα ∈ Mα

}
生成的 σ-代数.

我们以之后将会用到的一个技术性的结果结束本节. 我们定义基本族为 X 的一个子集族满足

• ∅ ∈ E

• 如果 E,F ∈ E，那么 E ∩ F ∈ E

• 如果 E ∈ E，那么 Ec 是 E 中元素的有限无交并.

命题 4.2. 如果 E 是一个基本族，那么由 E 中元素经过有限无交并生成的集族 A 是一个代数.
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5 外测度

非空集合 X 上的一个外测度是指一个函数 µ∗ : P(X) → [0,∞] 满足

• µ∗(∅) = 0

• µ∗(A) ⩽ µ∗(B) 如果 A ⊂ B

• µ∗

(
∞⋃

n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

µ∗(An)

命题 5.1. 设 E ⊂ P(X)，且 ρ : E → [0,∞] 满足 ∅ ∈ E , X ∈ E 且 ρ(∅) = 0. 对于任意 A ⊂ X，

定义

µ∗(A) = inf
{

∞∑
n=1

ρ(En) : En ∈ E , A ⊂
∞⋃

n=1

En

}
,

则 µ∗ 是一个外测度.

从外测度到测度的一个关键步骤如下. 如果 µ∗ 是 X 上的一个外测度，那么 A ⊂ X 称作是 µ∗-可测
的如果

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac), ∀E ⊂ X.

定理 5.1 (Caratheodory 定理). 如果 µ∗ 是 X 上的一个外测度，全体 µ∗-可测集组成的集族 M 是

一个 σ-代数，µ∗ 在 M 上的限制是一个完备测度.

Caratheodory定理的一个直接应用是将测度从代数延拓到 σ-代数.确切地说，如果 A ⊂ P(X)

是一个代数，称函数 µ0 : A → [0,∞] 为一个预测度如果

• µ0(∅) = 0,

• 如果 {Aj}∞1 是 A 中的不交闭集使得
∞⋃

n=1

Aj ∈ A，那么

µ0

(
∞⋃

n=1

Aj

)
=

∞∑
n=1

µ0(Aj).

命题 5.2. 如果 µ0 是 A 上的一个预测度，µ∗ 如前定义，那么

(a) µ∗∣∣A = µ0

(b) A 中的每个集合都是可测的.

定理 5.2. 设 A ⊂ P(X) 是一个代数，µ0 是 A 上的一个预测度，M 是由 A 生成的 σ-代数. 那
么存在一个 M 上的一个测度 µ，它在 A 上的限制就是 µ0.
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6 Rn 中的基本点集

6.1 Borel 集

定义 6.1 (Fσ, Gδ 集).

• 若 E ⊂ Rn 是可数个闭集的并，则称 E 为 Fσ 集；

• 若 E ⊂ Rn 是可数个开集的交，则称 E 为 Gδ 集.

命题 6.1. Fσ 集的补集是 Gδ 集；Gδ 集的补集是 Fσ 集.

命题 6.2. 闭集是 Gδ 集；开集是 Fσ 集.

证明. 设 F 是闭集，考虑集族

On =

{
x : d(x, F ) <

1

n

}
,

由 d(x, F ) 的连续性，知 On 是开集族. 断言 F =
∞⋂

n=1

On.

• 对任意的 n，F ⊂ On，因此 F ⊂
∞⋂

n=1

On.

• 任取 x ∈
∞⋂

n=1

On，假设 x /∈ F，则 x ∈ F c，那么存在 ε > 0使得 B(x, ε) ⊂ F c，则 B(x, ε)∩F = ∅.

取 k 充分大使得
1

k
< ε，则 x /∈ Ok，矛盾！因此 x ∈ F，即

∞⋂
n=1

On ⊂ F .

例 6.1. Q =
∞⋃
k=1

{rk} 是 Fσ 集.

定义 6.2 (第一纲集与第二纲集). 设 E ⊂ Rn.

• 若 E = Rn，则称 E 为 Rn 中的稠密集；

• 若 E̊，则称 E 为 Rn 中的无处稠密集；

• 可数个无处稠密集的并称为第一纲集；

• 不是第一纲集的集合称为第二纲集.
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6.2 Cantor 集和 Cantor 函数

Cantor 集 有理数集 推广的 Cantor 集 无理数集

测度 零测集 零测集 正测集 正测集

势 ℵ ℵ0 ℵ
拓扑 第一纲集：无处稠密集合的可列并 第一纲集 第一纲集（无处稠密集） 第二纲集（稠密集）

Cantor 函数

• [0, 1] ↠ [0, 1] 单调增加连续

• 将零测集映照为正测集

• 导函数几乎处处为零

Cantor 集

• Cantor 集的构造过程

• C =
∞⋂

n=1

Fn

• C 是非空有界闭集. 其中有界显然；闭集是因为闭集的任意交还是闭集；非空是因为闭区间套
定理，事实上 Fn 中每个闭区间的端点都是没有被移去的.

• C 是完全集，即 C 中任意点都能找到 C 中的一列其它点来逼近它. 设 x ∈ C，则 x ∈ Fn，即

对每个 n，x 属于长度为
1

3n
的 2n 的闭区间中的一个. 于是对任意 δ > 0，我们能找到一个 n

使得
1

3n
< δ，也就是 Fn 中包含 x 的闭区间含于 (x− δ, x+ δ). 此闭区间有两个端点，它们是

C 中的点且至少有一个不是 x，这就说明 x 是 C 的极限点.

• C 无内点. 设 x ∈ C，给定任意区间 (x− δ, x+ δ)，取 n 使得
1

3n
< δ. 因为 x ∈ Fn，所以 Fn

中必有某个长度为
1

3n
的闭区间 Fn,k 含于 (x− δ, x+ δ). 然而，在构造 C 集的第 n+ 1 步时，

将移去 Fn,k 的中央三分开区间. 这说明 (x− δ, x+ δ) 不含于 C.

• P49 页例 19 没有看懂

区间长度 个数 去掉长度 个数

• Cn

Cantor 三分集

C =
∞⋂

n=1

Cn = lim
n→∞

Cn

• 紧集 C =
∞⋃

n=1

Cn，Cn 紧

• 零测集 [提到 |C| 就默认了可测] |C| ⩽ |Cn| ⩽，无内点

• 连续统的势

• 完全集（无孤立点的闭集）任意点是极限点，可以找到一个点列逼近它

• 第一纲集（C 是无处稠密集合，即其闭包无内点，第一纲集是可列个无处稠密集合的并
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Cantor 集的三进制表示

C =

{
x ∈ [0, 1] : x =

∞∑
n=1

an
3n
, an = 0, 2

}
所以说不舒服的感觉出现在他对去掉点的特征描述的不准确.

Cantor 函数

f : C → [0, 1] 是单调递增的满射

f(0.(2c1)(2c2) · · · (3)) = 0.c1c2 · · · (2), ck = 0, 1

即

f

(
∞∑

n=1

xn
3n

)
=

1

2

∞∑
n=1

xn
2n

单调增加：cn+1 = 0, dn+1 = 1

0.(2c1) · · · (2cn)(2cn+1) · · · (3) < 0.(2c1) · · · (2cn)(2dn+1) · · · (3)

0.c1 · · · cncn+1 · · · (2) ⩽ 0.c1 · · · cndn+1 · · · (2)

Cantor 函数的局部常值扩充

设 (a, b) 是 Cantor 三分集构造过程中去掉的区间. 则

a = 0.(2c1) · · · (2cn−1)022 · · · (3)

b = 0.(2c1) · · · (2cn−1)200 · · · (3)

f(a) = 0.c1 · · · cn−10111 · · · (2) = 0.c1 · · · cn−11(2) = f(b)

局部常值扩充

f
∣∣
(a,b)

= f(a) = f(b)

f : [0, 1] → [0, 1] 单调增加是一个满射.

• 将零测集映为正测集

• 局部为常数

• C̊ = ∅, ∂C = C ′ = C̄ = C

命题 6.3. Cantor 函数在 Cantor 集中的点不可导

证明. 任取 x ∈ C，将之表示为 xn ∈ C


x+

2

3n
, ifan = 0

x− 2

3n
, ifan = 2

则 lim
n→∞

xn = x

1. an = 0

f(xn)− f(x) =
1

2n
, xn − x =

2

3n
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2. an = 2

f(xn)− f(x) = − 1

2n
, xn − x = − 2

3n

推广的 Cantor 集

• K0 = [0, 1],Kn−1
1−→

Cantor 集的维数

• 欧式空间维数 R2 的维数：将标准立方体扩大三倍再分解，
log 32
log 3

• Cantor 集的 Hausdorff 维数 2
==
1

2
==⇒
1
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Lebesgue 测度

1 Rn 中的 Lebesgue 测度

• Lebesgue 测度

– 外测度

∗ 对任意集合都有定义
∗ 不用有限：
∗ 不用无限：Lindolorf 可数覆盖定理

– 定义 Lebesgue 可测集为满足 Caratheodory 条件的集合

– 若为 Lebesgue 可测集，则定义它的测度为外测度

• 抽象测度

– 外测度

∗ 空集为零
∗ 单调性
∗ 次可加性

– 测度

∗ 空集为零
∗ 可加性

– 外测度生成测度-Caratheodory 条件.

• 集合的一些等式

– 集合的交、并都单独满足结合律、交换律，但混在一起就要小心了

– E = (E ∩A) t (E ∩Ac)

– A ∪B = (A ∩B) t (Ac ∩B) t (A ∩Bc)

– (A ∪B)c = Ac ∩Bc

21
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定义 1.1. 设 E ⊂ Rn，称

m∗(E) = inf
{

∞∑
k=1

|Ik| : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik

}
为点集 E 的 Lebesgue 外测度，简称外测度.

定理 1.1 (Rn 中的 Lindelöf 可数覆盖定理). 集合 E ⊂ Rn 的任意开覆盖必存在可列子覆盖.

注记. 该定理告诉我们为什么定义 Lebesgue 外测度时要取可列开覆盖而不取任意不可数的开覆盖.
但该定理在抽象外测度的情形下并无对应的推广.
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2 抽象测度

• 外测度的定义

• 外测度的存在性

• 测度、测度空间的定义

• 由外测度生成测度：Caratheodory 条件

• 测度性质

• 外测度性质

定义 2.1 (外测度). 设集合 X 6= ∅，若 µ∗ : 2X −→ [0,+∞] 满足

(1) µ∗(∅) = 0;

(2) A ⊂ B =⇒ µ∗(A) ⩽ µ∗(B);

(3) µ∗(
∞⋃
k=1

Ak) ⩽
∞∑
k=1

µ∗(Ak).

注记. (3) 显然蕴含

(3)′ µ∗(
∞⊔
k=1

Ak) ⩽
∞∑
k=1

µ∗(Ak).

结合 (2)，(3)′ 也蕴含 (3)

µ∗(
∞⋃
k=1

Ak) = µ∗

(
∞⊔
k=1

(
Ak −

k−1⋃
i=1

Ai

))
⩽

∞∑
k=1

µ∗

(
Ak −

k−1⋃
i=1

Ai

)
⩽

∞∑
k=1

µ∗(Ak)

定理 2.1 (外测度的存在性). 设集合 X 6= ∅，{∅, X} ⊂ F ⊂ P(X)是任意的子集族，函数 φ : F −→
[0,+∞] 满足 φ(∅) = 0，定义 µ∗(E) : 2X −→ [0,+∞] 为

µ∗(E) : inf
{

∞∑
k=1

φ(Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik, Ik ∈ F

}
,

则 µ∗ 是 X 上的外测度.

证明.

(1) 显然 µ∗(∅) = 0.

(2) B 的开覆盖一定是 A 的开覆盖，由下确界的性质显然.

(3) 不妨设对任意 k 有 µ∗(Ak) < +∞，否则由单调性有 +∞ ⩽ +∞，这已经成立.

因为 µ∗(Ak) < +∞，所以按下确界的定义，存在一系列 Ikj ∈ F，使得

Ak ⊂
∞⋃
j=1

Ikj ,
∞∑
j=1

φ(Ikj) ⩽ µ∗(Ak) +
ε

2k
.
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因此
∞⋃
k=1

Ak ⊂
∞⋃

k,j=1

Ikj , µ
∗(Ak) ⩽

∞∑
k,j=1

φ(Ikj) ⩽
∞∑
k=1

µ∗(Ak) + ε.

由 ε 的任意性得证

µ∗(Ak) ⩽
∞∑
k=1

µ∗(Ak)

定义 2.2 (测度，测度空间). 设 X 是一个非空集合，Σ ⊂ 2X 是 σ-代数，若 µ : Σ −→ [0,+∞] 满足

• µ(∅) = 0;

• µ(
+∞⊔
k=1

Ak) =
+∞∑
k=1

µ(Ak).

则称 µ 是一个测度，并称 (x,Σ, µ) 是一个测度空间.

定理 2.2 (由外测度生成测度). 设 µ∗ 是 X 上外测度，定义

Γ :=
{
A ⊂ X

∣∣µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac),∀E ⊂ X
}

则 (X,Γ, µ∗∣∣
Γ
) 是测度空间.

注记. 由外测度的定义，我们已经有 µ∗(E) ⩽ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac)，因此若要验证 A ⊂ Γ 只需

验证反向的不等式 µ∗(E) ⩾ µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac).

证明. 需要验证：

• Γ 是一个 σ-代数

– 对取余集运算封闭

– 对可列并运算封闭

• 可列可加性

一一验证如下：

• Γ 是一个 σ-代数

– 对取余集运算封闭. 容易看出在 µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) 中，A 与 Ac 的地位等

同，即若该式对 A 成立则对 Ac 也成立，即若 A ∈ Γ 则 Ac ∈ Γ.

– 对可列并运算封闭
断言，要验证对可列并运算封闭，只需验证对可列不交并运算封闭，这是因为对于任意的

可列并
∞⋃
k=1

Ak，我们总能将之写为不交并
∞⊔
k=1

(
Ak −

k−1⋃
i=1

Ai

)
的形式，其中要补充定义

A0 = ∅.

下验证对可列不交并运算封闭，即若任意两两不交的 Ak ∈ Γ，则
∞⊔
k=1

Ak ∈ Γ.

µ∗(E) = µ∗(E ∩A1) + µ∗(E ∩Ac
1) A1 ∈ Γ
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= µ∗(E ∩A1) + µ∗(E ∩A2) + µ∗(E ∩ (A1 tA2)
c)

=
n∑

k=1

µ∗(E ∩Ak) + µ∗

(
E ∩

(
n⊔

k=1

Ak

)c)
这两行的简洁依赖于无交并

⩾
n∑

k=1

µ∗(E ∩Ak) + µ∗

(
E ∩

(
∞⊔
k=1

Ak

)c)
单调性

在上式中令 n 趋于无穷，得到

µ∗(E) ⩾
∞∑
k=1

µ∗(E∩Ak)+µ
∗

(
E ∩

(
∞⊔
k=1

Ak

)c)
⩾ µ∗

(
E ∩

∞⊔
k=1

Ak

)
+µ∗

(
E ∩

(
∞⊔
k=1

Ak

)c)
⩾ µ∗(E).

• 可列可加性. 在上面我们已经对任意的集合 E 得到

µ∗(E) =
∞∑
k=1

µ∗(E ∩Ak) + µ∗

(
E ∩

(
∞⊔
k=1

Ak

)c)
,

只需要取 E =
∞⊔
k=1

Ak，就得到

µ∗(
∞⊔
k=1

Ak) =
∞∑
k=1

µ∗(Ak).

命题 2.1 (测度性质).

• µ(∅) = 0

• 可列可加性：µ
(

∞⊔
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak)

• 单调性：若 E ⊂ F，则 F = E t F\E，则 µ(F ) = µ(E) + µ(F\E) ⩾ µ(E)

• 对一般的集合列 {Ak}∞k=1，可构造无交集合列 {Bk}∞k=1 =

{
Ak\

k−1⋃
n=1

An

}
s.t.

n⋃
k=1

Ak =
n⊔

k=1

Bk.

µ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
= µ

(
∞⊔
k=1

Ak\
k−1⋃
n=1

An

)
=

∞∑
k=1

µ

(
Ak\

k−1⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
k=1

µ(Ak).
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Lebesgue 测度是距离外测度

距离外测度：外测度对于充分分离的集合具有可加性

dist(A,B) > 0 ⇒ m∗(A tB) = m∗A+m∗(B)

证明. 只要证明 m∗(A tB) ⩾ m∗(A) +m∗(B)，可设 m∗(A tB) < +∞

定理 2.3 (Lindelöf 可数覆盖定理). 集合 E ⊂ Rn 的任意开覆盖，必存在可列子覆盖.

命题 2.2. 任意正测集包含不可测集合 (Stein P45 32(b),m∗(G) > 0)

例 2.1. 内容...

证明. 假设 E 可数，则 E =

∞⋃
i=1

{xi}

下说明 {xi} 无处稠密，从而 E 是第一纲集.
由是完备度量空间，{xi} 是闭集. 我们要说它无处稠密，就要说它内部为空. 如果不为空，xi 就

为内点，就说明 {xi} 是开集，存在 U 在 E 中开使得

注记. 称区间 I 上连续函数列的极限函数的全体为 Baire 第一函数类.

证明. 对任意的 k ∈ N，存在 nk，使得

|fkk
(x)− f(x)| < 1

2k+1

不妨设 n1 < n2 < · · · < nk，考察

f(x) =

+∞∑
k=1

[fnk+1
− fnk

(x)]

另 g(x) =

引理 2.1. 设 {fk} ⊂ B1(R)，
∞∑
k=1

Mk < +∞，Mk > 0，若对任意 x ∈ R

例 2.2. ΞQ 不属于 B1(R)，但属于 B2(R).
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3 测度

• 测度的定义

• 测度的性质

– 单调性
– 次可加性
–

定义 3.1 (测度，测度空间). 设 X 是非空集合，M 是 X 上的 σ-代数.M 上的测度是一个函数

µ : M → [0,+∞] 满足

• µ(∅) = 0;

• µ(
+∞⊔
k=1

Ak) =
+∞∑
k=1

µ(Ak).

则称 µ 是一个测度，并称 (x,Σ, µ) 是一个测度空间.

定理 3.1. 设 E ∈ L (Rn)，那么对任意的 ε > 0，

• 存在包含 E 的开集 G，使得 m(G\E) < ε；

• 存在含于 E 的闭集 F，使得 m(E\F ) < ε.

证明.

• 首先考虑 m(E) < +∞ 的情形.

由定义知，存在 E 的开覆盖 {Ik} 使得
∞∑
k=1

|Ik| < m(E)+ ε. 令 G =
∞⋃
k=1

Ik，则 G 是包含 E 的

开集，并且

m(G) = m(
∞⋃
k=1

Ik) ⩽
∞∑
k=1

|Ik| < m(E) + ε,m(G)−m(E) = m(G\E) < ε.

其次讨论 m(E) = +∞ 的情形. 令

Ek = E ∩B(0, k), k = 1, 2, · · ·

则 E =
∞⋃
k=1

Ek. 因为 m(Ek) ⩽ m(B(0, k)) < +∞，因此对任意的 ε > 0，存在包含 Ek 的开集，

使得 m(Gk\Ek) <
ε

2k
. 作点集 G =

∞⋃
k=1

Gk，则 G 为开集并包含 E，且

G\E ⊂
∞⋃
k=1

(Gk\Ek),

从而

m(G\E) ⩽
∞∑
k=1

m(Gk\Ek) ⩽
∞∑
k=1

ε

2k
= ε.

• 只需要注意到如果 G 是包含 Ec 的开集，那么 Gc 是含于 E 的闭集，并且 G\Ec = E\G.



Chapter 3

可测函数

1 可测函数

• 可测函数的第一层理解：可测集的原像是可测集

• 与连续函数的类比：

– 连续函数的定义：开集的原像是开集

∗ 我们可以对于单个的点处定义连续性的概念：邻域的原像是邻域.
∗ 开集的原像是开集只有在整体连续时候才对.

– 开集依赖于选取哪个拓扑，可测集依赖于选取哪个 σ-代数

– 拓扑和 σ-代数都是给集合附加的结构

– 对于连续函数，我们选取的是 R 上的标准拓扑

– 对于可测函数，我们选取的是 R 上的 Borel σ-代数

– 可以看到，如果选取 R 上的 Lebesgue σ-代数，存在连续函数不是可测函数

– 可以利用生成元来刻画拓扑，进而刻画连续映射，比如基/子基的原像是开集

– 同样可以用生成元来刻画 σ-代数，进而刻画可测函数

– 全体开集便是 Borel σ-代数的生成元，因此可测函数有等价刻画：开集的原像是可测集

∗ T 有基 B =
{
(a, b)

∣∣a < b
}

.
∗ 事实上 B 在生成 T 的时候用不到任意并，只需要可列并. 我们有所谓实直线上开区
间的结构定理：任意开集可以唯一表示为至多可数个两两不交的开区间的并. 从而 B
在 σ-代数的运算下同样能生成 T ，最终生成 Borel 集

∗ T 有子基 S =
{
(a,+∞), (−∞, a)

∣∣a ∈ R
}
，即开射线全体，两个交一交就能生成 (a, b).

∗ 但是，仅需要
{
(a,+∞)

∣∣a ∈ R
}
我们便能生成 σ-代数，这是因为我们有强大的差运

算，或者说取余集的运算.（差运算显然蕴含取余集的运算，在有交运算的时候取余集
也蕴含差运算）

∞⋂
n=1

(b− 1

n
,+∞) = [b,+∞)

再取余集便得到 (−∞, b).

28
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∗ 同样地，仅用
{
[a,+∞)

∣∣a ∈ R
}
，便有

∞⋃
n=1

[a+
1

n
,+∞) = (a,+∞), [a,+∞)c = (−∞, a).

∗ 仅用
{
[a, b)

∣∣a < b, a, b ∈ R
}

定理 1.1 (Lusin). f : E → R 可测当且仅当对任意 ε > 0，存在闭集 F ⊂ E 满足 m(E\F ) < ε，使

得 f
∣∣
F
是连续函数.

• E 当然要求是 Lebesgue 可测集

• 闭集 F 当然是 Lebesgue 可测集

• 因此 E\F 也可测，但 m(E\F ) 不一定就等于 m(E)−m(F )，因为有可能出现 +∞ 减去 +∞
的陷阱. 因此 m(E\F ) < ε 是在不清楚 E 是否为测度有限集时的稳妥写法，当已知 E 测度有

限，当然可以写成 m(E)−m(F ).



Chapter 4

可积函数

1 Lebesgue 积分的定义

引理 1.1 (Fatou). 设 {fn} 是一列非负可测函数，几乎处处收敛到 f，那么∫
f ⩽ lim inf

n→∞

∫
fn.

推论 1.1. 设 {fn} 是一列递减非负可积函数，几乎处处收敛到 f，那么∫
f = lim

n→∞

∫
fn.

注记. 递减非负函数列首项可积蕴含每一项都可积.

30
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2 Lebesgue 积分的性质

命题 2.1 (积分对定义域的可数可加性). 设 Ek ∈ Σ 两两不交. 若 f(x) 在 E =
∞⋃
k=1

Ek 上可积，则

∫
E

f(x)dx =
∞∑
k=1

∫
Ek

f(x)dx.

证明. 根据非负可测函数积分对定义域的可数可加性，我们有
∞∑
k=1

∫
Ek

f±(x)dx =

∫
E

f±(x)dx ⩽
∫
E

|f(x)|dx <∞.

从而可知

∞∑
k=1

∫
Ek

f(x)dx =
∞∑
k=1

[∫
Ek

f+(x)dx−
∫
Ek

f−(x)dx
]
=

∫
E

f+(x)dx−
∫
E

f−(x)dx =

∫
E

f(x)dx.
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3 绝对连续测度



Chapter 5

抽象测度

1 抽象测度

33
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2 符号测度

定义 2.1. 设 X 是一个拓扑向量空间. 设 I 是指标集，称级数
∑
i∈I

xi 非条件收敛到 x ∈ X 如果

• 指标集 I0 :=
{
i ∈ I

∣∣xi 6= 0
}
可数

• 对 I0 = {ik}∞k=1 的任意置换 σ : I0 → I0 成立
∞∑
k=1

xσ(ik) =
∞∑
k=1

xik .

命题 2.1. 有限维向量空间非条件收敛等价于绝对收敛，无穷维向量空间非条件收敛弱于绝对收敛.

定义 2.2. 设 (X,Σ) 是可测空间.(X,Σ) 上的一个符号测度是一个函数 ν : Σ → [−∞,∞] 满足

• ν(∅) = 0；

• ν 不同时取到 ±∞；

• 如果 {Ej} 是 Σ 中的一列不交集合，那么
∞∑
j=1

ν(Ej) 非条件收敛，且 ν(
∞⋃
j=1

Ej) =
∞∑
j=1

ν(Ej).

注记. 我曾困惑于非条件收敛到底是符号测度定义的自然推论还是应该加在符号测度定义中的要求.
我现在的答案是它更应该被理解为加在符号测度的定义中的要求，虽然它实际上蕴含在式子

ν(
∞⋃
j=1

Ej) =
∞∑
j=1

ν(Ej) 中，因为式子的左侧并不依赖于 {Ej} 的重排.

之所以它更应该被理解为加在定义中的要求，是因为它是一件应该先有的事. 即使我们还没有
定义在整个 Σ 上的函数 ν，我们也可以判断它有没有成为一个符号测度的潜力. 比如对每个 n ∈ N

指派 an，其中
∞∑

n=1

an 条件收敛，它就不可能扩充成为 N 上的符号测度，因为 ν(N) 的值不良定！

符号测度的两个例子立即出现在脑海中.
首先，如果 µ1, µ2 是 Σ 上的测度并且至少有一个是有限的，那么 ν = µ1 −µ2 是一个符号测度.
其次，如果 µ 是 Σ 上的测度，f : X → [−∞,+∞] 是可测函数满足至少有一个

∫
f+dµ 或∫

f−dµ 是有限的，那么由 ν(E) =

∫
E

fdµ 定义的集合函数 ν 是一个符号测度.

事实上，不久我们将看到这实际上是唯一的例子：每个符合测度都能够表示为这两种形式.

命题 2.2. 设 ν 是 (X,Σ) 上的符号测度. 如果 {Ej} 是 Σ 中的递增列，那么

ν(
∞⋃
1

Ej) = lim
j→∞

ν(Ej).

如果 {Ej} 是 Σ 中的递减列且 ν(E1) 是有限的，俺么

ν(
∞⋂
1

Ej) = lim
j→∞

ν(Ej).

如果 ν 是 (X,Σ)上的符号测度，集合 E ∈ Σ称为对于 ν 是正的如果 ν(F ) ⩾ 0对于所有 F ∈ Σ

且 F ⊂ E 成立.
特别地，在上面定义的 ν(E) =

∫
E

fdµ 的例子中，E 是正的当且仅当 f ⩾ 0 在 E 上几乎处处

成立.
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证明.

• =⇒用反证法，假设 m({f < 0}) = a > 0，考虑集合列 En =

{
f < − 1

n

}
，则 En 单调地政趋于

{f < 0}，则存在 N 使得对于 n > N 成立 m(En) >
a

2
，则

∫
En

fdµ < − 1

n

∫
En

dµ < − 1

n

a

2
< 0，

矛盾！

• ⇐= 任取 F ⊂ E 且 F ∈ Σ，ν(F ) =

∫
F

fdµ ⩾ 0.

引理 2.1. 任意正集合的可测子集是正的，正集合的可列并是正的.

证明. 第一条断言由定义是显然的.

设 {Pn} 是正的集合族. 任取 F ⊂
∞⋃

n=1

Pn，我想说明 m(F ) ⩾ 0，这当然要借助单个的 Pn 与 F

的交来说明，但 {Pn}两两之间可能有重叠，所以我们先通过经典的手段 Qn = Pn

n−1⋃
j=1

Pj 来得到不损

失总体信息的无交集合族 {Qn}，单个 Qn ⊂ Pn 从而也是正的. 因此 ν(F ) =

∞∑
n=1

ν(E ∩Qn) ⩾ 0.
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3 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理

定义 3.1. 设 ν 和 µ分别是 (X,Σ)上的符号测度和正测度，称 ν 关于 µ绝对连续如果对任何 E ∈ Σ

满足 µ(E) = 0 都有 ν(E) = 0，记作 ν � µ.

命题 3.1. 下列等价：

(1) ν � µ；

(2) |ν| � µ；

(3) ν+ � µ 且 ν− � µ.

绝对连续在某种意义上是相互奇异的对立面. 明确地说，如果 ν|µ 且 ν � µ，那么 ν = 0.

注记. 我们能将绝对连续的概念推广到 µ 是符号测度的情形，即 ν � µ 当且仅当 ν � |µ|，但是我
们用不到这个更一般的概念.

术语绝对连续来自于实变理论，对于有限符号测度的情形，它等价于连续形式的另一条件.

定理 3.1. 设 ν 和 µ 分别是 (X,Σ) 上的有限符号测度和正测度. 那么 ν � µ 当且仅当对于任意的

ε > 0，存在 δ > 0 使得只要 µ(E) < δ 便有 |ν(E)| < ε.

证明.

• ⇐= 由条件，对于任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得只要 µ(E) < δ 便有 |ν(E)| < ε. 那么对于 E

满足 µ(E) = 0，有 |ν(E)| < ε 对任意 ε 成立，因此 |ν(E)| = 0，即 ν(E) = 0.

• =⇒ 由于 ν � µ 当且仅当 |ν| � µ，又有 |ν(E)| ⩽ |µ|(E). 所以只要对正测度 ν 证明了命题，

便可以借助 |ν| 得到 ν 下的正确性. 下设 ν 是有限正测度.

假设所证不成立，那么存在 ε > 0，使得对任意的 n ∈ N，我们能找到 En ∈ Σ满足 µ(En) <
1

2n

且 ν(En) ⩾ ε. 令 Fk =
∞⋃

n=k

En，F =
∞⋂

n=1

Fn. 那么 µ(Fk) <
∞∑

n=k

1

2n
=

1

2k−1
，所以 ν(F ) = 0. 但

ν(Fk) ⩾ ε 对于所有的 k 成立，因为 ν 是有限测度，ν(F ) = lim
k→∞

ν(Fk) ⩾ ε. 这与 ν � µ 矛盾！

注记. Lebesgue 分解定理的一个改进将奇异测度分解为了奇异连续测度和离散测度.



Chapter 6

Fubini 定理

1 乘积测度

在继续进行之前我们需要一个技术性的引理.

引理 1.1 (单调类引理). 如果 A 是 X 的子集的一个代数，那么由 A 生成的单调类 C 和由 A 生

成的 σ-代数 M 是一致的.

现在我们来到了本节的主要结果，它将 X × Y 上的积分与 X 和 Y 上的积分联系了起来.

定理 1.1. 设 (X,M , µ) 和 (Y,N , ν) 是 σ-有限测度空间. 如果 E ∈ M ⊗N ，那么函数 x 7→ ν(Ex)

和函数 y 7→ µ(Ey) 分别在 X 和 Y 是可测的，并且

µ× ν(E) =

∫
ν(Ex)dµ(x) =

∫
µ(Ey)dν(y).

37
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2 Fubini 定理

定理 2.1 (Tonelli 定理).

证明.

(1) 矩体

(2) 开集：矩体的并. 参见 Stein 定理 1.4

(3) 紧集：开集的差

(4) 零测集：借助等测包，而等测包是开集的递减列

(5) 一般可测集：紧集的递增列并上零测集

定理 2.2 (Fubini 定理).

Fubini-Tonelli 定理应用的两部曲

• Tonelli 定理验证 f 的可积性.∫
Rn+m

|f(x, y)|dxdy =

∫
Rn

(∫
Rm

|f(x, y)|dy
)

dx < +∞ =⇒ f ∈ L 1

• Fubini 定理计算 f 积分值

f ∈ L 1 =⇒
∫
Rn+m

例 2.1. f(x, y) = x2 − y2

(x2 + y2)2
, (x, y) ∈ (0, 1]× (0, 1]

例 2.2. 设 f ∈ L 1(R)，且 ∫
R
f(x)φ(x)
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3

• 抽象积分理论中的 Fubini 定理

• Vitali 覆盖引理

定理 3.1 (Fubini 定理). 设 (X,ΓX , µ)，(Y,ΓY , ν) 是 σ 有限正测度空间，

f ∈ L +(X × Y ) ∪ L 1(X × Y, µ× ν),

则 ∫
X×Y

fdµ× ν =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)
)

dµ(x)

=

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)
)

dν(y).

• 在假定等式成立的情况下？推导出了这些东西？

•
∫
Y

f(x, y)dν(y) 作为关于 x 的函数是可积的.

•

3.1 Vitali 覆盖定理



Chapter 7

微积分基本定理

1 title

40
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2 微积分基本定理

2.1 Lebesgue 点定理

设 f ∈ L 1[a, b]，由微积分基本定理我们知道

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt a.e.
===== f(x).

下面我们想要得到更强的 Lebesgue 点定理，即

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)|dt a.e.
===== 0.

我很想直接援引微积分基本定理来得到它. 但如果我要直接用微积分基本定理，我实际上是先
固定了一个 x = x0，然后对函数 |f(x)− f(x0)| 用微积分基本定理，从而得到

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x0)|dt
a.e.

===== |f(x)− f(x0)|.

这看起来不错，似乎将 x = x0 代入上式，再由 x0 的任意性便可以得到想要的结果. 但注意到上式
只对几乎处处的 x0 成立，因此我并不能断言式子对 x = x0 是成立的，也不能退而求其次得到对于

几乎处处的 x0 是成立的（这是因为我对成立的点的刻画毫无了解，因此不能排除出现固定任意 x0

时，不成立的零测的 x 中恰好有此时固定的 x0 这种极端情况）.
下面介绍一个 trick，在不取定 x = x0 的情况下，使得被积函数与 x 无关.
设 r ∈ Q，则 |f(t)− f(x)| ⩽ |f(t)− r|+ |f(x)− r|.

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)|dt ⩽ lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− r|+ |f(x)− r|dt

= lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− r|dt+ |f(x)− r|

= lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− r|dt+ |f(x)− r|

a.e.
===== 2|f(x)− r|

取定令上式成立的 x = x0，令 r → f(x0)，得到

lim
h→0

1

h

∫ x0+h

x0

|f(t)− f(x0)|dt = 0,

因此

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)|dt a.e.
===== 0.
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L p 空间

1 title

定义 1.1. 设 V 是数域 F 上的向量空间，V 上的一个范数是指一个实值函数 p : V → R 满足

(1) 次可加性/三角不等式：p(x+ y) ⩽ p(x) + p(y)，任意 x, y ∈ V .

(2) 绝对齐性：p(sx) = |s|p(x)，其中 x ∈ V，s ∈ F.

(3) 正定性：对任意 x ∈ V，如果 p(x) = 0，那么 x = 0.

称 V 和其上的范数 p 为赋范线性空间.

范数诱导了一个度量，

d(x, y) = ‖x− y‖ ,

这使得任意赋范线性空间成为度量空间，从而成为拓扑空间.
事实上，他还是拓扑向量空间（why?）.

定义 1.2. 如果上述度量是完备的，则称该赋范线性空间为 Banach 空间.
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总结

1 总结

• 第一层：Lebesgue 测度论与 Lebesgue 积分论

– Lebesue 测度论

∗

– Lebesgue 积分论

∗ Lebesgue 积分四步骤：(χA, S
+,L +, L1)

∗ 核心内容：交换积分次序的五个等价定理

– Lebesgue 测度论和 Lebesgue 积分理论的桥梁

∗ 特征函数
∗ 绝对连续测度
∗ 积分是高维测度

• 第二层：抽象的测度理论和抽象的积分理论

– 符号测度、实测度、复测度

• 第三层：测度论和积分论的进一步推广

– 向量值测度、算子值测度

– 被积函数扩充：欧式空间，流形，纤维丛，无限维空间上的函数

• 从实分析看微积分

Now this is not the end. it is not even the beginning of the end. but it is perhaps the end of
the beginning
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1 第一周

周民强实变函数论 P13 的 1、2、3 题
1. 设 f : R → R，记 f1(x) = f(x)，fn(x) = f(fn−1(x))(n = 2, 3, · · · ). 若存在 n0，使得 fn0

(x) = x，

则 f 是 R 到 f(R) 上的一一映射.

证明.

• 满射，显然.

• 单射. 若存在 x1, x2，使得 f(x1) = f(x2) = x3，那么 fn0
(x1) = fn0

(x2) = fn0−1(x3). 但
fn0

(x1) = x1, fn0
(x2) = x2，因此 x1 = x2.

注记. (Map(R,R), ◦) 是含幺半群，那么本题的意思是说 fn = 1 则 f 可逆.

2. 不存在 R 上的连续函数 f，它在无理数集 R\Q 上是一一映射，而在 Q 上不是一一映射.

证明. 假设存在满足条件的函数 f，则存在 p, q ∈ Q，满足 p < q 且 f(p) = f(q).
因为 f 是连续函数，所以 f 在 [p, q] 上能取到最大值和最小值. 使得 f 取最值得无理点最多有

两个，否则，必有两个无理最大值点或者两个无理最小值点，这与 f 在 R\Q 上是一一映射矛盾.
任取 [p, q] 中的非最值点无理数 x，根据介值定理，一定可以找到另一个数 y ∈ [p, q]，使得

f(x) = f(y)，易知 y 必须是有理数. 且不同的无理数 x 不能对应相同的 y 值，由此我们找到了 [p, q]

中的无理数集（除去至多两个最值点）和有理数集的某个子集之间的一一对应，这是不可能的.

证明. 假设存在 f 是 R 上是连续函数，并且 f |R/Q 上是单射，f |Q 上不单，则存在 a, b ∈ Q，使得

f(a) = f(b) = y0，定义

A = {x ∈ [a, b], f(x) = y0} = [a, b] ∩ f−1 {y0}

()
c
=

∞⋃
k=1

(αk, βk)

3.f : X → Y 是满射当且仅当对任意的真子集 B ⊂ Y，有

f(f−1(B)) = B.

证明.

• 当 Y 是独点集

– 它的真子集只有空集，对于空集命题 f(f−1(∅)) = ∅ 恒成立.

– 独点集 Y 映射 f : X → Y 是满射也恒成立.

• 当 Y 不是独点集，



CHAPTER 10. 作业 46

– ⇐
用反证法，假设 f 不是满射，则存在 y0 ∈ Y，使得 f−1(y0) = ∅，而 f(∅) = ∅ 6= {y0}，
矛盾！

– ⇒
显然有

f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2), f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2).

所以只需对任意 y ∈ Y 证明

f(f−1(y)) = y,

而由 f 是满射这是成立的.

习题课补充:R 中开集是可数个不相交的开区间的并集.

证明. 任取 R 中开集 U，任取 x ∈ U，令 Jx = {Iopen|x ∈ I ⊂ U} 6= ∅
(Jx,⊆) 构成偏序集，对任意 S ⊂ Jx 中的全序子集，令

⋃
I∈S

I 是 S 在 Jx 的一个上界，并且它

是开区间，由 Zorn 引理，存在一个最大元 IX，接下来要说明 Ix 与 Iy 要么相等，要么不相交. 反
之，Ix ∪ Iy ⊃ Ix，与 Ix 是极大元矛盾.

P20, 例 12 f : R → R，E =

{
x ∈ R : lim

y→x
= +∞y

}
证明. 令 g(x) = arctan f(x)，E =

{
x ∈ R, lim

y→x
g(y) =

π

2

}
，从而易知 E ⩽ ℵ.

En =

{
x ∈ [−n, n] lim

y→x
=
π

2

}

定义 g̃(y, x) =

 g(x), x ∈ [−n, n]\En

π

2
x ∈ En

因此 En 是 g̃n(x) 在 [−n, n] 的严格极大值点. 有另一个习

题，如果 f : [a, b→ R]，则 f 的严格极大值点是可数的.
对任意的 δ > 0，令

Eδ = {t ∈ [a, b] : f(t) > f(x), x ∈ [t− δ, t+ δ]\ {t}}

断言 Eδ 一定是有限集

反之，设 t0 是 Eδ 的一个极限点，

任意 x ∈ (0, 1)，若 x =
∞∑

n=1

an
2n
，

+∞∑
n=1

，存在 N 使得 aN 6= bN，则一定有一个是有限表示.

证明.
+∞∑
n=1

an − bn
2n

=
+∞∑
n=1

cn
2n

= 0，cn = {±1, 0}

记 cn 中第一个非零元为 cn0
，不妨设 cn0

= 1，则

1

2n0
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2 第二周

1. 设 f : X → Y,A ⊂ X,B ⊂ Y，试问：下列等式成立吗？

(i) f−1(Y \B) = f−1(Y )\f−1(B)；

(ii) f(X\A) = f(X)\f(A).

答.

(i) 成立.

任取 x ∈ f−1(Y \B)，则 f(x) ∈ Y \B. 要证 x ∈ f−1(Y )\f−1(B).

显然有 x ∈ f−1(Y )，只需证 x /∈ f−1(B). 假如 x ∈ f−1(B)，则 f(x) ∈ B，这与 f(x) ∈ Y \B
矛盾！

任取 x ∈ f−1(Y )\f−1(B)，则 f(x) ∈ Y 但 f(x) /∈ B，即 f(x) ∈ Y \B，则 x ∈ f−1(Y \B).

(ii) 不成立.

只要存在 x ∈ A, x′ ∈ X\A，使得 f(x) = f(x′) = y，该命题就不成立.

容易验证 y ∈ f(X\A) 但 y /∈ f(X)\f(A).

2. 设 E ⊂ R 是非空完全集，试证明对任意的 x ∈ E，存在 y ∈ E，使得 x− y 为无理数.

证明. 假设存在 x ∈ E，对任意的 y ∈ E，使得 x− y 为有理数. 当 y1 6= y2 时，x− y1 6= x− y2. 这就
建立了从 E 中元素到有理数的单射. 而由书 49 页注 1 知任一非空完全集的基数均为 c，矛盾.

3. 试证明 x =
1

4
,
1

13
属于 Cantor 集

证明.
2

(
1

9
+

1

92
+

1

93
+ · · ·

)
=

1

4

2

(
1

27
+

1

272
+

1

273
+ · · ·

)
=

1

13

4.Cantor sets of constant dissection. Consider the unit interval [0, 1], and let ξ be a fixed real
number with 0 < ξ < 1(the case ξ =

1

3
corresponds to the Cantor set C in the text).In stage 1 of

the construction, remove the centrally situated open interval in [0, 1] of length ξ. In stage 2,remove
two central intervals each of relative length ξ, one in each of the remaining intervals after stage 1,
and so on.

Let Cξ denote the set which remains after applying the above procedure indefinitely.

(a) Prove that the complement of Cξ in [0, 1] is the union of open intervals of total length equal
to 1.

(b) Show directly that m∗(Cξ) = 0.



CHAPTER 10. 作业 48

证明.

(a) 第 k 步去掉 2k−1 个长度为

(
1− ξ

2

)k−1

ξ 的开区间，总长度为

∞∑
k=1

2k−1

(
1− ξ

2

)k−1

ξ = ξ
∞∑
k=1

(1− ξ)k−1 = 1

(b) 第 k 步后剩下 2k 个长度为

(
1− ξ

2

)k

的区间，总长度为 (1− ξ)k，所以

m∗(Cξ) ⩽ (1− ξ)k,∀k

令 k → ∞，得到 m∗(Cξ) = 0.

5.Cantor-like sets.Construct a colsed set Ĉ so that at the kth stage of the construction one removes
2k−1 centrally situated open intervals each of length lk, with

l1 + 2l2 + · · ·+ 2k−1lk < 1

(a) If lj are chosen small enough,then
∞∑
k=1

2k−1lk < 1. In this case, show that m(Ĉ) > 0, and in

fact, m(Ĉ) > 0 = 1−
∞∑
k=1

2k−1lk.

(b) Show that if x ∈ Ĉ, then there exists a sequence of points {xn}∞n=1 such that xn /∈ Ĉ,yet xn → x

and xn ∈ In, where In is a sub-interval in the complement of Ĉ with |In| → 0.

(c) Prove as a consequence that Ĉ is perfect, and contains no open interval.

(d) Show also that Ĉ is uncountable.

证明.

(a) 由测度的可列可加性，

m(Ĉ) = m([0, 1])−m([0, 1]\Ĉ) = 1−
∞∑
k=1

2k−1lk

(b) 第 k 步后，有 2k 个等长的闭区间，长度不超过
1

2k
，对任意 n > 0，选取 k 使得

1

2k
<

1

n
，考

察 x 所在的闭区间，该闭区间中任意点与 x 的距离不超过
1

2k
，而该区间的中间部分将有一个

开区间在下一步被挖掉，将该开区间记为 In，任取一点 xn ∈n，则符合题意.

(c) 对任意 x ∈ Ĉ，取 xn ∈ Ĉ 为上一问中 In 的端点，则 xn → x，则 Ĉ 为完全集.

若 Ĉ 包含开区间 (a, b)，则取 n 充分大使得
1

2n
< b− a，那么 (a, b) ⊂ Ĉn，其中 Ĉn 是第 n 步

后剩下的闭区间，但每个闭区间长度都小于
1

2n
，矛盾！

(d) 将 Ĉ 与 C 中的点建立起双射，将第 k 步中被挖掉的第 i 个开区间的左/右端点对应起来，则由
C 不可数推知 Ĉ 也不可数.
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3 第三周

1. 试证明全体超越数（即不是整系数方程 anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 的根）的基数是 c.

证明. 断言：整系数方程 anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 的根的基数是 ℵ0.
考虑全体 n 次整系数方程. 每个方程都有 n 个根. 方程的个数是可列个的，所以根的个数也是

可列个的.
将不同次数的方程并起来，可列集的可列并还是可列的. 得证.

2. 设 {fn(x)} 是闭集 F ⊂ R 上的连续函数列，则 fn(x) 在 F 上的收敛点集是 Fσδ 集.

证明. 对自然数 n,m, k 作点集

E(k)
m,n =

{
x ∈ F : |fm(x)− fn(x)| ⩽

1

k

}
,

则由题设知 E(k)
m,n 是闭集. 若记 E(k)

n =
∞⋂

m=n+1

E(k)
m,n，则 E(k)

n 是闭集. 令 E(k) =
∞⋃

m=1

E(k)
m ，则 E(k) 是

Fσ 集. 因为 E =
∞⋂
k=1

E(k)，所以 E 是 Fσ,δ 集.

3. 设 f(x) 在 R 上具有介值性. 若对任意的 r ∈ Q，点集 {x ∈ R : f(x) = r} 必为闭集，试证明
f ∈ C(R).

证明. 假设 f 不连续，则存在 x0 ∈ R，存在 ε0 > 0，以及 xn使得 |xn−x0| <
1

n
，但 |f(xn)−f(x0)| ⩾ ε0.

不妨设有可列个下标使得 f(xn)− f(x0) ⩾ ε0，重新标号为 1, 2, · · · , n, · · · .
存在 r ∈ Q，使得 f(xn) ⩾ f(x0) + ε0 > r > f(x0).
由介值性可知，存在 ξn 使得 |ξn − x0| ⩽ |xn − x0| <

1

n
，f(ξn) = r，因此 ξn → x0，因为

E = {x ∈ R : f(x) = r} 为闭集，所以 x0 ∈ E，即 f(x0) = r，矛盾！

4. 设 f(x) 是定义在 R 上的可微函数，且对任意的 t ∈ R，点集 {x ∈ R : f ′(x) = t} 是闭集，试证明
f ′(x) 是 R 上的连续函数.

证明. 由 Darboux 导函数介值定理有 f ′(x) 在 R 上具有介值性质，其余援引上题结论即可.

5. 设 E ⊂ R，且存在 q : 0 < q < 1，使得对任一区间 (a, b)，都有开区间列 {In}：

E ∩ (a, b) ⊂
∞⋃

n=1

In,
∞∑

n=1

m(Ik) < (b− a)q,

试证明 m(E) = 0.

证明. 只需证明 m(E ∩ (0, 1)) = 0，证明之后 m(E) = 0 由可列可加性显然.

E∩(0, 1) ⊂
∞⋃

n=1

In,
∞∑

n=1

m(In) < (b−a)q.因此 m(E∩(0, 1)) < m(
∞⋃

n=1

In) ⩽
∞∑

n=1

m(In) < (b−a)q.

取任意 Ii，E ∩ Ii ⊂
∞⋃

n=1

Iin,
∞∑

n=1

m(Iin) < m(Ii)q，此时有 E ∩ (0, 1) ⊂
∞⋃

i,n=1

Iin，因此

m(E ∩ (0, 1)) ⩽ m(
∞⋃

i,n=1

Iin) ⩽
∞∑
i=1

∞∑
n=1

m(Iin) < q
∞∑
i=1

m(Ii) < (b− a)q2.
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类似可证 m(E∩ (0, 1)) < (b−a)qk，对任意 k 成立.由于 0 < q < 1，所以 m(E∩ (0, 1)) = 0.

6. 设 A1, A2 ⊂ Rn，A1 ⊂ A2，A1 是可测集，且 m(A1) = m∗(A2) < +∞，试证明 A2 是可测集.

证明. m∗(A2) = m∗(A2 ∩A1) +m∗(A2\A1) =⇒ m∗(A2\A1) = 0.

而零测集都是可测集，因此 A2 = A1 tA2\A1 也是可测集.

7. 设 {Ek} 是 Rn 中的可测集列，若 m

(
∞⋃
k=1

Ek

)
< +∞，试证明

m
(

lim
k→∞

Ek

)
⩾ lim

k→∞
m(Ek).

证明.

m
(

lim
k→∞

Ek

)
= m

(
lim
n→∞

∞⋃
k=n

Ek

)

= lim
n→∞

m(
∞⋃

k=n

Ek)

= lim
n→∞

m

(
∞⋃

k=n

Ek

)
⩾ lim

n→∞
m(En)

8. 设 {Ek} 是 [0, 1] 中的可测集列，m(Ek) = 1(k = 1, 2, · · · )，试证明

m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
= 1.

证明. 这等价于已知 m(Ec
k) = 0，要证 m

(
∞⋃
k=1

Ec
k

)
= 0. 由测度的可列可加性显然.
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4 第四周

1. 设 E ⊂ [0, 1]. 若 m(E) = 1，试证明 Ē = [0, 1]；若 m(E) = 0，试证明 E̊ = ∅.

证明. 设 m(E) = 0. 若 E̊ 6= ∅，则存在开区间 (a, b) ⊂ E̊，则 m(E) ⩾ m(E̊) ⩾ b − a. 矛盾！因此
E̊ = ∅.设 Ec = [0, 1]\E，则 m(Ec) = m([0, 1])−m(E) = 0.则 E̊c = ∅，则 Ē =

(
E̊c
)c

= [0, 1].

2. 设 {An} 是互不相交的可测集列，Bn ⊂ An，试证明

m∗

(
∞⋃

n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

m∗(Bn).

证明. 只需证 m∗

(
∞⋃

n=1

Bn

)
⩾

∞∑
n=1

m∗(Bn).

m∗

(
∞⋃

n=1

Bn

)
= m∗

(
∞⋃

n=1

Bn

⋂ k⋃
n=1

An

)
+m∗

(
∞⋃

n=1

Bn

⋂(
k⋃

n=1

An

)c)

= m∗

(
k⋃

n=1

Bn

)
+m∗

(
∞⋃

n=k+1

Bn

)

⩾ m∗

(
k⋃

n=1

Bn

)

=
k∑

n=1

m∗(Bn)

令 k 趋于无穷，得证.

3. 设 E ⊂ R，且 0 < α < m(E)，试证明存在 E 中的有界闭集 F，使得 m(F ) = α.

证明.

• 首先证明存在 E 中的有界集 E′，使得 0 < α < m(E′) < m(E).

令 Et = E ∩ [−t, t]，则 Et 是可测集并且 lim
t→∞

m(Et) = m(E).

则对任意的 ε > 0，存在 A > 0，使得任意 t > A，满足 m(Et) > m(E)− ε.

取 ε 充分小使得 m(E)− ε > α，取一个相应的 Et0 记为 E′.

• 证明存在 E′ 中的闭集 F 使得 m(F ) = α.

同样令 Et = E ∩ [−t, t], t ∈ [0, t0]，设 f(t) := m(Et)，

|f(t1)− f(t2)| = |m(Et1)−m(Et2)| ⩽ 2|t1 − t2|,

因此 f(t) 是连续函数. 由介值定理，存在 ξ ∈ [0, t0] 使得 f(ξ) = α.

则 Eξ = E ∩ [−ξ, ξ] 满足要求.
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4. 设 E1, E2, · · · , Ek 是 [0, 1] 中的可测集，且有

k∑
i=1

m(Ei) > k − 1,

试证明 m

(
k⋂

i=1

Ei

)
> 0.

证明.
k∑

i=1

m(Ei) = k −
k∑

i=1

m(Ec
i ) > k − 1 =⇒

k∑
i=1

m(Ec
i ) < 1.

m

(
k⋂

i=1

Ei

)
= 1−m

(
k⋃

i=1

Ec
i

)
⩾ 1−

k∑
i=1

m(Ec
i ) > 0.

5. 设 A 可测，B ⊂ Rn，试证明

m∗(A ∪B) +m∗(A ∩B) = m∗(A) +m∗(B).

证明.
m∗(A ∪B) = m∗(A) +m∗(B\A)

m∗(B) = m∗(A ∩B) +m∗(B\A)

联立即得所证.

6. 设 {Bk} 是 Rn 中递减可测集列，m∗(A) < +∞. 令 Ek = A ∩Bk(k = 1, 2, · · · )，E =
∞⋂
k=1

Ek，试

证明

lim
k→∞

m∗(Ek) = m∗(E).

证明. lim
k→∞

m∗(Ek) = lim
k→∞

m∗(A ∩Bk) = m∗(A)− lim
k→∞

m∗(A ∩Bc
k)

m∗(Ek) = m∗(A ∩ lim
k→∞Bk

) = m∗(A)−m∗(A ∩
∞⋃
k=1

Bc
k)

即要证 lim
k→∞

m∗(A ∩Bc
k) = m∗(

∞⋃
k=1

A ∩Bc
k)，由外测度性质成立.

7. 设 E ⊂ Rn，H ⊃ E 且 H 是可测集. 若 H\E 的任一可测子集皆为零测集，试问：H 是 E 的等

测包吗.

证明. 已知不可测集 N 的任意可测子集都是零测集，由此可构造反例.
设 H = N ∪ [2, 3]，E = [2, 3]. 而 m∗(N ) 6= 0，否则 N 可测.

注记. 您这 H 不可测啊.

8. 试证明点集 E 可测的充分必要条件是：对任给 ε > 0，存在开集 G1, G2 : G1 ⊂ E,G2 ⊂ Ec，使

得 m(G1 ∩G2) < ε.

证明. 这等价于存在开集 G1，闭集 Gc
2 使得 Gc

2 ⊂ E ⊂ G1，并且 m(G1\G2) < ε，这正是 E 可测的

充分必要条件.
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1. 设 f(x) 定义在可测集 E ⊂ Rn 上. 若 f2(x) 在 E 上可测，且 {x ∈ E : f(x) > 0} 是可测集，则
f(x) 在 E 上可测.

证明. 因为 f2(x)在 E上可测，所以
{
x ∈ E : f2(x) > a > 0

}
=
{
x ∈ E : f(x) < −a < 0或f(x) > a > 0

}
是可测集.又 {x ∈ E : f(x) > 0}是可测集，因此

{
x ∈ E : f(x) < −a < 0或f(x) > a > 0

}
∩{x ∈ E : f(x) > 0} =

{x ∈ E : f(x) > a > 0}是可测集，{x ∈ E : f(x) < −a < 0}也是可测集.因此 {x ∈ E : f(x) ⩾ −a, a > 0}
是可测集. 从而 f 在 E 上可测.

2. 设 f ∈ C([a, b]). 若有定义在 [a, b] 上的函数 g(x) : g(x) = f(x)，a.e.x ∈ [a, b]，试问：g(x) 在 [a, b]

上必是几乎处处连续的吗？

证明. 设 f(x) 是 [0, 1] 上的恒为 0 的函数，g 是 Dirichlet 函数，即为反例.

3. 设 z = f(x, y) 是 R2 上的连续函数，g1(x), g2(x) 是 [a, b] ⊂ R 上的实值可测函数，试证明
F (x) = f(g1(x), g2(x)) 是 [a, b] 上的可测函数.

证明. 即证 {x ∈ [a, b] : F (x) > a} 是可测集.
由于 f 是连续函数，所以集合 A = {(x, y) : f(x, y) > a} 是开集.
{x ∈ [a, b] : F (x) > a} = {x ∈ [a, b] : (g1(x), g2(x)) ∈ A}.
我们可以找到 R2 上的一族可数基形如 (c, d) × (f, e) 其中 c, d, f, e ∈ Q，我们只需要对于任意

的 (c, d)× (f, e) ⊂ A 证明 {x ∈ [a, b] : (g1(x), g2(x)) ∈ (c, d)× (f, e)} 是可测集.
这个集合是可测集 {x ∈ [a, b] : g1(x) ∈ (c, d)} 和可测集 {x ∈ [a, b] : g2(x) ∈ (f, e)} 的交，从而

是可测集. 得证.

4. 设 f(x) 在 [a, b) 上存在右导数，试证明右导函数 f ′
+(x) 是 [a, b) 上的可测函数.

证明.

5. 设在可测集 E ⊂ R 上，fn(x)(n = 1, 2, · · · ) 几乎处处收敛于 f(x)，且依测度收敛于 g(x)，试问：

是否有关系式

g(x) = f(x), a.e.x ∈ E?

证明.

6. 试问：fn(x) = cosn(x)(n = 1, 2, · · · ) 是 [0, π] 上依测度收敛列吗？

证明.

7. 设 {fk(x)} 与 {gk(x)} 在 E 上都依测度收敛于零，试证明 {f(x) · g(x)} 在 E 上依测度收敛于零.

证明.

8. 设 f(x) 是 R 上几乎处处连续的函数，试问是否存在 g ∈ C(R)，使得

g(x) = f(x), a.e.x ∈ R
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P119.5 若 fn(x)(n = 1, 2, · · · ) 在 E = R 上依测度收敛于 f(x) ≡ 0，试问：是否有

lim
n→∞

m({x ∈ E : |fn(x)| > 0}) = 0?

证明. E = [0, 1], fn(x) =
1

n
，依测度收敛于 0 但 m({x ∈ E : |fn(x)| > 0}) = 1.

P119.6 设 E ⊂ R 上的可测函数列 {fk(x)} 满足

fk(x) ⩾ fk+1(x) (k = 1, 2, · · · ).

若 fk(x) 在 E 上依测度收敛到 0，试问：fk(x) 在 E 上是否几乎处处收敛到 0？

证明. 由 Riesz 定理和 {fk(x)} 的单调性显然.

P123.1 设 f(x) 是 R 上的实值可测函数，试问：是否存在 g ∈ C(R)，使得

m({x ∈ R : |f(x)− g(x)| > 0}) = 0?

证明. 课本 121页提到 Lusin定理的结论不能改为“f(x)是 E\Z 上的连续函数，其中 m(Z) = 0”.
但这是本题中命题的推论，因此本题中命题不可能是对的.
事实上也容易举出反例，考虑 χ[0,1] 即可.

P123.2 设 f(x) 在 [a, b] 上可测，试证明存在多项式列 {Pn(x)}，使得

lim
n→∞

Pn(x) = f(x), a.e.x ∈ [a, b].

证明. 由推论 3.20，存在 [a, b] 上的连续函数列 {gk(x)}，使得

lim
k→∞

gk(x) = f(x), a.e.x ∈ E.

由 [a, b] 测度有限，这个收敛是几乎一致收敛.
由 Weierstrass 定理，存在 [a, b] 上的多项式 {Pkn}，使得

lim
n→∞

Pkn(x) = gk(x), x ∈ E,

并且这个收敛是一致收敛.
下证能选出多项式几乎一致收敛到 f(x)，从而是几乎处处收敛.
对任意 δ > 0，存在 [a, b] 的可测子集 Eδ 使得 m(Eδ) ⩽ δ 并且 {gk(x)} 一致收敛于 f(x).

也就是对任意 n，存在 K 只要 k > N，那么 |gk(x) − f(x)| < 1

n
. 存在 M 只要 m > M，那么

|Pkm(x)− gk(x)| <
1

n
，将这样的 Pkm 记为 Pn，则 {Pn} 在 [a, b]\Eδ 上一致收敛到 f(x). 得证.

注记. 感觉自己陈述得有点麻烦.



CHAPTER 10. 作业 55

P189.1设 f(x)是 E ⊂ Rn 上几乎处处大于零的可测函数，且满足

∫
E

f(x)dx = 0，试证明m(E) = 0.

证明. 假设 m(E) = a > 0，令 A = {x ∈ E : f(x) = 0}，由题意 m(A) = 0. 则 m(E\A) = α > 0.

考虑 Ek =

{
x ∈ E : f(x) >

1

k

}
，存在 k0 使得 Ek0

> 0，否则

m(E\A) = m(
∞⋃
k=1

) <
∞∑
k=1

m(Ek) = 0.

但

∫
E

f(x)dx > 1

k
m(Ek) > 0. 矛盾！
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P143.9 设 {fk(x)} 是 E 上的非负可测函数列. 若有

lim
k→∞

fk(x) = f(x), fk(x) ⩽ f(x) (x ∈ E; k = 1, 2, · · · )

则对 E 的任一可测子集 e，有

lim
k→∞

∫
e

fk(x)dx =

∫
e

f(x)dx.

证明. 由单调性，有
∫
e

fk ⩽
∫
e

f，从而 lim
k→∞

∫
e

fk ⩽
∫
e

f .

由 Fatou 引理，有
∫
e

f ⩽ lim
k→∞

∫
e

fk. 从而 lim
k→∞

∫
e

fk =

∫
e

f .

P149.3 若 f ∈ L (E)，则

m({x ∈ E : |f(x)| > k}) = O

(
1

k

)
(k → ∞).

证明. 设 Ek = {x ∈ E : |f(x)| > k}.∫
f ⩾

∫
fχEk

⩾ km(Ek).

m(Ek) ⩽
∫
f

k
，其中

∫
f 是有限数，从而 m(Ek) = O

(
1

k

)
，k → ∞.

P159.4 设 f ∈ L (E)，记 Ek =

{
x ∈ E : |f(x)| < 1

k

}
，试证明

lim
k→∞

∫
Ek

|f(x)|dx = 0.

证明.
lim
k→∞

∫
Ek

|f(x)|dx = lim
k→∞

∫
E

|f(x)|χEk
dx MCT

=====

∫
E

lim
k→∞

|f(x)|χEk
dx = 0.

P190.9设 f(x)是 [0, 1]上的递增函数，试证明对 E ⊂ [0, 1]，m(E) = t，有

∫
[0,t]

f(x)dx ⩽
∫
E

f(x)dx.

证明.

P159.3 设 f ∈ L ([0,+∞))，试证明函数

g(x) =

∫
[0,∞)

f(t)

x+ t
dt

在 (0,+∞) 上连续.
P160.6 设 fk ∈ L (E)(k = 1, 2, · · · )，且 fk(x) 在 E 上一致收敛于 f(x). 若 m(E) < +∞，试证明

lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx =

∫
E

f(x).

P190.10
P190.12



CHAPTER 10. 作业 57

8 第八周

P191.18
P191.19
P191.20
P191.21
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P189.3 设 f(x) 是 E ⊂ Rn 上的非负可测函数. 若存在 Ek ⊂ E，m(E\Ek) <
1

k
，使得极限

lim
k→∞

∫
Ek

f(x)dx

存在，试证明 f(x) 在 E 上可积.

证明. 我觉得应该造不出单调递增列逼近 E，因而无法应用单调收敛定理.
但我们可以考察 Ek 的上极限，有理由相信它差不多就是 E. 为了运用 Borel-Cantell 引理，

P189.4 设 f(x) 是 R 上的非负可积函数，令

F (x) =

∫
(−∞,x]

f(t)dt, x ∈ R.

若 F ∈ L (R)，试证明
∫
R
f(x)dx = 0.

P189.5
P189.8
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P184.1 设 f(x, y) 在 [0, 1]× [0, 1] 上可积，试证明∫ 1

0

(∫ x

0

f(x, y)dy
)

dx =

∫ 1

0

(∫ 1

y

f(x, y)dx
)

dy.

证明. ∫ 1

0

(∫ x

0

f(x, y)dy
)

dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)χy⩽xdydx =

∫ 1

0

(∫ 1

y

f(x, y)dx
)

dy.

P184.2 设 A,B 是 Rn 中的可测集，试证明∫
Rn

m((A− {x}) ∩B)dx = m(A) ·m(B).

证明. ∫
Rn

m((A− {x}) ∩B)dx

=

∫
Rn

(∫
Rn

χA(x+ y)χB(y)dy
)

dx

=

∫
Rn

(∫
Rn

χA(x+ y)χB(y)dx
)

dy

=

∫
Rn

(
χB(y)

∫
Rn

χA(x)dx
)

dy = m(A) ·m(B).

P193.29 假设 f(x), g(x) 是 E ⊂ R 上的可测函数并且 m(E) < +∞，若 f(x) + g(y) 在 E ×E 上可

积，试证明 f(x)，g(x) 都是 E 上的可积函数.

证明. 由 Fubini 定理，对 y ∈ E\Z，Fy(x) = f(x) + g(y) 是关于 x 的可积函数，其中 Z 零测.
选取 y0 ∈ E\Z 使得 |g(y0)| < +∞. 由 Fy0

(x) 可积，按定义有

∫
E

|f(x) + g(y0)|dx < +∞.

从而

∫
E

|f(x)|dx =

∫
E

|f(x)+ g(y0)−g(y0)|dx ⩽
∫
E

|f(x)+g(y0)|dx+ |g(y0)|m(E) < +∞.

P193.30 计算下列积分：

(i)
∫
x>0

∫
y>0

dxdy
(1 + y)(1 + x2y)

；

(ii)
∫ +∞

0

lnx
x2 − 1

dx.

解.

(i) F (x, y) = 1

(1 + y)(1 + x2y)
是 (0,+∞)× (0,+∞) 上的非负可测函数，所以由 Tonelli 定理，

∫
x>0

∫
y>0

dxdy
(1 + y)(1 + x2y)

=

∫ +∞

0

1

1 + y

(∫ +∞

0

1

1 + x2y
dx
)

dy =
π

2

∫ +∞

0

1
√
y(1 + y)

dy =
π2

2
.
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(ii) 注意到∫
x>0

∫
y>0

dxdy
(1 + y)(1 + x2y)

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

1

(1 + y)(1 + x2y)
dydx = 2

∫ +∞

0

lnx
x2 − 1

dx.

因此

∫ +∞

0

lnx
x2 − 1

dx =
π2

4
.

P193.31 设 E ⊂ R 是可测集，且 m(E) > 0，f(x) 是 R 上的非负可测函数. 若函数

F (x) =

∫
E

f(x− t)dt

在 R 上可积，试证明 f ∈ L (R).

证明. 断言 f(x− t) : R× → R, (x, t) 7→ f(x− t) 是可测函数（why？）
F (x) 非负可积，按定义

∫
R
F (x)dx =

∫
R

∫
E

f(x− t)dtdx < +∞. 由 Tonelli 定理，

∫
R

∫
R
χEf(x− t)dtdx =

∫
R

(∫
R
f(x− t)dx

)
χEdt =

∫
R

(∫
R
f(x)dx

)
χEdt = m(E)

∫
R
f(x)dx.

由 m(E) > 0，得

∫
R
f(x)dx < +∞.

P162.7 设 f(x) 在 [0,+∞) 上非负可积，且有 E ⊂ (0,+∞)，则∫
E

f(x)dx = 1 =⇒
∫
E

f(x) cosxdx 6= 1.

证明. 假设
∫
E

f(x) cosxdx = 1，则

∫
E

f(x)(1 − cosx)dx = 0. 因为 f(x)(1 − cosx) 非负，因此

f(x)(1− cosx)在 E 上几乎处处为零，因此 f 在 E 上几乎处处为零，这与

∫
E

f(x)dx = 1矛盾.

P162.8 设 f ∈ L (R)，fn ∈ L (R)，且有∫
R
|fn(x)− f(x)|dx ⩽ 1

n2
,

则 fn(x) 几乎处处收敛到 f(x).

证明.
∞∑

n=1

∫
R
|fn(x) − f(x)|dx < +∞，由逐项积分定理，

∫
R

∞∑
n=1

|fn(x) − f(x)|dx < +∞，从而

∞∑
n=1

|fn(x)−f(x)|可积，从而几乎处处有限，从而
∞∑

n=1

(fn(x)−f(x))几乎处处收敛，从而 lim
n→∞

fn(x)−

f(x) = 0 几乎处处成立.

P163.9 设数列 {an} 满足 |an| < lnn，n = 2, 3, · · · . 则∫
[2,+∞)

∞∑
n=2

ann
−xdx =

∞∑
n=2

an
lnnn

−2.
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证明. 设 f(x) =
∞∑

n=2

ann
−xdx，fn(x) = ann

−x.

∞∑
n=2

∫
E

|fn(x)|dx =
∞∑

n=2

∫
[2,+∞)

|an|n−xdx <
∞∑

n=2

∫
[2,+∞)

lnnn−xdx =
∞∑

n=2

1

n2
< +∞.

由逐项积分定理，f(x) 可积且∫
[2,+∞)

f(x)dx =
∞∑

n=2

∫
[2,+∞)

fn(x)dx =
∞∑

n=2

an
lnnn

−2.

P163.10 设定义在 E × Rn 的函数 f(x, y) 满足：

(i) 对每一个 y ∈ Rn，f(x, y) 是 E 上的可测函数；

(ii) 对每一个 x ∈ E，f(x, y) 是 Rn 上的连续函数.

若存在 g ∈ L (Rn)，使得 |f(x, y)| ⩽ g(x) 对 x ∈ E 几乎处处成立，则函数

F (y) =

∫
E

f(x, y)dx

是 Rn 上的连续函数.

证明. 任取 {yn} 收敛到 y0，由 Lebesgue 控制收敛定理，

lim
n→∞

∫
E

f(x, yn)dx =

∫
E

lim
n→∞

f(x, yn)dx =

∫
E

f(x, y0)dx.
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P218.8 试证明 f ∈ BV([a, b]) 当且仅当存在 [a, b] 上的递增函数 F (x)，使得

|f(x′)− f(x′′)| ⩽ F (x′′)− F (x′)(a ⩽ x′ < x′′ ⩽ b).

证明.

• =⇒ 设 f ∈ BV([a, b])，由 Jordan 分解定理，存在 [a, b] 上的递增函数 f1(x) 和 f2(x) 使得

f = f1 − f2，取 F = f1 + f2，则

|f(x′)− f(x′′)| ⩽ |f1(x′)− f1(x
′′)|+ |f2(x′)− f2(x

′′)| = F (x′′)− F (x′).

• ⇐= 任取分点 a = x0 < x1 < · · ·xn−1 < xn = b，则

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ⩽
n∑

k=1

F (xk)− F (xk−1) = F (b)− F (a).

因此
b∨
a

f ⩽ F (b)− F (a) < +∞，即 f ∈ BV ([a, b]).

P218.10 设 f ∈ BV([a, b]). 若有
b∨
a

(f) = f(b)− f(a)，试证明 f(x) 在 [a, b] 上递增.

证明. 不妨设 f(b) ⩾ f(a)，否则已经矛盾.
假设存在 a ⩽ x1 < x2 ⩽ b 使得 f(x1) > f(x2)，则由三角不等式，

f(b)− f(a) ⩽ |f(a)− f(x1)|+ f(x1)− f(x2) + |f(x2)− f(b)|.

因为
b∨
a

= f(b)− f(a)，所以上面不可能取到严格不等号，只能取等号，但这要求

f(a) ⩾ f(x1) > f(x2) ⩾ f(b),

矛盾.

P222.1 设 E ⊂ [0, 1]. 若存在 l : 0 < l < 1，使得对 [0, 1] 中任意的子区间 [a, b]，均有 m(E ∩ [a, b]) ⩾
l(b− a). 试证明 m(E) = 1.

证明. χE(x) = lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

χE(t)dt ⩾ l > 0 几乎处处成立.

但 χE 只能取值 0 或 1. 因此 χE(x) = 1 几乎处处成立.

P222.2 对于 [0, 1] 上的 Dirichlet 函数 χQ(x)，试问：[0, 1] 中的 Lebesgue 点是什么？

证明. 断言 [0, 1] 中的 Lebesgue 点是无理点.

• 设 x 是无理数，则 lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)|dt = lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

χQdt = 0.
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• 设 x 是无理数，则 lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

|f(t)− f(x)|dt = lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

(1− χQ)dt = 1.

P232.2 设 f(x) 定义在 [a, b] 上. 若有

|f(y)− f(x)| ⩽M |y − x|, x, y ∈ [a, b],

则

|f ′(x)| ⩽M, a.e. x ∈ [a, b].

证明. 断言 f 是绝对连续函数.任给 ε，存在 δ =
δ

M
，只要

n∑
i=1

m([ai, bi]) < δ，便有
n∑

i=1

|f(bi)−f(ai)| <

M
n∑

i=1

m([ai, bi]) < ε. 从而 f ′(x) 几乎处处存在. 对于 f ′(x) 存在的 x，

|f ′(x)| = lim
h→0

|f(x+ h)− f(x)|
|h|

⩽M

P232.3设 fn(x)是 [a, b]上递增的绝对连续函数列.若
∞∑

n=1

fn(x)在 [a, b]上收敛，则其和函数在 [a, b]

上绝对连续.
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习题课

1 第一次习题课
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2 第二次习题课
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3 第三次习题课
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4 第四次习题课

定义 4.1 (单调类).

定理 4.1 (单调类定理).

定理 4.2. 设 A ⊂ P(X)，且满足

(1) ∅, X ∈ A ,

(2) A 对有限并、补运算封闭,

若 µ1, µ2 是 σ(A ) 上的测度，且满足
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5 第五次习题课
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6 第六次习题课



CHAPTER 11. 习题课 70

7 第七次习题课
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8 第八次习题课
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9 第九次习题课
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10 第十次习题课 (5.18-5.20)

例 10.1 (径向函数的积分). 设 f ∈ L +([0,+∞))，记 |x| :=
√
x21 + · · ·x2n，则∫

Rn

f(|x|)dm(x) = nm(B(0, 1))

∫ +∞

0

f(r)rn−1dr.
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11 第十一次习题课

例 11.1. 设 F 是 R 上的有界函数，则下列等价：

(1) F ∈ BV([a, b])，sup
a,b

b∨
a

(f) < +∞ 对任意 a < b ∈ R 成立.

(2) 存在常数 A，使得

∫
R
|F (x+ h)− F (x)|dx ⩽ A|h| 对任意 h ∈ R 成立.

(3) |
∫
R
F (x)φ′(x)| ⩽ A，其中 φ 遍历所有 sup

x∈R
|φ(x)| ⩽ 1 的具有紧支集的可积函数.

证明.

• (1) =⇒ (2)∫
R
|F (x+ h)− F (x)|dx MCT

=====
∑
j∈Z

∫ (j+1)|h|

j|h|
|f(x+ h)− f(x)|dx

=
∑
j∈Z

∫ |h|

0

|f(x+ (j + 1)h)− f(x+ jh)|dx

MCT
=====

∫ |h|

0

∑
j∈Z

|f(x+ (j + 1)h)− f(x+ jh)|dx.

注意到
N∑

j=−N

|f(x+ (j + 1)h)− f(x+ jh)| ⩽
x+(N+1)h∨

x−Nh

f ⩽ sup
a,b

b∨
a

(f) < +∞

• (2) =⇒ (3) 任意 φ ∈ L 1，sup
x∈R

|φ(x)| ⩽ 1，

nF (x)(φ(x+
1

n
)− φ(x))′

中值定理
======M‖φ′‖∞χK ∈ L 1(R).

∣∣∣∣∫
R
F (x)φ′(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ lim
n→∞

n

∫
R
F (x)(φ(x+

1

n
)− φ(x))dx

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣n∫
R
(F (x− 1

n
)− F (x))φ(x)dx

∣∣∣∣
⩽ lim

n→∞

∫
R
n|F (x− 1

n
− F (x))||φ(x)|dx

⩽ A.

• (3) =⇒ (1) 由 (3) 知，任意 φ ∈ C ∞
c (R)，

∣∣∣∣∫
R
F (x)φ′(x)

∣∣∣∣ ⩽ A‖φ‖∞

由 Riesz 表示，存在唯一的 µ，使得∫
R
F (x)φ′(x)dx =

∫
R
φ(x)dµ.

记

G(x) =


µ((0, x]), x > 0

0 x = 0

−µ((−x, 0]) x < 0
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则 µ = µG 且 G ∈ BV. ∫
R
F (x)φ′(x)dx =

∫
R
φ(x)dG =

∫
R
Gφ′(x)dx

∫
R
(F (x)−G(x))φ′(x)dx = 0,∀φ ∈ C ∞

c (R).

F (x) = G(x) a.e. x ∈ R.
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12 第十四次

• L p 空间是 Banach 空间，其中 1 ⩽ p ⩽ +∞.

• L p 中的稠密子集，其中 1 ⩽ p < +∞.

– 我们说过 Banach 空间可以有自然的度量，对应 L p 的情形即为 d(f, g) = ‖f − g‖p.
在此拓扑下，

–

–

– 可分性是很重要的拓扑性质，
L ∞(Rn) 不是可分的，此处我们给出一个证明：

证明.
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Stein

1 第一章

5.Suppose E is a given set, and On is the open set:

O =

{
x : d(x,E) <

1

n

}
.

Show:

(a) If E is compact, then m(E) = lim
n→∞

m(On).

(b) However, the conclusion in (a) may be false for E closed

13.The following deals with Gδ and Fσ sets.

(a) Show that a closed set is a Gδ and an open set an Fσ.

[Hint:If F is colsed,consider On =

{
x : d(x, F ) <

1

n

}
. ]

(b) Give an example of an Fσ which is not a Gδ.

[Hint:This is more difficult; let F be a denumerable set that is dense.]

(c) Give an example of a Borel set which is not a Gδ nor an Fσ.

注记.

• A 在 X 中稠密：Ā = X

• Ac 无内点：Ac

16.The Borel-Cantelli lemma. Suppose {Ek}∞k=1 is a countable family of measurable subsets of
Rd and that

∞∑
k=1

m(Ek) <∞.

Let
E =

{
x ∈ Rd : x ∈ Ek, for infinitely many k

}
= lim sup

k→∞
(Ek).

77
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(a) Show that E is measurable.

(b) Prove m(E) = 0.

证明.

(a) E =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ek，可测集全体对可列并和可列交运算封闭，故 E 是可测集.

(b)

m(E) = m(
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ek) ⩽ m(
∞⋃

k=n

Ek) ⩽
∞∑

k=n

m(Ek)

17.Let {fn} be a sequence of measurable functions on [0, 1] with |fn(x)| <∞ for

证明.

25.An alternative definition of measurability is as follows: E is measurable if for every ε > 0 there
is a closed set F contained in E with m∗(E − F ) < ε. Show that this definition is equivalent with
the one given in the text.

证明. E 是可测集当且仅当 Ec 是可测集.按定义对任意 ε > 0，存在开集 G ⊃ Ec 使得 m∗(G\Ec) <

ε，那么 F := Gc 满足 F ⊂ E 并且 m∗(E\F ) < ε.

26.Suppose A ⊂ E ⊂ B, where A and B are measurable sets of finite measure. Prove that if
m(A) = m(B), then E is measurable.

证明. B\A是可测集并且m(B\A) = m(B)−m(A) = 0.零测集的子集是零测集，因此 E\A ⊂ B−A
是可测集并且 m(E\A) = 0，因此 E = A t E\A 是可测集并且 m(E) = m(A).

27.Suppose E1 and E2 are a pair of compact sets in Rd with E1 ⊂ E2, and let a = m(E1) and
b = m(E2). Prove that for any c with a < c < b, there is a compact set E with E1 ⊂ E ⊂ E2 and
m(E) = c.

证明. 首先我们对问题进行化归.因为 E1 是可测的，所以存在开集 U ⊃ E1 使得 m(U\E) < b−c.那
么 E2∩U c 是紧集并且它的测度 m(E2∩U c) = m(E2\U) = m(E2\(E2∩U)) = m(E2)−m(E2∩U) ⩾
m(E2)−m(U) > b− (a+ b− c) = c−a.如果我们能找到一个紧集 K ⊂ E2 ∩U c 满足 m(K) = c−a，
那么 K ∪ E1 就是 E2 测度为 c 的紧子集.
这样我们就将问题化归到了这样的一个问题，给定一个紧集 F ⊂ Rd，其测度为 m(F ) = µ，给

定 ξ 满足 0 < ξ < µ，去寻找一个紧子集 F ′ ⊂ F 满足 m(F ′) = ξ.
这个问题能如下解决：设 f(y) = m(F ∩ By(0)). 那么 f(0) = 0 而 f(y) = µ 对充分大的 y.

此外，f(y) 还是连续的：给定 y 和 ε > 0，m(By(0)) 的连续性允许我们找到一个 δ > 0 使得只要

|y′ − y| < δ 便有 |m(By′(0))−m(By(0))| < ε. 那么 |f(y′)− f(y)| = m(F ∩ (By′(0)∆By(0))) < ε. 这

是因为它是对称差的子集，而对称差的测度小于 ε. 因此 f 是连续的，因此由介值定理便有一个 y0

使得 f(y0) = ξ.

32.Let N denote the non-measurable subset of I = [0, 1] constructed at the end of Section 3.
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(a) Prove that if E is a measurable subset of N ,then m(E) = 0.

(b) If G is a subset of R with m∗(G) > 0, prove that a subset of G is non-measurable.

证明.

33.Let N denote the non-measurable set constructed in the text. Recall from the exercise above
that measurable subsets of N have measure zero.

Show that the set N c = I−N satisfies m∗(N c) = 1, and conclude that if E1 = N and E2 = N c,
then

m∗(E1) +m∗(E2) 6= m∗(E1 ∪ E2),

although E1 and E2 are disjoint.
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周民强

1 习题 4

5. 设 fk(x) 是 Rn 上的非负可积函数列. 若对任意可测集 E ⊂ Rn，都有∫
E

fk(x)dx ⩽
∫
E

fk+1(x)dx.

试证明

lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx =

∫
E

lim
k→∞

fk(x)dx.

80
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