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Chapter 1

线性空间

1 线性函数与对偶空间

有限维线性空间 V 到其对偶空间的同构.
给定 V 的一组基 {v1, · · · , vn} 后，可定义 V ∗ 中的一组对偶基 fi(vj) = δij .
需注意的是，对偶基的定义是依赖于基的选取的，没有给出完整的一组基的时候是无法说单个

vi 的对偶基是谁的.
当 V 和 V ∗ 都各自有了一组基之后，他们便分别同构于数组空间，从而彼此也是同构的，显式

地写出同构映射就是

φ : V −→ V ∗, v = a1v1 + · · ·+ anvn 7−→ a1f1 + · · ·+ anfn.

因此 φ(v)(v) = a21 + · · ·+ a2n.
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2 自由线性空间

设 X 是任意非空集合，考虑映射 f : X → F 满足只有有限多个 x ∈ X 使得 f(x) 6= 0，将这样

的映射的全体记作 C(X). 那么，如果 f ∈ C(X), g ∈ C(X)，λ, µ ∈ F，则 λf + µg 也是 C(X) 中元

素. 所以 C(X) 是一个线性空间.
对于任意 a ∈ X，记

fa(x) =

1 x = a

0 x 6= a.

那么可验证 {fa} 构成 C(X) 的一组基.
现在考虑嵌入映射

ιX : X → C(X), a 7→ fa.

该映射显然是 X 与基 {fa} 之间的双射，因此我们可将 X 视作 C(X) 的基. 称 C(X) 为 X 上的自

由线性空间或由 X 生成的线性空间.



Chapter 2

Jordan 标准形

1 第 5 讲

定义 1.1. a ∈ C,m ∈ N+, 称矩阵

Jm(a) :=


a 1

a
. . .
. . . 1

a


m×m

为 Jordan 块；称以 Jordan 块为对角块的准对角阵为 Jordan 形矩阵.

注记. 对角阵是特殊的 Jordan 形矩阵，它的每个 Jordan 块的阶数都为 1.

定理 1.1 (Jordan 标准形定理). A ∈ Cn×n, PA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns , 则 A 相似于 Jordan
标准形 J = diag(J1, J2, · · · , Js), Ji ∈ Cni×ni ,ni 是 λi 的代数重数.

其中 Ji = diag(Ji1, Ji2, · · · , Jimi
),mi 是 λi 的几何重数.

其中 Jij = Jlij (λi) =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

 ∈ Clij×lij .

并且 Jordan 标准形在不记 Jordan 块的排列次序下是唯一的.

注记. 注意到 Ji 是以代数重数 ni 为阶数、被分为几何重数 mi 块的 Jordan 形矩阵；它的 Jordan
块们的对角元都是 λi，但是阶数不同.
一般来说 Ji 与一整块以 ni 为阶数的 Jordan 块的差别在于它的准对角线上有一些位置的 1 是

空缺的，这些位置就是每个（除了第一个）Jordan 块的起始位置的上方.

注记.
n1 + n2 + · · ·+ ns = n

li1 + li2 + · · ·+ limi
= ni
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CHAPTER 2. JORDAN 标准形 6

注记. A 与 B 相似 ⇔A 与 B 有相同的 Jordan 标准形
右推左是显然的，因为相似具有传递性

左推右大概正是我们这章要证明的东西，但是你能看到我们有一个算某个矩阵的 Jordan 标准
型的算法，能够看到一旦矩阵是相似的，那么它们应该就有相同的 Jordan 标准形.

注记. 给定了 Jordan 标准形以后，容易观察到它的最小多项式是

dA(λ) = dJ(λ) = (λ− λ1)
k1 · · · (λ− λs)

ks

其中 ki = max
1⩽j⩽mi

lij

这利用了上节课的习题：准对角阵的最小多项式是对角块的最小多项式的最小公倍式.

注记. A 相似于对角阵 ⇔ lij = 1 ⇔ ki = 1 ⇔ dA(λ) 无重根

lij = 1 ⇔ mi = ni

注记. dA(λ) = PA(λ) ⇔ mi = 1

例 1.1. A=


3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5

, 求 A 的 Jordan 标准形

先算 A 的特征多项式，看 A 的特征值以及与之与对应的代数重数，在阶数较低时，能够猜测出
Jordan 标准形可能具有的形式；利用相似的矩阵的多项式也相似进而相抵进而秩相同，我们能够给
矩阵减去特征值倍的单位矩阵来看它的秩进而判断它是哪个 Jordan 标准形

PA(λ) = (λ− 2)3

J1 =


2 1

2 1

2

 J2 =


2 1

2

2

 J3 =


2

2

2


r(J − 2I) = r(A− 2I) = 1

⇒ J = J2

例 1.2. A=



−2 4 1 0 2

−4 6 1 −1 0

0 0 3 0 0

0 0 2 3 0

0 0 1 0 3


, 求 A 的 Jordan 标准形

该题相较上题，区别在于特征值不再只有一个，但我们立即发现这对我们并不会造成影响，作

为上三角阵，它的行列式就是对角元的乘积，注意到不同 Ji 对应着不同的特征值 λi，这意味着用 J
减去 λi 倍的单位矩阵时，其他对角块 Jj 的秩永远是满的，不会发生改变.

PA(λ) = (λ− 2)2(λ− 3)3

λ1 = 2

J11 =

(
2 1

0 2

)
J12 =

(
2 0

0 2

)
λ2 = 3

J21 =


3 1 0

0 3 1

0 0 3

 J22 =


3 1 0

0 3 0

0 0 3

 J23 =


3 0 0

0 3 0

0 0 3
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r(J − 2I) = r(A− 2I) = 4 = rank

(
J1 − 2I

J2 − 2I

)
= r(J1 − 2I) + 3

∴ r(J1 − 2I) = 1

同理有 r(J2 − 3I) = 1

注记. 在上面两题中，由于 ni 都较小，对于某个 mi 来说，分解方式只有一种，所以我们一旦确定

了 J − λi 的秩，便确定了 Jordan 标准形.
mi 决定了 Jordan 矩阵由多少个 Jordan 块组成. 比方说有一个 Jordan 矩阵是 ni 阶的，它的

次对角线有 ni−1 个元素，其中有 mi−1 个零，剩下的都是 1，所以说 Ji−λiI 的秩一定为 ni−mi，

然后我们要把 ni −mi 写成 mi 个非负整数的和，每种能够写出来的和的形式就对应着一种 Ji 的可

能的情况，我们需要继续计算 Ji − λiI 的方幂的秩才能最终确定结果.

记 λi 对应的 p 阶 Jordan 块的个数为 δip, p = 1, 2, · · · , n，则应有

ni∑
p=1

δip = mi,

ni∑
p=1

pδip = ni

引入

rik = r(A− λiI)
k

ri1 = r(A− λiI) = r(J − λiI)

= n− ni + r(Ji − λiI)

= n− ni +

ni∑
p=1

(p− 1)δip

rik = n− ni +

ni∑
p=k

(p− k)δip

rik−1 = n− ni +

ni∑
p=k−1

(p− k)δip

= n− ni +

ni∑
p=k

(p+ 1− k)δip

dik := rik−1 − rik =

ni∑
p=k

δip

dik+1 =

ni∑
p=k+1

δip

⇒ δik = dik − dik+1

注记. 你需要想清楚一个 p 阶的 Jordan 块最终在哪次消失. 在计算 Ji − λiI 的 p 次方幂的秩的时
候，p 阶 Jordan 块贡献了它最后令秩减少的力量，自此之后，他已经没有可以再被减的秩了. 哦...
不要忘了还有 1 阶 Jordan 块... 它在我认为的开始：从计算 rank(Ji − λiI) 到计算 rank(Ji − λiI)

2

时，都已经不贡献令秩减少的力量了... 它们体现在哪呢... 体现在 rankI 与 rank(Ji − λiI) 之间.
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例 1.3. 计算 An, eA, sinA, cosA, 最终归结为计算 Jordan 标准形、Jordan 块的 n 次幂

例 1.4. A2 = A, 证明 A 相似于,r = r(A)

证

A 的 Jordan 标准形为 J⇒ J2 = J ⇒J2
lij

= Jlij ⇒Jlij = (λi)

例 1.5.
dx
dt = 3x− 2y + z

dy
dt = 2x− 2y + 2z

dz
dt = 3x− 6y + 5z

dX
dt = AX = PJP−1X ⇒ d(P−1X)

dt
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2 矩阵相似变换

定理 2.1. A ∈ Cn×n, 则 A 相似于上三角阵 B，B 的对角线元素就是 A、B 共同的特征值.

定理 2.2. A ∈ Cn×n，PA(λ) = (λ − λ1)
n1 · · · (λ − λs)

ns , 则 A 相似于 diag(A11, · · · , Ass), 其中

Aii ∈ Cni×ni 是上三角矩阵，对角元为 λi.

注记. 处理 Aii，考虑干掉对角元 Bii = Aii − λiI, 而对于 Bii 存在 k 满足 Bk
ii = 0

定义 2.1. A ∈ Fn×n，若存在正整数 m 使得 Am = 0, 则称 A 为幂零矩阵；使上式成立的最小的 m
称为 A 的幂零指数.

注记. 幂零指数为什么不能超过矩阵的阶数？？？

定理 2.3. A 为幂零矩阵 ⇔ dA(λ) = λt ⇔ A 的特征值全为零

定理 2.4. A ∈ Cn×n 的幂零指数为 n，则 A 相似于 Jn(0)

证明. 用归纳法
n = 1 时，显然成立

n = 2

归纳法，假设结论对 n− 1 时成立，A=
(
0 b

0 B

)
.

下面证明 B的幂零指数为 n−1，用反证法，如果 Bn−2 = O,则 An−2 =

(
0 ∗
0 O

)
⇒ An−1 = O，

矛盾

定理 2.5. 则 A 相似于 diag(Jl1(0), . . . , Jlk(0)), 这里
证明

用归纳法，n=1，显然；假设结论对于 <n 成立，下面证明结论对于 n 成立

A=
(
0 b

0 B

)
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3 根子空间分解

设 V 是 n 维复向量空间，A 是 V 上线性变换，A 的特征多项式是

φ(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns .

A ∈ Cn×n,PA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns Ker(A− λiI)
k 要在 Ker(A− λiI)

k+1 找 ni 个线性无

关向量

Wi := Ker(A− λiI)
k+1，称为根子空间

问题转化为

Cn = Wλ1
+Wλ2

+ · · ·+Wλs

定义 3.1. A 是 n 维线性空间 V 上的线性变换，a 是 A 的特征值，如果存在正整数 k 使得
(A − aI )kβ = 0，则称非零向量 β ∈ V 为 A 的属于 a 的根向量. 使上式成立的最小正整数 k 称
为 β 的次数. 特别地，特征向量为 1 次根向量.

命题 3.1. 设

Vi =
{
v ∈ V

∣∣∃ k s.t. (A− λiI)
kv = 0

}
,

Wi =
{
v ∈ V

∣∣(A− λiI)
niv = 0

}
.

则 Vi = Wi.

定义 3.2.

定理 3.1. A 是 n 维线性空间 V 上线性变换，其特征多项式为 PA (λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns，

则 A 的属于 λi 的根向量全体以及零向量构成 V 的 ni 维子空间，称为根子空间，记为 Wλi
.

证明. 首先有

Ker(A − λiI ) ⊆ Ker(A − λiI )2 ⊆ · · · ⊆ Ker(A − λiI )ni ⊆ · · ·

考虑 A 的矩阵表示，存在 V 的一组基 M，使得 A 在 M 下的矩阵 A 为上三角阵，其对角线元素

为其特征值，相同的特征值连在一起

λ1

. . . ∗
λ1

λ2

. . .
. . .

λs


考虑 (A− λiI)

k，由于特征值互不相同，所以右下角部分的对角线元素始终不为零，所以有

rank(A− λi)
k = n− ni, when k ⩾ ni

dimKer(A − λiI )k = n− r(A− λi)
k = ni, when k ⩾ ni

Ker(A − λiI )ni = Ker(A − λiI )ni+1 = · · · = Ker(A − λiI )k = · · ·
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此时我们已经证明了，

Ker(A − λiI )k ⊆ Ker(A − λiI )ni ,∀k ⩾ 1

所以 A 的任意特征根都包含在 Ker(A − λiI )ni 中，并且其维数为 ni.

定理 3.2. A 是 n 维线性空间 V 上线性变换，其特征多项式为 PA (λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns，

则

V = Wλ1
⊕Wλ2

⊕ · · · ⊕Wλs

定理 3.3. A 是 n维线性空间 V上线性变换，W 是A 的不变子空间.将W的基M1 = {α1, · · · , αm}
扩充为 V 的基 M = {α1, · · · , αm, · · · , αn}. 则 A 在 M 下的矩阵为准上三角阵

A =

(
A11 A12

O A22

)

其中 A11 ∈ Fm×m 是 AW 在基 M1 下的矩阵.

定理 3.4. A 是 n 维线性空间 V 上线性变换，其特征多项式为 PA (λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns，

则

(1) Wλi
是 A 的不变子空间.

(2) A |Wλi
的特征多项式为 (λ− λi)

ni .

(3) 存在 V 的一组基 M，A 在 M 下的矩阵为 diag(A1, A2, · · · , As)，其中 Ai 为上三角矩阵.

注记. A 的矩阵表示从上三角阵迈进到了准对角阵并且对角元为上三角阵.

定义 3.3. A 是 V 上的线性变换，w ⊂ V 是子空间，如果 A W ⊂ W，则称是关于 A 的不变子空

间.

定理 3.5. 线性变换 A 的有限个不变子空间之和仍为不变子空间；线性变换 A 的任意个不变子空

间之交仍为不变子空间.

定理 3.6. A 是 V 上线性变换，W ⊂ V 是 A 的不变子空间，则存在 V 的一组基 M，A 在 M 下
的矩阵为

A =

(
A11 A12

O A22

)
, A11 ∈ Cm×m,m = dimW

反之，设 A 在 M = {α1, · · · , αn} 下的矩阵为上述 A，则 W =< α1, · · · , αm > 为 A 的不变

子空间.

证明. 设 α1, · · · , αm 为 W 的基，扩充为 V 的一组基 α1, · · · , αm, · · · , αn

A α1 = a11α1 + · · ·+ am1αm

A αm = a1mα1 + · · ·+ ammαm

A αm+1 = a1,m+1α1 + · · ·+ am,m+1αm + · · ·+ an,m+1αn

A αn = a1nα1 + · · ·+ amnαm + · · ·+ annαn
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定理 3.7. A 是 V 上的线性变换，W1,W2 是 A 的不变子空间，且 V = W1 ⊕W2，设 Mi 为 Wi

的一组基，i = 1, 2，则 A 在 M = M1 ∪M2 下的矩阵为

A =

(
A1

A2

)
, Ai ∈ Cni×ni , ni = dimWi, i = 1, 2

反之亦然.

推论 3.1. A 是 V上线性变换，W1, · · · ,Ws 为 A 的不变子空间，且 V = W1⊕· · ·⊕Ws，Mi 为Wi 的

基，则 A 在 M =
s⋃

i=1

Mi 下的矩阵 A = diag(A1, · · · , As), Ai ∈ Cni×ni , ni = dimWi, i = 1, 2, · · · , s.

反之亦然. 并且 Ai 是 A |Wi
在 Mi 下的矩阵.

推论 3.2. A 可对角化 ⇔V = W1 ⊕ · · · ⊕Wn，Wi 为 A 的一维不变子空间.

例 3.1. A ,B 是 V 上线性变换，且 A B = BA，则 ImB,KerB 是 A 的不变子空间.

证明. α ∈ ImB，要证 A α ∈ ImB

α = Bβ, β ∈ V，A α = A (Bβ) = B(A β) ∈ ImB
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4 循环子空间分解

A = A |Wi
,PA(λ) = (λ− λi)

ni

先设 dA(λ) = (λ− λi)
ni , 即 (A − λiI )ni = 0, (A − λiI )ni−1 6= 0

定理 4.1. A 是 n维线性空间W上的线性变换，dA (λ) = (λ−a)n，则存在W 的一组基M = {(A −
aI )n−1α, · · · , (A −aI )α, α}, α ∈ W，A 在 M下的矩阵为 Jn(a).W =< (A −aI )n−1α, · · · , (A −
aI )α, α >= C1.

定义 4.1. A 是 W 上线性变换，α ∈ W，称由 α,A α, · · · ,A tα, · · · 生成的子空间为循环子空间.

定理 4.2. 循环子空间 C = {f(A )α|f(λ) ∈ F [λ])} 是 A 的包含 α 的最小不变子空间.

证明. C = span{α,A α, · · · ,A tα, · · · },∀β ∈ C, β =
m∑
i=0

ciA
iα = f(A )α

C 是不变子空间，β =
m∑
i=0

ciA
iα,A β =

m∑
i=0

ciA
i+1α ∈ C

C 包含 α

C
′
是包含 α 的不变子空间，α ∈ C → A α ∈ C

′
→ · · · → A kα ∈ C

′
→ C ⊆ C

′

dimW = n,α,A α, · · · ,A n 线性相关，存在不全为零的 ci 使得

n∑
i=0

ciA
iα = 0 → f(A )α = 0, f(λ) =

n∑
i=0

ciλ
i 6= 0

定义 4.2. A 是 W 上线性变换，α ∈ W，若存在非零多项式 f 使得 f(A )α = 0，则称 f 为 α 关于

A 的化零多项式. 次数最低的首一话零多项式称为 α 的最小多项式，记为 dA ,α(λ)

注记. f(A ) = 0 → f(A )α = 0

α 的最小多项式唯一.

引理 4.1. g(λ) ∈ F [λ], g(λ) = h(λ)k(λ), (h(λ), k(λ)) = 1,A ∈ End(V )，则有

Kerg(A ) = Kerh(A )⊕Kerk(A )

证明. • 直和

因为 (h(λ), k(λ)) = 1，所以存在 u(λ), v(λ) ∈ F [λ]，使得

u(λ)h(λ) + v(λ)k(λ) = 1

带入 A，得到

u(A )h(A ) + v(A )k(A ) = I

假如存在 α 满足 α ∈ Kerh(A ) 且 α ∈ Kerk(A )，即 h(A )α = 0 且 k(A )α = 0

将上式作用于 α，得到

u(A )h(A )α+ v(A )k(A )α = 0 = α

这样就证明了和是直和



CHAPTER 2. JORDAN 标准形 14

• 相等

显然 Kerh(A ) ⊂ Kerg(A ),Kerk(A ) ⊂ Kerg(A )，所以显然有

Kerh(A )⊕Kerk(A ) ⊂ Kerg(A )

所以我们只需证明

Kerg(A ) ⊂ Kerh(A )⊕Kerk(A )

上面我们已经得到了

u(A )h(A )α+ v(A )k(A )α = α

下面只需验证这就是我们想要的分解

k(A )u(A )h(A )α = h(A )k(A )u(A )α = g(A )u(A )α = Ou(A )α = 0

所以 u(A )h(A )α ∈ Kerk(A )，同理可证 v(A )k(A )α ∈ Kerh(A )

定理 4.3. A 是 W 上线性变换，α ∈ W，dα(λ) = λm + am−1λ
m−1 + · · ·+ a1λ = a0，Cα 是 α 生

成的循环子空间.

1. {α,A α, · · · ,A m−1α} 为 Cα 的一组基，dimCα = m.

2. A |C 在基 {α,A α, · · · ,A m−1α} 下的矩阵为 A =


0 −a0

1
. . . 0 −am−2

1 −am−1


3. A |C 的最小多项式等于特征多项式等于 dα(λ).

证明. 1. 若
c0α+ c1A α+ · · ·+ A m−1α = 0

f(A )α = 0, f(λ) = c0 + c1λ+ · · ·+ cm−1λm−1

如果 f 6= 0，则 f 是化零多项式，这不可能.

下证 A kα ∈ span{α, α, · · · ,A m−1α}, k = 0, 1, · · ·

先证 A mα ∈ span{alpha,A α, · · · ,A m−1α}

(A m + am−1A
m−1 + · · ·+ a1A + a0I )α = 0 → A mα = −am−1A

m−1α− · · · − a1α− a0α

2.

A (α,A α, · · · ,A m−1α) = (A α,A 2α, · · · ,A mα)

= (α,A α, · · · ,A m−1α)


0 −a0

1
. . . 0 −am−2

1 −am−1
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3.
PA |Cα

(λ) = PA(λ) = det(λI −A) = dα(λ)

dA |Cα
|dα(λ)

下证 dα(λ)|dA |Cα

定理 4.4. A 是 W 上线性变换，dA = (λ− a)k, k ⩽ n, n = dimW . 则

1. 存在 α1, · · · , αm ∈ W 使 W = Cα1
⊕Cα1

⊕ · · · ⊕Cαm
，A |Cαm

上最小多项式为 (λ− a)lj , k =

l1 ⩾ l2 ⩾ · · · ⩾ lm

2. 存在 Cαj
的一组基 Mj，A 在 M = ∪m

j=1Mj 下的矩阵为 diag(Jl1(α), Jl2(α), · · · , Jlm(α))

证明.
B = A − aI , dB(λ) = λk, PB(λ) = λn

Cα1
=< α1,Bα1, · · · ,Bl1−1α1 >,Bl1α1 = 0, α1 ∈ KerBl1 , α1 /∈ KerBl1−1

Cαm
=< αm,Bαm, · · · ,Bl1−1αm >,Bl1αm = 0, α1 ∈ KerBlm , α1 /∈ KerBlm−1

KerB ⊂ KerB2 ⊂ · · · ⊂ KerBk−1 ⊂ KerBk = W

ri = rank(Bi)

KerBK = KerBk−1 ⊕ Uk, dimUk = rk−1 − rk := dk

α1, · · · , αdk
是 Uk 的一组基

Cα1
=< α1,Bα1, · · · ,Bl1−1α1 >

Cαdk
=< αdk

,Bαdk
, · · · ,Bl1−1αdk

>

下面证明 Cα1
+ · · ·+ Cαdk

为直和

设 β1 + · · ·+ βdk
= 0, βi ∈ Cαi

，要证 βi = 0

βi =
k−1∑
j=0

λijB
jαi

dk∑
i=1

βi =

dk∑
i=1

k−1∑
j=0

λijB
jαi = 0

=
k−1∑
j=0

Bj(

dk∑
i=1

λijαi) = 0

→ Bk−1(

dk∑
i=1

λi0αi) = 0 →
dk∑
i=1

λi0α ∈ KerBk−1 ∩ Uk = 0

→ λi0 = 0

→
k−1∑
j=1

Bj−1(

dk∑
i=1

λijαi) = 0
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λij = 0 → βi = 0

再找 α ∈ KerBk−1, /∈ Bk−2

KerBk−1 = KerBk−2 ⊕ Vk−1 = KerBk−2 ⊕ BUk ⊕ Uk−1

dimUk−1 = dimKerBk−1 − dimKerBk−2 − dimBUk = rk−2 − rk−1 − dk = dk−1 − dk = δk−1

找 αδk+1, · · · , αδk+δk−1
∈ Uk−1 为一组基

Cαδk+1
=< αδk+1,Bαδk+1, · · · ,Bl1−1αδk+1 >

Cαδk+δk−1
=< αδk+δk−1

,Bαδk+δk−1
, · · · ,Bl1−1αδk+δk−1

>

下面证明 Cαδk+1
+ · · ·+ Cαδk+δk−1

为直和

KerB = Bk−1Uk ⊕ Bk−2Uk−1 ⊕ · · · ⊕ BU2 ⊕ U1

例 4.1. 1. 依次将 KerBi 的基扩充为 KerBi+1 的基，i = 1, 2, · · ·

Ker

2. 令 T = Bk−1Sk ∪ Bk−2Sk−1 ∪ · · · ∪ BS2 ∪ S1 ∈ KerB 从左到右求 T 的极大无关组 T∗ =

Bk−1S∗
k ∪ Bk−2S∗

k−1 ∪ · · · ∪ BS∗
2 ∪ S∗

1

3. α 向量集合 S∗
k ∪ S∗

k−1 · · · ∪ S∗
2 ∪ S∗

1
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5 多项式矩阵的相抵

定义 5.1. F 是数域，λ 为未定元，称矩阵

A(λ) = (aij(λ))m×n, aij(λ) ∈ F [λ]

为多项式矩阵或 λ 矩阵. 所有 m× n 阶多项式矩阵全体记为 F [λ]m×n.

注记. 过去矩阵的矩阵元取值于域 F，现在多项式矩阵的矩阵元取值于环 F [λ]，域与环的区别在于

非零元是否可逆. 但是注意到我们对所谓伴随矩阵的定义并没有用到除法，所以对于多项式矩阵我
们也可以定义行列式、定义相应的伴随矩阵，进而考虑其是否满秩、是否可逆等.

定义 5.2. 称多项式矩阵 A 的非零子式的最大阶数为它的秩，这与数域上的矩阵的定义是相同的.

注记. • 思考：数域上的矩阵的秩的等价定义还有行向量或列向量的极大线性无关组的个数，对于
多项式矩阵是否还有类似的理论？行秩是否等于列秩等于矩阵的秩？这个思考是否有价值？（感

觉无）

• A(λ) 满秩 ⇔det(A(λ)) 6= 0

定义 5.3. 设 A(λ) ∈ F [λ]n×n，若存在 B(λ) ∈ F [λ]n×n 使得 A(λ)B(λ) = B(λ)A(λ) = I(n)，则称

A(λ) 为可逆 λ-方阵，记 B(λ) = A(λ)−1. 这与数域上的矩阵的定义是相同的.

我们可以看到上面关于多项式矩阵的秩与多项式矩阵的逆的定义都与数域上的矩阵相同，然而

接下来这个定理开始展示二者的不同.

定理 5.1. A(λ) 可逆 ⇔det(A(λ)) = C 6= 0，C 是一个常数.

证明.“⇒”
A(λ) 可逆，存在 B(λ) 使得 A(λ)B(λ) = I

⇒ det(A(λ))det(B(λ)) = 1

⇒ det(Aλ) = C 6= 0

“⇐”
detA(λ) = C 6= 0, A(λ)−1 =

1

C
A(λ)∗ ∈ F [λ]n×n

定义 5.4. 我们可以仿照数域上的矩阵的情况，定义初等变换

• 交换两行

• 乘上某个常数

• 把某一行乘上某个多项式加到另一行

注记. 容易验证初等方阵都是可逆方阵，并且其逆是同类型的初等方阵.

定义 5.5. A(λ), B(λ) ∈ F [λ]m×n，若存在有限个初等变换将 A(λ) 化为 B(λ)，称 A(λ) 与 B(λ) 相

抵，记为 A(λ) ∼ B(λ)

注记. 容易验证相抵是等价关系，我们自然要思考最简代表元和全系不变量的问题.
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定理 5.2. 若 A(λ) ∈ F [λ]m×n，则经过有限次初等变换，A(λ) 可以化为

(
D(λ) 0

0 0

)
的形式，其中

D(λ) = diag(d1(λ), · · · , dr(λ)), r = rank(A(λ)), di(λ)|di+1(λ)

证明. 若 A(λ) = 0，显然；

下设 A(λ) 6= 0, 则存在 aij(λ) 6= 0，我们可以通过行列变换将该非零元挪到 (1, 1) 的位置，所以

不妨设 a11(λ) 6= 0

下证经过有限次初等变换A(λ)可以化为


b11(λ) 0 · · · 0

0 b22(λ) · · · b2n(λ)
...

... . . . ...
0 bm2(λ) · · · bmn(λ)

的形式，并且 b11(λ) 6=

0, b11(λ)|bij(λ).
对 d := deg(a11(λ)) 进行归纳.
若 d = 0, 那么 a11(λ) 为非零常数，显然成立.
设结论对 d ⩽ k − 1 都成立，下证结论对 d = k 成立. 大致思路是先试图把第一行和第一列其

他位置打成 0，如果有一个元素不能被整除，那做带余除法，就能得到一个次数更低的，把这个次数
更低的换到左上角，由归纳假设，得证；如果成功把第一行和第一列都打成 0 了，看是否整除右下
角那个块的所有元素，如果有一个不行，就把那个块所在的行直接加到第一行，此时情况转化为了

前面一种情况，得证.

推论 5.1. A(λ) 可逆 ⇔A(λ) 是若干初等方阵的乘积

注记. 右推左是显然的，因为可逆方阵的乘积还是可逆方阵；而左推右我想正好揭示了为什么我们
要研究初等方阵. 顺便说一句，数域上的矩阵与多项式环上的矩阵的初等变换的定义有一条存在着
不同，即第二条，给某一行乘上一个常数，如果不假思索可能会认为多项式矩阵中的对应情形应该

是给某一行乘上一个多项式. 之所以是乘一个数而不是乘一个多项式就是因为我们现在考虑的是环
而不是域，而环中的非零元不一定可逆，也就是说“给某一行乘上一个多项式”这个变换不一定是

可逆的.“但把某一行乘上一个多项式加到另一行”这个变换确实总是可逆的.

例 5.1.


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

，将 λI −A 化为标准型.

λI −A =


λ− 4 −3 −4

1 λ −2

−1 −1 λ

 ∼


1

1

(λ− 1)2(λ− 2)


注记. 在后面的小节中我们将看到：

• d1(λ), · · · , dr(λ) 由 A(λ) 唯一确定

• 它们是全序不变量

定义 5.6. A(λ) ∈ F [λ]m×n.A(λ) 的所有 k 阶非零子式的最大公因式称为 A(λ) 的 k 阶行列式因子，
记为 Dk(λ). 如果 A(λ) 的所有 k 阶子式均为零，则规定 Dk(λ) = 0. 虽然零阶行列式因子是不存在
的，但是我们特别地规定 D0(λ) = 1.
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注记. 1. 若 rank(A(λ)) = r，则 Dr+1(λ) = · · · = Ds(λ) = 0, s = min(m,n).

2. Di(λ)|Di+1(λ), i = 0, 1, · · · , r.

3. A(λ) =

(
D(λ) 0

0 0

)
, D(λ) = diag(d1(λ), · · · , dr(λ))

上面出现的 D(λ) 是5.2中的 D(λ)，注意不要与新定义的行列式因子 Dk(λ) 混淆. 区分方法：
带角标的就是行列式因子，回忆，行列式因子的定义是全体该阶子式的最大公因式. 这里是直
接假设 A(λ) 具有上面的形式，而不是相似到了它. 在这种情况下，我们很容易写出 A(λ) 的各

阶行列式因子.

D0(λ) = 1,

D1(λ) = gcd(d1, d2, · · · , dr) = d1(λ)

D2(λ) = gcd(d1d2, d1d3, · · · , dr−1dr) = d1(λ)d2(λ)

Di(λ) = d1(λ) · · · di(λ), i = 1, 2, · · · , r

Dr+1(λ) = 0

进而我们得到了递推关系：

di(λ) =
Di(λ)

Di−1(λ)
, i = 1, 2, · · · , r

注意该递推关系现在只是我们在 A(λ) 具有特殊形式的前提下得到的.

定理 5.3. A(λ), B(λ) ∈ F [λ]m×n，则

A(λ) ∼ B(λ) ⇔ A(λ) 与 B(λ) 的各阶行列式因子相同.

证明.“⇒”
Cauchy-Binet 公式
“⇐”思路，把 A(λ) 和 B(λ) 都相抵到5.2中的形式，由上面已经证明了的“⇒”，我们知道此

时仍旧有 Dk(λ) = d1(λ) · · · dk(λ), 1 ⩽ k ⩽ r，进而我们证明 A(λ) 与 B(λ) 相抵的这个标准形是同

一个东西，由相抵的传递性，得证.

Dk(λ) = D̃k(λ), k = 0, 1, · · · , r

⇒ rank(A(λ)) = rank(B(λ)) = r

A(λ) ∼

(
D(λ) 0

0 0

)
Dk(λ) = d1(λ) · · · dk(λ), 1 ⩽ k ⩽ r

B(λ) ∼

(
D̃(λ) 0

0 0

)
D̃k(λ) = d̃1(λ) · · · d̃k(λ), 1 ⩽ k ⩽ r

已知

Dk(λ) = D̃k(λ), k = 1, 2, · · · , r

d1(λ) · · · dk(λ) = d̃1(λ) · · · d̃k(λ)
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⇒ di(λ) = d̃i(λ), i = 1, 2, · · · , r ⇒ D(λ) = D̃(λ)

A(λ) ∼

(
D(λ) 0

0 0

)
∼ B(λ) ⇒ A(λ) ∼ B(λ)

定义 5.7. A(λ) ∈ F [λ]m×n，Dk(λ)是 A(λ)的 k阶行列式因子，则称 dk(λ) =
Dk(λ)

Dk−1(λ)
为 A(λ)的不

变因子，i = 1, 2, · · · r，称

(
D(λ) 0

0 0

)
为 A(λ)的 Smith标准形，其中D(λ) = diag(d1(λ), · · · , dr(λ)), di(λ)

∣∣di+1(λ).

推论 5.2. 不变因子全体是多项式矩阵相抵的全系不变量.

证明. A(λ) ∼ B(λ) ⇔ Dk(λ) = D̃k(λ), k = 0, · · · ,min(m,n) ⇔ di(λ) = d̃i(λ), i = 1, 2, · · · , r

下面假设 A(λ) ∈ C[λ]m×n，那么不变因子可以分解成一次因式的乘积
d1(λ) = (λ− λ1)

n11(λ− λ2)
n12 · · · (λ− λs)

n1s

· · ·

dr(λ) = (λ− λ1)
nr1(λ− λ2)

nr2 · · · (λ− λs)
nrs

注记. • 上面中的一些 nij 可能为零，只是为了整齐我们把他们补充了出来

• 显然有 n1i ⩽ n2i ⩽ · · · ⩽ nri

定义 5.8. 称 {(λ− λj)
nij |nij > 0} 为 A(λ) 的初等因子组.

例 5.2. 若不变因子为 d1(λ) = λ(λ− 1)2, d2(λ) = λ(λ− 1)3(λ+ 1)

那么初等因子组为 {λ, λ, (λ− 1)2, (λ− 1)3, λ+ 1}

注记. 初等因子组中重复的项要重复记录.

例 5.3. 求下列矩阵的 Smith 标准形，行列式因子，不变因子及初等因子组

1. A(λ) =


1− λ λ2 λ

λ λ −λ

1 + λ2 λ2 −λ2


2. A(λ) = λI − J, J = Jn(a)

3. A(λ) =

(
λ2(λ− 1)3(λ+ 1) 0

0 λ4(λ− 1)2

)

4. A(λ) ∈ C[λ]4×4, r(A(λ)) = 3, 初等因子组为

{λ2, λ4, (λ− 1)2, (λ− 1)3, λ+ 1}

证明. 1. A(λ) ∼


1 0 0

0 λ 0

0 0 λ(λ+ 1)


由定义立得行列式因子，不变因子及初等因子组.
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2. A(λ) =


λ− a −1

. . . . . .
. . . −1

λ− a


观察到右上角的子式行列式不为零，且为正负 1，一大堆行列式因子就被确定下来了

3. 因为是对角阵，所以算行列式因子容易

定理 5.4. A(λ), B(λ) ∈ C[λ]m×n，则 A(λ) ∼ B(λ) ⇔ r(A(λ)) = r(B(λ)) 且 A(λ) 与 B(λ) 有相同

的初等因子组.

证明.“⇒”显然.
“⇐”A(λ) 的不变因子由秩及初等因子组唯一决定.

定理 5.5. A(λ) = diag(f1(λ), · · · , fr(λ))，则 {fi(λ)}ri=1 初等因子组的全体就是 A(λ) 的初等因子

组.

话说这一节的证明思路都很简单，但怎么就都这么长这么繁呢……

推论 5.3. A(λ) = diag(A1(λ), · · · , Ar(λ)) 的初等因子组是 Ai(λ) 的初等因子组的并.

推论 5.4. J = diag(J1, · · · , Js), Ji = diag(Jli1(λi), · · · , Jlimi
(λi))，则 λI −J 的初等因子组为 {(λ−

λi)
limi |1 ⩽ i ⩽ s}



CHAPTER 2. JORDAN 标准形 22

6 多项式矩阵相抵与矩阵的相似标准形

定理 6.1. A 是 V 上线性变换，A 在 V 的一组基下的矩阵为 A，设 λI − A 的 Smith 标准形为
S(λ) = diag(1, · · · , 1, fs+1(λ), · · · , fn(λ))，fi(λ) 是次数为 di 的首一多项式，则

1. 存在 βi ∈ V，i = s+ 1, · · · , n，使 V = F [A ]βs+1 ⊕ · · · ⊕ F [A ]βn

且 dβi(λ) = fi(λ), dimF [A ]βs+1 = di

2. Bi = {βi,A βi, · · · ,A di−1βi} 是 Cβi
的一组基，A 在

B = Bs+1 ∪ · · · ∪Bn

下的矩阵为 B = diag(Bs+1, · · · , Bn), Bi =


0 −ai0

1
...

. . . 0 −ai,i−2

1 −ai,i−1


证明. 1. 设 M = {α1, · · · , αn} 为 V 的一组基，A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A

(α1, · · · , αi)(A I −A) = 0

存在可逆方阵

定义 6.1. A ∈ Fn×n，称 λI −A 为 A 的特征方阵，B 称为 A 的有理相似标准形.

定理 6.2. A,B ∈ Fn×n，则 A 与 B 在 F 上相似 ⇔λI −A 与 λI −B 在 F 上相抵.

定理 6.3. A,B ∈ Fn×n，F ⊂ K，K 为数域，则 A 与 B 在 F 上相似 ⇔ 在 K 上相似

定理 6.4. A ∈ Cn×n，λI −A 的初等因子组为，则

例 6.1. A 是 V 上线性变换，A 在 V 的一组基 M 下的矩阵为 A，证明：

1. PA (λ) 等于 λI −A 的所有不变因子的乘积，dA = dn(λ)

2. dA (λ) = PA (λ)⇔A 为循环变换（V = F [A ]β, β ∈ V）

证明. 1. P (λ)(λI −A)Q(λ) = diag(d1(λ), · · · , dn(λ)) 两边取行列式

定义 6.2. A 是 V 上线性变换，若存在 β ∈ V 使得 V = F [α]β，称 A 为循环变换

A 为方阵，若 dA(λ) = PA(λ)，则称 A 为单纯方阵
A 为循环变换 ⇔A 在 V 的一组基下的矩阵为单纯方阵
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7 实方阵相似

引理 7.1. 设 A ∈ Rn×n，则 A 的虚特征值对应的初等因子成对共轭出现

引理 7.2. τ = a+ bi, a, b ∈ R, b 6= 0，则 A =

(
τ

τ̄

)
相似于

(
a b

−b a

)

证明. A =

(
a+ bi

a− bi

)
= aI + b

(
i

0 −i

)

只要证

(
i

−i

)
∼

(
0 1

−1 0

)



CHAPTER 2. JORDAN 标准形 24

8 Jordan 标准形的应用

例 8.1. A 为单纯方阵且 AB = BA，证明：存在多项式 f 使得 B = f(A)

几何方法. V = Cn,A : X → AX,X ∈ Cn,B : X → BX,X ∈ Cn

A 为单纯方阵 ⇔A 是循环变换，V = F [A ]β, β ∈ V

β 是存在的还是任意的都可以？？？

A B = BA

要证 B = f(A )

上面是转化成几何的语言

要说明两个变换相等，就要说明作用在每个元素上相等

Bv = f(A )v, ∀v ∈ V

v = g(A )β

我们需要知道 Bβ 是什么东西

因为 Bβ 也是 V 中的元素，那么 Bβ = f(A )β

Bv = Bg(A )β = g(A )Bβ = g(A )f(A )β = f(A )g(A )β = f(A )v

⇒ B = f(A )

代数方法. A 为单纯方阵，A = PJP−1, J = diag(Jm1(λ1), · · · , Jms(λs))，λ 互不相等.
AB = BA ⇒ PJP−1B = BPJP−1 ⇒ JP−1P = P−1BPJ

⇒ JB̃ = B̃J, B̃ = (B̃ijs×s)

把问题化为其中一个是标准形的问题

⇒ JiB̃ij = B̃ijJj , 1 ⩽ i, j ⩽ s

当 i 6= j，Ji 与 Jj 特征值不相同，所以上面的方程只有零解，所以 B 是准对角阵

当 i = j，JiB̃ii = B̃iiJi⇒(Ji − λiI)B̃ii = B̃ii(Ji − λiI)

B̃ii = b11I + b12N + b13N
2 + · · ·+ b1nN

n−1

⇒ B̃ii = f̃i(N) = f̃i(Ji − λiI) = fi(Ji)

⇒ B̃ = diag(f1(J1), · · · , fs(Js))

找一个 f 使得 f(Ji) = fi(Ji),∀i
关键：Ji 有化零多项式！

gi(λ) = (λ− λi)
mi , fi(Ji) = 0

如果 f = qigi + fi, i = 1, · · · , s ⇔ f ≡ fimodgi, i = 1, · · · , s
B̃ = diag(f(J1), · · · , f(Js)) = f(diag(J1, · · · , Js))

B = PB̃P−1 = f(Pdiag(J1, · · · , Js)P
−1) = f(A)

例 8.2. A ∈ Cn×n，则 A 相似于上三角阵 T，T 的非对角元为任意小的正数或零

证明. A = PJP−1, J = diag(· · · Jmi
(λ), · · · )

只需要对 J = Jm(λ) 进行证明

取


ϵ

ϵ2

ϵm

 , ϵ > 0,

则 P−1JP 满足要求
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例 8.3. 相似于 diag(

(
0 1

1 0

)
, 1, · · · , 1) 的方阵为反射方阵，若 A2 = I(A 6= ±I)，则 A 是有限个反

射方阵之积.

证明. dA(λ) = λ2 − 1 ⇒ A = P

(
−Ir

In−r

)
P−1

(
−Ir

In−r

)
= R1R2 · · ·Rr, Ri = diag(1, · · · , 1,−1, 1, · · · , 1)

∼ diag(1, · · · , 1,

(
0 1

1 0

)
, 1, · · · , 1)

例 8.4. A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×n, C ∈ Cm×m

设 AB = CA 且 B�C 无公共特征值，则 A = 0

证明. B = PJP−1, C = P̃ J̃ P̃−1, J = diag(J1, · · · , Js), J̃ = (J̃1, cdots, J̃t)

AB = CA ⇒ APJP−1 = P̃ J̃ P̃−1A

⇒ ÃJ = J̃Ã

⇒ J̃iÃij = ÃijJj

相当于把原来的任意的矩阵，转化到对于 Jordan 块来验证

例 8.5. A,B ∈ Fn×n，且 diag(A,A) 与 diag(B,B) 相似，证明 A 与 B 相似

证明. 设 A 的初等因子组为 {(λ− λlij
∣∣1 ⩽ i ⩽ s, 1 ⩽ j ⩽ mi)}

所以 diag(A,A) 的初等因子组为 {(λ− λlij , (λ− λlij
∣∣1 ⩽ i ⩽ s, 1 ⩽ j ⩽ mi)}

所以 diag(B,B) 的初等因子组为 {(λ− λlij , (λ− λlij
∣∣1 ⩽ i ⩽ s, 1 ⩽ j ⩽ mi)}

所以 B 的初等因子组为 {(λ− λlij
∣∣1 ⩽ i ⩽ s, 1 ⩽ j ⩽ mi)}

例 8.6. 2n 阶实方阵 A 满足 A2 + I = 0，则 A 实相似于

(
0 I(n)

−I(n) 0

)

证明. dA(λ) = λ2 + 1, A ∼ J =

(
iI(n)

−iI(n)

)
∼

(
0 I(n)

−I(n) 0

)
为什么数目相等？？？
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内积空间

为什么要研究内积空间？线性代数的主要内容其实已经完结了，但为什么还要讲一个空间？线

性空间是一个代数结构，从实际应用的角度来说还有一些距离，为什么呢？因为线性空间里面没有

度量，你不能度量向量的长度，不能度量向量的夹角. 所以要想在实际应用中有用，光有代数结构是
不够用的. 内积空间就是在线性空间的基础上加上度量. 为什么叫做内积空间？因为这里我们的度量
是内积诱导出来的. 在实际应用中，我们就不考虑一般的数域了，我们只讲两种数域上的度量空间，
一个是 R 上的 Euclid 空间，一个是 C 上的

26



CHAPTER 3. 内积空间 27

1 Euclid 空间

• 实线性空间上的内积，对称正定双线性函数

• 选定一组基后内积的度量矩阵，全体内积与全体对称正定矩阵之间的一一对应

• 在基 α1, · · · , αn 下 (α, β) = XTAY，若 (β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P，那么在基 β1, · · · , βn

下 (α, β) = (PX ′)TA(PY ′) = X ′P TAPY ′，由此引出矩阵的相合

• 同一内积在不同基下的度量矩阵相合，选定一组基后得到全体内积与全体对称正定矩阵之间有
一一对应，这告诉我们 σ : A 7→ P TAP 是从对称正定矩阵到对称正定矩阵的一个可逆映射

• 对称正定矩阵在相合关系下只有一个等价类，所有对称正定矩阵都相合于单位阵，这在几何上
是说对任意的内积都存在标准正交基

例 1.1. V = C[a, b], (f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

定理 1.1. 内积有下列性质：

(1) (α, 0) = (0, β) = 0

(2) (
n∑

i=1

λiαi,
m∑
j=1

µjβj) =
n∑

i=1

m∑
j=1

λiµj(αi, βj)

(3) (Cauchy-Schwarz 不等式)(α, β)2 ⩽ (α, α)(β, β)，等号成立当且仅当 α, β 线性相关.

证明. 考虑 (tα+ β, tα+ β) = (α, α)t2 + 2(α, β)t+ (β, β) ⩾ 0，对 ∀t ∈ R 成立.

• 当 (α, α) = 0 时，

• 当 (α, α) 6= 0 时，

=⇒ 4(α, β)2−4(α, α)(β, β) ⩽ 0，等号成立当且仅当 ∃t0 使得 (t0α+β, t0α+β) = 0 ⇒ t0α+β =

0

• Rn, (x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn ⇒ (x1y1 + · · ·+ xnyn)
2 ⩽ (x2

1 + · · ·+ x2
n)(y

2
1 + · · ·+ y2n)

• C[a, b], (f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx ⇒ (

∫ b

a

f(x)g(x))2 ⩽
∫ b

a

f2(x)dx

∫ b

a

g2(x)dx

定义 1.1. V 为 Euclid 空间，α ∈ V 的模长 |α| =
√
(α, α)，α, β ∈ V 的夹角 θ = arccos (α, β)

|α||β|
.

注记. Cauchy-Schwarz 公式可记忆为

(α, β) = |α||β| cos θ ⩽ |α||β|

定理 1.2 (三角不等式). |α+ β| ⩽ |α|+ |β|

证明. |α+ β|2 = (α+ β, α+ β) = (α, α) + 2(α, β) + (β, β) ⩽ |α|2 + 2|α||β|+ |β|2 = (|α|+ |β|)2

例 1.2. V = Rn×n，可以定义内积 (A,B) = Tr(ABT )

1. (A,B) = Tr(ABT ) = Tr(BAT ) = (B,A)
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2. (λA1+µA2, B) = Tr((λA1+µA2)B
T ) = Tr(λA1B

T +µA2B
T ) = λTr(A1B

T )+µTr(A2B
T ) =

λ(A1, B) + µ(A2, B)

3. (A,A) = Tr(AAT ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

a2ij ⩾ 0

此时的 Cauchy-Schwarz 公式为 (Tr(ABT ))2 ⩽ Tr(AAT )Tr(BBT )

ATA =


αT
1

αT
2

...
αT
n


(
α1 α2 · · · αn

)
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2 标准正交基

• 正交的概念是由内积定义的，并且高度依赖于内积的选取. 比如我们选定一组基后，全体内积
便与全体正定矩阵形成了一一对应，容易看出在一些内积下这组基成为正交基，甚至是标准正

交基，在一些内积下就不是.

• 我们一般不会将内积换来换去，讨论一个问题都是选定一个内积. 内积之间有没有好坏之分？
两个内积之间相差一个什么？

• 选定一个内积后，我们便能将一组基对应到一个正定矩阵. 而我们知道全体基与全体可逆矩阵
之间有着一一对应，因此就建立了全体可逆矩阵到全体正定矩阵的一个满射. 特殊的例子可以
帮助我们理解这个满射，全体标准正交基对应的度量矩阵都是单位阵，而两个标准正交基之间

相差一个正交方阵，这促使我们猜测两个相差一个正交方阵的两个可逆矩阵可以对应到同一个

正定方阵，换句话说，可逆矩阵可以分解为正交方阵与正定方阵的乘积.

定义 2.1. 称一组基是标准正交基，如果它满足下列等价叙述：

• 两两正交，模长为 1；

• (αi, αj) = δij；

• 对应的度量矩阵 G = I.

实内积空间 V 中向量之间的关系，从加法和数量乘法运算的角度看，有线性相关与线性无关之

区分；从度量的角度看，有正交与不正交之区分. 内积作为增添在线性空间上的结构，必定受到已有
的线性结构的约束，

命题 2.1. 若非零向量组 α1, α2, · · · , αm 线性相关，则它们不可能两两正交.

证明. 存在不全为零的 λ1, λ2, · · · , λm，使得

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λmαm = 0.

假如它们两两正交，令上式左右同时与 α1 作内积，得到

λ1(α1, α1) = 0,

由于 α1 6= 0，因此 λ1 = 0，同理可得其他 λi = 0, i = 2, · · · ,m. 矛盾！

定理 2.1. n 维 Euclid 空间中存在标准正交基. 代数上是说，任何正定方阵都相合于单位阵.

设内积 (·, ·) 在 {α1, · · · , αn} 下的度量矩阵为 G，(·, ·) 在 {β1, · · · , βn} 下的度量矩阵为 I，那

么存在上三角阵 U 使得

UTGU = I ⇒ G = (U−1)TU−1 = P TP.

例 2.1. 设三维 Euclid 空间 V 上的某内积在基 α1, α2, α3 下的度量矩阵为

G =


1 1 1

1 2 3

1 3 6

 .

求 V 的一组标准正交基，用 α1, α2, α3 表示.
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证明.

β1 = α1

(β1, β1) = (α1, α1) = 1

β2 = α2 + λ21β1

0 = (α2, β1) + λ21(β1, β1)

= (α2, α1) + λ21(α1, α1)

= 1 + λ21

β2 = α2 − α1

(β2, β2) = (α2 − α1, α2 − α1) = 1

β3 = α3 + λ31β1 + λ32β2

0 = (α3, β1) + λ31(β1, β1)

= (α3, α1) + λ31

= 1 + λ31

0 = (α3, β2) + λ32(β2, β2)

= (α3, α2 − α1) + λ32

= 2 + λ32

β3 = α3 − β1 − 2β2

= α3 − α1 − 2(α2 − α1)

= α3 − 2α2 + α1

(β3, β3) = (α3 − 2α2 + α1, α3 − 2α2 + α1)

= 1− 4 + 2 + 8− 12 + 6 = 1

定义 2.2. 设 {α1, · · · , αn} 与 {β1, · · · , βn} 均为标准正交基，并且

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P,

因为内积 (·, ·) 在这两组基下的度量矩阵都为 I，所以有

P T IP = P TP = I.

我们将满足 P TP = I 的矩阵称为正交矩阵.

注记. 有趣的是，虽然我们借助内积在两组基下的度量矩阵是 I 这一事实推出了 P TP = I，但 P

作为两组基之间的过渡矩阵，它只反映了线性的结构，P TP = I 这一结果并不依赖于那两组基到底

是不是标准正交基，也就是并不依赖于我们到底选择哪种内积. 也就是说，根据是否相差一个正交矩
阵，我们可以将基划分成若干个等价类，

存在多少种内积？有多少个正定矩阵就有多少个内积

例 2.2. P =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
为正交方阵.
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命题 2.2. P 为正交方阵 ⇔P 的列向量构成 Rn 的标准正交基 ⇔P 的行向量构成 Rn 的标准正交基

证明. P = (α1, · · · , αn), P
TP =


(α1, α1) · · · (α1, αn)

...
...

(αn, α1) · · · (αn, αn)

 = I

⇔ (αi, αj) = δij

命题 2.3. 正交方阵 P 有以下性质

(1) detP = ±1

(2) P 的特征值的模长为 1

(3) P 正交 ⇒P T = P−1 正交

(4) P,Q 正交 ⇒PQ 正交

证明.

(1) 对 P TP = I 两边同时取行列式

(2) 设 λ 是特征值，X 是与之对应的一个特征向量.

PX = λX，对该式做共轭转置（基本技巧），得到

X̄TP T = λ̄X̄T

⇒X̄TP TPX = λ̄X̄TλX

⇒X̄TX = |λ|2X̄TX

|λ| = 1

命题 2.4. Euclid 空间中标准正交基之间的过渡方阵为正交方阵，反之，若从标准正交基 M 到另一

组基 M
′
的过渡矩阵为正交方阵，则 M

′
也为标准正交基.

例 2.3. A 为可逆实方阵，证明 A = QR，Q 为正交方阵，R 为上三角阵.

证明. 令 A = (α1, · · · , αn)，Q = (β1, · · · , βn) 实际上这是 Gram-Schmidt 正交化证明过的东西了.
把代数问题理解为几何问题.

定义 2.3. U 与 V 是 Euclid 空间，σ : U → V 是双射，满足

1. σ(λα+ µβ) = λσ(α) + µσ(β)

2. (σ(α), σ(β)) = (α, β)

则称 U 与 V 同构.

定理 2.2. Euclid 空间 U 与 V 同构 ⇔ 线性空间 U 与 V 同构

证明.“⇒”，显然
“⇐”，因线性空间 U 与 V 同构，则有 dimU = dimV .
设 (α1, · · · , αn) 为 U 的标准正交基，(β1, · · · , βn) 为 V 的标准正交基.
定义线性映射 σ，σ(αi) = βi
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3 正交补，实内积空间的保距同构

定义 3.1. 正交补

定理 3.1.
V = W ⊕W⊥
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4 正交变换

定义 4.1. A 是 Euclid 空间 V 上的线性变换，如果

(A α,A β) = (α, β)

对 ∀α, β ∈ V 成立，则称 A 为正交变换（orthogonal transformation）.

由于向量的长度和向量间的夹角都是利用内积来定义的，自然有正交变换保持长度和角度不变，

反过来，我们也有

定理 4.1. 如果 |A α| = |α| 对 ∀α ∈ V 成立，那么 A 是正交变换.

证明.
|A α| = |α|,∀α ∈ V

(A α,A α) = (α, α),∀α ∈ V

(A (α+ β),A (α+ β)) = (α+ β, α+ β),∀α, β ∈ V

⇒ (A α,A β) = (α, β),∀α, β ∈ V

定理 4.2. 下列命题等价：

1. A 为正交变换

2. A 将标准正交基变为标准正交基

3. A 在任意一组标准正交基下的矩阵为正交方阵

证明. • (1) ⇒ (2)

设 (α1, · · · , αn) 为标准正交基

(A αi,A αj) = (αi, αj) = δij

因此 (A α1, · · · ,A αn) 也为标准正交基.

• (2) ⇒ (3)

设 (α1, · · · , αn) 为标准正交基，A 在该组基下的矩阵为 A，即

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A

由 (2)，A 将标准正交基变为标准正交基，则

(β1, · · · , βn) = A (α1, · · · , αn)

也是标准正交基.

综合以上两式，有

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)A

那么 A 是两组标准正交基之间的过渡矩阵，由命题 2.4 知，A 为正交方阵.
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• (3) ⇒ (1)

设 (α1, · · · , αn) 为标准正交基，A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A，A 为正交矩阵.

设 α = (α1, · · · , αn)x, β = (α1, · · · , αn)y,

则有 A α = (α1, · · · , αn)Ax,A β = (α1, · · · , αn)Ay

(A α,A β) = (Ax)TAy = xTATAy = xT y = (α, β)

推论 4.1. 正交变换的特征值的模长为 1.

命题 4.1. 若 A ,B 均是 V 上的正交变换，则 A B,A −1 也是 V 上的正交变换.

命题 4.2. 若 ±1 是正交变换的特征值，则 V1 ⊥ V−1

证明. 设 α ∈ V1, β ∈ V−1

则 A α = α,A β = −β

(α, β) = (A α,A β) = (α,−β) = −(α, β) ⇒ (α, β) = 0

例 4.1. 在集合平面上任取一点 O 作为原点，将平面上每个点 P 与向量 O⃗P 对应起来，将平面看

成 2 维欧氏空间 V. 设 A 是 V 上的正交变换，则：

1. 当 detA = 1，A 是绕原点的旋转，在 V 的任意一组标准正交基下的矩阵
(

cosα − sinα

sinα cosα

)
2. 当 detA = −1，A 是关于过原点的某条直线 l 的轴对称，在 V 的某一组标准正交基下的矩

阵为 diag(1,−1).

例 4.2. 设 R3 建立了直角坐标系的几何空间，A 是 R3 上的正交变换，且 detA = 1，求证：A 是

绕过某点的直线的旋转.

证明. A → A,λ1, λ2, λ3

|A| = λ1λ2λ3

|λI −A| = λ3 + · · · ⇒

1. 至少有一实根

2. 若有复根，必共轭出现

设 A 为 Euclid 空间 V 上的正交变换，在标准正交基 M1 = {α1, · · · , αn} 下的矩阵表示
为 A，在另一组标准正交基 M2 = {β1, · · · , β2} 下的矩阵表示为 B，转移矩阵为 (β1, · · · , βn) =

(α1, · · · , αn)P，其中 P 为正交方阵，那么我们有 B = P−1AP .

定义 4.2. 设 A,B 是同阶实方阵，如果存在正交方阵 P 使 B = P−1AP，则称 A 与 B 正交相似.

注记. 同一个变换在不同基下的矩阵相似，同一个变换在不同标准正交基下的矩阵正交相似.

引理 4.1. 设 A 是 Euclid 空间 V 上的正交变换，W 是 A 的不变子空间，则 W⊥ 也是 A 的不

变子空间.

证明. 先证 A |W 是可逆变换.

注记. 我们将在后面看到，这对于范围更广的一类变换——规范变换，仍然是对的.
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5 对称变换

• 线性变换本身只与线性结构有关，但它是不是对称变换却依赖于内积的选取，但是它本身的与
内积无关的性质并不依赖于它是不是一个对称变换，比如特征值均为实数，不同特征值对应的

特征向量彼此正交. 因此，只要是在某组基下的矩阵表示是对称矩阵的线性变换，都在某个内
积下是对称变换

定义 5.1. A 是 Euclid 空间 V 上的线性变换，若 A 满足

(A α, β) = (α,A β)

对 ∀ α, β ∈ V 成立，则称 A 为对称变换.

定理 5.1. A 为对称变换当且仅当 A 在 V 的任何一组标准正交基 M 下的矩阵 A 为对称方阵.

证明. M = {α1, · · · , αn}，A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A

设 α = (α1, · · · , αn)x, β = (α1, · · · , αn)y

则 A α = (α1, · · · , αn)Ax,A β = (α1, · · · , αn)Ay

(A α, β) = (Ax)T y = xTAT y, (α,A β) = xT (Ay) = xTAy

(A α, β) = (α,A β) ⇔ xTAT y = xTAy, ∀x, y ∈ Rn ⇔ AT = A

注记. 若基是一组普通的基，那么有 ATG = GA，其中 G 是内积在这组基下的度量矩阵.

定理 5.2. 设 A 是 Euclid 空间 V 上的对称变换，那么 A 的特征值均为实数.

证明. 设 M 是 V 的标准正交基，A 在 M 下的矩阵为 A.
设 λ 是 A 的特征值，X 是从属于 λ 的一个特征向量.
对 AX = λX 做共轭转置，得到 X̄TA = λ̄X̄T

⇒

X̄TAX = λX̄TX

X̄TAX = λ̄X̄TX

⇒ λ = λ̄

定理 5.3. 对称变换 A 的不同特征值对应的特征向量彼此正交.

证明. A α1 = λ1α1,A α2 = λ2α2, λ1 6= λ2

(A α1, α2) = (α1,A α2) ⇒ λ1(α1, α2) = λ2(α1, α2) ⇒ (α1, α2) = 0

注记. 而在从属于同一个特征值的全体特征向量中，即在该特征值对应的特征子空间中，我们总能
运用 Gram-Schmidt 正交化方法找到一组正交基. 想到这一点，有下面的定理便是自然的.

定理 5.4. A 是 Euclid 空间 V 上的对称变换，则存在 V 的一组标准正交基 M，使得 A 在该组

基下的矩阵是对角阵.

证明. 这等价于要找到一组标准正交基由特征向量组成.
我们证明对任意特征值不存在二次根向量，即要证明，如若 (A− λI)2x = 0，那么一定有 (A−

λI)x = 0.
对于对称阵 A，显然有 A− λI 仍是对称阵，所以我们只需证明 λ = 0 的情况.
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考虑 Ax 与自身的内积，

(Ax)TAx = xTATAx = xTAAx = xT (A2x) = 0

因此有 Ax = 0.
我们已经知道 V 可以被分解为根子空间的直和，上面证明了，根子空间就是特征子空间. 对于

单个的特征子空间，我们总能对它的一组基进行 Gram-Schimdt 正交化而得到一组标准正交基，这
些基拼起来显然构成 V 的一组基. 这组基为什么还是正交的呢？因为我们知道有对称方阵的不同特
征值对应的特征向量彼此正交.

定理 5.4′. 实对称方阵正交相似于对角阵，对角元就是它的全部特征值.

证明. 用归纳法，n = 1，显然

设该结论对 n− 1 阶方阵成立，下证结论对 n 阶方阵成立.
设 λ1 为 A 的特征值，X1 为对应的单位特征向量

将 X1 扩充为 Rn 的标准正交基 X1, X2, · · · , Xn

A(X1, · · · , Xn) = (X1, · · · , Xn)

(
λ1 C

0 A1

)
, C ∈ Rn−1, A1 ∈ Rn−1×n−1

令 P1 = (X1, · · · , Xn)，P−1
1 AP1 = P T

1 AP1 =

(
λ1 C

0 A1

)
实对称，所以 C = 0, A1 也是对称阵.

⇒ P T
1 AP1 =

(
λ1 0

0 A1

)
由归纳假设，存在正交阵 P2，使得 P T

2 A1P2 = diag{λ2, · · · , λn}(
P1

(
1

P2

))T

A

(
P1

(
1

P2

))
= diag{λ1, · · · , λn}

例 5.1. A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

，求正交方阵 P 使得 P−1AP 为对角阵.

解. PA(λ) = (λ− 5)(λ+ 1)2

λ1 = 5 对应的特征向量 X1 = (1, 1, 1)T

λ2 = λ2 对应的特征向量 X2 = (−1, 1, 0)T , X3 = (−1, 0, 1)T

将 X1 单位化，将 X2, X3 单位正交化.
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6 Euclid 空间上线性函数

V 是线性空间，V 上的线性函数 f : V → F，f(λα+µβ) = λf(α)+µf(β). V ∗ = {f |f是V上的线性函数}，

V ∗ 构成线性空间 V 的对偶空间.M = {α1, · · · , αn} 是 V 的一组基，σ : V ∗ → V, f 7→
n∑

i=1

f(αi)xi，

同构. 令 fi := α = x1α1 + · · ·+ xnαn 7→ xi, fi ∈ V ∗, {f1, · · · , fn} 是 V ∗ 的一组基，fi(αj) = δij，称

{f1, · · · , fn} 为 {α1, · · · , αn} 的对偶基.
V 是 Euclid 空间，固定一个 α，fα : β 7→ (α, β), fα ∈ V ∗，固定 β，fβ : α 7→ (α, β), fβ ∈ V ∗

定理 6.1. V 是 n 维 Euclid 空间，则

1. fα : β 7→ (α, β) 是 V 上的线性函数

2. σ : α 7→ fα 是 V 到 V ∗ 的同构映射.

3. ∀f ∈ V ∗,∃α ∈ V 使 fα = f

4. 设 α1, · · · , αn 为 V 的标准正交基，则 fα1
, · · · , fαn

是 {α, · · · , α} 的对偶基.

证明. 1. 略

2. σ : α 7→ fα, V → V ∗ 同构.

注记. 这个同构是线性空间之间的同构，而不是 Euclid 空间之间的同构，因为我们没有在 V ∗

中定义内积.

•

fC1α1+C2α2
(β) = (C1α1 + C2α2, β) = C1(α1, β) + C2(α2, β) = C1fα1

(β) + C2fα2
(β)

⇒ fC1α1+C2α2
= C1fα1

+ C2fα2

•
α ∈ Kerσ ⇔ fα = 0 ⇔ ∀β ∈ V, fα(β) = (α, β) = 0 ⇔ α = 0

3. 由 (2) 显然

4. fαi
(αj) = (αi, αj) = δij

推论 6.1. A 是 Euclid 空间 V 上的线性变换，则存在唯一的变换 A ∗ 使得 (A α, β) = (α,A ∗β)

对 ∀α, β ∈ V 成立.

证明.
fβ : α 7→ (A α, β), fβ ∈ V ∗

∃β̃ 使 fβ(α) = (α, β̃)

β 7→ β̃ = A ∗β
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7 酉空间

• 复线性空间上的内积

•

定义 7.1. 设 V 是 C 上线性空间，在 V 上定义内积 (·, ·) 满足

1. (α, β) = (β, α)

2. 共轭线性性

3. 正定性：(α, α) ⩾ 0，等号成立当且仅当 α = 0

称定义了上述内积的空间 V 为酉空间.

注记. 保持了正定性，损失了一定程度的线性性和对称性

例 7.1. Cn : (x, y) = x̄1y1 + · · ·+ x̄nyn

例 7.2. C[a, b] :

(f(x), g(x)) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

命题 7.1. 内积的性质：

1. (α, 0) = (0, β) = 0

2. (
m∑
i=1

λiαi,
n∑

j=1

µjβj) =
m∑
i=1

n∑
j=1

λ̄iµj(αi, βj)

3. (Cauchy-Schwarz 不等式)|(α, β)|2 ⩽ (α, α)(β, β)，等号成立 ⇔α, β 线性相关.

4. |α+ β| ⩽ |α|+ |β|

定义 7.2. |α| =
√
(α, α)，如果 |α| = 1，称 α 为单位向量.

如果 (α, β) = 0，称 α 与 β 正交.

注记. 没有定义夹角！定义不了夹角！

设 {α, · · · , αn} 为 V 的一组基，α = (α1, αn)x, β = (α, · · · , αn)y

(α, β) =
n∑

i=1

n∑
j=1

x̄iyj(αi, αj) = x̄TGy,G =

注记. 1. ḠT = G，即 G∗ = G，Hermite 方阵.

2. ∀x ∈ Cn, x∗Gx ⩾ 0，等号成立 ⇔ x = 0

G 称为正定方阵.

定理 7.1. V 是酉空间，内积在两组基 {α1, · · · , αn} 及 {β1, · · · , βn} 下的度量矩阵分别是 G 与 G′，

(β1, · · · .βn) = (α, · · · , αn)P，则 G′ = P ∗GP

证明. 略.
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定义 7.3. A,B ∈ Cn×n，如存在可逆方阵 P 使 B = P ∗AP，则称 A 与 B 是共轭相合.

定义 7.4. V 是 n 维酉空间 {α1, · · · , αn} 称为 V 的标准正交基，如果 (αi, αj) = δij

定理 7.2. n 维酉空间存在标准正交基.

证明. 略.

{β1, · · · , βn} = {α1, · · · , αn}P，{α1, · · · , αn}, {β1, · · · , βn} 均为标准正交基，G′ = G = I, I =

P ∗IP ⇒ P ∗P = I，正交方阵.

定理 7.3. 两组标准正交基之间的过渡方阵为酉方阵，反之，从一组标准正交基到另一组基的过渡矩
阵为酉方阵，则另一组基也为标准正交基.

注记. 1. U1, U2 为酉方阵，则 U1U2 是酉方阵.

2. U 是酉方阵，则 U−1 = U∗ 也是酉方阵.

3. U 的行（列）均构成 Cn 的标准正交基.

例 7.3. A ∈ Cn，A 可逆，则 A 可分解为 A = UT，U 为酉方阵，T 为上三角，并且对角元为正.

定理 7.4. W 是酉空间 V 的子空间，则 V = W ⊕W⊥
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8 规范变换

• 伴随变换

– (A α, β) = (α,A ∗β)

– 有限维复（实）内积空间伴随变换一定存在，无限维不一定存在

– 存在则唯一

– 如果 A 在一组标准正交基下的矩阵是 A，那么 A ∗ 在该组基下的矩阵是 A∗

– 实内积空间中，A∗ 自动退化为 AT，因此可统一记忆为 A∗

– 如果 W 是 A 的不变子空间，那么 W⊥ 是 A ∗ 的不变子空间

– 有一个和上一条长得很像的命题：当 A 是规范变换时，如果 W 是 A 的不变子空间，那

么 W⊥ 也是 A 的不变子空间

– 如果 A 可逆，并且 A −1 也有伴随变换，那么 A ∗ 也可逆，且 (A ∗)−1 = (A −1)∗

– 如果 A 有伴随变换，那么 A 可以唯一地表示成 A = A1 + iA2，其中 A1,A2 都是

Hermite 变换

• 规范变换

– 存在伴随变换并且 A A ∗ = A ∗A

– 复内积空间：存在标准正交基使得 A 在此基下的矩阵为对角矩阵，并且对角元是特征值

– A = U∗ diag(λ1, λ2, · · · , λn)U

上面关于规范变换的所有性质中最重要的一条毫无疑问是存在一组标准正交基使得 A 在此基

下的矩阵为对角阵并且对角元是特征值. 我们将用三种不同的方法来证明这一结论，在不同的证明
方法中逐条揭露规范变换的其他重要性质.
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8.1 规范矩阵酉相似于对角阵的三种证明

证法一

引理 8.1. 设 A 是复（实）内积空间 V 上的规范变换，则

‖A α‖ = ‖A ∗α‖ , ∀α ∈ V.

证明.
‖A α‖2 = (A α,A α) = (α,A ∗A α) = (α,A A ∗α)

‖A ∗α‖2 = (A ∗α,A ∗α) = (α, (A ∗)∗A ∗α) = (α,A A ∗α)

事实上（虽然在我们的证明中没有用，但为了理论的完整还是在这里给出），我们还有：

命题 8.1. 若 ‖A α‖ = ‖A ∗α‖ 对任意 α ∈ V 成立，那么 A 是规范变换.

证明. 此时我们无法从
(α,A ∗A α) = (α,A A ∗α), ∀α ∈ V

直接推出 A ∗A = A A ∗. 但按照我们之前的证明的经验，如果有

(α,A ∗A β) = (α,A A ∗β), ∀α, β ∈ V

成立就好了.
(A (α+ β),A (α+ β)) = (A ∗(α+ β),A ∗(α+ β))

(A α,A β) = (A ∗α,A ∗β)

(α,A ∗A β) = (α,A A ∗β)

注记. ‖A α‖ = ‖A ∗α‖ 最好用的是从 A α = 0 推出 A ∗α = 0. 我们还得到了一个推论：Ker A =

Ker A ∗.

引理 8.2. 设 A 是复（实）内积空间 V 上的正规变换，c 是任一复（实）数，则 cI − A 也是 V

上的正规变换.

证明. 注意到 (cI − A )∗ = c̄I − A ∗，直接验证即可.

定理 8.1. 设 A 是复（实）内积空间 V 上的正规变换，则

• λ 是 A 的一个特征值当且仅当 λ̄ 是 A ∗ 的一个特征值；

• α 是 A 的属于特征值 λ 的一个特征向量当且仅当 α 是 A ∗ 的属于特征值 λ̄ 的一个特征向量.

同样地，为了理论的完整，虽然在我们的证明中没用，我们依旧给出：

命题 8.2. 设 A 是 n 维酉空间上的线性变换，若 A 的每个特征向量也是 A ∗ 的特征向量，则 A

是规范变换.
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证明一. 注意到 A A H 和 A HA 都是 Hermite阵,故它们半单,即可酉相似对角化. 如果 A v = λv,
由题意, 存在 ∃µ ∈ C, 使 A Hv = µv. 因此,vHλv = vHA v = vHA Hv = vHµv, 即 λ|v|2 =

µ|v|2, 因此 λ = µ. 如果 ∃v 6= 0,(A − λI )k−1v 6= 0,(A − λI )kv = 0,k ⩾ 2[/imath], 则 (A −
λI )H(A − λI )k−1v = 0, 故 |(A − λI )k−1v|2 = vH(A H − λI )k−1(A − λI )k−1v = 0, 矛
盾! 故 A 只有单特征值, 即 A 可酉相似对角化. 因此,A 的所有特征向量全体能够张成 Cn. 对于
A v = λv,(A A H − A HA )v = A λv − λA Hv = |λ|2v − |λ|2v = 0, 故 A A H = A HA . □ 核心
想法: 只要证明 A 半单即可, 这样能够利用题目所给的特征向量条件, 说明 A A H −A HA 作用到

所有特征向量上为 0, 进而得证.

注记. 要特别感谢吴天学长给出的上面的证明，正是模仿这个证明，我才完成了规范方阵可酉相似
于对角矩阵的第二种证明.

定理 8.2. 设 A 是复（实）内积空间 V 上的正规变换，如果 W 是 A 的不变子空间，则 W⊥ 也

是 A 的不变子空间.

定理 8.3. 设 A 是有限维酉空间 V 上的正规变换，则 V 中存在一个标准正交基，使得 A 在此基

下的矩阵是对角矩阵.

证明.

推论 8.1. 设 A 是 n 维酉空间 V 上的正规变换，那么：

(1) A 是酉变换当且仅当 A 的特征值的模为 1；

(2) A 是 Hermite 变换当且仅当 A 的特征值都是实数；

(3) A 是斜 Hermite 变换当且仅当 A 的特征值是 0 或纯虚数.

证明. 由于 A 是 V 上的正规变换，因此 V 中存在一个标准正交基，使得 A 在此基下的矩阵 A 为

对角矩阵 diag(λ1, λ2, · · · , λn)，其中 λ1, λ2, · · · , λn 是 A 的全部特征值.

(1)

A是酉变换⇐⇒ A是酉矩阵

⇐⇒ A∗ = A−1

⇐⇒ λ̄i = λ−1
i

⇐⇒ |λi| = 1

(2)

A是 Hermite 变换⇐⇒ A是 Hermite 矩阵

⇐⇒ A∗ = A

⇐⇒ λ̄i = λi

⇐⇒ λi是实数

(3)

A是斜 Hermite 变换⇐⇒ A是斜 Hermite 矩阵
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⇐⇒ A∗ = −A

⇐⇒ λ̄i = −λi

⇐⇒ λi是 0 或纯虚数
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证法二

命题 8.3. 如果 A 是复（实）内积空间 V 上的规范变换，那么 A 的属于不同特征值的特征向量彼

此正交.

证明.
λ1(ξ1, ξ2) = (λ1ξ1, ξ2) = (A ξ1, ξ2) = (ξ1,A

∗ξ2) = (ξ1, λ̄2ξ2) = λ2(ξ1, ξ2)

命题 8.4. 内容...
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证法三

定理 8.4. 设 A 是 n 维酉空间 V 上的线性变换，那么 V 中存在一组标准正交基，使得 A 在此基

下的矩阵 A 是上三角矩阵.

定理 8.5. 任意复方阵酉相似于上三角阵.

注记. 过去我们曾经证明过任意复方阵相似于上三角阵，这里我们得到的结论更强. 而事实上两者的
证明完全类似，过去我们是找特征向量，扩充为一组基，现在我们是找单位特征向量，扩充为一组

标准正交基.

引理 8.3. 与规范方阵酉相似的方阵也是规范方阵.

证明. A 是规范的，B = U−1AU，其中 U 为酉方阵.

BB∗ = U∗AUU∗A∗U = U∗AA∗U = U∗A∗AU = U∗A∗UU∗AU = B∗B

引理 8.4. 设复方阵 T 为上三角阵，则 T 为规范方阵当且仅当 T 为对角阵.

证明. ⇐ 显然.

⇒

T =


λ1

. . .
0 0 λn

 , T ∗ =


λ1

. . .
0 0 λn

 , TT ∗ =


|λ1|2 +

n∑
j=2

|t1j |2 ∗

0
. . .

|λn|2



T ∗T =


|λ1|2 +

n∑
j=2

|t1j |2 ∗

0
. . .

|λn|2


t1j = 0,

定理 8.6. A ∈ Cn×n，则 A 为规范方阵当且仅当 A 酉相似于对角阵.

证明. ⇐ 对角阵为规范方阵，由引理8.3，A 规范.

⇒ 由定理8.5，A 可酉相似于上三角阵 T，由引理8.3，T 是规范方阵，再由引理8.4，T 为上三角

阵.
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8.2 实规范矩阵的正交相似

引理 8.5. 与实规范方阵正交相似的方阵也是实规范方阵.

证明. B = OTAO,BT = OTATO

BTB = OTATOOTAO = OTATAO

BBT = OTAOOTATO = OTAATO

引理 8.6. 实方阵
(
A1 A2

0 A3

)
是规范的 ⇔A2 = 0，且 A1, A3 规范.

引理 8.7.

ATA =

(
AT

1 0

AT
2 AT

3

)(
A1 A2

0 A3

)
=

(
AT

1 A1 AT
1 A2

AT
2 A1 AT

2 A2 +AT
3 A3

)

AAT =

(
A1 A2

0 A3

)(
AT

1 0

AT
2 AT

3

)
=

(
A1A

T
1 +A2A

T
2 A2A

T
3

A3A
T
2 A3A

T
3

)

AT
1 A1 = A1A

T
1 +A2A

T
2

⇒ Tr(AT
1 A1) = Tr(A1A

T
1 ) + Tr(A2A

T
2 )

⇒ Tr(A2A
T
2 ) = 0

⇒ A2 = 0

⇒ AT
1 A1 = A1A

T
1 , A

T
3 A3 = A3A

T
3

推论 8.2. A 是 Euclid 空间 V 上的规范变换，W 是 A 的不变子空间，则 W⊥ 也是 A 的不变子

空间.

引理 8.8. 二阶实规范方阵正交相似于对角阵
(
λ1

λ2

)
或

(
a b

−b a

)
, 其中 b 6= 0.

证明. A =

(
a b

c d

)
，AAT =

(
a2 + b2 ac+ bd

ac+ bd c2 + d2

)
，ATA =

(
a2 + c2 ab+ cd

ab+ cd b2 + d2

)
ac+ bd = ab+ cd ⇒ a(c− b) = d(c− b)

1. b = c

A =

(
a b

b d

)
∼

(
λ1

λ2

)
2. b 6= c

⇒ a = d, b = −c ⇒ A =

(
a b

−b a

)

定理 8.7. 设实规范方阵 A的特征值为 a1±b1i, · · · , as±bsi(bj > 0, aj ∈ R)及 λ2s+1, · · · , λn(λj ∈ R)，
则 A 正交相似于

D = diag

((
a1 b1

−b1 a1

)
, · · · ,

(
as bs

−bs as

)
, λ2s+1, · · · , λn

)
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证明. 归纳法，n = 1 时，成立

n = 2 时，由引理 3，成立
设结论对小于 n 阶规范方阵成立，下证结论对 n 阶规范方阵成立

1. A 有实特征值 λn，对应单位特征向量 Xn,AXn = λnXn，将 Xn 扩充为一组标准正交基 M =

{X1, · · · , Xn}.

A(X1 · · ·Xn) = (X1 · · ·Xn)

(
A1 0

C λn

)

P T
1 AP1 =

(
A1 0

C λn

)
规范 ⇒ C = 0, A1 规范，由归纳假设，存在正交方阵 P2 使得 P T

2 A1P2

成为所要求的形状，得证.

2. A 无实特征值，设 a1 ± bi 为 A 的特征值 (b1 > 0)，X1 ± iX2 是对应特征向量. 将 X1, X2 正

交化为 β1, β2，将 β1, β2 扩充为 Rn 的标准正交基 β1, · · · , βn.

A(β1 · · ·βn) = (β1 · · ·βn)

(
A1 A2

0 A3

)
，A1 为 2 阶，特征值 a1 ± b1i

P T
1 AP1 =

(
A1 A2

0 A3

)
规范⇒A2 = 0, A1, A3规范，存在正交方阵 P2使得 P T

2 A1P2 =

(
a b

−b a

)
，

由归纳假设，存在正交方阵 P3 使得 P T
3 A3P3 为标准形, 得证

推论 8.3. A 是 V 上规范变换，V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws ⊕W2s+1 ⊕ · · · ⊕Wn，Wj 是 A 的不变子空间，

dimWj = 1 或 2.

例 8.1. 证明：正交方阵可以分解为两个对称的正交方阵之积.

证明.
(

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
=

(
0 1

1 0

)(
− sin θ cos θ
cos θ sin θ

)

例 8.2. A 是 V 上的规范变换，证明 (ImA )⊥ = KerA

证明. 设 β ∈ (ImA )⊥，那么 ∀α ∈ V，(A α, β) = 0⇔ ∀α ∈ V, (α,A ∗β) = 0

⇒ A ∗β = 0 ⇔ A β = 0 ⇔ β ∈ KerA .

定理 8.8 (实方阵的正交相似). A ∈ Rn×n，A 的特征值为 a1 ± b1i, · · · , as ± bsi, λ2s+1, · · · , λn，则

A 正交相似于准上三角阵



A1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
. . . ∗ ∗ ∗ ∗

As ∗ ∗ ∗
λ2s+1 ∗ ∗

. . . ∗
λn


其中 Aj ∼

(
aj bj

−bj aj

)
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证明. 归纳法
n = 1 时，显然.

n = 2 时，A =

(
a11 a12

a21 a22

)

1. A 有两个实特征根 λ1, λ2，对应 λ1 的单位特征向量为 X1，将 X1 扩充为 R2 的一组标准正交

基 X1, X2，A(X1, X2) = (X1, X2)

(
λ1 ∗
0 λ2

)

注记. 关于右下角为什么是 λ2 的解释：

• A ∼

(
λ1 ∗
0 ∗

)
，而相似矩阵有相同的特征值，这就要求右下角的元素必须是 λ2.

• 我们还可以这样看这个问题，设 λ2 对应的特征向量为 X2，则 {X1, X2} 是一组基，对这
组基运用 Gram-Schimdt 正交化方法，得到

γ2 = X2 − (X2, X1)X1

将 A 作用于上式的两侧，得到

Aγ2 = AX2 − (X2, X1)AX1

= λ2X2 − λ1(X2, X1)X1

显然若是要将右侧写为 γ2 与 X1 的线性组合，γ2 前面的系数必须为 λ2.

2. A 有一对共轭虚特征值 a± bi，由实方阵的实相似理论得到

A ∼

(
a b

−b a

)

下面假设定理对阶数小于 n 阶的方阵成立. 下面证明定理对 n 成立.

1. A 有实特征值 λn，Xn 为对应单位特征向量，将 Xn 扩充为 Rn 的标准正交基 {X1, · · · , Xn}，

A(X1, · · · , Xn) = (X1, · · · , Xn)

(
Ã1 ∗
0 λn

)

由归纳假设，存在正交阵 P2，

P T
2 Ã1P2 =



A1

. . . ∗
As

λ2s+1

. . .
λn−1
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(
P2

1

)T

P T
1 AP1

(
P2

1

)
=



A1

. . . ∗
As

λ2s+1

. . .
λn


2. A 没有实特征值，设 a1 ± b1 为 A 的特征值，X1 ± iX2 为对应的特征向量，将 {X1, X2} 正交
化为 Y1, Y2，将它扩充为 Rn 的标准正交基 {Y1, · · · , Yn}，

A(Y1, · · · , Yn) = (Y1, · · · , Yn)

(
A1 ∗
O Ã

)

感觉这里和下面这个题目多少有点关系，抄录于此.

例 8.3. 设 X1 + iX2 是 n 阶实方阵 A 的属于虚特征值 a + bi 的特征向量，其中 X1, X2 ∈ Rn. 证
明 X1, X2 生成的子空间 W 是 Rn 的线性变换 A : X 7→ AX 的 2 维不变子空间，并求出 A |W 在
基 {X1, X2} 下的矩阵.

定理 8.9 (Schur 定理). A ∈ Rn×n，λ1, · · · , λn 是 A 的特征值，则

Tr(AAT ) ⩽
n∑

j=1

|λj |2

且等式成立当且仅当 A 为规范方阵.

证明. 存在正交阵 P 使得 A = P TDP，

Tr(AAT ) = Tr(P TDPP TDTP ) = Tr(P TDDTP ) = Tr(PP TDDT ) = Tr(DDT )

Tr(DDT ) = 2
s∑

j=1

(a2j + b2j) +
n∑

j=2s+1

λ2
j + σ

=
n∑

j=1

|λj |2 + σ

⩾
n∑

j=1

|λj |2

等号成立 ⇔ σ = 0 ⇔ 非准对角元为零 ⇔A 为规范方阵

例 8.4. 设 A,B 为 n 阶实规范方阵，且 AB 也为规范方阵，证明：BA 也为规范方阵.

解.

Tr(BA(BA)T ) = Tr(AB(AB)T )

=
n∑

j=1

|λj(AB)|2
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=
n∑

j=1

|λj(BA)|2

⇒ BA是规范的
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8.3 正规矩阵酉相似于对角阵的应用

定理 8.10 (Schur 不等式). 设 A ∈ Cn×n，λ1, λ2, · · ·λn 是 A 的全部特征值，证明：

Tr(A∗A) =
n∑

i=1

n∑
j=1

|aij |2 ⩾
n∑

i=1

|λi|2,

其中等号成立当且仅当 A 为规范方阵.

证明. A = U−1


λ1 ∗

. . .
λn

U，U 为酉方阵

AA∗ = U−1


λ1 ∗

. . .
λn

UU∗


λ1 ∗

. . .
λn

U = U−1


λ1 ∗

. . .
λn



λ1 ∗

. . .
λn

U

Tr(AA∗) =
n∑

i=1

|λi|2 + σ ⩾
n∑

i=1

|λi|2

σ 是上三角阵所有非对角元模长平方和.

例 8.5. 证明：规范方阵不同特征值对应的特征向量彼此正交.

证明. λ1, · · · , λs 为 A 的不同特征值，重数为 n1, · · · , ns，

A = U−1


λ1I

(n1)

. . .
λsI

(ns)


U = (α1, · · · , αn) 为酉方阵

A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)


λ1I

(n1)

. . .
λsI

(ns)



例 8.6. 给定 Hermite 阵 H =


0 −i 1

i 0 i
1 −i 0

，求酉方阵 U 使得 U−1HU 为对角阵.

证明. 算特征多项式，找特征向量，分别正交化.

例 8.7. A 为规范方阵 ⇔ 存在多项式 f(λ) ∈ C[λ] 使得 A∗ = f(A).

证明. A 的不同特征值为 λ1, · · · , λs，重数为 n1, · · · , ns，则存在酉方阵 U 使得

A = U−1 () , A∗ = U−1 ()U

f(A) = U−1
(

��...
)
U
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9 习题

9.1 丘维声习题 8.3 正交补，实内积空间的保距同构

11. 设 V 是一个实内积空间，W 是 V 的一个子空间. 设 α ∈ V，证明：

(1) β ∈ W 是 α 在 W 上的最佳逼近元当且仅当 α− β ∈ W⊥；

(2) 若 α 在 W 上的最佳逼近元存在，则它是唯一的.

证明. (1)

⇒
d(α, β) ⩽ d(α, γ)

|α− β|2 ⩽ |α− γ|2

|α− β|2 ⩽ |α− β + β − γ|2

由于 β, γ ∈ W，因此 β − γ ∈ W，再由 γ 的任意性，我们不妨将 β − γ 重记为 γ，即

|α− β|2 ⩽ |α− β + γ|2

(α− β, α− β) ⩽ (α− β + γ, α− β + γ)

(γ, γ) + 2(α− β, γ) ⩾ 0

由 γ 的任意性，该式子对 kγ 也对，代入得

k2(γ, γ) + 2k(α− β, γ) ⩾ 0.

当 γ 6= 0 时，我们得到一个开口向上二次函数，它恒大于等于零要求判别式小于等于零，即

4(α− β, γ)2 ⩽ 0,

这就迫使

(α− β, γ) = 0.

由 γ 的任意性，α− β ∈ W⊥.

⇐
|α− γ|2 = |α− β + β − γ|2 = |α− β|2 + |β − γ|2 ⩾ |α− β|2

(2) 若 β1 和 β2 都是 α 在 W 上的最佳逼近元，那么由第 (1) 问知 α − β1, α − β2 ∈ W⊥，因此

β1 − β2 ∈ W⊥，但 β1 − β2 ∈ W，W ∩W⊥ = {0}，因此 β1 = β2.

12. 设 W 是实内积空间 V 的一个子空间，证明：V 中每个向量 α 都有在 W 上的最佳逼近元当且

仅当 V = W ⊕W⊥.
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证明.
⇒ 先证明 V = W +W⊥.
对任意 α ∈ V，设它的最佳逼近元为 β ∈ W，由第 11 题知，α− β ∈ W⊥，即存在 γ ∈ W⊥ 使

得 α− β = γ，即 α = β + γ.
又 W ∩W⊥ = {0}，因此 V = W ⊕W⊥.
⇐ 显然.

13. 设 W 是实内积空间 V 的一个子空间.

(1) 证明：若 V 在 W 上的正交投影 P 存在，则 P 是 V 上的一个线性变换，且是幂等的，还有

Ker P = W⊥, Im P = W.

(2) 证明：若 V 在 W 上的正交投影存在，则 V 在 W⊥ 上的正交投影也存在，它等于 I − P .

证明. (1)
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9.2 丘维声习题 8.4 正交变换

1. 设 A 是实内积空间 V 上的一个正交变换，证明：如果 A 有特征值，那么 A 的特征值为 1 或

−1.

证明.
(α, α) = (A α,A α) = λ2(α, α)

2. 设 A 是 n 维 Euclid 空间 V 上的一个正交变换，证明：A 的特征多项式的复根为 ±1，或

cos θ ± i sin θ，其中 0 < θ < π.
3. 证明：n 级正交矩阵 A 如果有两个不同的特征值，那么 A 的属于不同特征值的特征向量在 Rn 中

是正交的.
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9.3 丘维声习题 8.6 酉空间

10. 设 W 是酉空间 V 的一个子空间，则 V 在 W 上的正交投影存在当且仅当 V = W ⊕W⊥.
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9.4 丘维声习题 8.8 线性变换的伴随变换，正规变换

1. 证明：酉空间 V 上的线性变换 A 是酉变换当且仅当 A ∗ = A −1.

证明.
⇒

(A α, β) = (A α,A A −1β) = (α,A −1β) ⇒ A ∗ = A −1

⇐
(A α,A β) = (α,A −1A β) = (α, β)

2. 证明：酉空间 V 上的线性变换 A 是 Hermite 变换当且仅当 A ∗ = A .

证明.
⇒ 这是定义.
⇐ 这也是定义.

3. 证明：酉空间 V 上的线性变换 A 如果满足下列 3 个条件中的任意 2 个，那么它满足第 3 个条
件：

(1) A 是酉变换；

(2) A 是 Hermite 变换；

(3) A 是对合变换（即 A 2 = I）.

证明. 从 a = b、b = c 和 a = c 中的任意两个推出第三个.

4.设 A ,B 是酉空间 V 上的两个 Hermite变换，证明：A B 是 Hermite变换当且仅当 A B = BA .

证明. A B 是 Hermite 变换
⇔A B = (A B)∗ = B∗A ∗ = BA

5. 设 A ,B 是酉空间上的两个 Hermite 变换，证明：A B + BA 与 i(A B − BA ) 都是 Hermite
变换.

证明. 只证第二个.

(i(A B − BA ))
∗
= ī(B∗A ∗ − A ∗B∗) = i(A B − BA )

6. 证明：酉空间 V 上的线性变换 A 如果有伴随变换 A ∗，那么 A 可以唯一地表示成

A = A1 + iA2,

其中 A1,A2 都是 Hermite 变换.
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证明. 设 A1 =
A + A ∗

2
,A2 =

(A − A ∗)

2i , 容易验证满足条件.
假设 B1 + iB2 也满足条件，那么

A1 − B1 = i(A2 − B2),

取伴随，得

A1 − B1 = −i(A2 − B2).

因此有 A1 = B1,A2 = B2.

注记. 让人联想到欧拉公式，让人联想到复数.

15. 证明：酉空间 V 上正规变换 A 的属于不同特征值的特征向量一定正交. 19. 设 A ,B 是 n 维酉

空间 V 上的正规变换，证明：若 A B = BA，则 V 中存在一个标准正交基，使得 A ,B 在此基

下的矩阵都是对角矩阵.



Chapter 4

双线性函数，二次型

1 双线性函数

• 线性空间 V 上双线性函数的定义

• 有限维线性空间上双线性函数在固定一组基下的矩阵表示 XTAY

• 固定一组基后，全体双线性函数与全体 n 维矩阵之间有一一对应

• 对同一个双线性函数，在不同基下的度量矩阵是合同的

定义 1.1. 设 V 是域 F 上的线性空间，f : V × V → F 满足

f(λ1α1 + λ2α2, β) = λ1f(α1, β) + λ2f(α2, β)

f(α, µ1β1 + µ2β2) = µ1f(α1, β1) + µ2f(α, β2)

则称 f(α, β) 为 V 上的双线性函数.

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，f 是 V 上的一个双线性函数，我们来探索 f 的表达式. 设
M = {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 是 V 的一组基，向量 α 与 β 在这组基下的坐标分别是 X = (x1, x2, · · · , xn)

T

与 Y = (y1, y2, · · · , yn)T，即

α =
n∑

i=1

xiξi, β =
n∑

j=1

yjξj .

f(α, β) = f

(
n∑

i=1

xiξi,
n∑

j=1

yjξj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf(ξi, ξj)

记 n 阶方阵 A 为

A = (f(ξi, ξj)) =


f(ξ1, ξ1) f(ξ1, ξ2) · · · f(ξ1, ξn)

f(ξ2, ξ1) f(ξ2, ξ2) · · · f(ξ2, ξn)
...

... . . . ...
f(ξn, ξ1) f(ξn, ξ2) · · · f(ξn, ξn)


则

f(α, β) = XTAY.

58
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称 A 是双线性函数 f(α, β) 在 V 的基 {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 下的度量矩阵，它是由 f 及 V 的基

{ξ1, ξ2, · · · , ξn} 唯一决定的.
以矩阵 AT 为度量矩阵的是双线性函数 g(x, y) := f(y, x).
数域 F 上的 n 维线性空间 V 的所有双线性函数集合记为 L(V, V,F). 定义 L(V, V,F) 上的加法

和数乘为

(f + g)(α, β) = f(α, β) + g(α, β)

(λf)(α, β) = λf(α, β)

可以验证 L(V, V,F) 在如此的加法与数乘下构成线性空间.

定理 1.1.
L(V, V,F) ∼= Fn×n

现在考虑一个双线性函数在不同基下的方阵表示之间的联系. 为此重述一下方阵相合的概念. 设
A 与 B 是数域 F 上的 n 阶方阵. 如果存在数域 F 上的 n 阶可逆方阵 P，使得 B = P TAP，则称

方阵 A 与 B 是相合的.

定理 1.2. 设数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的双线性函数 f 在 V 的基 {α1, α2, · · · , αn} 与
{β1, β2, · · · , βn} 下的方阵分别是 A 与 B，前者到后者的过渡矩阵为

(β1, β2, · · · , βn) = (α1, α2, · · · , αn)P,

其中 P 是数域 F 上的 n 阶可逆方阵. 则

B = P TAP.

证明. 任取 α, β ∈ V，设

α = (α1, α2, · · · , αn)X = (β1, β2, · · · , βn)X̃,

β = (α1, α2, · · · , αn)Y = (β1, β2, · · · , βn)Ỹ .

由于基 α1, α2, · · · , αn 到基 β1, β2, · · · , βn 的过渡矩阵是 P，因此

X = PX̃, Y = PỸ .

分别在基 α1, α2, · · · , αn 到基 β1, β2, · · · , βn 下计算 f(α, β)，得

f(α, β) = XTAY, f(α, β) = X̃TBỸ

X̃TBỸ = XTAY = (PX̃)TA(PỸ ) = X̃T (P TAP )Ỹ .

从而

B = P TAP.

由于方阵的秩是方阵在相合下的不变量，因此表明双线性函数 f(α, β) 在 V 的某组基下的方阵

的秩并不依赖于基的选取，而是由双线性函数 f(α, β) 自身所确定的.
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定义 1.2. f 是线性空间 V 上的双线性函数，A是 f 在一组基M 下的矩阵，定义 rank(f) = rank(A).

若 A 非奇异，则称 f 非奇异，否则称 f 奇异（退化）.

向量关于内积 f(α, β) 的正交性可以推广到一般双线性函数.

定义 1.3. 设 f 是域 F 上线性空间 V 上的一个双线性函数，α, β ∈ V，如果 f(α, β) = 0，那么称

α（关于 f）左正交于 β，记作 α ⊥L β，称 β（关于 f）右正交于 α，记作 β ⊥R α.

一般地说，向量关于双线性函数 f(α, β) 的正交性并不是对称的，也就是说，向量 α 关于 f 左

正交于向量 β 并不意味着向量 β 关于 f 也左正交于向量 α.

例 1.1. A =

(
0 0

1 0

)
, V = F2, 定义 f(x, y) = xTAy，则 e1 ⊥L e2，但 e2 ⊥L e1 不成立.

设 f 是域 F 上线性空间 V 上的一个双线性函数. 考虑 V 中具有下述性质的向量 α 组成的子

集，使得线性函数 αL 等于零函数，即 V 的下述子集：

{α ∈ V |f(α, β) = 0,∀ β ∈ V } .

称 V 的这个子集是 f 在 V 中的左根，记作 radLV . 类似地，可以考虑 f 在 V 中的右根.

命题 1.1. radLV 和 radRV 都是 V 的子空间.

命题 1.2. f 限制在 radLV 和 radRV 上是零函数.

注记. 若 f 限制在 V 的某个子空间上是零函数，则该子空间要么是 radLV 的子空间要么是 radLR

的子空间.

向量关于双线性函数的正交性可以推广到子空间情形.

定义 1.4. 设 f(α, β) 是数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的双线性函数，W 是 V 的子空间，α ∈ V .
如果对任意向量 β ∈ W，均有 f(α, β) = 0(或f(β, α) = 0)，则向量 α 称为关于 f 左（或右）正交

于子空间 W，记为 α ⊥L W (或α ⊥R W ).

命题 1.3. S1 ⊥L S2 ⇔ V (S1) ⊥ V (S2).

定义 1.5. S ⊂ V，定义 S⊥L = {α ∈ V |f(α, β) = 0,∀β ∈ S} , S⊥R = {β ∈ V |f(α, β) = 0,∀α ∈ S}.V ⊥L

称为 V 在 f 下的左根基，V ⊥R 称为 V 在 f 下的右根基.

例 1.2. V = F3，f(x, y) = xTAy，A =


1 2 1

2 4 0

−1 −2 0

，S = {x1, x2}，x1 =


1

0

0

，X2 =


−2

1

0

，
W = V (S). 求 W⊥L ,W⊥R , V ⊥L , V ⊥R

定理 1.3. f 是线性空间 V 上的双线性函数，A 是 f 的一组基 M 下的矩阵，W 是 V 的子空间，

W 的一组基在 M 下的矩阵为 B，则

W⊥L =
{
(α1, · · · , αn)|x ∈ Fn, BTATx = 0

}
命题 1.4. W = V (S) ⊂ V，则

1. S⊥L = W⊥L , S⊥R = W⊥R
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2. W ⊆ (W⊥L)⊥R

推论 1.1. dimW⊥L = n− r(AB),dimW⊥R = n− r(ATB)

定理 1.4. f 非退化当且仅当下列条件之一成立.

1. V ⊥L = 0

2. V ⊥R = 0

3. 令 fα : β → f(α, β)，则 α → fα 是 V 到 V ∗ 的同构

4. ∀φ，存在 α ∈ V 使 fα = φ

命题 1.5. W 关于 f 非退化，则 V = W ⊕W⊥L = W ⊕W⊥R

证明. 只要证 V = W +W⊥L

固定 α ∈ V，φα : β → f(α, β)，φα ∈ W ∗，f |W 非退化，存在 α1 ∈ W，使得 fα1
∈ W .

f(α1, β) = f(α, β),∀α ∈ W ⇔ f(α− α1, β) = 0,∀β ∈ W ⇒ α− α1 ∈ W⊥L .

定理 1.5. f 关于正交是对称的当且仅当 f 对称或 f 反对称.

命题 1.6. f 在 V 的一组基 M 下的矩阵为 A，则

1. f 对称当且仅当 A 对称

2. f 反对称当且仅当 A 反对称

例 1.3. H 为 Hermite 阵，证明：

1. I ± iH 可逆

2. A = (I = iH)(I − iH) 是酉方阵

证明. 1. H = U−1ΛU，

例 1.4. H 为 Hermite 阵，r(H) = r，证明 (trH)2 ⩽ rtr(H2).

命题 1.7. 设 f 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个双线性函数，其在基 M = {α1, α2, · · · , αn} 下
的矩阵表示为 A，则

(1) Lf 和 Rf 都是 V 到 V ∗ 的线性映射，矩阵表示分别为 AT 和 A.

(2) KerLf = radL V,KerRf = radR V .

(3) rankLf = rankm f = rankRf .

(4) f 是非退化的当且仅当 Lf 是线性空间 V 到 V ∗ 的一个同构映射.

(5) f 是非退化的当且仅当 Rf 是线性空间 V 到 V ∗ 的一个同构映射.
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2 对称和斜对称双线性函数

定理 2.1. 设 f 是特征不为 2 的域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个对称双线性函数，则 V 中存在

一个基，使得 f 在此基下的度量矩阵为对角矩阵.

证明.

注记. 要时刻牢记 A 的 (i, j) 元的意义是 f 作用在第 i 个基与第 j 个基上.
对线性空间的维数 n 作数学归纳法.
n = 1 时，V = 〈α1〉.f 在基 α1 下的度量矩阵为

(
f(α1, α1)

)
，这是对角矩阵. 因此当 n = 1 时

命题为真.
假设当维数为 n− 1 时命题为真，现在来看 n 维线性空间 V 上的对称双线性函数 f .
若 f = 0，则 A = 0，是对角矩阵，成立.
下面设 f 6= 0，断言存在 α ∈ V 使得 f(α, α) 6= 0.
假如 ∀ α ∈ V 都有 f(α, α) = 0，则对任意 α, β ∈ V，有

0 = f(α+ β, α+ β) = f(α, α) + f(α, β) + f(β, α) + f(β, β) = 2f(α, β).

由于 charF 6= 2，因此从 2f(α, β) = 0 得 f(α, β) = 0 即 f = 0，矛盾！

因此存在 α1 6= 0 使得 f(α1, α1) 6= 0.
把 α1 扩充成 V 的一个基 α1, β1, · · · , βn−1. 令

β̃i = βi −
f(βi, α1)

f(α1, α1)
α1, i = 1, 2, · · · , n− 1

则

f(α1, β̃i) = f(α1, βi)−
f(βi, α1)

f(α1, α1)
f(α1, α1) = f(α1, βi)− f(βi, α1) = 0.

而 α1, β̃1, · · · , β̃n−1 也是 V 的一个基.
令

W =
〈
β̃1, · · · , β̃n−1

〉
,

则

V = 〈α1〉 ⊕W.

注记. 直和并不是重要的，很多个子空间都能够与 〈α1〉 形成直和. 重要的是这个子空间是与 〈α1〉 具
有某种正交性.

f |W 是 W 上的对称双线性函数，根据归纳假设，W 中存在一个基 α2, · · · , αn，使得 f |W 在

此基下的度量矩阵为对角矩阵： 
f(α2, α2)

. . .
f(αn, αn)


而显然 f(α1, αi) = 0, i = 2, · · · , n.
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由于 V = 〈α1〉 ⊕W，因此 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基. 于是 f 在 V 的这个基下的度量矩阵

为 
f(α1, α1)

f(α2, α2)
. . .

f(αn, αn)

 .

定理 2.2. 对称方阵相合于对角阵.

注记. 这个定理应该结合之前的定理 5.4 理解. 之前我们知道，任何对称方阵正交相似于对角阵，而
这里我们放宽了条件，只要求相合，那么我们就可以让标准形变得更加简单，之前对角阵的对角元

是该特征方阵的特征值，而这里我们可以把对角元搞成正负一.

证明. 对矩阵的阶数 n 进行归纳.
当 n = 1 时，显然成立.

设结论对 n− 1 阶对称方阵成立. 设 A =

(
a11 CT

C A1

)
.

1. a11 6= 0

设 P1 =

(
1 −a−1

11 C
T

0 I(n−1)

)
，则 P T

1 =

(
1 0

−a−1
11 C I(n−1)

)
.

A′ = P T
1 AP1 =

(
1 0

−a−1
11 C I(n−1)

)(
a11 CT

C A1

)(
1 −a−1

11 C
T

0 I(n−1)

)
=

(
a11 0

0 A1 − a−1
11 CCT

)

由归纳，存在可逆阵 P2，使得

P T
2

(
A1 − a−1

11 CCT
)
P2 = diag(ã22, · · · , ãnn),

即有 (
1 0

0 P T
2

)(
a11 0

0 A1 − a−1
11 CCT

)(
1 0

0 P2

)
= diag(a11, ã22, · · · , ãnn).

2. a11 = 0，但某个 aii 6= 0, i 6= 1.
P T
1iAP1i

归为情形 1.

3. 所有 aii = 0

如果 a1j = 0，由归纳假设，成立

如果 a1j 6= 0，

T1j(1)
TATij(1)

归为情形 2.
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3 双线性函数空间，Witt 消去定理

设 V 是域 F 上的线性空间，记 V 上双线性函数的全体为 T2(V ).

命题 3.1. 若 charF 6= 2，则

T2(V ) = S2(V )⊕ Λ2(V ).

命题 3.2. 若 dimV = n，则

T2(V ) ∼= Mn(F) ∼= Hom(V, V ).

接下来直接建立 T2(V ) 与 Hom(V, V ) 的一个同构映射.

命题 3.3. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，σ 是 V ∗ 到 V 的一个同构映射. 对于任意的 g ∈ T2(V )，

指派 G ∈ End(V ) 为

G : V
Lg−→ V ∗ σ−→ V,

则 τ : g → G 是同构映射.

证明.

(1) 验证 τ(g1 + g2) = τ(g1) + τ(g2)，即要验证它们作用到每个 α ∈ V 上的象是相同的，考虑到

G = σ ◦ Lg 且 σ 是双射，因此 G 作用下的象相同当且仅当 Lg 作用下的象相同. 即要验证
Lg1+g2 = Lg1 + Lg2，这是显然的.

(2) 同理可验证 τ(kg) = kτ(g).

(3) 验证它是单射，即要从 G1 = G2 推出 g1 = g2.

G1(α) = G2(α),∀ α ∈ V ⇒ g1(α, β) = g2(α, β),∀ α, β ∈ V ⇒ g1 = g2.

推论 3.1. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，f 是 V 上的一个非退化双线性函数，则对于任意的

g ∈ T2(V )，存在 V 上的唯一一个线性变换 G，使得

g(α, β) = f(G (α), β),∀ α, β ∈ V.

例 3.1. 设 V 是特征不为 2 的域 F 上的 n 维线性空间，f 和 g 是 V 上的对称双线性函数，其中 f

是非退化的. 设 G 是 V 上唯一的一个线性变换，使得

g(α, β) = f(G (α), β),∀α, β ∈ V

证明. ⇒
设 G 可对角化，则

V = Vλ1
⊕ Vλ2

⊕ · · · ⊕ Vλs
,

其中 λ1, λ2, · · · , λs 是 G 的全部不同的特征值.
当 i 6= j 时，对于 ηi ∈ Vλi

, ηj ∈ Vλj
，有

g(ηi, ηj) = f(G (ηi), ηj) = f(λiηi, ηj) = λif(ηi, ηj),
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g(ηj , ηi) = f(G (ηj), ηi) = f(λjηj , ηi) = λjf(ηj , ηi).

由于 f, g 都是对称双线性函数，于是

(λi − λj)f(ηi, ηj) = 0.

由于 λi 6= λj，因此 f(ηi, ηj) = 0，从而 g(ηi, ηj) = 0.
下面考虑 f 限制在某个特征子空间 Vλi

上.
由于 f |Vλi

是 Vλi
上的一个对称双线性函数，且 charF 6= 2，因此在 Vλi

中存在一组基 Mi =

{αi1, · · · , αiri}，使得 f 在此基下的度量矩阵 Ai 为对角矩阵. 于是当 k 6= j 时，有 f(αik, αij) = 0.
此时也有

g(αik, αij) = f(Gαik, αij) = f(λiαik, αij) = λif(αik, αij) = 0,

从而 g|Vλi
在基 Mi 下的度量矩阵 Bi 也是对角矩阵.

把 M1,M2, · · · ,Ms 合起来成为 V 的一个基，f 和 g 在此基下的度量矩阵都是对角矩阵.
⇐
设 f 和 g 在 V 的一组基 M = {α1, α2, · · · , αn}下的度量矩阵都是对角矩阵，则当 i 6= j 时，有

f(αi, αj) = 0, g(αi, αj) = 0.

从 f(αi, αj) = 0 得出，

αi ∈< α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αn > .

从 g(αi, αj) = f(G (αi), αj) = 0 得出，

G (αi) ∈< α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αn > .

由于 f 是非退化的，

dim < α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αn >⊥= dimV − dim < α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αn >= 1.

从而存在 λi ∈ F，使得 G (αi) = λiαi. 这表明 αi 是 G 的属于特征值 λi 的一个特征向量. 从而
G 有 n 个线性无关的特征向量 α1, α2, · · · , αn. 因此 G 可对角化.
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4 二次型

当我们将对称双线性函数中的 y 取成 x，我们就得到了二次型. 因此二次型具有许多与双线性
函数相同的性质. 域 F 上的 n 元二次型可以用连加号写成

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj ,

其中 aij = aji, 1 ⩽ i, j ⩽ n.

二次型还可以写成

f(x1, x2, · · · , xn) =
(
x1 x2 · · · xn

)

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann




x1

x2

...
xn

 = XTAX.

命题 4.1. 记域 F 上所有 n 元二次型组成的集合为 F[x1, x2, · · · , xn]q，那么在自然的加法和标量乘

法下，F[x1, x2, · · · , xn]q 成为域 F 上的线性空间，并且

F[x1, x2, · · · , xn]q ∼= Sn(F).

例 4.1.

f(x) = f(x0) +
n∑

i=1

∂f

∂xi

(x0)(xi − x0
i ) +

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj

(ξ)(xi − x0
i )(xj − x0

j)

几何中二次曲面的类型的判别问题，以及其他数学分支和自然科学以及工程技术中的问题，都

要求研究域 F上的一个 n元二次型能否通过非退化坐标变换化成一个只含平方项的二次型，也就是

二次型的标准形.

命题 4.2. 域 F 上任一 n 元二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = XTAX，经过一个非退化坐标变换 X = PY，

变成一个 n 元二次型

g(y1, y2, · · · , yn) = (PY )TAPY = Y TP TAPY,

它的矩阵是 P TAP .

受上面的命题的启发，我们引出下述概念：

定义 4.1. 域 F 上两个 n 元二次型 XTAX 与 Y TBY，如果存在一个非退化坐标变换 X = PY，使

得 XTAX 变成 Y TBY，那么称二次型 XTAX 与 Y TBY 等价.

从命题4.2和定义4.1立即得到下述结论：

命题 4.3. 域 F 上两个 n 元二次型 XTAX 与 Y TBY 等价当且仅当它们的矩阵 A 与 B 合同.

• 域 F 上的一个 n 元二次型 XTAX 能否通过非退化坐标变换化成一个只含平方项的二次型

• 在 XTAX 的等价类力能否找到一个只含平方项的二次型

• 域 F 上的 n 级对称矩阵能否合同于对角阵
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4.1 配方法求标准形

• 配方法

• 注意是 X = PY

例 4.2. 作非退化线性替换把数域 K 上的下述二次型化成标准形，并且写出所作的非退化线性替换.

(1)

(2)

定理 4.1. 任何二次型 Q(x) = xTAx 均可以通过配方法化为不含交叉项的形式——标准形.

证明. 用归纳法
n = 1, Q(x1) = a11x

2
1，已经成立.

设结论对 n− 1 个变量成立，下面考虑 n 个变量.

Q(x1, · · · , xn) = a11x
2
1 + · · ·+ annx

2
n + 2

∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj

1. a11 6= 0

Q(x1, · · · , xn) = a11

(
x2
1 + 2

n∑
j=2

a1j
a11

xjx1

)
+R(x2, · · · , xn)

= a11

(
x1 +

n∑
j=2

a1j
a11

xj

)2

−a11

(
n∑

j=2

a1j
a11

xj

)2

+R(x2, · · · , xn)︸ ︷︷ ︸
S(x2,··· ,xn)

令

x′
1 = x1 +

n∑
j=2

a1j
a11

xj

x′
j = xj , j = 2, · · · , n

则

Q(x1, · · · , xn) = Q̃(x′
1, · · · , x′

2) = a11x
′2
1 + S(x′

2, · · · , x′
n)

由归纳假设，S(x′
2, · · · , x′

n) 可以通过配方法化为只含平方项的二次型，故 Q(x1, · · · , xn) 也通

过配方法化为只含平方项的二次型.

2. a11 = 0，某个 aii 6= 0，以 xi 为主变元进行配方，同情形一.

3. 所有平方项为零，即 aii = 0, i = 1, · · · , n

设存在 aij 6= 0(i 6= j)，否则，该二次型是零，已经成立.

令

xi = x′
i + x′

j

xj = x′
i − x′

j

出现 x′2
i 与 x′2

j ，化为了前面的情形.
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例 4.3. 将二次型 Q(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 4xy − 6xz − 4yz 化为标准型.

解.

Q(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 4xy − 6xz − 4yz

= (x2 + 4xy − 6xz) + y2 − 4yz + z2

= (x+ 2y − 3z)2 − (2y − 3z)2 + y2 − 4yz + z2

= (x+ 2y − 3z)2 − 3y2 + 8yz − 8z2

= (x+ 2y − 3z)2 − 3(y − 4

3
z)2 − 8

3
z2

令 x′ = x+ 2y − 3z, y′ = y − 4

3
z, z′ = z，得到

Q(x, y, z) = Q̃(x′, y′, z′) = x′2 − 3y′2 − 8

3
z′2

例 4.4. 实二元多项式 f(x, y) = x2 + 2xy + 2y2 − 3x− 4y + 1 是否恒大于零.

证明. 观察，令

x =
x′

z′

y =
y′

z′

=
1

z′2
R(x′, y′, z′)

但实际上直接配方就好了

= (x+ y − 3

2
)2 + (y+?)2+?

定理 4.2. 实二次型可以通过可逆线性变换化为规范型

Q̃(y1, · · · , yn) = y21 + · · ·+ y2r − y2r+1 − · · · − y2r+s

规范型唯一，即 r, s 唯一由 A 决定，称为 A 的正负惯性指数.

证明. 由定理4.1，Q(x) 可以化为标准形 b1x
2
1 + · · · , bnx2

n 不妨设 b1, · · · , br > 0, br+1, · · · , br+s <

0, br+s+1 = · · · , bn = 0

Q(x1, · · · , xn) = (
√

b1x1)
2 + · · · (

√
brxr)

2 − (
√

−br+1xr+1)
2 − · · · − (

√
−br+sxr+s)

2

下证唯一性，用反证法，设存在可逆变换 x = P1y, x = P2z

Q(x)|x=P1y = y21 + · · ·+ y2r − y2r+1 − · · · − y2r+s

Q(x)|x=P2z = z21 + · · ·+ z2p − y2p+1 − · · · − y2p+q
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要证 r = p, s = q，首先证 r + s = p+ q

P T
1 AP1 =


Ir

−Is

0



P T
1 AP1 =


Ip

−Iq

0


不妨设 r < p. 要找某一个 x 6= 0 使得对应的

y = (0, · · · , 0, yr+1, · · · , yr+s, 0, · · · , 0)

z = (z1, · · · , zp, 0, · · · , 0, 0, · · · , 0)

Q(x)|x=P1y < 0, Q(x)|x=P2z = z21 + · · ·+ z2p > 0

y1 = b11x1 + · · ·+ b1nxn = 0

yr = br1x1 + · · ·+ brnxn = 0

zp+1 = cp+1,1x1 + · · ·+ cp+1,nxn = 0

zp+q = cp+q,1x1 + · · ·+ cp+q,nxn = 0

而方程的个数 r + q < p+ q ⩽ n，所以方程一定有非零解，即存在 x 6= 0 使得对应的 y, z 是需要的

形式.

定理 4.3. 复系数二次型通过可逆线性变换可以化为规范型

Q(x)
∣∣
x=Py

= y21 + · · ·+ y2r

4.2 行列变换求标准形

注记. (
A

I

)
−→

(
P TAP

P

)
用 I 来记录列变换.

例 4.5. 将 Q(x, y, z) = 化为标准形.

证明.

A =


1 2 −3

2 1 −2

−3 −2 1




1 2 −3

2 1 −2

−3 −2 1

1

1

1


3C1+C3−−−−−−→
−2C1+C2



1 0 0

0 −3 4

0 4 −8

1 −2 3

0 1 0

0 0 1


3C1→C3−−−−−−→
−2C1→C2



1 0 0

0 −3 0

0 0 −8

3

1 −2
1

3

0 1
4

3
0 0 1
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令

P =


1 −2

1

3

0 1
4

3
0 0 1

 ,


x

y

z

 = P


x′

y′

z′



Q(x, y, z) =
(
x′ y′ z′

)
1

−3

−8

3



x′

y′

z′

 = x′2 − 3y′2 − 8

3
z′2

定理 4.4. 实对称方阵相合于规范形 
Ir

−Is

0


其中 r, s 由 A 唯一决定. 两个同阶实对称方阵相合当且仅当它们的正负惯性指数相同.

定理 4.5. 复对称方阵相合于规范形 (
Ir

0

)

4.3 二次曲线与曲面分类问题

二次曲线

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0

改写成 (
x y

)(a11 a12

a12 a22

)(
x

y

)
+ 2

(
b1 b2

)(x
y

)
+ c = 0

令 (
x

y

)
= P

(
x′

y′

)
得到

λ1x
′2 + λ2y

′2 + 2b′1x+ 2b′2y + c = 0

1. 椭圆型，λ1λ2 = det(A) = a11a22 − a212 > 0

x̃ = x′ +
b′1
λ1

, ỹ = y′ +
b′2
λ2

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + C̃ = 0

2. 双曲型，λ1λ2 < 0

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + C̃ = 0

3. 抛物型，λ1λ2 = 0，不妨设 λ2 = 0, λ1 6= 0

λ1x̃
2 + 2b̃ỹ + C̃ = 0
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二次曲面

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2b1x+ 2b2y + 2b3z + c = 0

改写成 (
x y z

)
A


x

y

z

+ 2
(
b1 b2 b3

)
x

y

z

+ C

求方阵 P 使得

P TAP =


λ1

λ2

λ3


λ1x

′2 + λ2y
′2 + λ3z

′2 + 2b′1x
′ + 2b′2y

′ + 2b′3z
′ + c = 0

1. 椭球形，λ1, λ2, λ3 同号.
λ1x̃

2 + λ2ỹ
2 + λ3z̃

2 + C̃ = 0

2. 双曲型，λ1, λ2, λ3 不同号，不妨设 λ1, λ2 > 0, λ3 < 0.

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + λ3z̃
2 + C̃ = 0

3. 抛物型，λ1, λ2, λ3 中至少一个为零.

(a) λ3 = 0, λ1λ2 6= 0

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2b̃3z̃ + c̃ = 0

i. b̃ 6= 0

ii. b̃ = 0

例 4.6. 判断下列二次曲面的类型，形状及位置

1.
x2 + 4y2 + z2 − 4xy − 8xz − 4yz − 1 = 0

证明. (
x y z

)
1 −2 −4

−2 4 −2

−4 −2 1



x

y

z

 = 1

PA(λ) = (λ− 5)2(λ+ 4), λ1 = λ2 = 5, λ3 = −4

P =


1√
5

4

15

√
5

2

3

− 2√
5

2√
15

√
5

1

3

0 −1

3

√
5

2

3
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5 Hermite 型

定义 5.1. A 为 n 阶 Hermite 阵，称 H(x) = x∗Ax =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij x̄ixj 为 Hermite 型.

注记. 二次型 A 的数域也可以取成复的，二次型与 Hermite 型的关键的区别是 Hermite 型中是共

轭转置，矩阵是 Hermite 方阵，而二次型的矩阵是对称阵. 比如
(
1 i

i 2

)
是对称阵，但不是 Hermite

阵，而

(
1 i

−i 2

)
是 Hermite 阵. 所以二者当然有不同的性质.

对 ∀x ∈ Cn，H(x) 是实数.

例 5.1.
H(x) = H(x1, x2, x3) = x̄1x2 − x̄2x2 + 2x̄3x3 + (2− i)x̄1x2 + (2 + i)x1x̄2

找可逆线性变换 x = Py，使 H(x)
∣∣
x=Py

= (Py)∗A(Py) = y∗(P ∗AP )y = H̃(y) 尽量简单.

定义 5.2. A,B ∈ Cn×n，若存在可逆复方阵 P 使 B = P ∗AP，称 A 与 B 是共轭相合.

定理 5.1. Hermite 阵共轭相合于对角阵.

证明. 略

例 5.2. 将 Hermite 阵


0 −i 1

i 0 i

1 −i 0

 做共轭相合运算化为对角阵.

解. 

0 −i 1

i 0 i

1 −i 0

1

1

1


C3→C1−−−−−→
R3→R1



2 −2i 1

2i 0 i

1 −i 0

1 0 0

0 1 0

1 0 1


C1·i→C2−−−−−−−→

C1·− 1
2→C3



2 0 0

0 −2 0

0 0 −1

2

1 i −1

2
0 1 0

1 i
1

2



定理 5.2. Hermite 阵 A 共轭相合于规范型

(
Ir

0

)

证明. 略



CHAPTER 4. 双线性函数，二次型 73

6 二次型的正定性

• 正定方阵的全体似乎是结构很糟的东西

1. 首先，它不是线性空间. 虽然两个正定方阵相加得到的仍是正定方阵，正定方阵数乘上一
个正的实数得到的仍是正定方阵，但是乘上一个负的实数就没办法了. 哪怕同时考虑正定
方阵和负定方阵的全体，还需要补充上一个零方阵.

2. 其次，它不是群. 虽然正定方阵的逆是正定方阵，但两个正定方阵的乘积不一定是正定方
阵.

命题 6.1. A > 0 当且仅当对于任意同阶可逆方阵 P，P TAP > 0.

定理 6.1. 设 A 为 n 阶实对称方阵，则下列命题等价：

(1) A > 0；

(2) A 的特征值全为正；

(3) A 相合于单位阵；

(4) 存在可逆方阵 P 使得 A = P TP；

(5) 存在 B > 0 使得 A = B2；

(6) A 的所有主子式为正；

(7) A 的所有顺序主子式为正.

证明.

• (1) ⇒ (2)

A 正交相似于对角阵，其对角元是 A 的特征值. 正交相似是特殊的相合，而正定性在相合下保
持不变，因此该对角阵也正定，这显然要求各对角元都为正.

(2) ⇒ (1) 显然.

• (1) ⇒ (3)

A 是正定方阵，正定方阵相合于单位阵，这是早在定理2.1就已经知道的结果.

(3) ⇒ (1) 显然.

(3) ⇔ (4) 显然.

• (1) ⇒ (5)

A = OTdiag(λ1, · · · , λn)O，其中 O 是正交阵，λ1, · · · , λn > 0.

diag(λ1, · · · , λn) = diag(
√
λ1, · · · ,

√
λn)

2

A = OTdiag(
√
λ1, · · · ,

√
λn)O︸ ︷︷ ︸

B

OTdiag(
√

λ1, · · · ,
√
λn)O︸ ︷︷ ︸

B

(5) ⇒ (4) 显然.
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• (1) ⇒ (6)

显然有 A > 0 ⇒ det(A) > 0.

我们要从 A > 0 ⇒ A

(
i1 · · · ir

i1 · · · ir

)
> 0.

A 对应着二次型 Q(x) = xTAx，只需要把第 i1, · · · , ir 个之外的 x 的分量取成 0，我们就得到

了子矩阵对应的二次型，而这个子矩阵的二次型显然也是正定的，得证.

(6) ⇒ (7) 显然.

(7) ⇒ (1) 用数学归纳法.

当 n = 1 时，显然成立.

假设结论对 n− 1 阶方阵实对称方阵成立，现在来看 n 阶实对称方阵

A =

(
A1 C

CT ann

)
, C ∈ Rn×1.

显然 A1 是 n− 1 阶实对称方阵，并且由条件，A1 的各阶顺序主子式大于零，从而 A1 是可逆

的，因此我们可以对 A 进行相合运算从而把 C 和 CT 的位置打成零.

A =

(
A1 C

CT ann

)
(−CTA−1

1 )·(1)+(2)
−−−−−−−−−−−−→

(
A1 C

0 ann − CTA−1
1 C

)
(1)·(−A−1

1 C)+(2)
−−−−−−−−−−−→

(
A1 0

0 ann − CTA−1
1 C

)

写成矩阵运算的形式就是(
In−1 0

−CTA−1
1 1

)(
A1 C

CT ann

)(
In−1 −A−1

1 C

0 1

)
=

(
A1 0

0 ann − CTA−1
1 C

)

两边取行列式易得 ann − CTA−1
1 C > 0.

由归纳假设，A1 正定，从而相合于单位阵. 因此

A '

(
In−1 0

0 ann − CTA−1
1 C

)
.

从而 A 是正定的.

例 6.1. diag(A,B) > 0 当且仅当 A > 0, B > 0.

证明. 充分性
存在可逆阵 P1, P2，使得 P T

1 AP1 = I, P T
2 BP2 = I(

P1

P2

)T (
A

B

)(
P1

P2

)
=

(
P T
1 AP1

P T
2 BP2

)
=

(
I

I

)
= I

必要性

主子式.
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例 6.2. A > 0，证明 Ak > 0, k ∈ Z.

例 6.3. A > 0，证明存在上三角阵 P 使得 P TAP = I.

证明. A > 0 ⇒ A = B2, B > 0

可以证明 B 是唯一的. 那么 B =
√
A

定理 6.2. A > 0，则存在唯一 B > 0，使得 A = B2，且若 AC = CA，则 BC = CB

证明. 假设 A = B2
1 = B2

2 , B1 > 0, B2 > 0，要证 B1 = B2.
A = OTΛO

B1, B2 的特征值为
√
λ1, · · · ,

√
λn

B1 = OT
1

√
ΛO1, B2 = OT

2

√
ΛO2

B2
1 = B2

2 ⇒ OT
1 ΛO1 = OT

2 ΛO2

O2O
T
1︸ ︷︷ ︸

P

Λ = ΛO2O
T
1

Pijλj = λipij

λi = λj pij
√
λj =

√
λipij

λi 6= λj pij
√
λj =

√
λipij

⇒ pij
√
λj =

√
λipij ⇒ O2O

T
1 λ1 = λ1O2O

T
1

⇒ OT
1 Λ1O1 = O2Λ1O2 ⇒ B1 = B2

AC = CA ⇒ OTΛOC = COTΛO

⇒ ΛOCOT︸ ︷︷ ︸
C̃

= OCOT︸ ︷︷ ︸
C̃

Λ

ΛC̃ = C̃Λ

定理 6.3. A 为 n 阶实对称方阵，则下列命题等价.

1. A ⩾ 0.

2. A 的特征值非负.

3. A 相合于

(
Ir

0

)

4. A = P TP，其中 P 为任意矩阵.

5. 存在 B ⩾ 使得 A = B2.

6. A 的所有主子式非负.

7. A 的所有 k 阶主子式之和非负.

证明. (7) ⇒ (2) 用 Sk 表示 A 的 k 阶主子式之和.

PA(λ) = det(λI −A) = λn − s1λ
n−1 + s2λ

n−2 + · · ·+ (−1)nSn

没有负实根.

例 6.4. 实二次型 Q(x, y, z) = λ(x2 + y2 + z2)− 2xy − 2yz − 2xz

1. λ 为何值时 Q(x) 正定.
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2. λ 为何值时 Q(x) = (ax+ by + cz)2.

解. 1. A =


λ −1 −1

−1 λ −1

−1 −1 λ


各阶顺序主子式大于零，最后推出 λ > 1.

2. A ⩾ 0, r(A) = 1，那么行列式等于零，解得 λ，带回去验证一下.
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7 正交相抵标准形

定义 7.1. A,B ∈ Rm×n，如果存在正交方阵 U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×n 使得 B = UAV，则称 A 与 B

正交相抵.

定理 7.1. A ∈ Rm×n，则存在正交方阵 U, V 使得 A = U

(
Σ 0

0 0

)
V,Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σr), σ1 ⩾

σ2 ⩾ · · · ⩾ σr > 0.σ1, σ2, · · · , σr 为方阵 AAT 的非零特征值的平方根，称 σ1, σ2, · · · , σr 为 A的奇异

值（singular value）. 称 A = U

(
Σ 0

0 0

)
V 为 A 的奇异值分解（singular value decomposition,SVD）

. 且 σ1, σ2, · · · , σr 为正交相抵的全系不变量.

注记. 若 A 是对称方阵，那么它的奇异值是 A 的非零特征值的绝对值.

证明.
AAT = Odiag(σ2

1 , · · · , σ2
r , 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

m−r个

)OT，O ∈ Rm×m 是正交矩阵，σ1 ⩾ · · · ⩾ σr > 0

UTAATU = diag(σ2
1 , · · · , σ2

r , 0, · · · 0)

令 B = UTA =


β1

...
βm

 , βi ∈ Rn


β1

...
βm

(βT
1 · · · βT

m

)
= diag(σ2

1 , · · · , σ2
r , 0, · · · , 0)

(βi, βj) =


0 i 6= j

σ2
i i = j = 1, · · · , r

0 i = j = r + 1, · · · ,m
⇒ βj = 0, j = r + 1, · · · ,m，β1, · · · , βr 彼此正交.
令 γi = σ−1

i βi, i = 1, · · · , r，γ1, · · · , γr 是彼此正交的单位向量.

B =


β1

...
βm

 =



σ1γ1
...

σrγr

0
...
0


=



σ1

. . .
σr

0
. . .

0





γ1
...
γr

0
...
0


将 γ1, · · · , γr 扩充为 Rm 的一组标准正交基，易知仍有

B =



σ1

. . .
σr

0
. . .

0





γ1
...
γr

γr+1

...
γn


=: diag(σ1, · · · , σr, 0, · · · , 0)V
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A = U diag(σ1, · · · , σr, 0, · · · , 0)V

下面证明 σ1, · · · , σr 为正交相抵的全系不变量.
设 B = UAV,BBT = UAV V TATUT = UAATUT

BBT 与 AAT 特征值相同，A 与 B 奇异值相同.
反之，若 A 与 B 奇异值相同，则 A 与 B 正交相抵标准形相同，因此 A 与 B 正交相抵.

定理 7.2 (矩阵极分解). A ∈ Rn×n, 则 A = SO（或 OS），其中 S ⩾ 0,O 正交，则 S 由 A 唯一决定.

证明. 假设 A = S1O1 = S2O2

AAT = S2
1 = S2

2 ⩾ 0.
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8 Hermite 型的正定性

定义 8.1. Hermite 型 H(x) = x∗AX 称为正定、负定、半正定、半负定，如果 H(x) > 0, < 0,⩾ 0,⩽，
称 Hermite 方阵 A 正定、负定、半正定、半负定，如果 H(x) 正定、负定、半正定、半负定.

定理 8.1. H 为 Hermite 阵，则下列命题等价.

1. H > 0

2. H 的特征值全为正.

3. H 共轭相合于 I.

4. H = P ∗P，P 可逆.

5. H = H̃2, H̃ > 0

6. H 的所有主子式为正

7. H 的顺序主子式为正

定理 8.2. H 为 Hermite 阵，则下列命题等价.

1. H ⩾ 0.

2. H 特征值非负.

3. H 共轭相合于

(
Ir

0

)
4. H = P ∗P

5. H = H̃2, H̃ ⩾ 0

6. H 的所有主子式非负.

7. H 的 k 阶主子式之和非负.

定理 8.3. H > 0，则存在唯一 H̃ ⩾ 0 使得 H = H̃2，且若 HC = CH，则 H̃C = CH̃.

定义 8.2. A,B ∈ Cm×n，若存在酉方阵 U, V 使得 B = UAV，则称 A 与 B 酉相抵.

定理 8.4. A ∈ Cm×n 酉相抵于标准形

(
Σ 0

0 0

)
,Σ = diag(σ1, · · · , σr)，σ1, σr 为 AA∗ 的非零特征

值的平方根，称为 A 的奇异值，A = U

(
Σ 0

0 0

)
称为奇异值分解. 且 σ1, · · · , σr 为酉相抵的全系不

变量.

定理 8.5. A ∈ Cn×n，则 A = HU,H ⩾ 0，U 为酉方阵.

例 8.1 (Moore-Penrose 广义逆).



AXA = A

XAX = X

(AX)∗ = AX

(XA)∗ = XA
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例 8.2. A ∈ Rn×n，证明 Tr(A) ⩽ Tr(
√
AAT )，等号成立当且仅当 A ⩾ 0

例 8.3. A,B 均为 n 阶实对称方阵且 A > 0，证明 A 与 B 同时相合于对角阵.

证明. 分析：A = I 时，找 P 使得 P T IP 及 P TBP 均为对角阵.我们知道存在正交阵 P 使得 P TBP

为对角阵，此时 P IP = I.
存在可逆阵 P1 使得 P T

1 AP1 = I = Ã，P T
1 BP1 = B̃，仍为实对称阵.

存在正交阵 P2 使得 P T
2 ÃP2 = I，P T

2 B̃P2 = Λ.
P T
2 P T

1 P1P2 = I, P T
2 P T

1 BP1P2 = Λ

例 8.4. A,B 为同阶实对称方阵，A > 0，定义 f(λ) = det(λA−B)，证明 f(λ) = 0 的根均为实数.

证明. A = P TP，P 可逆，f(λ) = det(λP TP −B) = det(P T (λI − (P−1)TBP−1)P )

= det(P )2 det(λI − B̃)，B̃ = (P−1)TBP−1

B̃ 的特征值为实，因此

注记. Bx = λAx，广义特征值问题.

例 8.5. A > 0, B > 0，证明 AB 的特征值均为正. 如果加上 AB = BA 的条件，那么 AB 正定.

证明. A = P TP，P 可逆，AB = P TPB 相似于 (P T )−1(P TPB)P T = PBP T > 0

虽然 AB 不是正定方阵，但是它相似于正定方阵.

AB ∼ A− 1
2 (AB)A

1
2 = A

1
2BA

1
2

证明. ABx = λx⇒ xTBABx = λxTBx

λ =
(Bx)TA(Bx)

xTBx
> 0

例 8.6. 设 A ⩾ B > 0，证明 detA ⩾ B > 0.

证明. B 是正定的，A 是正定的，A−B 是半正定的.
A− I ⩾ 0 证 detA ⩾ 1

A = OTdiag(λ1, · · · , λn)O

一般地，B = P TP，P 可逆，A−B ⩾ 0，⇒ A− P TP ⩾ 0(P−1)TAP−1 − I ⩾ 0

Ã− I ⩾ det(Ã) ⩾ 1

例 8.7. 设 A > 0，K 为实反对称方阵，证明 det(A+K) ⩾ det(A)

例 8.8. A = (aij)n×n > 0，证明：det(A) ⩽ a11 · · · ann

例 8.9 (Hadamard 不等式). A ∈ Rn×n，证明 |detA| ⩽
n∏

i=1

√√√√ n∑
k=1

a2ki =
n∏

i=1

‖αi‖

证明. 考虑 ATA，然后用上一题的结论.
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例 8.10. 证明：∀0 6= x ∈ Rn，均有

f(x) =
n∑

i=1

x2
i −

n−1∑
i=1

xixi+1 > 0

并求 f(x) 在 xn = 1 处的最小值.

证明. f(x) = xTAx，要证 A > 0.

例 8.11. A ∈ Rn×n，A > 0，证明，对任意 x, y ∈ Rn×n 均有

xTAx+ yTA−1y ⩾ 2xT y

证明. (
x y

)T (A I

I A−1

)(
x

y

)
⩾ 0



Chapter 5

张量积

1 双线性映射和张量积

有几个方法定义张量积，这里是利用“要求存在有某种性质的唯一态射”这个条件来定义张量

积. 这个条件是关于双线性映射的.
固定域 F，我们熟知 F 向量空间线性映射 ϕ : V → Z. 自然地我们把只有一个变元的映射 ϕ 推

广为两个变元的映射，加上适当的线性条件后便是以下定义的双线性映射.

定义 1.1. 设 V,W,Z 都是域 F 上的向量空间. 称 f : V ×W → Z 为 F 双线性映射，如果对任意

a ∈ F ,v1, v2, v ∈ C,w,w1, w2 ∈ W 有

f(av1 + v2, w) = af(v1, w) + f(v2, w),

f(v, aw1 + w2) = af(v, w1) + f(v, w2).

由所有从 V ×W 到 Z 的双线性映射组成的集合记为 L (V,W ;Z). 不难证明这是 F 向量空间.

注记. 设 V,W,Z 的维数分别为 n,m, l，则 L (V ×W,Z) 同构于 F (m+n)×l.
只需要分别选定 V,W 的一组基，任意指定基向量的像，便可得到从 V ×W 到 Z 的线性映射.
但是，对于 V ×W 到 Z 的双线性映射，基的像不可被随意指派. 比如，考虑 R×R 到 R 的双

线性映射 f，f(1, 0) = f(1, 0 + 0) = 2f(1, 0)，所以 f(1, 0) = 0，同理 f(0, 1) = 0.

常规说，变元的个数越少，映射就越简单. 可以问：给出两个 F 向量空间 V,W，可否从 V,W

得出 F 向量空间 U 使得 U 到 Z 的线性映射可以取代 V ×W 到 Z 的双线性映射？以下定义说清

楚这个问题.

定义 1.2. 设 V,W,Z 都是 F 向量空间. 称 F 双线性映射 f : V ×W → U 为 V 与 W 在 F 上的张

量积，如果对任意的 F 双线性映射 g : V ×W → Z，存在唯一的 F 双线性映射 h : U → Z，使得

h ◦ f = g.

也就是说，下图是可交换的

V ×W U

Z

f

g
h

82
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注意到上述定义表明 f 在 V ×W 上的 F 双线性映射中具有万有性或说为“泛性”.

注记. 容易验证 (U, f) 在同构的意义下是唯一的.

这就诱导了映射

θ : L (V,W ;Z) → L (U ;Z), g 7→ h,

它是线性映射吗？它是单射吗？它是满射吗？

1.1 张量积的记号

正如我们所知，V 与 W 在域 F 上的张量积

f : V ×W → U

在同构的意义下是唯一的，我们用 V ⊗F W 表示 U，或者在域 F 明确的情况下，简记为 F ⊗W，

并且用 v ⊗ w 表示 f(v, w).
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2 张量积的存在性

2.1 定义一

设 T 是由有序对
{
(v, w)

∣∣v ∈ V,w ∈ W
}
生成的域 F 上的向量空间（不是 V ×W！）. 向量空

间 T 中的任一个元素可表为一种如下形式上的有限和

n∑
i=1

ai(vi, wi), ai ∈ F.

设 S 是由 T 中具有如下形式的元素生成的 T 的一个子空间：

(av1 + v2, w)− a(v1, w)− (v2, w),

(v, aw1 + w2)− a(v, w1)− (v, w2),

其中 a ∈ F, v, v1, v2 ∈ V,w,w1, w2 ∈ W .
令 U = T/S 并定义映射 f 如下

f : V ×W → U,

(v, w) 7→ (v, w) + S.

由 U 的构造方式可得

f(av1 + v2, w)− af(v1, w)− f(v2, w) = 0 ∈ U,

f(v, aw1 + w2)− af(v, w1)− f(v, w2) = 0 ∈ U.

可验证按如上方式构造的 (U, f) 是 V 与 W 在域 F 上的张量积.
设 g : V ×W → Z 是双线性映射，定义

h : U → Z

(v, w) + S 7→ g(v, w)

则容易验证 h 是良定的，并且 h ◦ f = g，而 h 的唯一性是显然的.
我们是从映射的观点来定义张量积，没有用坐标，比较简洁，但是以上张量积的构造是会帮助

计算的.
如果我们把元素 (v, w) + S 记为 v ⊗ w，则张量积 U 的任意元素可表达为有限和

∑
i

vi ⊗ wi.

如果 {ei} 生成 V，{fj} 生成 W，则 {ei ⊗ fj} 生成张量积 V ⊗W .

命题 2.1. 设 V,W 是域 F 上的向量空间. 取 vi ∈ V 和 Wi ∈ W . 设 {v1, · · · , vn} 线性无关. 如果
n∑

i=1

vi ⊗ wi = 0，则 w1 = · · · = wn = 0.

证明.
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2.2 定义二

为了叙述清楚，我们先说明对偶空间 V ∗ 和 W ∗ 的张量积.

1. 设 v∗ ∈ V ∗, w∗ ∈ W ∗，定义 v∗ ⊗ w∗ ∈ L (V,W ;F ) 为

v∗ ⊗ w∗(v, w) := v∗(v) · w∗(w).

2. ⊗
: V ∗ ×W ∗ −→ L (V,W ;F )

(v∗, w∗) 7−→ v∗ ⊗ w∗

是双线性映射.

3. V ∗ 和 W ∗ 的张量积 V ∗ ⊗W ∗ 定义为形如 v∗ ⊗ w∗ 的元素生成的 L (V,W ;F ) 的子空间.

要指出的是，张量积 V ∗ ⊗W ∗ 的元素是形如 v∗ ⊗ w∗ 的元素的有限线性组合，一般不能写成

单项式.

4. 事实上，V ∗ ⊗W ∗ = L (V,W ;F ).
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3 线性映射的张量积
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4 张量积的另一种构造方式
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