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Chapter 1

基本概念

1 定义与最初的例子

1.1 李代数的基本概念

• 李代数的定义

• 李代数的同构 = 线性空间的同构 + 保持运算

• 一维李代数只有阿贝尔李代数

• 二维非平凡李代数只有 [x, y] = y

• (R3,×)

定义 1.1 (李代数). 设 L 是 F 上的线性空间，其上有一个二元运算 [ , ] : L× L→ L，如果

(L1) 括号运算是双线性的

(L2) [x, x] = 0 对于任意 x ∈ L

(L3) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0，任意 x, y, z ∈ L

那么称 L 为一个李代数，

注记.

• (L3) 被称作 Jacobi 恒等式. 它的一些 trivial 的等价形式

– [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0

– [[x, y], z] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]？

– Lebniz 法则：[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]]

• (L2) 通常被称作反交换性或斜对称性，事实上，利用 (L1) 和 (L2)，我们能由 [x+y, x+y] = 0

推出

(L2′) [x, y] = −[y, x].

当 charF ̸= 2，在 (L2′) 中取 y = x，我们重新得到 (L2).
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• 交换是否蕴涵着结合？

考虑线性空间 L = Fx⊕ Fy，在其上定义二元运算如下：

xy = x, yx = x, xx = y, yy = x.

容易验证 (xx)y ̸= x(xy)，因此该二元运算是交换的，但不是结合的.

定义 1.2 (同构，子代数). 称 L 和 L′ 同构，如果存在向量空间之间的同构 φ : L → L′ 满足

φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] 对任意 x, y ∈ L 成立.
称 L 的子空间 K 为子代数如果 [x, y] ∈ K 对任意 x, y ∈ K 成立.

例 1.1. 设 L 是数域 F 上的李代数

(1) 如果 dim(L) = 1，设 L = Fx，令 [x, x] = 0

(2) 如果 dim(L) = 2，设 L = Fx⊕ Fy，我们来看两个特殊的例子

(a) [x, y] = 0，容易验证 L 是平凡李代数.

(b) [x, y] = −[y, x] = y.

注记. 我们可以只定义基之间运算是什么，然后线性延拓到所有元素间的运算（因而双线
性性自动满足）. 只要基之间的运算满足了斜对称性，Jacobi 恒等式，所有元素的运算就
随之满足斜对称性和 Jacobi 恒等式.

首先我们要验证 (b) 确实是一个李代数. 唯一需要验证的是基之间是否满足 Jacobi 恒等
式. 由 Jacobi 恒等式中元素的轮换对称性，我们事实上只需要检查两种情况.

i. [x, [x, y]] + [x, [y, x]] + [y, [x, x]] = [x, y] + [x,−y] + [y, 0] = 0.

ii. [y, [y, x]] + [y, [x, y]] + [x, [y, y]] = [y,−y] + [y, y] + [x, 0] = 0.

注记. 除了平凡李代数，其它的二维李代数同构于它.

(3) 设 L = R3，并且 [u, v] = u× v 对于任意 u, v ∈ L，其中 × 是叉乘.

(L1) ✓

(L2) u× v = −v × u

(L3)

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]]

=(u · w)v − (u · v)w + (v · u)w − (v · w)u+ (w · v)u− (w · u)v

=0
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1.2 线性李代数

• 对于任意的（双线性）结合代数，我们总能以已有的二元运算为基础，构造一个新的二元运算，
使得该线性空间在这个新的二元运算下成为一个李代数. 我们一般考虑非交换结合代数，否则
得到阿贝尔李代数.

– End(V ) → gl(V )

– Mn(F) → gln(F)

•
(
λ1

λ2

)(
a11 a12

a21 a22

)
−

(
a11 a12

a21 a22

)(
λ1

λ2

)
=

(
0 (λ1 − λ2)a12

(λ2 − λ1)a21 0

)
也就是 aij 扩大 λi − λj 倍，特别地，对角元变成 0.

• gl(V ) 与 gln(F)

– dim gln(F) = n2

– 基 eij

– eijekl = δjkeil

– [gln(F), gln(F)] = sln(F)

– Z(gln(F)) = FIn

• sl(V ) 与 sln(F)

–

– [sln(F), sln(F)] = sln(F)

• 上三角阵 t(n,F)

命题 1.1. 设 A 是数域 F 上的双线性结合代数，以 A 上的结合的二元运算为基础，定义其上的一
个新的二元运算

[x, y] := xy − yx, ∀ x, y ∈ A

可以验证 (A, [ , ]) 满足李代数的三条要求，记作 A− 或 AL.

证明.

(L1) ✓

(L2) [x, x] = xx− xx = 0.

(L3)
[x, [y, z]] = [x, yz − zy] = x(yz − zy)− (yz − zy)x

[x, [y, z]] = xyz − xzy − yzx+ zyx

[y, [z, x]] = yzx− yxz − zxy + xzy

[z, [x, y]] = zxy − zyx− xyz + yxz

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0
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注记. 如果 A 本身还是交换的，那么 A− 就是平凡李代数. 这促使我们去考虑一些结合非交换代数，
首先想到的便是矩阵和线性映射.

例 1.2 (一般线性李代数).
gl(V ) := End(V )−.

如果 dimV = n < +∞，通过选取 V 的一组基，我们能够把 gl(V ) 视作

gln(F) :=Mn(F)−.

注记. 对于任意的线性空间 V 我们都能定义与他有关的一般线性李代数 gl(V ). 李代数 L 本身也是
线性空间，我们当然可以定义与 L 有关的一般线性李代数 gl(L).

例 1.3 (Al).
sll+1(F) :=

{
x ∈ gll+1(F)| tr(x) = 0

}
• sll+1(F) = Ker(tr)

• 由于 tr(e11) = 1，因此 tr : Ml+1(F) → F 显然是满射. 由维数定理，我们知道 dim sll+1(F) =
(l + 1)2 − 1 = l2 + 2l.

• sll+1(F) 是 gll+1(F) 的理想

• 基

– 对角线元素：{hi|eii − ei+1,i+1, 1 ⩽ i ⩽ l}

– 非对角线元素：{eij |1 ⩽ i ̸= j ⩽ l + 1}

– 当 l = 1 时，基为

x =

(
0 1

0 0

)
, y =

(
0 0

1 0

)
, h =

(
1 0

0 −1

)
.

当 dimV = l + 1 < +∞ 时，我们选取 V 的一组基建立 gl(V ) 与 gll+1(F) 之间的同构，将
sll+1(F) 的同构象定义为 sl(V ). 这个定义不依赖于基的选取是因为矩阵的迹是相似不变量.
当 dimV = +∞ 时，我们一般不能定义 sl(V ). 当 dimV < +∞ 时，容易证明不存在线性变换

满足 A B − BA = I；但这在 dimV = +∞ 时是有可能的，比如设 V = R[x]，定义

f(p(x)) := xp(x),

g(p(x)) := p′(x),

容易验证

(gf − fg)(p(x)) = p(x).

命题 1.2. 任意 x ∈ sln(C)，存在 y, z ∈ sln(C)，使得 x = [y, z].

引理 1.1. tr(A) = 0 当且仅当 A 可相似对角化到一个主对角线元素均为零的矩阵.

证明. 对矩阵的维数进行归纳.
当 n = 1 时，结论显然成立.
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• 情形一：Rn 中的所有非零向量都是 A 的特征向量. 选定一组标准正交基，由它们都是特征向
量可知，存在 λi 使得 Aei = λiei. 因此，A ∼ diag(λ1, · · · , λn). 再由所有 ei + ej 都是特征向

量有，存在 µij 使得 A(ei + ej) = λiei + λjej = µij(ei + ej)，于是 µij = λi = λj . 因此 A 为纯

量阵. 由 tr(A) = 0 知 A = 0.

• 情形二：存在 Rn 中的非零向量 α 不是 A 的特征向量，则 α,Aα 线性无关，因而存在可逆实

方阵 Q = (α,Aα, ∗, · · · , ∗) 满足 AQ = Q

(
0 ∗

B

)
，或者等价地 Q−1AQ =

(
0 ∗

B

)
，其中 B

为 n− 1 阶实方阵. 由 tr(A) = 0 知 tr(B) = 0. 由归纳假设，存在可逆实方阵 R 使得 R−1BR

的对角元素都是 0. 令 P = Qdiag(1, R)，则 P−1AP 的对角元素都是 0.

定理 1.1. 特征为 0 的域上的有限维单李代数可以由两个元素生成.

注记. 生成到底是什么意思？可以使用什么运算？李括号是必然的；线性空间的运算也应该是允许
的. 既然有线性空间的运算，那我们通过对生成元进行一些运算把所有的基都搞出来就好了.

例 1.4.
(
0 1

1 0

)
与

(
1 0

0 −1

)
是 sl2(F) 的生成元.

证明. (
0 1

1 0

)(
1 0

0 −1

)
−

(
1 0

0 −1

)(
0 1

1 0

)
=

(
0 −2

2 0

)
= 2

(
0 −1

1 0

)
(
0 1

1 0

)
+

(
0 −1

1 0

)
=

(
0 0

2 0

)
= 2

(
0 0

1 0

)
(
0 1

1 0

)
−

(
0 −1

1 0

)
=

(
0 2

0 0

)
= 2

(
0 1

0 0

)

注记.

• 基本身只反映线性结构，基可以通过线性运算生成整个线性空间；知道了基与基之间的李括号
怎样作用就知道了任意两个元素间的李括号怎样作用；生成元除了可以使用线性运算，还可以

使用李括号来生成其他元素，需要的最小的生成元的个数显然小于等于基的个数.

• ei,i+1, ei+1,i, eii−i+1,i+1

• [ei,i+1, ei+1,i] = eii − ei+1,i+1

•

引理 1.2. 设 V 是 F 上的线性空间，f 是 V 上的双线性型. 定义

L := {x ∈ End(V )|f(x(v), w) = −f(v, x(w)),∀ v, w ∈ V } ,

那么 L 是 gl(V ) 的子代数.
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证明. 容易看出 L 是 gl(V ) 的子空间，这是因为 f 是双线性的. 下面验证 L 关于交换子封闭.
设 x, y ∈ L，

f([x, y]v, w)

=f (x(y(v)), w)− f (y(x(v)), w)

=− f(y(v), x(w)) + f(x(v), y(w))

=f(v, y(x(w)))− f(v, x(y(w)))

=− f(v, [x, y](w))

例 1.5 (Cl). 设 dimV = 2l，其基为 {v1, v2, · · · , v2l}.
考虑 V 上的非退化斜对称双线性型

f(v, w) = vtsw, s =

(
0 Il

−Il 0

)
∈M2l(F).

定义辛李代数 sp(V ) 为

sp(V ) = {x ∈ End(V )|f(xv,w) = −f(v, xw),∀ v, w ∈ V } .

接下来我们看一看这个李代数中的元素究竟长什么样子

(xv)tsw = −vtsxw ⇒ xts = −sx

设 x =

(
m n

p q

)
，则

(
mt pt

nt qt

)(
0 Il

−Il 0

)
= −

(
0 Il

−Il 0

)(
m n

p q

)
(
−pt mt

−qt nt

)
=

(
−p −q
m n

)
即 nt = n, pt = p,mt = −q.
接下来我们找 sp(V ) 的一组基.

• m, p：eij − ej+l,i+l, 1 ⩽ i, j ⩽ l

• n 的对角元：ei,i+l, 1 ⩽ i ⩽ l

• n 的非对角元：ei,j+l + ej,i+l, 1 ⩽ i < j ⩽ l

• p 与 n 同理

因此 dim sp(V ) = 2l2 + l.

注记. sp(V ) 是 sl(V ) 的子代数.
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例 1.6. 设 dimV = 2l + 1. 考虑 V 上的对称双线性型

f(v, w) = vtsw, s =


1 0 0

0 0 Il

0 Il 0

 ∈M2l+1(F).

定义正交李代数为

o2l+1(F) = o(V ) := {x ∈ EndV |f(xv,w) = −f(v, xw),∀ v, w ∈ V } .

例 1.7.

s =

(
0 Il

Il 0

)

注记. o6 ∼= sl4, o2 = sp2 = sl2 ∼= o3, sp4 = o5, o4 ∼= sl2 ⊕ sl2

注记. 反对称阵取指数得到正交阵

定义 1.3. 设 L 和 L′ 都是李代数，定义 L′′ := L⊕ L′，

[(x, v), (y, u)] := ([x, y], [v, u])

例 1.8 (斜对称阵). 对于 n ∈ Z+，定义

Kn =:
{
A ∈Mn(F)|At = −A

}
那么 Kn 是 gln(F) 的子代数，并且

dimK2l = 2l2 − l = dim o2l(F),dimK2l+1 = 2l2 + l = dim sp2l(F)

k2l ∼= osl, k2l+1
∼= sp2l

1.3 tn(F), nn(F) 与 dn(F)

• tn(F)，上三角阵，基 eij , i ⩽ j.

• nn(F)，严格上三角阵，基 eij , i < j.

• dn(F)，对角阵，基 eii, 1 ⩽ i ⩽ n.

• [dn(F), nn(F)] = nn(F).

– 当 i < j 时，[eii, eij ] = eiieij − eijeii = δiieij − δijeii = eij .

– 从而 [tn(F), tn(F)] = nn(F).

• tn(F) 与对称阵显然维数相同，但它们不同构.

• dn(F) 是阿贝尔李代数

定理 1.2 (Ado-Iwasawa). 任何有限维李代数都同构于某个线性李代数.
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1.4 导子构成的李代数

• 导子是代数上满足 Lebniz 法则的线性变换

• 一个线性变换到底是不是导子取决于这个代数上的二元运算是什么

• 导子的全体记作 Der(A)，它是 End(A) 的子空间，在交换子的二元运算下又称为 gl(A) 的子

代数

– 有趣的是，gl(A) 这个李代数与 A 上的二元运算是什么完全无关.

– 在 A 上定义不同的二元运算，就会得到不同的 Der(A)，但它们都是同一个 gl(A) 的子代

数.

• 对于李代数可以验证 adx(y) := [x, y] 是导子，称这样的导子为内导子，内导子的全体记作

Inn(L)

• Inn(L) 是 Der(L) 的子代数，Der(L) 是 gl(L) 的子代数.

定义 1.4 (F-代数). 设 A 是域 F 上的线性空间，若 A 上还有一个双线性二元运算 A×A → A，则
称 A 是 F-代数.

注记. 结合代数，李代数等等都是对该二元运算提出特殊要求的 F-代数.

定义 1.5 (导子). F-代数 A 上的导子是指 A 上的一个线性变换 δ : A → A 满足 Lebniz 法则

δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b).

将 A 上的全部导子记为 Der(A)，那么 Der(A) ⊂ End(A)，并且容易验证 Der(A) 对加法和数乘是

封闭的，构成 End(A) 的子空间

注记. 导子的复合是导子吗？

命题 1.3. Der(A) 是 gl(A) 的子代数.

证明. 设 x, y ∈ Der(A)，下面验证 [x, y] = xy − yx 也是导子.

(xy)(a ∗ b)

=x [y(a ∗ b)]

=x [y(a) ∗ b+ a ∗ y(b)]

=x(y(a) ∗ b) + x(a ∗ y(b))

=(xy)(a) ∗ b+ y(a) ∗ x(b) + x(a) ∗ y(b) + a ∗ (xy)(b)

(yx)(a ∗ b)

=(yx)(a) ∗ b+ x(a) ∗ y(b) + y(a) ∗ x(b) + a ∗ (yx)(b)

注记. 有空时把 xy 换成 δ 吧
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因此

(xy − yx)(a ∗ b) = (xy − yx)(a) ∗ b+ a ∗ (xy − yx)(b).

于是现在只要我们有一个代数就可以得到它的导子代数.

例 1.9. C[t] 是一个交换结合代数，我们来计算它的导子都是什么.
由于导子首先是一个线性映射，我们只需要知道导子在 C[t] 的基

{
1, t, t2, · · ·

}
上的作用

δ(1) = δ(1 · 1) = δ(1) · 1 + 1 · δ(1) = 2δ(1) ⇒ δ(1) = 0

δ(t) = f(t) ∈ C[t]

δ(t2) = δ(t)t+ tδ(t) = 2tδ(t) = δ(t)
d
dt t

2

猜测 δ(tk) = δ(t)
d
dt t

k 对任意 k ⩾ 1 正确，归纳证明

δ(tk+1) = δ(t)tk + tδ(tk) = (k + 1)tkδ(t) = δ(t)
d
dt t

k+1.

因此

Der(C[t]) = C[t]
d
dt

例 1.10. C[t, t−1]

δ(1) = δ(t · t−1) = δ(t)t−1 + tδ(t−1) ⇒ δ(t−1) = −δ(t)t−2 = δ(t)
d
dt t

−1

δ(t−2) = δ(t−1)t−1 + t−1δ(t−1) = 2t−1δ(t−1) = −2t−3δ(t) = δ(t)
d
dt t

−2

Der(C[t, t−1]) = C[t, t−1]
d
dt

例 1.11. 结合代数 Mn(C)，对任意 A ∈Mn(C)，验证

φ(X) := [A,X] = AX −XA

是 Mn(C) 上的一个导子.

证明.

[A,XY ]

= A(XY )− (XY )A

= AXY −XY A

[A,X]Y +X[A, Y ]

= (AX)Y − (XA)Y +X(AY )−X(Y A)

= AXY −XAY +XAY −XY A

= AXY −XY A

因此

[A,XY ] = [A,X]Y +X[A, Y ].
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注记. 注意到结合性在其中发挥了重要的作用.

命题 1.4. 设 L 是域 F 上的李代数，对任意 x ∈ L，

adx(y) := [x, y]

是 L 上的一个导子.

证明. 由李括号的双线性性 adx 显然是 L 上的线性变换.

adx([y, z]) = [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]] = [adx(y), z] + [y, adx(z)].

定义 1.6. 定义
Inn(L) := {adx|x ∈ L} .

称 δ ∈ Inn(L) 为内导子，δ ∈ Der(L)\ Inn(L) 为外导子.

注记. 外导子是 Der(L) 挖去 Inn(L) 而不是 Der(L) 模去 Inn(L)，挖去和模去的符号有点像注意不
要混淆. 不过外导子的概念似乎也不怎么重要就是了.

命题 1.5. Inn(L) 是 Der(L) 的子代数.

证明.

[adx, ad y](z)

=[x, [y, z]]− [y, [x, z]]

=[x, [y, z]] + [y, [z, x]]

=− [z, [x, y]]

=[[x, y], z]

= ad([x, y])(z)

注记.

• [adx, ad y] = ad[x, y]. 从这个方向读，意思就是 Inn(L) 在交换子的运算下是封闭的.

• ad[x, y] = [adx, ad y]. 从这个方向读，意思就是 ad 是从 L 到 gl(L) 的一个同态.

我们把这种到一个一般线性李代数的同态叫做 L 的一个表示.
特别地，称 ad 为 L 的伴随表示.

注记. 可以一字不差的证明：对任意 δ ∈ Der(L), x ∈ L，

[δ, adx] = ad δx ∈ InnL.

这实际上是说，Inn(L) 不仅仅是 Der(L) 的子代数，还是 Der(L) 的理想.

注记. 若 x 非零，那么 adx 便有非零的从属于 0 的特征向量 x.

注记. 若 x 处于 L，还处于 L 的子代数 L1，那么 adx 一般是不一样的
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1.5 抽象李代数

引理 1.3. 设 L 是 F 上的向量空间，其基为 {x1, · · · , xn}，并且 [ , ] : L×L→ L 是一个双线性型，

那么 L 在 [ , ] 下成为李代数当且仅当

• [xi, xi] = 0, [xi, xj ] = −[xj , xi],∀ 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n

• [xi, [xj , xk]] + [xj , [xk, xi]] + [xk, [xi, xj ]] = 0,∀ 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ k ⩽ n
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2 同态和理想

• 自己跟自己作用还在里面是子代数，自己跟整体作用还在里面是理想，整体跟整体作用还在里
面的最小子空间是导出子代数

– 导出子代数一定是理想，理想一定是子代数

• 理想的例子

– 中心

– 导出子代数

– 理想的和

– 理想的交

– [I, J ]

• 对于任意的子空间我们总能定义模掉它得到的商空间，但只有当（其实不是必要条件，但这样
说起来顺口一点）这个子空间是一个理想时我们才能在商空间上定义李代数

2.1 理想

定义 2.1. 设 L 是李代数，I 是 L 的子空间，如果对任意 x ∈ L, y ∈ I 有 [x, y] ∈ I，称 L 的子空

间 I 为 L 的理想，记作 I ◁ L.

注记.

• 正因为李括号的运算是斜对称的，我们才不需要定义单边理想.

• 理想一定是子代数，子代数不必是理想.

例 2.1. L 的中心
Z(L) := {z ∈ L|[x, z] = 0,∀x ∈ L}

是一个理想.

注记.

• Z(L) = Ker(ad).

• L/Z(L) = Inn(L)

• L 是交换的当且仅当 Z(L) = L.

• 在某种程度上中心表示和所有元素可交换的元素

• Z(gln(F)) = FIn

例 2.2. 导出子代数 [L,L] ◁ L.

注记.

• L 是交换的当且仅当 [L,L] = {0} .
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• [gl(V ), gl(V )] = sl(V ).

例 2.3. 若 I, J ◁ L，那么 I + J ◁ L.

证明. I 和 J 首先是子空间，I + J 也是子空间.
对任意 x+ y ∈ I + J，z ∈ L，

[x+ y, z] = [x, z] + [y, z] ∈ I + J

因此 I + J 也是理想.

例 2.4. 若 I, J ◁ L，那么 [I, J ] ◁ L.

证明. 回忆 [I, J ] 是所有形如 [x, y], x ∈ I, y ∈ J 的元素张成的线性空间.
任取 x ∈ I, y ∈ J, z ∈ L，那么

[[x, y], z] = [[x, z], y] + [x, [y, z]] ∈ [I, J ]

从这里我们也能看到 [I, J ] 是 L 的理想，但 {[x, y]|x ∈ I, y ∈ J} 一般不是 L 的理想.

例 2.5. L 是一个李代数，Inn（L）还是李代数，Inn（L）是它的一个理想。

定义 2.2 (完美李代数). 如果 L = [L,L]，那么我们称 L 是完美李代数.

注记. 也就是说，做换位运算，这个李代数不会变小. 但很多李代数都是会变小的，首先一维李代数，
它是平凡的，一定会变小；平凡二维李代数，当然也会变小了；非平凡的二维李代数都同构于我们

之前定义过的 [x, y] = y，其中 x, y 是这个二维李代数的基，那显然变成一维的了也变小了. 所以一
维二维不存在完美李代数.
三维中，(R3,×) 和 sl2(F) 都是完美李代数.

定义 2.3. 称李代数 L 是单的当且仅当它没有非平凡理想，并且 [L,L] ̸= 0.

注记. [L,L] ̸= 0 的要求实际上只是为了排除 dimL = 1 的情况，容易看出，一维李代数确实没有非

平凡理想，但 [L,L] = 0.
当 dim ⩾ 2 时，实际上我们能推出 [L,L] ̸= 0. 首先 [L,L]◁L，但 L 只有平凡理想，即 [L,L] = 0

或 [L,L] = L. 但只要 [L,L] = 0，即 L 是交换的，那么任意子空间都是 L 的理想，这就与 L 只有

平凡理想矛盾了. 因此 [L,L] ̸= 0，附带的我们还得到了 [L,L] = L，也就是单李代数一定是完美李

代数.

注记. L的中心 Z(L)也是 L的理想，对于单李代数，只有平凡理想，那么 Z(L)要么为 0要么为 L.
但显然 Z(L) 不能是 L，因为这意味着 L 是交换的，任意子空间都是 L 的理想了. 因此 Z(L) = 0.

我们之前说过 Z(L) = Ker(ad)，L/Ker(ad) ≃ Inn(L)，既然 Z(L) = 0，那么

L ∼= Inn(L).

也就是单李代数 L 同构于其内导子.

例 2.6. 设 L = sl2(F)，charF ̸= 2，其基为

x =

(
0 1

0 0

)
, y =

(
0 0

1 0

)
, h =

(
1 0

0 −1

)
.
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乘法表为

[x, y] = h, [h, x] = 2x, [h, y] = −2y.

注意到 x, y, h 分别是 adh 从属于 2,−2, 0 的特征向量，因为 charF ̸= 2，所以这些特征值是互

不相同的.
如果 I 是 L 的一个理想，那我用任意元素作用到 I 中元素上得到的东西都应该还在 I 中. 假

设 x ∈ I，那么 [x, y] = h ∈ I，[h, y] = 2y ∈ I，因此 x, y, h ∈ I 进而 I = L. 从 y 和 h 出发同理能

够得到 x, y, h 都在 I 里.
下面我要论证如果 I ̸= 0，也就是 I 中有一个非零元素 ax+ by + ch，那我总能推出 x, y, h 中

的一者在 I 里进而都在 I 里进而 I = L.

[x, ax+ by + ch] = 0 + bh− 2cx ∈ I, [x, bh− 2cx] = −2bx ∈ I

[y, ax+ by + ch] = −ah+ 0− 2cy ∈ I, [y,−ah− 2cy] = −2ay ∈ I

因此当 a 或 b 不为零时我能推出 y 或 x 在 I 中，当 a = b = 0 时，ch ∈ I 就已经说明了 h ∈ I.
因此 sl2(F) 是单的.

注记. 证明，当 F = C，L 是单的推出 L ∼= sl2(C)
当 F = R，L 是单的推出 L ∼= sl2(R) 或 L ∼= sl2(C)

首先证明，在复数域里，如果 [α, β] = γ, [β, γ] = α, [γ, α] = β，L = Cα ⊕ Cβ ⊕ Cγ，那么
L ∼= sl2(C)

注记. sl2(R) 与 (R3,×) 不同构，这是因为我们在 (R3,×) 中找不到一个像 h 一样的元素.

当一个李代数不是单的，那么我们总是可以“factor out”一个非平凡理想，进而得到一个维数
更低的李代数.

定义 2.4 (商代数). 定义 L 关于其理想 I 的商代数为商空间 L/I，其上的李括号定义为

[x+ I, y + I] := [x, y] + I.

注记. 我们要验证这个定义是良定的，事实上我们将发现，它的良定是由我们对理想的定义保证的.
这也正是我们定义理想的动机.
若 x1 − x2 = u ∈ I, y1 − y2 = v ∈ I，我们要验证 [x1, y1]− [x2, y2] ∈ I.

[x1, y1] = [x2 + u, y2 + v] = [x2, y2] + [u, y2] + [x2, v] + [u, v].

定义 2.5 (直和). 设 L 和 L′ 都是域 F 上的李代数，那么我们可以在直和 L ⊕ L′ 上定义李代数的

结构

[(x, x′), (y, y′)] = ([x, y], [x′, y′])

李代数 L⊕ L′ 被称作 L 与 L′ 的直和.

注记. L 是不是一定是 L⊕ L′ 的理想？

注记. sl2 ⊕ sl2 一共有四个子代数.

注记. sl2 有多少个子代数?
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定义 2.6 (正规化子). 定义 L 的子空间 K 的正规化子为

NL(K) = {x ∈ L|[x,K] ⊂ K} .

注记.

• NL(K) 是 L 的子代数. 若 x, y ∈ NL(K)，那么

[[x, y],K] = [x, [y,K]]− [y, [x,K]] ⊂ K

• 如果 K 还是一个子代数，那么就有 K ⊂ NL(K).按定义，K 还是 NL(K)的理想.并且，NL(K)

还是以 K 为理想的最大的子代数.

• 如果 K = NL(K)，我们称 K 是自正规的.

定义 2.7 (中心化子). 定义 L 的子集 X 的中心化子为

CL(X) = {x ∈ L|[x,X] = 0} .

注记. CL(X) 是 L 的子代数. 容易看出这和 NL(K) 那里的证明是一样的. 从这里也可以看出为什
么中心化子可以只要求 X 是子集而正规化子必须要求 K 是子空间.

例 2.7. 对于 L = sl2(F) = Fx⊕ Fy ⊕ Fh，

(1) 如果 K = Fx，那么 NL(K) = Fx⊕ Fh,CL(K) = Fx.

(2) 如果 K = Fx⊕ Fh，那么 NL(K) = Fx⊕ Fh,CL(K) = {0} .

(3) 如果 K = Fx⊕ Fy，那么 NL(K) = Fh,CL(K) = {0} .

(4) 如果 K = Fh，那么 NL(K) = Fh,CL(K) = Fh.

(5) 如果 K = F(x+ y)，那么 NL(K) = K.

例 2.8. 对于非平凡二维李代数 L = Fx⊕ Fy，[x, y] = y，

(1) 如果 K = Fx，那么 NL(K) = Fx,CL(K) = Fx.

(2) 如果 K = Fy，那么 NL(K) = Fx⊕ Fy, CL(K) = Fy.
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2.2 同态与表示

定义 2.8. 设 L,L′ 是域 F 上的李代数，称线性映射 φ : L → L′ 是李代数同态如果对任意 x, y ∈ L
成立 φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)].
称 φ 是单同态如果 Kerφ = {0}，称 φ 是满同态如果 Imφ = L′.
称 φ 是同构如果它既是单同态又是满同态.

回忆

定理 2.1 (映射基本定理).
X Y

X/
f∼ Im f

f

π inc

我们将映射基本定理应用到李代数同态 φ : L → L′ 上，

L L′

L/ φ∼ Imφ

φ

π inc

由于 L 和 L′ 本身的环结构以及 φ 对结构的保持，我们能说更多的事情：

• Imφ 具有李代数结构，从而不仅仅是 L′ 的子集而且是 L′ 的子代数.

• L/ φ∼ 具有李代数结构.

• φ̃ 是李代数同态，从而不仅仅是双射，而且是李代数同构.

注记.

• Kerφ 是 L 的理想. 设 x ∈ Kerφ，y ∈ L，则

φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] = [0, φ(y)] = 0 ∈ Kerφ

• Imφ 是 L′ 的子代数，这是因为

[φ(x), φ(y)] = φ([x, y]).

命题 2.1 (同态基本定理).

(a) 如果 φ : L→ L′ 是李代数同态，那么

L/Kerφ ∼= Imφ

如果 I ◁ L，Kerφ ⊂ I，那么存在同态 ψ : L/I → L′.

L L′

L/I
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(b)

(c) I, J ◁ L，
(I + J)/J ∼= I/(I ∩ J)

定义 2.9. 设 L 是域 F 上的李代数.L 的一个表示是指一个同态

φ : L→ gl(V ),

其中 V 是域 F 上的某个线性空间.

例 2.9. ad : L→ gl(L) 称为 L 的伴随表示.

命题 2.2. 任意单李代数同构于一个线性李代数.

证明. L 是单的 ⇒ Z(L)
L ∼= adL < gl(L)

2.3 自同构

例 2.10. L 是一个李代数，x ∈ L，并且 adx 是幂零的，定义

exp(adx) := 1 + adx+
(adx)2

2!
+ · · ·+ (adx)k−1

(k − 1)!

断言，exp(adx) 是一个自同构.

(1) (exp(adx))−1
= (exp(− adx))

(2) exp(adx)[y, z] = [exp(adx)y, exp(adx)z]

注记. δ ∈ Der(L)，δ[y, z] = [δy, z] + [y, δz]

δn([y, z]) =
n∑

i=0

定义 2.10.
Int(L) :=

〈
exp(adx)

∣∣adxniplont〉
是 Aut(L) 的子群

命题 2.3. Int(L) ◁ AutL

证明. 任取 φ ∈ Aut(L)，任取 x ∈ L，adx 幂零

φ(adx)φ−1(y) = φ([x, φ−1(y)]) = [φ(x), y] = adφ(x)(y)

φadxφ−1 = adφ(x)
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例 2.11. L = sl2(F)，定义
σ := (exp adx)(exp ad y)(exp adx)

σ ∈ Int(L) ⊂ Aut(L) σ(x) = −y, σ(y) = −x, σ(h) = −h

注记. 这是自同构是显然的，内自同构不是显然的.

命题 2.4. L ⊂ gl(V )，x ∈ L 是一个幂零线性变换，那么

(expx)y(expx)−1 = (exp(adx)) (y)

证明.



CHAPTER 1. 基本概念 20

3 可解李代数与幂零李代数

3.1 可解性

定义 3.1. L 可解意思是存在 n 使得 L(n) = 0

例 3.1.
tn(F )

命题 3.1. L 是李代数

• L 是可解的 ⇒ 子代数与同态象都是可解的.

• I ◁ L，I 可解，L/I 可解，那么 L 可解.

• I, J ◁ L 都是可解的，那么 I + J 也是可解的.

证明.

注记. 存在唯一的极大可解理想.

定义 3.2. 如果 RadL = 0，称 L 是半单的.

例 3.2. (1) L 是单的，⇒ [L,L] = L

(3) L/RadL 是半单的

(4) dimL = 1, 2 那么 L 不是半单的.
L

3.2 幂零

例 3.3. 1. 幂零一定可解

2. 可解不一定幂零

命题 3.2.

注记. L 幂零能推出 (adx)n = 0 对任意 x ∈ L 成立.

定义 3.3. L 是一个李代数，x ∈ L，如果 adx 幂零，那么称 x 是 adnipoltent 的

如果 L 是幂零的那么 x 都是 ad 幂零的

定理 3.1 (Engel). dimL < +∞，如果任意 x ∈ Lx 是 adniplont，那么 L 是一个幂零李代数.
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