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Part I

曲线与曲面的局部微分几何
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Chapter 1

欧氏空间
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Chapter 2

曲线的局部理论

1 曲线的概念

定义 1.1. 光滑曲线、光滑正则曲线、奇点

定义 1.2. 光滑正则曲线的重新参数化.

重新参数化是一个等价关系！

例 1.1. r1(t) = (t3, t3, t3), r2(t) = (t, t, t).

例 1.2. 半立方抛物线，r(t) = (t3, t2, 0)。

定义 1.3. 弧长参数

6
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2 平面曲线

例 2.1. 曲率为常数的曲线：

(1) k(s) = 0 ⇐⇒ r(s) 是直线；

(2) k(s) = a 6= 0 ⇐⇒ (r)(s) 是半径为

∣∣∣∣1a
∣∣∣∣ 的圆周。

Gauss 映射

例 2.2. 求平面曲线 r(t) = (t, sin t) 的曲率。

注记. 解本题时需注意参数不一定是弧长参数，但也不必先弧长参数化再做题，利用复合函数求导
的法则，对弧长参数 s 求导就是先对 t 求导再乘上 t 对 s 求导，期中 t 对 s 求导是 s 对 t 求导的

倒数，而 s 对 t 求导是 r 对 t 求导的模长. 须知，不管是在得到切向量还是在得到曲率向量，求导
都是对弧长参数 s 求导。

证明. T =
dr
ds =

dr
dt

dt
ds
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3 E3 的曲线

当考虑空间曲线时，法向不能被唯一决定. 但由切向量模长恒为 1 推得曲率向量落在法平面中，

若曲率向量的模长不为零，则令曲率向量的单位化为主法向量，此时曲率就是曲率向量的模长（因

此曲率大于零）。

注记. 需要注意，平面曲线情形下曲率是可以为负的，曲率的正负反映了曲线的弯曲方向.

定义 3.1. 从法向量，密切平面，从切平面

以上都是建立在 Ṫ(s) 6= 0 的前提上的，当然，一点不为零便有局部不为零，而目前我们只关心

局部的理论.
推导 Frenet 标架的运动方程.
用 r 相对于弧长参数 s 的各阶导数来表达曲率和挠率.

例 3.1. 圆柱螺线.

例 3.2. r(s) 落在某平面上当且仅当 τ ≡ 0.

r(s) 的近似曲线。
一般参数下，曲率和挠率的计算.

例 3.3. 如果曲线的所有法平面过定点，则曲线必是球面曲线。

证明. 不妨设原点是定点，那么 r(s) 为该点的法向量，

T(s) · r(s) ≡ 0

⇐⇒ d
ds(r(s), rs) ≡ 0

⇐⇒|r(s)| ≡ c.

例 3.4. 切向量与固定方向成定角的非直线曲线称为一般螺线. 证明：非直线曲线是一般螺线的充要
条件是其挠率与曲率之比是常数。
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4 曲线论基本定理



Chapter 3

曲面的局部理论

1 曲面的表示

定义 1.1. 称 Σ ⊂ E3 为正则曲面，如果存在 r : D → Σ，其中 D ⊂ E2 = {(u, v)} 是区域，满足

(1) r 光滑，即具有各阶连续偏导数；

(2) r 是双射；

(3) ru × rv 恒不为零，即雅可比矩阵的秩恒为 2.

例 1.1. 图

例 1.2. F (x, y, z) = c.

10
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2 曲面的第一基本形式
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3 曲面的第二基本形式
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4 Weingarten 变换
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5 主曲率与 Gauss 曲率

命题 5.1. Euler 公式

定义 5.1. 主曲率，Gauss 曲率，平均曲率

定义 5.2. 脐点，全脐点曲面

例 5.1. 全平点曲面为平面或平面的一部分.

定义 5.3. 渐进方向，渐进曲线

定义 5.4. 曲率线

命题 5.2. 非脐点曲面上必有曲率线网

证明. 曲率线所满足的微分方程是

(EM − FL)

(
du1
dt

)2

+ (EN − LG)
du1
dt

du2
dt + (FN −GM)

(
du2
dt

)2

= 0.

由于非脐点，所以 EM − FL,EN − LG,FN −GM 不同时为零.

曲面的局部形状

Gauss 曲率的几何解释
第三基本形式
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6 曲面的一些例子

6.1 直纹面

定义 6.1. 直纹面

命题 6.1. 设 r(u, v) = a(u) + vb(u) 是直纹面，则以下三条等价：

(1) Gauss 曲率恒为零；

(2) (a′, b, b′) ≡ 0；

(3) 沿着直母线，直纹面的法向量不变，即 n(u, v1) = n(u, v2)(v1 6= v2).

定义 6.2. 可展曲面

命题 6.2. 直纹面 为可展曲面的充要条件是

证明.

注记.

命题 6.3. 非脐点处，K ≡ 0 ⇐⇒Σ 是可展曲面.

证明. 局部取曲率线网 balabala

证明. 补充证明

可展曲面的分类

命题 6.4. 可展曲面的分类

证明.

例 6.1. 曲面上的曲线 C 为曲率线的充要条件是 C 上每点曲面法线所生成的曲面 Σ̃ 为可展曲面.

证明.

曲率线的计算

balabala

6.2 旋转曲面

6.3 全脐点曲面

• 利用偏导数的交换性可证明主曲率 k 是常数.
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7 习题 3

16. 求曲面 F (x, y, z) = 0 的第二基本形式.

证明. 不妨设在 (x0, y0, z0) 点处，有 Fz(x0, y0, z0) 6= 0. 则由隐函数定理知，局部上 z = z(x, y)，且

zx = −Fx(x, y, z(x, y))

Fz(x, y, z(x, y))
, zy = −Fy(x, y, z(x, y))

Fz(x, y, z(x, y))
.

26. 设 P 是曲面 S 上的一点. 证明：当 P 不是脐点时，S 的主曲率 k1, k2 是 P 附近的光滑函数；当

P 是脐点时，主曲率是 P 附近的连续函数.



Chapter 4

曲面论基本定理

1 活动标架

• 对应于向量丛的 frame. 我们这里向量丛是 Σ× R3 这个平凡丛.

设 x⃗1(u, v), x⃗2(u, v), x⃗3(u, v) 为 Σ : r⃗ = r⃗(u, v) 上处处线性无关的向量场，称 {r⃗(u, v); x⃗1, x⃗2, x⃗3} 为
曲面上的活动标架. 通过研究曲面上的任意标架场来研究曲面与标架无关的几何性质，是现代微分
几何的一个基本方法.
通常 x⃗1, x⃗2 取为切向量场.
称 {r⃗(u, v); r⃗u, r⃗v, n⃗} 为自然标架.

例 1.1. 设 r⃗(s) 为 E3 中的弧长参数曲线，{r⃗(s); e1, e2, e3}

17
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2 自然标架下的基本公式

设 Σ : r⃗ = r⃗(u1, u2), r⃗α =
∂r⃗

∂uα
, I = gαβduα ⊗ duβ, II = bαβduαduβ, 其中 gαβ = r⃗α · r⃗β, bαβ =

r⃗αβ · n⃗.
回忆 (

n⃗1

n⃗2

)
= −W

(
r⃗1

r⃗2

)
= −

(
bαγ

)(
gγβ
)(r⃗1

r⃗2

)
= −

(
b β
α

)(r⃗1
r⃗2

)
Weingarten 公式可写作

n⃗α = −b β
α r⃗β

或

dn⃗ = n⃗αduα = −b β
α r⃗βduα

下面考虑自然标架 {r⃗; r⃗1, r⃗2, n⃗}，我们希望得到

r⃗αβ = Γ γ
αβ r⃗γ + bαβn⃗,

其中 Γ γ
αβ 称作第二类 Christoffel 符号，它满足

命题 2.1.

(1) Γγ
αβ = Γγ

βα

(2) Γγ
αβ =

1

2
gγδ
(
∂gδβ
∂uα

+
∂gαδ
∂uβ

− ∂gαβ
∂uδ

)
证明.

(1) 由 r⃗αβ = r⃗βα 显然.

(2)

Γ δ
αβ gγδ = r⃗αβ · r⃗δ

=
∂

∂uβ
(r⃗α · r⃗δ)− r⃗α · r⃗δβ

=
∂gαδ
∂uβ

− r⃗α · ∂r⃗β
∂uδ

=
∂gαδ
∂uβ

− ∂

∂uδ
(r⃗α · r⃗β) + r⃗αδ · r⃗β

=
∂gαβ
∂uβ

− ∂gαβ
∂uδ

+
∂gδβ
∂uα

− r⃗δ · r⃗βα
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设曲面 Σ : r = r(u1, u2)，自然标架
{

r(u1, u2); r1, r2,n
}
，上一节中我们导出了运动方程

∂r
∂uα

= rα (4.1a)
∂rα
∂uβ

= Γ γ
αβ rγ + bαβn (4.1b)

nα = −b β
α rβ (4.1c)

现在问：

• 给定如何的 gαβ(u
1, u2) 和 bαβ(u

1, u2)，上述一阶偏微分方程组有解。

• 若有界，得到的解是否是我们想要的几何对象？即 r(u1, u2) 是否代表正则曲面？其第一、第二
基本形式是否是 gαβ 和 bαβ？

本节中我们回答第一个问题。

偏微分方程的理论告诉我们，该方程组有解当且仅当满足如下的可积性条件：

rαβ = rβα

rαβγ = rαγβ

nαβ = nβα

其必要性是显然的，充分性是令人惊讶的，我们在这里承认它。

下面分几步：

• 通过计算 rαβγ = rαγβ，将式子表示为 rδ 和 n，令前面系数为零分别得到 Gauss方程和 Codazzi
方程。

• 通过计算 nαβ = nβα，发现得到一个与 Codazzi 方程等价的方程和一个平凡方程。

• 问：两个方程组独立的方程各自有几个？

– 引进 Riemann 记号

– 得到 Gauss 绝妙定理（这是一个副产品）

– 断言 Riemann 记号满足的性质，在承认性质的基础上推得 Gauss 方程组实际上只有一个
独立方程

– 引入共变导数，证明 Reimann 记号满足的性质。

– 证明 Codazzi 方程组只有两个独立方程。
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3 曲面的存在唯一性定理

定理 3.1. 设 Σ, Σ̃ 定义于同一参数区域 D，如果对应点处有相同的第一、第二基本形式，则存在一

刚体运动 τ 使得 Σ = τ(Σ̃).

证明. 固定一点 P = (u10, u
2
0) ∈ D，必存在一个刚体运动 τ 使得

τ({r̃(P ); r̃1(P ), r̃2(P ), ñ(P )}) = {r(P ); r1(P ), r2(P ),n(P )} ,

这是因为 gαβ(P ) = g̃αβ(P ).
因为刚体运动不改变第一、第二基本形式，所以 Σ 与 τ(Σ̃) 的对应点仍有相同的第一、第二基

本形式.
现在 Σ 与 τ(Σ̃) 满足相同的运动方程，有相同的初值，从而由偏微分方程组解的唯一性，知

Σ = τ(Σ̃).

例 3.1. 证明：Σ 没有脐点，且 K ≡ 0，则 Σ 是可展曲面.

证明. 仅需证明 Σ 为直纹面。

设 e1, e2 分别为主曲率 k1 ≡ 0，k2 6= 0 对应的主方向，则

ω3
1 = k1ω

1 ≡ 0, ω3
2 = k2ω

2

dω3
1 = ω2

1 ∧ ω3
2 = k2ω

2
1 ∧ ω2

k2 6= 0 =⇒ ω2
1 ∧ ω2 = 0 ⇐⇒ ω2

1 = fω2

考虑 Pfaff 方程 ω2 = 0，它决定的向量场就是 e1.
设 r(t) 为 ω2 = 0 的任意一条积分曲线，

dr
dt =

ωe1 + ω2e2
dt =

ω1

dt e1 +
ω2

dt e2 =
ω1

dt e1

de1
dt =

d
dte1(u

1(t), u2(t))

=
ω2
1e2 + ω3

1e3
dt

= ω2
1(r′(t))e1 + ω3

1(r′(t))e3
= 0 + 0 = 0.

前一项为零是因为 ω2
1(r′(t)) = fω2(r′(t)) = 0，后一项为零是因为 ω3

1 = k1ω
1 ≡ 0.

从而沿积分曲线 e1 保持不变，所以 Σ 是直纹面。
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4 外微分形式

4.1 外代数

k 重线性映射

设 V 是实数域 R 上的 m 维线性空间，V ∗ 记为其对偶空间，V ∗ =
{
θ | θ : V → R线性映射

}
，

V ∗∗ = V。

• 设 {ei}为 V 的一组基，考虑 V ∗ 上的 m个向量 w1, · · · , wm 使得 wj(ei) = δji。容易证明
{
wi
}

是 V ∗ 的一组基，也称为 {ei} 的对偶基。

• k 重线性映射。f : V1 × · · · × Vk →W，这里 V1, · · · , Vk,W 均为向量空间，满足

f(x1, · · · , xi−1, λxi + µyi, · · · , xk) = λf(x1, · · · , xk) + µf(x1, · · · , xi−1, yi, xi+1, · · · , xk).

L (V1, · · · , Vk;W ) =
{
f | f : V1 × V2 × · · · × Vk →W为k重线性映射

}
，可自然地定义加法和数

乘，构成线性空间。

(∗) 举例子说明，Im f ⊂W，但不一定是线性空间。

外乘法

定义一个运算 “ ∧ ” : V × V →W

(1) “ ∧ ” 为双线性映射

(2) W = L(Im “ ∧ ”)

(3) 反对称性。ξ1“ ∧ ”ξ2 = −ξ2“ ∧ ”ξ1，∀ξ1, ξ2 ∈ V。

(4) 对于任意向量空间 W 和反对称双线性映射 f : V × V →W，都存在线性映射 f∗ : W →W 使

得 f = f∗ ◦ “ ∧ ”。

∧2V

V × V W

W

∧

“∧”

f
f∗

(∗)(4) 中 f∗ 是由 f 唯一决定的：f = f∗
i ◦ “ ∧ ”, i = 1, 2，

f∗
1 (ξ1“ ∧ ”ξ2) = f(ξ1, ξ2) = f∗

2 (ξ1“ ∧ ”ξ2)
W=L(Im “∧”)

=⇒ f∗
1 = f∗

2

⋆ 满足上述条件的运算 “ ∧ ” 和 W 在同构意义下是唯一的。

具体构造

(a) ∧2V =
{
θ ∈ L (V ∗, V ∗;R) | θ为反对称的

}
定义

∧ : V × V → ∧2V
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(ξ1, ξ2) 7→ ξ1 ∧ ξ2, ξ1 ∧ ξ2(x1, x2) = det(ξα(xβ)),∀ x1, x2 ∈ V ∗

容易验证：(1) 双线性；(3) 反对称性

(2) ∧2V = L(Im(∧))，但通常 ∧2V 6= Im(∧)

证明. 设 {σα}mα=1 为 V 的一组基，{eβ}mβ=1 为 V ∗ 中其对偶基，即 eβ(σ
α) = δ α

β

L(Im(∧)) =
{
σα ∧ σβ张成的线性空间, α < β

}
，其中个数为

1

2
m(m− 1)

• σα ∧ σβ,α < β 为线性无关

• σ ∈ ∧2V, θ =
∑
α<β

θ(eα, eβ)σ
α ∧ σβ

所以 ∧2(V ) = L(Im(∧))。

(4) f : V × V →W，令 f∗ : ∧2V →W，f∗(ξ ∧ η) = f(ξ, η)。

(b) 唯一性

根据定义，必存在线性映射

I : W → ∧2(V )

ξ1“ ∧ ”ξ2 7→ ξ1 ∧ ξ2 ∧ = I ◦ “ ∧ ”

I ′ : ∧2 (V ) →W, “ ∧ ” = I ′ ◦ ∧

所以

∧ = I ◦ I ′ ◦ ∧
“ ∧ ” = I ′ ◦ I ◦ “ ∧ ”

}
=⇒

{
I ◦ I ′ = Id∧2(V )

I ′ ◦ I = IdW

由此我们可定义

∧ : V × V → ∧2V

ξ1, ξ2 7→ ξ1 ∧ ξ2

⋆ 进一步可定义多重外积（k 重外积）。ξ1, · · · , ξ2 ∈ V

ξ1 ∧ · · · ∧ ξk ∈ ∧kV =

θ ∈ L (

k︷ ︸︸ ︷
V ∗, · · · , V ∗;R), θ为反对称k重线性映射


定义

ξ1 ∧ · · · ∧ ξK(x1, · · · , xk) = det(ξα(xβ))

容易验证

(1) ξ1 ∧ · · · ∧ (λξi + µηi) ∧ · · · ∧ ξk = λξ1 ∧ · · · ∧ ξi ∧ · · · ξk + µξ1 ∧ · · · ∧ ξi−1 ∧ ηi ∧ ξi+1 ∧ · · · ∧ ξk

(2) ξ1 ∧ · · · ∧ ξi ∧ · · · ∧ ξj ∧ · · · ∧ ξk = −ξ1 ∧ · · · ∧ ξj ∧ · · · ∧ ξi ∧ · · · ∧ ξk

(3) i 6= j, ξi = ξj，则必有 ξ1 ∧ · · · ∧ ξk = 0

(4)
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外代数 Grassmann 代数

G(V ) = ∧0V ⊕∧1V ⊕· · ·⊕∧kV ⊕· · ·⊕∧mV =
m⊕

k=1

∧kV，也记为 ∧(V )，dim(∧(V )) =
m∑

k=1

Ck
m = 2m

运算外积

∧ : ∧kV × ∧lV → ∧k+lV

(σα1 ∧ · · · ∧ σαk) ∧ (σβ1 ∧ · · · ∧ σβl) = σα1 ∧ · · · ∧ σαk ∧ σβ1 ∧ · · · ∧ σβk ∈ ∧k+lV

(∗) 容易验证 φ ∈ ∧kV, ψ ∈ ∧lV ,φ ∧ ψ = (−1)klψ ∧ φ（反交换律）
{G(V ),∧} 称为 V 上的外代数或 Grassmann 代数

4.2 外微分形式

欧式空间 Em，取定一组基 {e1, · · · , em}，等同于 Rm =
{
(u1, · · · , um) | uα ∈ R, 1 ⩽ α ⩽ m

}
，

这里 uα 为坐标函数，每点处有 m 个独立的微分 du1, · · · ,dum，生成数域 R 上的向量空间记为 Lu。

等同 Lu ∼= (Em)∗，dui(ej) = δij .

考虑 V = Lu 上的外代数，∧(Lu) =
m⊕

k=0

∧k(Lu)

每个 k 重元素，具有如下形式
∑

1⩽α1<···<αk⩽m

aα1···αk
duα1 ∧ · · · ∧ duαk ∈ L (

k︷ ︸︸ ︷
Em, · · · , Em;R)

或
∑

1⩽α1,··· ,αk⩽m

ãα1···αk
duα1 ∧ · · · ∧ duαk，其中 ãατ(1)···ατ(k)

= (−1)sgnτ · 1

k!
aα1···αk

ãα1···αk
关于指标反交换。

k 次外微分形式（k 形式）

设 U ⊂ Rm 为一开区域

定义 4.1. U 上的一个 k 次外微分形式，即对每点 u ∈ U 确定 ∧k(Lu) 中的一个元素使其在 U 上

连续可微地变化，通常表示为

ω(u) =
∑

1⩽α1<···<αk⩽m

aα1···αk
duα1 ∧ · · · ∧ duαk

= ãα1···αk
(u)duα1 ∧ · · · ∧ duαk (Einstein 求和约定)

1 形式也称为 U 上的 Pfaff 形式
⋆ 线性无关行（处处）

设 ωγ = aγαduα, 1 ⩽ γ ⩽ p, 1 ⩽ α ⩽ m 为 U 上的 p 个 1 形式。

如果 p×m 矩阵 (aγα) 地秩在 U 的每点都为 p，则称这 p 个形式 {ωγ} 是线性独立的，等价地，
p∑

i=1

fiω
i ≡ 0 则必有 fi ≡ 0,∀ i = 1, · · · , p。

命题 4.1. ω1, · · · , ωpp 个 1 形式是线性独立的充要条件为 ω1 ∧ · · · ∧ ωp 6= 0.

证明. ω1 ∧ ωp =
∑

1⩽α1<···<αp⩽m

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1α1

· · · a1αp

...
...

apα1
· · · apαp

∣∣∣∣∣∣∣∣du
α1 ∧ · · · ∧ duαp，必有一个 p 阶子式非零。
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引理 4.1 (Cartan 引理). 设 {ωγ , φγ}1⩽γ⩽p⩽m 是 2p 个 1 形式，其中 {ωγ}pγ=1 是线性独立的，则
p∑

γ=1

φγ ∧ ωγ = 0 成立的充要条件是 φγ 可表示为

φγ = cγs , 1 ⩽ r, s ⩽ p,其中cγs = csγ .

证明. 充分性. 反交换律
p∑

k=1

φγ ∧ ωγ = cγsω
s ∧ ωγ = csγω

s ∧ ωγ = −csγωγ ∧ ωs = −
p∑

s=1

φs ∧ ωs.

必要性. 每一点 u ∈ U 处，{ωγ}pγ=1 扩张成 Lu 的一组基，

则 φγ =

p∑
s=1

cγsω
s +

m∑
λ=p+1

cγλω
λ，代入已知条件，

p∑
γ=1

φγ ∧ ωγ =

p∑
r,s=1

cγsω
s ∧ ωγ +

p∑
γ=1

m∑
λ=p+1

cγλω
λ ∧ ωγ

=
∑

1⩽s<γ⩽p

(cγs − csγ)ω
s ∧ ωγ +

p∑
γ=1

m∑
γ=p+1

cγλω
λ ∧ ωγ

所以 cγs = csγ , c
γ
λ = 0, 1 ⩽ γ, s ⩽ p, p+ 1 ⩽ γ ⩽ m.

推论 4.1 (p = 1). ω 是非零 1 形式，则 1 形式 φ 与 ω 相差一函数因子的充要条件是 φ ∧ ω = 0.

引理 4.2. 设 ωγ(1 ⩽ γ ⩽ p) 是 p 个线性独立的 1 形式，Ω 是 2 形式，那么要使

Ω ≡ 0 mod (ω1, · · · , ωp)

的充要条件是存在 p 个 1 形式 {φγ} 使得 Ω =

p∑
γ=1

ωγ ∧ φγ.

证明. 充分性显然。
必要性，补充 m− p 个形式 ωp+1, · · ·ωm；每点处 {ωα}mα=1 为 Lu 的基。

Ω =
∑

1⩽γ<s⩽p

cγsω
γ ∧ ωs +

p∑
γ=1

m∑
λ=p+1

cγλω
γ ∧ ωλ +

∑
p+1⩽α<β⩽m

cαβω
α ∧ ωβ

=

p∑
γ=1

ωγ ∧

(
p∑

s=1

aγsω
s +

m∑
λ=p+1

cγλω
λ

)

4.3 外微分

∧k(U) 表示 U ⊂ Rm 上 k 形式的全体，∧(U) =
m⊕

k=0

∧k(U)。

定义：d : ∧k (U) → ∧k+1(U)。设 ω ∈ ∧k(U), ω = aα1···αk
(u)duα1 ∧ · · · ∧ duαk

dω = daα1···αk
∧ duα1 ∧ · · · ∧ duαk =

∂aα1···αk

∂uβ
duβ ∧ duα1 ∧ · · · ∧ duαk ∈ ∧k+1(U)

ω ∈ ∧0(U) = C∞(U)，外微分即普通微分，ω ∈ ∧m(U)，则 dω = 0.
d : ∧ (U) → ∧(U)。

命题 4.2. 外微分算子 d 具有如下性质：
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(1) 设 φ,ψ 为两个外微分形式，则 d(φ± ψ) = dφ± dψ

(2) 如果 ω ∈ ∧k(U), φ ∈ ∧l(U)，d(ω ∧ φ) = dω ∧ φ+ (−1)kω ∧ dφ

引理 4.3 (Poincare 引理). 任何外微分形式的两次外微分为零，即 d2 = 0。

对于一个外微分形式 ω，如果 dω = 0，则称 ω 为闭形式

恰当形式即存在 θ ∈ ∧(U)，使得 dθ = ω

恰当形式必为闭形式，反之不成立，例如 R2 − {0} 上的 1 形式

ω = − v

u2 + v2
du+

u

u2 + v2
dv.

极坐标

 u = cos θρ

v = sin θρ
, ω = dθ，这里 θ 在 R2 − {0} 中不光滑，

∫
S1

ω = 2π

如果存在 R2 − {0} 光滑函数使得 ω = dg，
∫
S1

ω =

∫
S1

dg = 0.

但闭形式局部恰当。
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5 幺正活动标架

正则曲面 Σ，r = r(u1, u2)，∀p ∈ Σ，duα : TpΣ → R，duα(rα) =
∂uα

∂uβ
= δαβ

1 形式 ω = aαduα

2 形式 fdu1 ∧ du2

令 ωβ = aβαduα，ω1 ∧ ω2 = det(aβα)du1 ∧ du2

ω1 ∧ ω2 = 0 ⇐⇒ det(aβα) = 0
Cartan引理⇐⇒ ω1 与 ω2 只相差一个函数因子，ω1 6= 0, ω2 = fω1

ω1, ω2 线性无关 ⇐⇒ ω1 ∧ ω2 6= 0。

取 Σ 上幺正活动标架 {r; e1, e2, e3}（右手系），e1, e2 ∈ TpΣ(
r1
r2

)
= A

(
e1
e2

)
, A =

(
a11 a12

a21 a22

)

已知 {duα} 为 {rα} 的对偶基，令 {ωα}2α=1 为 {eα}2α=1 的对偶基

令
(

du1 du2
)
=
(
ω1 ω2

)
B(

r1
r2

)(
du1 du2

)
= A

(
e1
e2

)(
ω1 ω2

)
B，所以 AB = Id2×2, 即 B = A−1.

所以
(
ω1, ω2

)
=
(

du1 du2
)
A

ω1 ∧ ω2 = detAdu1 ∧ du2

所以 dr =
(

du1 du2
)(r1

r2

)
=
(
ω1 ω2

)
A−1A

(
e1
e2

)
=
(
ω1 ω2

)(e1
e2

)
= ωαeα

所以 I = dr · dr =
(
ω1 ω2

)(e1
e2

)
·
(

e1 e2
)(ω1

ω2

)
= ω1 · ω1 + ω2 · ω2

第一基本形式与幺正标架选取无关，第二基本形式与同向幺正标架选取无关

幺正标架的运动方程

dei = ωj
i ej ,α = 1, 2; 1 ⩽ i, j ⩽ 3

由 ei · ej = δij =⇒ dei · ej + ei · dej = 0 =⇒ ωj
i + ωi

j = 0.
其中 ωj

i 中最多只有三个独立的 1 形式 ω2
1 , ω

3
1, ω

3
2

运动方程

 dr = ωαeα
dei = ωj

i ej , ωj
i + ωi

j = 0, α = 1, 2; 1 ⩽ i, j ⩽ 3

对上式两边求外微分 0 = d(dr) = d(ωαeα) = dωαeα − ωα ∧ deα = dωαeα − ωβ ∧ ωj
βej

dωα = ωβ ∧ ωα
β ,ωβ ∧ ω3

β = 0 自然成立，由第二基本形式的对称性。

0 = d(dei) = d(ωj
i ej) = dωj

i ej − ωk
i ∧ dek = (dωj

i − ωk
i ∧ ωj

k)ej = 0

结构方程

 dωα = ωβ ∧ ωα
β

dωj
i = ωk

i ∧ ωj
k

幺正标架 Weingarten 变换的表示
(

r1
r2

)
= A

(
e1
e2

)
,n = e3

(
ω1 ω2

)
=
(

du1 du2
)
A, I =

(
du1 du2

)
(gαβ)

(
du1

du2

)
= dr · dr =

(
ω1 ω2

)(ω1

ω2

)
=

(
du1 du2

)
AAT

(
du1

du2

)



CHAPTER 4. 曲面论基本定理 27

所以 (gαβ) = AAT

令

(
ω3
1

ω3
2

)(
h11 h12

h21 h22

)(
ω1

ω2

)
, II =

(
du1 du2

)
(bαβ)

(
du1

du2

)
=
(
ω1 ω2

)
(hαβ)

(
ω1

ω2

)
所以 (bαβ) = A(hαβ)A

T 或 (hαβ) = A−1(bαβ)(A
−1)T

(bαβ) 对称 =⇒(hαβ) 对称

det(hαβ) = det(A−1(bαβ)(A
−1)T ) = det(bαβ)det((AAT )−1) =

det(bαβ)
det(gαβ)

= K

tr(hαβ) = tr((bαβ)(AA
T )−1) = tr((bαβ)(gαβ)

−1) = 2H

Weingarten 变换 W : TpΣ → TpΣ

W

(
r1
r2

)
= −

(
n1

n2

)
= (bαβ)(gαβ)

−1

(
r1
r2

)

在基 {e1, e2} 下，

W

(
e1
e2

)
= W(A−1

(
r1
r2

)
) = A−1W

(
r1
r2

)
= A−1(bαβ)(gαβ)

−1A

(
e1
e2

)
= A−1(bαβ)(A

−1)T

(
e1
e2

)
= (hαβ)

(
e1
e2

)

W 在 {e1, e2} 下的系数矩阵即为 (hαβ)

主曲面没有脐点时，可取 e1, e2 为曲面的主方向，

W(eα) = kαeα

此时 (hαβ) =

(
k1 0

0 k2

)
，即 ω3

1 = k1ω
1, ω3

2 = k2ω
2，II = k1(ω

1)2 + k2(ω
2)2
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6 曲面的结构方程 (幺正)

• r 视作嵌入 Σ → R3. 但这样的映射又可视作平凡丛的截面，所以认为 r ∈ Γ(Σ,Σ× R3)

de3 = ω1
3e1 + ω2

3e2 =
(
ω1
3 ω2

3

)(e1
e2

)

dn =
(

du1 du2
)(n1

n2

)

=
(

du1 du2
)
(−bαβ)(gαβ)

(
r1
r2

)

= −
(
ω1 ω2

)
A−1(bαβ)(A

−1)TA−1A

(
e1
e2

)

=: −
(
ω1 ω2

)
(hαβ)

(
r1
r2

)
(
ω3
1 ω3

2

)
=
(
ω1 ω2

)
A−1(bαβ)(A

−1)T

6.1 title

设 Σ : r = r(u1, u2)，幺正标架 {r; e1, e2, e3}，其中 e1, e2 为切向。上一节中我们得到了曲面的
运动方程  dr = ωαeα, α = 1, 2

dei = ωj
i ej , ωj

i + ωi
j = 0, 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ 3

此时

I = dr · dr = ω1 ⊗ ω1 + ω2 ⊗ ω2

II = −dr · dn = −
(
ω1 ω2

)(e1
e2

)
·
(

e1 e2
)(ω1

3

ω2
3

)

= −
(
ω1 ω2

)
⊗

(
ω1
3

ω2
3

)
= ωα ⊗ ω3

α

解释：θ1 ⊗ θ2(X,Y ) := θ1(X)θ2(Y )

当曲面是非脐点曲面时，可取 eα 为主方向，此时

W(eα) = kαeα, (hαβ) =
(
k1 0

0 k2

)
.

II =
(
ω1 ω2

)
⊗

(
ω3
1

ω3
2

)

=
(
ω1 ω2

)
⊗

(
k1 0

0 k2

)(
ω1

ω2

)
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= k1ω
1 ⊗ ω1 + k2ω

2 ⊗ ω2.

结构方程

0 = d(dr) = d(ωαeα)

= (dωα)eα − ωα ∧ deα
= (dωα − ωβ ∧ ωα

β )eα − ωβ ∧ ω3
βe3

所以 dωα = ωβ ∧ ωα
β , ω

β ∧ ω3
β = 0.

0 = d(dei) = d(ωj
i ej)

= (dωj
i )ej − ωk

i ∧ dek
= (dωj

i − ωk
i ∧ ωj

k)ej

dω2
1 = ωk

1 ∧ ω2
k (4.2a)

dω3
1 = ωk

1 ∧ ω3
k (4.2b)

dω3
2 = ωk

2 ∧ ω3
k (4.2c)

dωα = ωβ ∧ ωα
β (4.2d)

dω2
1 = ω3

1 ∧ ω2
3

= −ω3
1 ∧ ω3

2

= −(h1αω
α) ∧ (h2βω

β)

= −(h1αh2β)ω
α ∧ ωβ

= −(h11h22 − h12h21)ω
1 ∧ ω2

= −Kω1 ∧ ω2

用幺正标架求 Gauss 曲率
K = − dω2

1

ω1 ∧ ω2

设 ω2
1 = aω1 + bω2，

dω1 = ωβ ∧ ω1
β = ω2 ∧ ω1

2 = ω2
1 ∧ ω2 = (aω1 + bω2) ∧ ω2 = aω1 ∧ ω2

a =
aω1

ω1 ∧ ω2
, b =

dω2

ω1 ∧ ω2

例 6.1. 设 (u, v) 是正交餐宿，I = Edudu+Gdvdv，
e1 =

ru√
E
, e2 =

rv√
G

ω1 =
√
Edu, ω2 =

√
Gdv

ω1 ∧ ω2 =
√
EGdu ∧ dv

dω1 = d(
√
Edu) = (

√
E)vdv ∧ du

dω2 = d(
√
Gdv) = (

√
G)udu ∧ dv

ω2
1 =

−(
√
E)v√
EG

√
Edu+

(
√
G)u√
EG

√
Gdv
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dω2
1 =

(
(
√
E)v√
G

)
v

du ∧ dv +
(
(
√
G)u√
E

)
u

du ∧ dv

K = −

(
(
√
E)v√
G

)
+
(

(
√
G)u√
E

)
√
EG

不变量

(1) I =
(
ω1 ω2

)(ω1

ω2

)

(2) dA = ω1 ∧ ω2

(3) II =
(
ω1 ω2

)(ω3
1

ω3
2

)
(4) III

(5) dσ = ω2
1 ∧ ω3

2

(6) ψ = ω1 ⊗ ω3
2 − ω2 ⊗ ω3

1



Chapter 5

曲面的内蕴几何

(u1, u2)，I = gαβduα ⊗ duβ

1 曲面的等距对应

定义 1.1. 设 σ : Σ → Σ̃ 是双射，Σ 上任意曲线段 c 与 Σ̃ 中对应的 c̃ = σ(c) 长度相等，则称 σ 为

Σ 到 Σ̃ 的等距变换。

设 c : r(u(t), v(t))，c̃ : r̃(u(t), v(t))，则

L(c) =

∫ b

a

∣∣∣∣dr
dt

∣∣∣∣dt = L(c̃) =

∫ b

a

∣∣∣∣dr̃
dt

∣∣∣∣dt
⇐⇒

∣∣∣∣dr
dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ru du
dt + rv

dv
dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣dr̃
dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣r̃u du
dt + r̃v

dv
dt

∣∣∣∣
⇐⇒|ru| = |r̃u|, |rv| = |r̃v|, 〈ru, rv〉 = 〈r̃u, r̃v〉

⇐⇒I(p) = Ĩ(σ(p)),∀p ∈ Σ

31
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2 曲面的协变微分
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3 测地曲率与测地线

设曲面 Σ : r = r(u1, u2)，曲线 C : r(s) = r(u1(s), u2(s)).
回忆曲率向量 r̈ = kN，现在我们将它分为垂直于法向的部分 (kN)T 和平行于法向的部分 (kN)⊥，

称前者为测地曲率向量，后者为法曲率向量.
注意到 r̈ ⊥ r =⇒ (kN)T ⊥ T，因此 (kN)T ‖ n × T，其中 n 是曲面的法向量.
为了得到一个标量，

定义 3.1. 测地曲率 kg := (kN)T · (n × T) = (n, ṙ, r̈)

直观上，法曲率反映了曲面的弯曲，而测地曲率反映曲线自身在曲面内的弯曲.
选取幺正标架 {r; ẽ1, ẽ2, ẽ3} 使得 ẽ1 = ṙ.

r̈ =
dẽ1
ds =

ω̃2
1

ds ẽ2 +
ω̃3
1

ds ẽ3

kg =
ω̃2
1

ds ẽ2

kg = kg · (n × ṙ) = kg · ẽ2 =
ω̃2
1

ds = ω̃2
1(ṙ)

kg =

(
dṙ
ds

)T

=
Dṙ
ds = Dṙṙ

命题 3.1. 计算测地曲率的 Liouville 公式. 设正交曲线网 (u1, u2)，记 ui 线的测地曲率为 kgi，曲线

C : r(u1(s), u2(s))，设 C 与 u1 线的夹角为 θ，即

ṙ = cos θe1 + sin θe2,

其中 e1 和 e2 分别是 r1 和 r2 的单位化.

证明.

kg = r̈ · (n × ṙ)

r̈ = (− sin θe1 + cos θe2)
dθ
ds + cos θde1

ds + sin θde2
ds

n × ṙ = − sin θe1 + cos θe2

kg =
dθ
ds + cos2 θde1

ds · e2 − sin2 θ
de2
ds · e1

e1 · e2 = 0 =⇒ de1
ds · e2 + e1 ·

de2
ds = 0

kg =
dθ
ds +

de1
ds · e2

=
dθ
ds + e2 ·

d
ds

(
r1√
g11

)
=

dθ
ds +

e2√
g11

· dr1
ds

dr1
ds = r1α

duα
ds = Γβ

1αrβ
duα
ds

kg =
dθ
ds +

1
√
g11

Γ2
1α

duα
ds e2 · r2

=
dθ
ds + Γ2

1α

duα
ds

√
g22
g11
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定义 3.2. 曲面上的曲线如果处处测地曲率为零，则称为该曲面的测地线。

定理 3.1. 曲线为测地线的充要条件是该曲线为弧长泛函的临界点.

证明.

L(λ) =

∫ b

a

∣∣∣∣∂r(s, λ)
∂s

∣∣∣∣ds
dL
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫ b

a

∂

∂λ

√∣∣∣∣∂r
∂s

∣∣∣∣2ds
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4 测地坐标系
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5 局部的 Gauss-Bonet 公式

设 Σ ⊂ E3 为正则曲面，{e1, e2, e3} 为 Σ 的幺正标架，e1, e2 为切向量。
第一基本形式 I = ds2 = ω1ω1 + ω2ω2

运动方程

• dr = ωαeα, α = 1, 2

• de1 = ω2
1e2 + ω3

1e3

• de2 = ω1
2e1 + ω3

2e3

• de3 = ωα
3 eα

Gauss 方程

dω2
1 = ω3

1 ∧ ω2
3 = h1αω

α ∧ (−h2βωβ) = −h1αh2βωα ∧ ωβ = −(h11h22 − h12h21)ω
1 ∧ ω2 = −Kω1 ∧ ω2

曲线测地曲率 r(s),T = ṙ = cos θe1 + sin θe2
kg =

dT
ds · (e3 × T) = d

ds(cos θe1 + sin θe2) · (cos θe2 − sin θe1) =
dθ
ds +

ω2
1

ds
单连通区域，∂Ω 为简单闭曲线，∫∫

Ω

KdA =

∫∫
Ω

Kω1 ∧ ω2 = −
∫∫

Ω

dω2
1 = −

∮
∂Ω

ω2
1 = −

∮
∂Ω

kgds+
∮
∂Ω

dθ

(1) 边界光滑

∮
∂Ω

dθ = 2π

(2) 边界分段光滑

∮
∂Ω

dθ =
∑
i

∫
Ci

dθ = 2π −
∑
i

θi

1. ∂Ω 是光滑的闭曲线
dr
ds
∣∣
s=0

=
dr
ds
∣∣
s=1

, θ(l) = θ(0) + 2kπ，所以

∫
∂Ω

dθ = 2kπ

∂Ω 作光滑变形，使其落在一个等温坐标系，

∫
∂Ω

dθ = 2kπ 在光滑形变下不变

将等温参数平面的原像记为 ∂Ω̃，因为共形变换保持夹角，

∫
∂Ω

dθ =
∫
∂Ω

dθ

∂Ω̃ 为圆周，

∫
∂Ω̃

dθ = 2π，所以

∫
∂Ω

dθ = 2π

2. 分段光滑 ∂Ω = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn

用光滑曲线逼近，∂Ω̃

∂Ω̃ ∩ ∂Ω = Γ1, ∂Ω̃\∂Ω = Γ2

2π =

∫
∂Ω̃

dθ =
∫
Γ1

dθ +
∫
Γ2

dθ

所以

∫
∂Ω

dθ +
n∑

i=1

αi = 2π

所以

∫∫
Ω

Kω1 ∧ ω2 +

∮
∂Ω

kgds = 2π −
n∑

i=1

αi，单连通区域的 Gauss-Bonet 公式
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5.1 应用

测地三角形的内角和

∫∫
Ω

Kω1 ∧ ω2 +

∫
∂Ω

kgds = 2π − (α1 + α2 + α3) = β1 + β2 + β3 − π

曲面上向量沿闭光滑曲线平移产生的角差

设 C 是光滑闭曲线，围成一单连通区域，V(s) 为沿 C 的平行切向量场，不妨设为单位长度，

V(s) = cosβe1 + sinβe2

0 =
DV
ds =

dβ
ds (− sinβe1 + cosβe2) + cosβω

2
1

ds e2 + sinβω
1
2

ds e1

所以
dβ
ds = −ω

2
1

ds
所以

∮
C

dβ =

∮
C

−ω2
1 = −

∫∫
Ω

dω2
1 =

∫∫
Ω

Kω1 ∧ ω2
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6 曲面上的 Laplace 算子

例 6.1. 设 Σ 为紧致曲面，假设函数 f 满足 ∆Σf ⩾ 0，证明 f 必是常值函数.

证明. ∫
Σ

f div(∇f)dA =

∫
Σ

f∆ΣfdA ⩾ 0∫
Σ

f div(∇f)dA =

∫
Σ

div(f∇f)− |∇f |2dA

∫
Ω

〈DL(Du), Dφ〉 = 0, ∀φ ∈ H1
0 (Ω) (∗)

在∗中，我们



Part II

整体微分几何选讲
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Chapter 6

平面曲线的整体性质

1 平面的闭曲线

40
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2 平面的凸曲线



Chapter 7

曲面的若干整体性质

1 曲面的整体描述

• 曲面片，Σ = r(U)，r : U → E3，r = r(u1, u2)

(1) r(u) ∈ Ck

(2) r 是一同胚，即 U 和 r(U) 同胚

(3) r 正则，即 ∂r
∂u1

∧ ∂r
∂u2

6= 0.

• E3 中 Ck 阶曲面 Σ，即存在一列 Ck 阶曲面片 Σα, {rα : Uα → E}α , α ∈ A 使得

(1) Σ = ∪α∈AΣα.每个曲面片 Σα称为 Σ的坐标邻域，(u1α, u
2, α)称为局部坐标，(Σα, (u

1
α, u

2
α))

称为一个局部坐标系，
{
(Σα, (u

1
α, u

2
α))
}
α∈A
称为 Σ 的坐标图册.

(2) ∀ α, β ∈ Λ，当 Σα ∩ Σβ 6= ∅ 时，r−1
β ◦ rα 仍是 Ck 映射，称为坐标转换函数（映射）.

注记. 曲面片本身就是曲面.

例 1.1. 圆柱面，球面，二次锥面.

注记. 连通性：不连通可考虑其连通分支.

Σ = ∪Σα ⊂ E3，由 E3 的欧式内积自然诱导每个 Σα 上的第一基本形式.
在 Σα ∩ Σβ 上，由假设坐标转换函数是光滑的，故 Σα,Σβ 的第一基本形式是一致的，因此在

Σ 上有整体的第一基本形式

内蕴几何量，如测地曲率、Gauss 曲率均可在整个曲面 Σ 上定义.
可定向，曲面 Σ有一个坐标图册 {Σα, rα}，每个 Σα取定向即指定法向 nα使 nα = nβ 在 Σα∩Σβ

上（等价地，所有坐标变换 r−1
β ◦ rα 地 Jacobi 行列式为正，deg(

∂(u1β, u
2
β)

∂(u1α, u
2
α)

) > 0）

定理 1.1. 设 Σ 是 E3 中的紧致曲面，则在 Σ 上必有一点 p0，它的 Gauss 曲率 K(p0) > 0.

证明. 考虑函数 f : Σ → R, p 7→ r(p) · r(p).
由 Σ 紧致无边，存在内点 p0 使得 f 取到最大值.
取 p0 附近的局部坐标系 (u1, u2).

42
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• df(p0) = 2dr · r(p0) = 0 =⇒ ∃ λ > 0 s.t. r(p0) = λn(p0).

• 0 ⩾
(

∂2f

∂uα∂uβ

)
(p0) = 2(rαβ · r + rα · rβ)(p0) = 2(λbαβ + gαβ)(p0)
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2 Gauss-Bonet 公式

2.1 曲面的三角剖分

2.2 整体的 Gauss-Bonet 公式

定理 2.1. 设 D 为曲面 Σ 上由分段光滑曲线所围成的区域，则∫
D

KdA+

∫
∂D

kgdS +
∑

αi = 2πχ(D)

2.3 Gauss-Bonet 定理的应用

Poincare 指标定理

Jacobi 定理
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3 紧致曲面的高斯映射

3.1 紧致曲面的绝对全曲率

3.2 空间曲线的全曲率
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4 凸曲面

4.1 凸曲面

定义 4.1. E3 中的曲面 Σ 称为凸的，如果其位于每点切平面的一侧.

命题 4.1. 设 Σ 为凸曲面，则 K ⩾ 0.

证明. 对任意 p0 ∈ Σ，考虑 f(p) = (r(p)− r(p0)) · n(p0)，其中 n(p0) 是 p0 处的单位外法向量.
由凸曲面定义，f(p) ⩽ 0，并且在 p0 处取到最大值.

因此 0 ⩾
(

∂2f

∂uα∂uβ
(p0)

)
= (rαβ(p0) · n(p0))，即第二基本形式负定，因此 K ⩾ 0.

定理 4.1. 设 Σ 为 E3 中的紧致曲面，若 Σ 的 Gauss 曲率处处为正，则 Σ 为凸曲面.

证明.

4.2 积分公式

4.3 球面的判断

4.4 卵形面的刚性定理

4.5 凸曲面的 Minkowski 问题



附录 A

联络

1 矢量丛上的联络

定义 1.1. 矢量丛上的联络是一个映射

D : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E),

它满足下列条件：

(1) D(s1 + s2) = D(s1) +D(s2),∀ s1, s2 ∈ Γ(E).

(2) D(αs) = dα⊗ s+ αDs, ∀ s ∈ Γ(E), α ∈ C∞(M).

等价地，矢量丛上的联络是一个映射：

D : Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E),

( X , Y ) 7→ DXY

它满足下列条件：

(1) 关于 X 是 C∞(M) 线性的

(2) 关于 Y 是 R 线性的

(3) DX(fY ) = (Xf)Y + fDXY .
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附录 B

一些总结

1

• ω2
1 只依赖于第一基本形式，但它依赖于标架的选取，不是几何量.

• 克里斯托弗符号是内蕴量，但不是张量

–“不是张量”不是说它不可能是某个整体定义的量的分量.

在局部上，联络是由一组一次微分式给出的. 设 U 是 M 上的一个坐标域，

联络方阵在局部标架场改变时的变换公式

48
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2 算子的局部性
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3 我会算什么

• 本人习惯用下标代表行指标，用上标代表列指标.

• 给定两个坐标邻域，我会直接写出两个自然标架场之间的变换公式，也就是雅可比.

• 矩阵值的 1-形式，和，有一个矩阵，它的每个元素都是普通的 1-形式，是同一回事.

• 矩阵乘法是列指标与行指标的求和.

• 矩阵值的 1-形式的相关运算

– 外微分：就是对每个分量做外微分

– 张量积：如 DS = ω ⊗ S. 运算规律是矩阵乘法，元素与元素之间的运算是张量积.

– 外积：如 Ω = dω − ω ∧ ω. 运算规律是矩阵乘法，元素之间的运算是外积.

∗ 非常值得警醒的是，由于矩阵的非交换性，此时矩阵值形式的外积也是非交换的.

– 数乘：如 ω′ = dA ·A−1 +A · ω ·A−1. 运算规律是矩阵乘法，元素之间的运算是数乘.

– 给定两个标架间的过渡矩阵，我会算联络矩阵的变换规律

S′ = A · S

DS′ = D(A · S)

= dA⊗ S +A ·DS

= dA⊗ (A−1 · S′) +A · (ω ⊗ S)

= (dA ·A−1)⊗ S′ + (A · ω)⊗ (A−1 · S′)

= (dA ·A−1 +A · ω ·A−1)⊗ S′

ω′ = dA ·A−1 +A · ω ·A−1

ω′ ·A = dA+A · ω

dω′ ·A− ω′ ∧ dA = dA ∧ ω +A · dω

dω′ ·A− ω′ ∧ (ω′ ·A−A · ω) = (ω′ ·A−A · ω) ∧ ω +A · dω

(dω′ − ω′ ∧ ω′)A = A(dω − ω ∧ ω)



附录 C

活动标架法

现在考虑 N 维欧式空间 RN 的刚体运动群 E(N).
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附录 D

复习课

1 title

粗体

斜体

粗斜体
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