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目录 5

0.1 绪论

• f(t) 在 t0 ∈ I 达到最大值 =⇒ f ′(t0) = 0, f ′′(t0) ⩽ 0

f(x) 在 x0 ∈ Ω ⊂ Rn 达到最大值, 则 g(t) = f(x0 + tv) 在 t = 0 处达到最大值

0 = g′(0) =
∂f

∂xi
(x0)vi

由v任意性
=⇒ ∇f(x0) = 0

0 ⩾ g′′(0) =
∂2f

∂xi∂xj
(x0)vivj =⇒ D2f(x0) ⩽ 0

找 f , 占百分之五十

•
∫ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a)

Ω ⊂ Rn, ∂Ω ∈ C1,

∫
Ω

div ~Xdx =

∫
∂Ω

~X · νdσ

定义 0.1.1. 任意 x0 ∈ Ω,∂Ω ∩Bε(x0) 可以写成 xn = ϕ(x′), x′ ∈ Rn−1, |x′| < ε

2
,ϕ ∈ C1

找 ~X, 另外百分之五十

• 找到 f, ~X =⇒ 解的估计 泛函分析
=⇒ 解的存在性和性质

讲课计划

• 1-4 周

– 分析准备：初步不等式, 卷积, 截断函数, 单位分解

– 回忆调和函数：平均值性质（含参变量积分）,Green 表示（Ω 为球）（处理奇点）, 梯度估
计（来自平均值公式的梯度内估计, 对数梯度估计, 边界梯度估计（助教讲））（=⇒ 调和函
数实解析）

– 线性椭圆方程的极值原理（弱；强：在内部达到极大则为常值）

但在数学分析的框架中, 存在性的要求很高：∂Ω ∈ C2,α, f ∈ Cα

• 5-8 周,Sobolev 空间

为了处理 ∆u = f in Ω ⊂ Rn

u = ϕ on ∂Ω

其中 Ω 为有界区域,f ∈ L2(Ω),ϕ,Ω 没有好的光滑性

可以“求导”的 Lp 空间,Lp 足够大, 可以求导足够小, 所以刚好能证明弱解的存在唯一性

逼近：C∞
0 (Ω)（卷积）,C∞(Ω)（单位分解）,C∞(Ω)（单位分解）

延拓：能否延拓到边界上

限制：需要赋予限制的意义

Sobolev 不等式、Morrey 不等式（都是由牛顿莱布尼茨公式来证）

紧嵌入定理

差商
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• 9-14 周, 散度型（线性）椭圆方程

– 存在性（变分法, 下半连续性；Lax-Milgram,Fredholm 二择一）

– 正则性, 找 ~X（能量法）

特征值, 特征函数, 紧算子的 Hilbert-Schmidt 定理

• 15-16 周, 抛物方程

– 存在性,Galerkin 逼近, 收敛性

双曲方程

0.1.1 参考书

• 准备工作

– DiBenedetto 分析学：实变函数,Sobolev 空间

– Tartar：Sobolev 空间

• Han-Lin ch1-ch2：调和函数 + 极值原理, 如何找 f(x)

• 椭圆方程

– 偏微分方程的 L2 理论

– Evans ch6：找 ~X

– Han-Lin ch4：找 ~X

• 抛物方程：陈亚浙

• 双曲方程：Alinal

• M.Taylor 偏微分方程 I

0.1.2 记号

本笔记中约定若说 u 6= 0, 意思是 u 处处不为零.
C∞

0 (U), 紧支集包含在 U 中的光滑函数.



Chapter 1

调和函数

1.1 平均值公式

定理 1.1.1. 设 u ∈ C2(U),∆u = 0, U ⊂ Rn 为有界区域. 那么对任意 x0 ∈ U ,Bε(x0) ⊂⊂ U , 满足

u(x) =
1

|Bε(x0)|

∫
Bε(x0)

u(x)dx = −
∫
∂Bε(x0)

u(x)dσ.

证明. ∫
Br(x0)

f(x)dx z∈∂Bt(0)
=======

∫ r

0

∫
∂Bt(0)

f(x0 + z)dσ∂Bt
dt

z=tω
==============

dσ∂Bt=t
n−1dσSn−1

∫ r

0

tn−1

∫
∂B1(0)

f(x0 + tω)dσSn−1dt

d
dr

∫
Br(x0)

f(x)dx = rn−1

∫
∂B1(0)

f(x0 + rω)dσSn−1 =

∫
∂Br(x0)

f(x)dσ

设 Ω ⊂ Rn,u ∈ C2(Ω),∆u = 0,Br(x0) ⊂⊂ Ω,0 < ρ < r.

0 =

∫
Bρ(x0)

∆u(x)dx 散度定理
======

∫
∂Bρ(x0)

∂u

∂ν
dσ

(1)
===

∫
∂Bρ(x0)

∂u

∂ρ
(x)dσ = ρn−1

∫
∂B1(0)

∂u

∂ρ
(x0 + ρω)dσSn−1

(1)
∂u

∂ν
=

∂u

∂xi
νi =

∂u

∂ρ

∂ρ

∂xi
· (x− x0)i

ρ

(2)
===

∂u

∂ρ

(2) ρ2 = (x− x0)
2 =⇒ 2ρ

∂ρ

∂xi
= 2(x− x0)i =⇒

∂ρ

∂xi
=

(x− x0)i
ρ

0 =

∫
∂B1(0)

∂u

∂ρ
(x0 + ρω)dσSn−1 =

∂

∂ρ

∫
∂B1(0)

u(x0 + ρω)dσSn−1 ,∀ 0 < ρ < r

=⇒
∫
∂B1(0)

u(x0 + ρω)dσSn−1
取ρ=0
=====

∫
∂B1(0)

u(x0)dσ = |Sn−1|u(x0)

=⇒ u(x0) =
1

|Sn−1|

∫
∂B1(0)

u(x0 + ρω)dσ =
1

|∂Bρ(x0)|

∫
∂Bρ(x0)

u(x)dσ

=⇒ ρn−1u(x0)|Sn−1| =
∫
∂Bρ(x0)

u(x)dσ

7
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积分
=⇒ rn

n
u(x0)|Sn−1| =

∫
Br(x0)

u(x)dx

=⇒ u(x0) = −
∫
Br(x0)

u(x)dx

注记. 20 世纪 60 年代知道热方程 ut = ∆u 也有平均值性质.

2 月 21 日 42 分 48 秒

作业 1.1.2. 设 U ⊂ Rm,u ∈ C3(U) ∩ C1(U),∆u = 0,

(1) 若 u 6= 0, 设 ϕ =
|∇u|2

up
, 其中 p =

2(n− 1)

n− 2
, n ⩾ 3, 证明 ∆ϕ ⩾ 0.

(2) 若 |∇u| 6= 0, 设 ϕ =
2u1u2u12 − u22u11 − u21u22

|∇u|4
, 证明 ∆ϕ ≡ 0.

等温面的曲率

例 1.1.3. D(r) =

∫
Br(0)

|∇u|2dx, 那么

rD′(r) = (n− 2)

∫
Br(0)

|∇u|2dx+ 2r

∫
∂Br(0)

(
∂u

∂r

)2

dσ.

证明. D′(r) =

∫
∂Br(0)

|∇u|2dσ

rD′(r) = r

∫
∂Br(0)

|∇u|2dσ νi=
xi
r=======

r2=
∑
x2
i

∫
∂Br(0)

xiνi|∇u|2dσ
X⃗=|∇u|2x
========

∫
Br(0)

div(|∇u|2x)dV(
|∇u|2xi

)
i
= (|∇u|2)ixi + n|∇u|2 = 2xiujuij + n|∇u|2

2xiujuij = 2(xiujui)j − 2δijujui − 2xiujjui
∆u=0
===== 2(xiuiuj)j − 2|∇u|2

rD′(r) =

∫
Br(0)

(
|∇u|2xi

)
i
dV = n

∫
Br(0)

|∇u|2dV + 2

∫
Br(0)

(xiuiuj)jdV − 2

∫
Br(0)

|∇u|2dV

= (n−2)

∫
Br(0)

|∇u|2dV+2

∫
∂Br(0)

xiuiujνjdσr
xi=rνi====== (n−2)

∫
Br(0)

|∇u|2dx+2r

∫
∂Br(0)

(
∂u

∂ν

)2

dσr

例 1.1.4. H(r) =

∫
Br(0)

u2dσr = rn−1

∫
∂B1(0)

u2(rω)dσ1

H ′(r) = (n− 1)rn−2

∫
∂B1(0)

u2(rω)dσ1 + rn−1

∫
∂B1(0)

2u
∂u(rω)

∂r
dσ1

= (n− 1)rn−2

∫
∂B1(0)

u2(rω)dσ1 + 2rn−1

∫
∂B1(0)

uuνdσ1

=
n− 1

r

∫
∂Br(0)

u2dσr + 2

∫
∂Br(0)

uuνdσr

作业：N(r) =
rD(r)

H(r)
,H ′(r) ⩾ 0Algrem 频率函数

作业：∆u = 0, |∇u| 6= 0, 0 < u < 1, u = 1∂Ω,Σt = {u = t} , 0 < t < 1

ϕ(t) = t−2

∫
u=t

|∇u|2dσ 证单增

Ω 任意有界区域

u 是静电场的电势,Ω 是带电导体
提示,u = |x|−1,
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1.2 平均值公式的应用

设 Ω ⊂ Rn 是区域,u ∈ C(Ω),∆u = 0,Br(x0) ⊂⊂ Ω,

u(x0) = −
∫
∂Br(x0)

u(x)dσ = −
∫
Br(x0)

u(x)dx.

1.2.1 强极值原理

定理 1.2.1 (强极值原理). 如果 u 在 x0 ∈ Ω 达到最大（小）值 M , 则 u ≡M .

证明. 连通性论证.

1.2.2 梯度内估计

∆u = 0 =⇒ ∆ui = 0 =⇒ ui(x0) = −
∫
Br(x0)

ui(x)dx =
1

|Br(x0)|

∫
∂Br(x0)

uνidσr

|ui|(x0) ⩽
|∂Br(x0)|
|Br(x0)|

sup
∂Br(x0)

|u| (1)
===

n

r
sup

∂Br(x0)

|u|

(1) |Br(x0)| =
rn

n
|Sn−1|, |∂Br(x0)| = rn−1|Sn−1|

|∇u|2(x0) =
∑

|ui|2(x0) ⩽ n

(
n

r
sup

∂Br(x0)

|u|

)2

|∇u|(x0) ⩽
1

r
n

3
2 sup
∂Br(x0)

|u| = 1

r
n

3
2 sup
Br(x0)

|u|

若 u ⩾ 0,|ui|(x0)
νi⩽1

⩽ 1

|Br(x0)|

∫
∂Br(x0)

udσr =
n

r
u(x0)

推论 1.2.2 (Liouville 定理). 若 u 为 Rn 上的上（下）有界调和函数, 则 u 为常数.

证明. 不妨设 u 为下有界调和函数, 否则考虑 −u.
不妨设 u > 0, 否则考虑 u+ c, 其中 c 为充分大的一个常数.
由梯度内估计, 任意固定 x0 ∈ Rn, 由梯度内估计,

|ui|(x0) ⩽
n

r
u(x0), 1 ⩽ i ⩽ n,∀ r > 0.

令 r → +∞, 知 ∇u(x0) = 0. 由 x0 任意性,∇u ≡ 0. 所以 u 为常数.
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1.3 定理另证

为了将上述三个定理：梯度内估计、Liouville 定理和极值原理推广到平均值公式不适用的一般
情形, 我们寻求不依赖于平均值公式的其他证法.

1.3.1 弱极值原理

引理 1.3.1.
设 Ω ⊂ Rn 为区域,u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),∆u > 0, 则 u 的最大值不可能在内部达到, 特别地,

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

证明. 设 x0 ∈ Ω 为最大值点, 进而为极大值点, 所以 ∆u(x0) ⩽ 0, 矛盾.

当我们将条件修改为 ∆u ⩾ 0 时, 很明显我们不能再直接通过相同的论证得到“u 的最大值不可
能在内部达到”的结果, 但在附加上 Ω 有界的条件后, 我们仍能得到 max

Ω
u = max

∂Ω
u.

定理 1.3.2 (弱极值原理).
设 Ω ⊂ Rn 为有界区域,u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),∆u ⩾ 0, 则

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

证明. 我们的思路是构造一个辅助函数 ϕ, 满足

(1) ∆ϕ > 0, 从而我们可以用上面的引理得到 max
Ω

ϕ = max
∂Ω

ϕ.

(2) ϕ 得跟 u 扯上点关系, 使得我们能够借助 ϕ 为桥梁建立起 max
∂Ω

u ⩾ max
Ω

u.

乍一看这似乎有些矛盾, 满足 max
Ω

ϕ ⩾ max
Ω

u 或 max
∂Ω

ϕ ⩽ max
∂Ω

u 的 ϕ 都不难构造, 但若想 ϕ 同

时满足这两个条件, 就得要求 max
∂Ω

u = max
∂Ω

ϕ,max
Ω

ϕ = max
Ω

u, 这太苛刻了.

我们的做法是以退为进, 给不等式一个 ε 容度, 再令 ε 趋近于零, 迂回实现我们的目的.
设 ϕ = u+ εx21, 让我们看看这个辅助函数.

• 首先,∆ϕ = ∆u+ 2ε ⩾ 2ε > 0, 满足我们的第一条要求.

• 其次, 在 Ω 上有 ϕ ⩾ u, 这建立了 max
Ω

ϕ ⩾ max
Ω

u.

• 再次,max
∂Ω

ϕ = max
∂Ω

(u+ εx21) ⩽ max
∂Ω

u+ εmax
∂Ω

x21.

• 最后, 合并两个不等式, 得到 max
∂Ω

u+ εmax
∂Ω

x21 ⩾ max
Ω

u, 令 ε→ 0+, 得证.

虽然我们已经证完了, 但请容许我再啰嗦两句, 让我们再仔细看看为了实现我们的目的 f = x21

必须满足什么样的要求

• f ⩾ 0 =⇒ max
Ω

ϕ ⩾ max
Ω

u

• ∆f > 0 =⇒ max
Ω

ϕ = max
∂Ω

ϕ

• max
∂Ω

f 有限 + ε 技巧 =⇒ max
∂Ω

ϕ ⩽ max
∂Ω

u+ εc
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其中第三条实际上不是对 f 的要求, 而是对 Ω 的要求（这也是我们用到条件中 Ω 有界的地方）

, 因为连续函数一定能够在紧集上达到最值.
因此我想说, 只要 f 满足 f ⩾ 0 和 ∆f > 0, 构造出来的 ϕ = u+ εf 都能够作为辅助函数.

1.3.2 整体梯度估计约化到边界梯度估计

设 u ∈ C1(Ω) ∩ C3(Ω),∆u = 0.
则 ∆|∇u|2 = 2

∑
u2ij + 2

∑
ujujii

∆u=0
===== 2

∑
u2ij ⩾ 0 =⇒|∇u| 最大值在 ∂Ω 达到.

1.3.3 梯度内估计

令 ξ = r2 − |x|2,ϕ = ξ2|∇u|2 + αu2, 其中 α 为待定系数.
ξi = −2xi,∆ξ = −2n.
ϕi = (ξ2)i|∇u|2 + ξ2(|∇u|2)i + 2αuui

∆ϕ = ξ2∆|∇u|2 +∆(ξ2)|∇u|2 + 2(ξ2)i(|∇u|2)i + 2α|∇u|2 + 2αu∆u

• ξ2∆|∇u|2 = 2ξ2
∑

u2ij

• ∆(ξ)2 = (2ξξi)i = 2|∇ξ|2 + 2ξ∆ξ = 8|x|2 − 4nξ = 8|x|2 − 4n(r2 − |x|2) = (4n+ 8)|x|2 − 4nr2

• 2(ξ2)i(|∇u|2)i = 8ξξiujuij = 8(ξuij)(ξiuj)

−8(ξuij)(ξiuj) = 4·2(−ξuij)(ξiuj) ⩽ 4·
(
1

ε
ξ2
∑

u2ij + ε|∇ξ|2|∇u|2
)

= 2ξ2
∑

u2ij+8|∇ξ|2|∇u|2

2ξ2
∑

u2ij ⩾ −8(ξuij)(ξiuj)− 8|∇ξ|2|∇u|2

目标：找 α 充分大使得 ∆ϕ ⩾ 0, 从而 ϕ 的最大值可在 ∂Br(x0) 达到,

α sup
∂Br(0)

|u|2 = sup
∂Br(0)

ϕ = sup
Br(0)

ϕ ⩾ ϕ(0) ⩾ r4|∇u(0)|2.

∆ϕ ⩾
(
2α+∆(ξ2)− 8|∇ξ|2

)
|∇u|2 ⩾ 0

2α+ 8|x|2 − 4nξ − 32|x|2 = 2α− 4n(r2 − |x|2)− 24|x|2 = 2α+ 4(n− 6)|x|2 − 4nr2 ⩾ 0

α ⩾ −2(n− 6)|x|2 + 2nr2 ⩽ 12|x|2 + 2nr2 ⩽ 12r2 + 2nr2 = 2(n+ 6)r2, 取 α = 2(n+ 6)r2

所以 r4|∇u(0)|2 ⩽ 2(n+ 6)r2 sup
∂Br(0)

|u|2 =⇒ |∇u(0)| ⩽
√

2(n+ 6)

r
sup
Br(0)

|u|
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1.3.4 对数梯度估计与 Liouville 定理

命题 1.3.3. Ω ⊂ Rn,u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω),∆u = 0,u > 0,Br(0) ⊂⊂ Ω.
目标：证明 sup

B r
2
(0)

|∇ logu| ⩽ cn
r

.

证明. 令 v = logu,u = ev,ui = evvi,∆u = ev(|∇v|2 +∆v) = 0 =⇒ ∆v = −|∇v|2(∗)
令 ϕ = ξ2|∇v|2. 设 ϕ 在 x0 处达到极大, 要利用 ϕi(x0) = 0 和 ∆ϕ(x0) ⩽ 0 给出 ϕ(x0) 的估计.

• ϕi = 2ξξi|∇v|2 + ξ2(|∇v|2)i = 0 =⇒ ξ(|∇v|2)i = −2ξi|∇v|2(?)

• ∆ϕ = ξ2∆|∇v|2 +∆(ξ2)|∇v|2 + 2(ξ2)i|∇v|2i

– ∆|∇v|2 = 2(vjvji)i = 2v2ij + 2vj(∆v)j
(∗)
=== 2v2ij − 2vj(|∇v|2)j

ξ2∆|∇v|2 = 2ξ2v2ij − 2ξvjξ(|∇v|2)j
(⋆)
=== 2ξ2v2ij + 4ξξjvj |∇v|2

– 2(ξ2)i(|∇v|2)i = 4ξξi(|∇v|2)i
(⋆)
=== −8|∇ξ|2|∇v|2

∆ϕ = 2ξ2v2ij + 4ξξjvj |∇v|2 +∆(ξ2)|∇v|2 − 8|∇ξ|2|∇v|2

–
n∑

i,j=1

v2ij ⩾
n∑
i=1

v2ii
Cauchy

⩾ 1

n
(∆v)2

(∗)
===

1

n
|∇v|4

0 ⩾ ∆ϕ ⩾ 2

n
|∇v|4ξ2 + 4ξvjξj |∇v|2 +

(
∆(ξ2)− 8|∇ξ|2

)
|∇v|2

0 ⩾ 2

n
|∇v|2ξ2 + 4ξvjξj +∆(ξ2)− 8|∇ξ|2

2

n
ξ2|∇v|2 ⩽ −4ξvjξj + 8|∇ξ|2 −∆(ξ2)

Cauchy

⩽ 1

n
ξ2|∇v|2 + 4n|∇ξ|2 + 8|∇ξ|2 −∆(ξ2)

1

n
ξ2|∇v|2(x0) ⩽ 4n|∇ξ|2 + 8|∇ξ|2 −∆(ξ2) = (12n+ 24)|x|2 + 4nr2 ⩽ (16n+ 24)r2

9

16
r4 sup

B r
2
(0)

|∇v|2 ⩽ sup
B r

2
(0)

(r2 − |x2|)2|∇v|2 = sup
B r

2
(0)

ϕ ⩽ sup
Br(0)

ϕ ⩽ ϕ(x0) ⩽ n(16n+ 40)r2

sup
B r

2
(0)

|∇v|2 ⩽ cn
r2

推论 1.3.4 (Liouvill 定理).

证明. 在 Liouville 定理中,Ω = Rn, 令 r → +∞, 即得证.

1.3.5 Harnack 不等式与强极值原理

u 在 x0 ∈ Ω 达到极大 M , 证 u ≡ u(x0) =MinΩ

引理 1.3.5 (Harnack 不等式). 设 ∆u = 0, u > 0, 任意 x, y ∈ B r
2 (0)
有,u(x) ⩽ cnu(y).

证明.

logu(x)− logu(y) = logu(tx+ (1− t)y)

∣∣∣∣t=1

t=0

=

∫ 1

0

d logu(tx+ (1− t)y)

dt dt
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=

∫ 1

0

∂ logu(tx+ (1− t)y)

∂xi
(x− y)idt

| logu(x)− logu(y)| ⩽
∫ 1

0

∣∣∣∣∂ logu(tx+ (1− t)y)

∂xi
(x− y)i

∣∣∣∣dt
⩽ sup

B r
2
(0)

|∇ logu||x− y|

⩽ cn
r

· r = cn

u(x) ⩽ ecnu(y)

注记. 若 u ⩾ 0, 令 v = u+ ε, 则 ∆v = 0 且 v > 0, 满足上述定理条件, 再令 ε→ 0.

v =M − u,v(x0) = 0, v ⩾= 0,∆v = 0.
2 月 24 日 18 分 56 秒

作业 1.3.6. 设 Ω ⊂ R2,u 满足 ∆u = −2 x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
.

设 ϕ = 2udetuij + 2u1u2u12 − u22u11 − u21u22, 证明 ∆ϕ ⩽ 0.
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1.4 基本解

我们寻求 Laplace 方程 ∆u = 0 的径向对称解 u(x) = v(r(x)).
因为 r 本身在原点处是不可微的, 所以其实我们没有理由去希望一个 Rn 上的解.
当 x 6= 0 时,ui = v′(r)

xi
r
, uii = v′′(r)

x2i
r2

+ v′(r)

(
1

r
− x2i
r3

)
.

因此 ∆u = 0 ⇐⇒ v′′ +
n− 1

r
v′ = 0.

得到基本解

Γ(x) =


1

2π
ln |x| n = 2

1

(2− n)ωn
|x|2−n n ⩾ 3

注意, 基本解满足的方程是 ∆Γ = δ0, x ∈ Rn.
事实上, 我们是存在一些在全空间上调和的函数的, 比如 n = 2 时可以借助全纯函数构造.
但我们马上会发现, 反而是这个不在全空间上调和的函数 Γ, 会在我们后面建立理论时提供更大

的帮助.
当 x

u(x) =

∫
Ω

u(y)Γ(y − x)dy
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1.5 Green 表示

回答： ∆u = f in Ω ⊂ Rn

u = ϕ on ∂Ω

u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)

注记. Green 表示的目的：如果有解, 解的表达式

唯一的,w = u1 − u2, ∆w = 0 in Ω ⊂ Rn

w = 0 on ∂Ω
=⇒ w ≡ 0

存在性？

• 经典解 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),f, ϕ,Ω 都要加条件

• 弱解, 任意 Ω 解是存在的, 与实际吻合

注记. 1925,Wiener,Ω 加什么条件当且仅当存在经典解.
弱解,1910-20

找经典解问题转化成 Green 函数存在性
Ω = BR(0),Green 函数（Kelvin 变换上半空间也有）
理论上来说, 平面情形下, 由共性变换, 都能找到∆u = f in BR(0)

u = ϕ on ∂BR(0)

球上 Dirichlet 问题可解.ϕ ∈ C0(∂Ω), f ∈ C(Ω)

=⇒

∆u = 0 in Ω ⊂ Rn

u = ϕ on ∂Ω

找解,u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),Perron 过程（不讲）难, 对 Ω 加条件.
即使找不出显式的 Green 函数,Green 函数的存在性也重要 =⇒ 解的性质
Green 表示：散度定理：∂Ω ∈ C1,Ω 有界区域 ⊂ Rn, ~X ∈ C1(Ω) 向量场∫
Ω

div ~XdV =

∫
∂Ω

~X · νdσ ∆u = f in Ω ⊂ Rn

u = ϕ on ∂Ω

Green 函数目的：写出解的表达式
u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)∫
Ω

(u∆v − v∆u)dV =

∫
Ω

(uvi − vui)idV =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dσ

技巧：如何处理有奇点的式子？Ω\Bε(x)
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本节要求解 Dirichlet 条件下的 Poisson 问题∆u = f

u = g

我们要做的事情大致是, 如何利用手头的信息, 即 ∆u 在 Ω 上的值和 u 在边界上的值, 来把 u 在 Ω

上的值表示出来.
不严格地说, 我们有

u(x) =

∫
Ω

u(y)∆yΓ(y − x)dy

但这个式子其实对我们没用, 因为我们不知道 u 在 Ω 上的信息, 但结合第二格林公式∫
Ω

u∆yΓ(y − x)−∆uΓ(y − x)dy =

∫
∂Ω

u(y)
∂Γ(y − x)

∂ν
− Γ(y − x)

∂u

∂ν
dσy

定理 1.5.1. ∂Ω ∈ C1 有界,

u(x) =

∫
Ω

Γ(x− y)∆yu(y)dy −
∫
∂Ω

(
Γ(x− y)

∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂Γ

∂ν
(x− y)

)
dσy, ∀ x ∈ Ω

证明. x 固定
令 v(y) = Γ(x− y),
在 Ω\Bε(x) 上做∫
Ω

{u∆Γ(u− y)− Γ(x− y)∆u}dV =

∫
∂(Ω\Bε(x))

[
u
∂Γ

∂ν
(x− y)− Γ(x− y)

∂u

∂ν

]
dσy = x0

ν 为 ∂(Ω\Bε(x)) 外发想, 在 ∂Bε(x) 上,ν = −x
ε∫

∂(Ω\Bε(x))

[]dσ =

∫
∂Ω

(∗)dσ +

∫
∂Bε(x)

[
u
∂Γ

∂ν
(x− y)− Γ(x− y)

∂u

∂ν

]
dσ

计算

(1) =

∫
∂Bε(x)

u
∂Γ

∂ν
(x− y)dσy

∂Γ

∂ν
(x− y) = cn

∂(|x− y|2−n)
∂yi

(
−(y − x)i

ε

) ∣∣
|x−y|=ε

∂

∂y
(|x− y|2)

2−n
n =

2− n

2
|x− y|−n2(y − x)i

cn(2− n)|x− y|−n(y − x)i

(
−(y − x)i

ε

)
= cn(n− 2)|x− y|1−n = (n− 2)cnε

1−n

(1) = (n− 2)cnε
1−n

∫
∂Bε(x)

u(y)dy ε→0+

===== (n− 2)cnε
1−nu(x)εn−1ωn = −u(x)

(2) =

∫
∂Bε(x)

Γ(x− y)
∂u

∂γ
dσ = cnε

2−n
∫
∂Bε

∂u

∂ν
dσ ⩽ cnε · εn−1ωn sup

∂∂Bε(x)

|∇u| → 0

上面一行漏了绝对值

−
∫
Ω

Γ(x− y)∆u(y)dV =

∫
∂Ω

(
u
∂Γ

∂ν
(x− y)− Γ(x− y)

∂u

∂ν

)
dσ + u(x)

u(x) =

∫
Ω

Γ(x− y)∆u(y)dV −
∫
∂Ω

(
Γ(x− y)

∂u

∂ν
− u

∂Γ

∂ν
(x− y)

)
dσ(1)

但我们仍觉得这个不够好
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引进 Φ(x, y), ∆yΦ(x− y) = 0 in Ω

Φ(x− y) = Γ(x− y) y ∈ ∂Ω

令 v = Φ(x, y),∫
Ω

−Φ(x, y)∆udV =

∫
∂Ω

(
u
∂Φ

∂ν
− Φ(x, y)

∂u

∂ν

)
dσ(2)

(1)− (2)

u(x) =

∫
Ω

[Γ(x− y)− Φ(x− y)]∆u(y)dV +

∫
∂Ω

[
u
∂(Γ− Φ)

∂ν
− (Γ− Φ)

∂u

∂ν

]
dσ

G(x− y) = Γ(x− y)− Φ(x− y) =⇒ u(x) =

∫
Ω

G(x, y)∆u(y)dV +

∫
∂Ω

u
∂G

∂ν
(x, y)dσy

但还不知道 Φ(x, y) 存在性

定理 1.5.2. Ω = BR(0),

G(x, y) =
1

(2− n)ωn

(
|y − x|2−n −

∣∣∣∣ |x|R y − R

|x|
x

∣∣∣∣2−n
)

G(x, y) =
1

2π

(
log |y − x| − log

(
|x|
R
y − R2

|x|2
x

))
证明.

结论： ∆u = 0 in BR(0)

u = ϕ on ∂BR(0)

u(x) =

∫
∂BR(0)

ϕ(y)
∂G

∂ν
(x− y)dσy

作业：
∂G

∂ν
(x− y) =

∂G

∂yi
(x− y)

yi
R

∣∣
|y|=R

∂

∂yi
|y − x|2−n = (2− n)|y − x|−n(y − x)i

∂

∂yi

∣∣∣∣ |x|R y − R

|x|
x

∣∣∣∣2−n =?

解存在前提下得到, 作业 2：验证它 ∈ C2(BR) ∩ C(BR(0))
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1.6 调和函数的奇点可去定理

∆u = 0,BR(0)\ {0}

u(x) =

 o
(
|x|2−n

)
, n ⩾ 3

o(log |x|) n = 2

则 u 在 0 处能定义, 使得 ∆u = 0, BR(0)
n∑
i=1

(
ui√

1 + |∇u|2

)
i

= 0

H(u) : BR(0)\ {0} 奇点可去

n ⩾ 3,v =

∆v = 0 in BR(0)

v =

w = v − u,M = sup
∂BR

|u|,Mr = sup
∂Br(0)

|u|

−Mr
rn−2

|x|n−2
⩽W ⩽Mr

rn−2

|x|n−2
⩽W ⩽Mr

rn−2

|x|n−2
, ∂BR\Br(0)

=⇒ −Mr
rn−2

|x|n−2
⩽ w ⩽Mr

rn−2

|x|n−2

=⇒Mr = sup
∂Br

|w| ⩽ sup
∂Br

|u|+ sup
∂Br

|v|

|w(x)| ⩽ (M + sup∂Br
|u|)rn−2

|x|n−2
→ 0 =⇒ w ≡ 0

作业 3,n = 2.
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椭圆方程 I

极值原理的一些陈述的比较

• u 不可能在内部达到极大值
区域有界＋连续到边

=⇒ u 的最大值在边界达到

• u 的最大值在边界达到 =⇒ u 在 ∂Ω 上的上界估计能给出 u 在 Ω 上的上界估计.

• u 的非负最大值在边界达到

– u 可以取不到最大值（当然在 Ω 有界的情况下,u 能达到在 Ω 上的最大值）

– 假如 u 取的到最大值

∗ 最大值可能为负, 此时我对它在哪点取到最大值没有限制, 但天然地有上界估计
∗ 最大值可能非负, 此时必定能在边界取到（注意不是只能在边界取到）, 从而 u 在 ∂Ω

上的上界估计能给出 u 在 Ω 上的上界估计

• u 的非负最大值只能在边界达到, 除非 u 为常数/若 u 在内部达到非负极大值, 则 u 为常数

• u 不可能在内部达到非负极大值

模长估计当然既是上界估计又是下界估计！

极值原理的一些条件的比较

• 给一个 L u ⩾ 0 的 u, 那 ũ = −u 便满足 L ũ ⩽ 0.

19
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2.1 一般椭圆方程的弱极值原理

引理 2.1.1. A ⩾ 0, B ⩽ 0, tr(AB) ⩽ 0.

2.1.1 c ≡ 0

引理 2.1.2. 设 Ω ⊂ Rn 为区域,u ∈ C2(Ω),L u = aijuij + biui > 0,∀ x ∈ Ω, 其中 aij 处处为半正定

矩阵, 则 u 不可能在内部达到极大值.

注记. 解析一下条件：u ∈ C2(Ω) 是为了在经典的意义下 L 能作用到 u 上.

命题 2.1.3. 设 Ω ⊂ Rn 为有界区域,u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),L u = aijuij + biui ⩾ 0,∀ x ∈ Ω, 其中
aij ⩾ λI 处处成立,λ > 0,‖b‖C0(Ω) = Λ, 那么 u 的最大值在边界达到.

证明. 考察 ϕ = u+ εeβx1 , 其中 ε > 0 为任意常数,β 为待定系数.
如果能选取合适的 β = β0 使得 L ϕ > 0,∀ x ∈ Ω, 则 ϕ 的最大值在边界达到, 那么

sup
Ω

u ⩽ sup
Ω

ϕ = sup
∂Ω

ϕ ⩽ sup
∂Ω

u+ εC.

令 ε→ 0 即得 sup
Ω

u = sup
∂Ω

u. 下寻找合适的 β = β0.

ϕi = ui + εβeβx1δi1

ϕij = uij + εβ2eβx1δi1δj1

L ϕ = aijϕij + biϕi = L u+ εβeβx1(βa11 + b1)

取 β = β0 使得 λβ0a11 + b1 ⩾ 0.

注记. 解析一下条件：

• Ω 有界 =⇒ eβ0x1 有界

• Ω 有界 + u ∈ C(Ω)=⇒u 和 ϕ 在 Ω 上能取到最大值.

• aij 和 bi 的控制 =⇒ 能取到合适的 β = β0

2.1.2 c ⩽ 0

引理 2.1.4. 设 Ω ⊂ Rn 为区域,u ∈ C2(Ω),L u = aijuij + biui + cu > 0,∀ x ∈ Ω, 其中 aij 处处为半

正定矩阵,c ⩽ 0, 则 u 不可能在内部达到非负极大值.

注记. 不管是什么版本的极值原理, 我们的终极目标是给出 u 的估计.
因此不妨从 u 取到最大值的情形出发去理解结论:

• u 在边界 ∂Ω 上取到最大值

此时皆大欢喜,u 在边界 ∂Ω 上的上界估计能给出 u 在整体 Ω 上的上界估计.

• u 在内部 Ω 中取到最大值

这也没有问题, 因为引理告诉我们这个最大值必须是负的, 从而天然地有上界估计 u < 0.

将这两种情形合并起来, 还是“u 在边界 ∂Ω 上的上界估计能给出 u 在整体 Ω 上的上界估计”.
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命题 2.1.5. 设 Ω ⊂ Rn 为有界区域,u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),L u = aijuij + biui + cu ⩾ 0,∀ x ∈ Ω, 其中
aij ⩾ λI 处处成立,λ > 0,‖b‖C0(Ω) = Λ,c ⩽ 0, 那么 u 的非负最大值在边界达到.

证明. ϕ = u+ εeαx1 .
L ϕ = L u+ εeαx1(α2a11 + αb1 + c)

取 α = α0

α2
0λ− (α0 + 1)Λ = 1 =⇒ L ϕ > 0

取 α = α0, α
2
0λ− (1 + α0)Λ = 1, 此时,L ϕ > 0inΩ 由 Step2 知,ϕ 的非负最大值在 ∂Ω 达到.

supu ⩽ sup
Ω
ϕ ⩽ sup

∂Ω
(u+ εeα0x

1

)+ ⩽ sup
∂Ω

u+ + ε sup
∂Ω

eα0x
1

=⇒ sup
Ω
u ⩽ sup

∂Ω
u+

注记. 还是从 u 取到最大值的情形出发理解结论

• 如果 u 的最大值是非负的, 命题告诉我们该最大值在边界取到, 从而 u 在边界 ∂Ω 上的上界估

计能给出 u 在整体 Ω 上的上界估计.

• 如果 u 的最大值是负的, 天然地有上界估计 u < 0.

将这两种情形合并起来, 还是“u 在边界 ∂Ω 上的上界估计能给出 u 在整体 Ω 上的上界估计”.

例 2.1.6. Ω = [0, π]× [0, π] ∆u+ 2u = 0

u
∣∣
∂Ω

= 0
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2.2 Dirichlet 边值问题的有界估计

3 月 3 日 1 小时 05 分 52 秒
所谓有界估计是指对 ‖u‖C0(Ω) 的估计.

对于 Dirichlet 边值的 Laplace 方程

∆u = 0 x ∈ Ω

u = ϕ x ∈ ∂Ω
, 由弱极值原理我们知道 u 在 Ω 上的

大小被 u 在 ∂Ω 上的大小控制, 即有 ‖u‖C0(Ω) ⩽ ‖ϕ‖C0(∂Ω).
注意此时 ‖u‖C0(Ω) 与区域 Ω 的大小无关.

2.2.1 Baby 版本

接下来我们问

∆u = 1 x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
的情形如何. 更一般情形的想法完全体现在这个简单例子中.

一侧是显然的, 因为 ∆u > 0, 所以 u 的极大值（从而最大值）不可能在内部取到, 所以 u < 0.
为了得到另一侧的估计, 我们的思路是找到一个合适的函数 v, 它在边界上能控制住 u, 再利用

弱极值原理来说明它在整体上都能控制住 u.
这个论证可抽象为如下的

引理 2.2.1 (比较定理). 设 Ω ⊂ Rn 是有界区域,u, v ∈ C2(Ω) ∩C(Ω),L u = aijuij + biui + cu, 其中

c ⩽ 0, 若

L u ⩾ L v x ∈ Ω

u ⩽ v x ∈ ∂Ω
, 则 u ⩽ v, x ∈ Ω.

下面来找合适的 v.
当 Ω = BR(0) 时, 我们能直接写出这个方程的解 |x|2 −R2

2n
.

对于一般的有界区域 Ω, 总能找到 x0 和 R 使得 Ω ⊂ BR(x0).

令 v =
|x− x0|2 −R2

2n
, 则 ∆v = 1, v

∣∣
∂Ω

< 0, 满足条件 =⇒ 在 Ω 中 v < u.

则
|x− x0|2 −R2

2n
⩽ u ⩽ 0

2.2.2 Poisson 方程

3 月 3 日 1 小时 23 分 48 秒

考虑 Poisson 方程

∆u = f x ∈ Ω

u = ϕ x ∈ ∂Ω
, 其中 Ω ⊂ BR(x0), F = ‖f‖C0(Ω),Φ = ‖ϕ‖C0(∂Ω).

令 v = −Φ+

(
|x− x0|2 −R2

2n

)
F , 容易验证 v ⩽ u ⩽ −v.

2.2.3 一般椭圆方程

3 月 3 日 1 小时 31 分 07 秒
c(x) ⩽ 0,L u =

∑
aijuij +

∑
biui + cu = f 求 ‖u‖C0 先验估计

Ω ⊂ {0 < x1 < d} .
v = Φ+ (eµd − eµx1)F , 其中 µ 待定
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v
∣∣
∂Ω

⩾ Φ ⩾ u
∣∣
∂Ω

vi = −µF eµx1δi1

vij = −µ2F eµx1δ1iδj1

L v =
∑

aijvij +
∑

bivcv = µF eµx1(−µa11−b1) + c(x)Φ + c(x)
(
eµd − eµx1

)
F
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2.3 整体梯度估计约化到边界梯度估计

3 月 3 日 1 小时 50 分 8 秒
回忆：∆u = 0, 令 ϕ = |∇u|2,∆ϕ = 2

∑
u2ij ⩾ 0=⇒ |∇u| 的最大值在边界达到.

2.3.1 Poisson 方程

∆u = f, f ∈ C1(Ω), u ∈ C3(Ω) ∩ C1(Ω),‖u‖C0(Ω) ⩽M ,Ω ⊂ {0 < x1 < d}.
要构造一个含 |∇u|2 的 ϕ 使得 ∆ϕ ⩾ 0.
∆|∇u|2 = 2u2ij + 2ujfj .
2u2ij 是个平民项. 首先, 它大于等于零, 与我们的目标一致；其次, 它不足以用来控制坏项.
2ujfj ⩾ −2|∇u||∇f | ⩾ −2‖∇f‖C0(Ω)|∇u| 是个坏项, 我们必须引入好项来控制它！

尝试一

3 月 3 日 1 小时 52 分 42 秒
ϕ = |∇u|2 + αu2, 其中 α 为待定系数.
ϕi = 2ujuji + 2αuui

∆ϕ = ϕii = 2u2ji + 2ujujii + 2αu2i + 2αuuii = 2u2ij + 2ujfj + 2α|∇u|2 + 2αuf .
2α|∇u|2 是好项！作为 |∇u| 的二次项, 它能够用来控制 |∇u| 的一次项 −2‖∇f‖C0(Ω)|∇u|, 即

2α|∇u|2 − 2‖∇f‖C0(Ω)|∇u| ⩾ −
‖∇f‖C0(Ω)

2α
.（用到了 ax2 + bx ⩾ − b2

4a
, 其中 a > 0）

但这并没有完全达到我们的目的.

一方面, 二次项在干掉一次项时, 还留下了残党常数项 −
‖∇f‖C0(Ω)

2α
需要控制. 另一方面, 为了

引入二次项这个好项, 我们也做出了一些牺牲, 即同时引入了常数项 2αuf ⩾ −2αM‖f‖C0(Ω).

尝试二

3 月 3 日 1 小时 57 分 10 秒
ϕ = |∇u|2 + eβx1 , 其中 β 为待定系数.
ϕi = 2ujuji + βeβx1δi1

∆ϕ = ϕii = 2u2ji + 2ujujii + β2eβx1δi1 = 2u2ij + 2ujfj + β2eβx1

β2eβx1 对于 2ujfj 无能为力, 但我们注意到它能够用来控制常数项！

尝试三

3 月 3 日 1 小时 58 分 59 秒
ϕ = |∇u|2 + αu2 + eβx1

∆ϕ = 2u2ij + 2ujfj + 2α|∇u|2 + 2αuf + β2eβx1

∆ϕ ⩾ 2u2ij + β2 −
‖∇f‖C0(Ω)

2α
− 2αM‖f‖C0(Ω).

令 α = 1, 取 β = β0 充分大使得 ∆ϕ ⩾ 0. 从而

sup
Ω

|∇u|2 ⩽ sup
Ω
ϕ ⩽ sup

∂Ω
ϕ ⩽ sup

∂Ω
|∇u|2 +M2 + eβ0d.
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2.3.2 一般椭圆方程

3 月 3 日第二段 4 分 27 秒
3 月 3 日第二段 23 分 5 秒——30 分 42 秒

作业 2.3.1. 证明一般情形.
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2.4 Dirichlet 边值问题的边界梯度估计

3 月 7 日 6 分 7 秒, 前情回顾及内容提要
3 月 7 日 16 分 33 秒

定义 2.4.1. 称 Ω ⊂ Rn 满足外球条件, 如果

d(x) =从x到∂BR(y) 的距离 = |x− y| −R

定理 2.4.2. 设 u ∈ C2(Ω) ∩C(Ω),L u = aijuij + biui + cu, 其中 aij , bi, c ∈ C(Ω), aij ⩾ λI. 设 ϕ ∈

C2(Ω), 那么对于 Dirichlet 边值问题

L u = f x ∈ Ω

u = ϕ x ∈ ∂Ω
成立 |u(x)− u(x0)| ⩽ c|x− x0|,∀ x ∈ Ω.

其中 x0 ∈ ∂Ω, c ∼ λ,Ω, ‖aij , bi, c‖L∞(Ω),M = sup
Ω

|u|, ‖f‖L∞(Ω), ‖ϕ‖C2(Ω).

证明. L̃u =
∑

aijuij + biui = f − cu = f̃

令 v = u− ϕ, L̃v = Lu− Lϕ = f − Lϕ L̃v = L̃u− L̃ϕ = f̃ − L̃ϕ

v = 0 Lu = f̃

u = 0

如果存在 w(x) 使得 L̃w ⩽ −F, F = ‖f̃‖C0(Ω)

w(x0) = 0, w(x) ⩾ 0inΩ

=⇒ −w ⩽ u ⩽ winΩ
v = w − u, L̃v = L̃w − L̃u ⩽ −F − f̃ ⩽ 0

令 w = ψ(d), d(x) = |x− y| −R,ψ(0) = 0, ψ′(d) > 0

L̃w =
∑

aijψij +
∑

biψi

|x− y|i = (|x− y|2) 1
2

ψi = ψ′di

ψij = ψ′′didj = ψ′dij

dij

|∇d|2 = 1

L̃w = ψ′′
∑

aijdidj + ψ′
∑

aijdij + ψ′
∑

bidi ⩽ −F
aijdidj ⩾ λ|∇d|2 = λ

aijdij =

∑
aij

|x− y|
−
∑
aij(x− y)

|x− y|3
⩽ nΛ

|x− y|
− λ

|x− y|
=
nΛ− λ

Rψ′′ < 0, λψ; ; +
nΛ− λ

R
ψ′ + Λ ⩽ −F

psi(0) = 0
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2.5 Hopf 引理与一般椭圆方程的强极值原理

3 月 7 日 1 小时 7 分 13 秒——1 小时 10 分 22 秒,Hopf 引理陈述
3 月 7 日 1 小时 10 分 23 秒——1 小时 13 分 15 秒, 简单情形＋内球条件 =⇒ 一般情形
3 月 7 日 1 小时 13 分 16 秒——1 小时 31 分 6 秒, 简单情形的证明
3 月 7 日 1 小时 31 分 12 秒——1 小时 33 分 31 秒, 回顾
Lu = aijuij + biui + cu.

定理 2.5.1 (Hopf 引理). 设 Ω = BR(0), u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω). 设 L u ⩾ 0, 其中 c ⩽ 0. 若 u 在

x0 ∈ ∂BR(0) 处取到最大值 u(x0) ⩾ 0, 那么 ∂u

∂n
(x0) > 0.

注记. 若 u 在 x0 ∈ ∂BR(0) 处取到最大值, 那么 ∂u

∂n
(x0) ⩾ 0.

证明. 设 Ω̃ = BR(0)\BR
2
(0). 令 ψ(x) = e−µ|x|2 − e−µR2

, ϕ(x) = u(x)− u(x0) + εψ(x).
假设可取 µ = µ0 充分大使得 L ψ ⩾ 0, 那么 L ϕ = L u− c(x0)u(x0) + εL ψ ⩾ 0.
取定 µ = µ0, 容易验证可选取 ε = ε0 充分小使得 ϕ 在 ∂Ω̃ 上小于等于零.
因此 ϕ 在 Ω̃ 上的最大值在 x0 处达到, 从而 ∂ϕ

∂n
(x0) =

∂u

∂n
(x0) + ε0

∂ψ

∂n
(x0) ⩾ 0.

3 月 7 日 1 小时 34 分 44 秒——1 小时 37 分 58 秒, 强极值原理陈述
3 月 7 日 1 小时 38 分 17 秒——1 小时 41 分 44 秒, 强极值原理证明

定理 2.5.2 (强极值原理). Lu =
∑

aijuij +
∑

biui + cu ⩾ 0

c(x) ⩽ 0 =⇒ u 的非负最大值一定在 ∂Ω 达到, 否则 u ≡ const

证明.

3 月 7 日 1 小时 41 分 45 秒——1 小时 45 分 44 秒, 布置作业

作业 2.5.3.

证明. 见第 6 次习题课第一题

作业 2.5.4.

证明. 见第 5 次习题课第一题

3 月 10 日 6 分 15 秒——12 分 41 秒, 内容提要与前情回顾
3 月 10 日 14 分 32 秒, 去掉 c(x) ⩽ 0 的条件

3 月 10 日 16 分 45 秒——21 分 2 秒, 证明

定理 2.5.5. 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) 满足 Lu ⩾ 0. 如 u ⩽ 0 在 Ω, 则 u < 0 在 Ω 或 u ≡ 0 在 Ω.

证明. 记 c(x) = c+(x)− c−(x), 其中 c+(x) 为 c(x) 的正部,c−(x) 为 c(x) 的负部.
Lu ⩾ 0 =⇒ aijuij + biui − c−(x)u ⩾ −c+(x)u ⩾ 0, x ∈ Ω.
由强极值原理, 若存在一点 x0 ∈ Ω 使得 u(x0) = 0, 则 u ≡ 0.
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2.6 强极值原理的应用

3 月 10 日 27 分 30 秒
回忆作业1.3.6, 设 Ω ⊂ R2,u 满足 ∆u = −2 x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
.

设 ϕ = 2udetuij + 2u1u2u12 − u22u11 − u21u22, 我们证明了 ∆ϕ ⩽ 0.

由强极值原理,u > 0inΩ；由 Hopf 引理,∂u
∂n

∣∣∣∣
∂Ω

< 0.

3 月 10 日 29 分 28 秒, 附加 Ω ⊂ R2 为有界凸区域.
设 v = −

√
u, 我们要证 v 严格凸.

• u = v2, v < 0

• ui = 2vvi,∆u = 2|∇v|2 + 2v∆v = −2

所以 v 满足 
v∆v = −(1 + |∇v|2)

v
∣∣
∂Ω

= 0

v < 0

.

ϕ = 2udetuij + 2u1u2u12 − u21u22 − u22u11

设 ψ = 8v4 det vij

• vi = −1

2
u−

1
2ui

• vij =
1

4
u−

3
2uiuj −

1

2
u−

1
2uij =

1

4
u−

3
2 (uiuj − 2uuij)

ψ = 8v4 · u
−3

16

∣∣∣∣∣ u21 − 2uu11 u1u2 − 2uu12

u1u2 − 2uu12 u22 − 2uu22

∣∣∣∣∣
= u21u

2
2 − 2uu21u22 − 2uu11u

2
2 + 4u2u11u22 − u21u

2
2 − 4u2u12 + 4uu1u2u12

=
1

2u

(
4u2 detuij + 2u(u1u2u12 − u22u11 − u21u22)

)
= ϕ

注记. 3 月 10 日 40 分 5 秒,ψ 怎么想到的.
∂u

∂n
< 0 =⇒ u ∼ c0d(x)

−c1 ⩽
∂u

∂n
⩽ −c2

x ∈ Ω, d(x) = dist(x, ∂Ω)
∂d

∂v
= −1

u ∼ dα

ui ∼ dα−1

uij ∼ dα−2

−∆u ∼ dα−2 = −2 = d0

α− 2 = 0, α = 2
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陈书例题,Ω 为等边三角形,1
2
最佳.

3 月 10 日 45 分 32 秒
ϕ
∣∣
∂Ω

= 2u1u2u12 − u22u11 − u21u22

u(x1, x2) ≡ const

曲率
2u1u2u12 − u22u11 − u21u22

|∇u|2
ϕ
∣∣
∂Ω

= (k|∇u|3)
∣∣
∂Ω

|∇u|2 = u2T + u2v ⩾ 0

ϕ
∣∣
∂Ω

⩾ 0∆ϕ ⩽ 0inΩ

ϕ
∣∣
∂Ω⩾0

=⇒ ϕ > 0inΩ

v = −
√
u 严格凸函数（v 的特征值加起来乘起来都大于零）

title

3 月 30 日 53 分 1 秒

命题 2.6.1. 方程 v∆v = −(1 + |∇v|2)
如 ϕ = det vij ⩾ 0

则 ϕ ≡ 0inΩ 或 ϕ > 0in Ω

证明. 记 E = {x ∈ Ω | ϕ(x) = 0}. 假设 ∃ x0 ∈ Ω, ϕ(x0) = 0, 则 E 6= ∅.
因为 v ∈ C3(Ω), 所以 E 是 Ω 中的相对闭集. 下证 E 相对 Ω 为开.
即证若 x1 ∈ E, 那么存在 ε > 0 使得 ϕ(x) ≡ 0 在 Bε(x1) 上.
由强极值原理及 ϕ ⩾ 0, 只需证明 ∆ϕ ⩽ c1|∇ϕ|+ c2ϕ 在某个 Bε(x1) 上成立.
ϕ = det vij = v11v22 − v212

ϕ(x1) = 0, v11 + v22 > 0

对 x̄ 在 x1 的小邻域上, 旋转坐标系使得 v11(x̄) ⩾ v22(x̄), v12(x̄) = 0 =⇒ v11(x̄) ⩾ c0 > 0

• ϕ(x̄) = v11(x̄)v22(x̄) =⇒ v22(x̄) =
ϕ(x̄)

v11(x̄)

• ϕi = v11iv22 + v11v22i − 2v12v12i =⇒ ϕi(x̄) = v11i(x̄)v22(x̄) + v11(x̄)v22i(x̄)

v22i(x̄) =
ϕi(x̄)− v11i(x̄)v22(x̄)

v11(x̄)
=
ϕi(x̄)

vii(x̄)
− v11i(x̄)

v11(x̄)
· ϕ(x̄)
v11(x̄)

• ∆ϕ = v11iiv22 + 2v11iv22i + v11v22ii − 2v212i − 2v12v12ii

∆v = −1 + |∇v|2

v
=: f(v, |∇v|2)

∆v1 = fvv1 + fpivi1

v111 + v221 + fvv1 + fpivi1

• =(D11f)
ϕ

v11

• =2v111v221 + 2v112v222

= 2v111

(
ϕ1

v11
− v11iϕ

v211

)
+ 2v112

(
ϕ2

v11
− v112ϕ

v211

)
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∆v22 = fvvv
2
2 + fvpiv2v2i + fvv22

+fpivvi2v2 + fpipjvi2vj2 + fpivi22

v11 = f − v22 = f − ϕ

v11

• ffvvv
2
2 +O(ϕ) +O(|∇ϕ|)

• = −2v2112 − 2v2122

– v112 + v222 = fvv2 + fpivi2

v112 = fvv2 + fpivi2 − v222 = fvv2 + o(ϕ+ |∇ϕ|)

= −2v2112 = −2f2
v v

2
2 + o(ϕ+ |∇ϕ|)

∆ϕ ⩽ ffvvv
2
2 − 2f2

v v
2 + c1ϕ+ c2|∇ϕ|2

f = −1 + |∇v|2

v
, fv =

1 + |∇v|2

v2
, fvv =

2(1 + |∇v|2)
v4

− 2(1 + |∇v|2)2

v2

3 月 10 日 1 小时 16 分 50 秒——1 小时 18 分 53 秒, 布置作业

作业 2.6.2.

证明. 见第五次习题课第二题
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2.7 卷积与光滑子

定义 2.7.1. 设 f 和 g 是 Rn 上的可测函数, 若积分∫
Rn

f(x− y)g(y)dy

存在, 则称此积分为 f 与 g 的卷积, 记为 (f ∗ g)(x).

定义 2.7.2. 称 ϕ ∈ C∞
0 (Rn) 为一个光滑子, 如果它满足

(1)

∫
Rn

ϕ(x)dx = 1

(2) lim
ε→0

ϕε(x) = lim
ε→0

ε−nϕ
(x
ε

)
= δ(x).

例 2.7.3. 定义

η(x) =

Ce
1

|x|2−1 |x| < 1

0 |x| ⩾ 1

其中选取常数 C 使得

∫
B1(0)

η(x)dx = 1.

定义 2.7.4. 设 f ∈ L1
loc(U), 定义

f ε(x) = (ηε ∗ f)(x) = ε−n
∫
Rn

η

(
x− y

ε

)
f(y)dy.

容易验证

(1) f ε ∈ C∞(Uε), Uε = {x ∈ U | dist(x, ∂U) > ε}.

(2) 若 f ∈ C∞(U), 则 ∂f ε

∂xi
(x) = (ηε ∗

∂f

∂xi
)(x).

命题 2.7.5. 若 f ∈ C(U)/Lploc(U)/W k,p
loc (U), 则 f ε

Tc.c./L
p
loc(U)/Wk,p

loc (U)
−−−−−−−−−−−−−−→ f , 其中 1 ⩽ p <∞.

证明. (i) 即证对于任意 V ⊂⊂ U , 成立 lim
ε→0

sup
x∈V

|f ε(x)− f(x)| = 0. 直接计算即可.

|f ε(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫
B(0,1)

η(z) (f(x− εz)− f(x))dz
∣∣∣∣ ⩽ ∫

B(0,1)

|f(x− εz)− f(x)|dz

sup
x∈V

|f ε(x)− f(x)| ⩽ C sup
x∈V

sup
y∈B(x,ε)

|f(x)− f(y)| → 0, ε→ 0.

(ii) 即证对于任意 V ⊂⊂ U , 成立 lim
ε→0

‖f ε − f‖Lp(V ) = 0. 取 V ⊂⊂W ⊂⊂ U .

由周民强引理 6.6, 对于 ∀ δ > 0, 存在 g ∈ C0(Rn) 满足 ‖f − g‖Lp(V ) ⩽ ‖f − g‖Lp(W ) < δ.

‖f ε − f‖Lp(V ) ⩽ ‖(f − g)ε‖Lp(V ) + ‖gε − g‖Lp(V ) + ‖g − f‖Lp(V )

•

• 由 (i), 对于 ∀ δ > 0, 存在 ε 使得 ‖gε − g‖Lp(V ) < δ.

‖f ε‖Lp(V ) ⩽ ‖f‖Lp(W )
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(iii) 3 月 24 日 1 小时 3 分 15 秒

按定义, 需要验证对任意紧集 V ⊂ U , 有 uε
Wk,p(V )−→ u.

‖uε − u‖p
Wk,p(V )

△
=
∑
|α|⩽k

‖Dαuε −Dαu‖pLp(V )

(∗)
=
∑
|α|⩽k

‖ηε ∗Dαu−Dαu‖pLp(V ) → 0

(∗) : Dα
xu

ε(x) = Dα
x

∫
Rn

ε−nη

(
x− y

ε

)
u(y)dy LDT

=====

∫
Rn

ε−nDα
xη

(
x− y

ε

)
u(y)dy

= (−1)|α|
∫
Rn

ε−nDα
y η

(
x− y

ε

)
u(y)dy △

=

∫
Rn

ε−nη

(
x− y

ε

)
Dαudy = (ηε ∗Dαu)(x)

作业：f ε → f 几乎处处
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2.8 截断函数的构造

3 月 14 日 24 分 10 秒

命题 2.8.1. 任意 Ω1 ⊂⊂ Ω, 存在 ξ ∈ C∞
0 (Ω), 满足

0 ⩽ ξ ⩽ 1, ξ ≡

 1 Ω′

0 Ωc
, |Dαξ| ⩽ cn,|α|

dist(Ω′, ∂Ω)|α|
.

注记. 以前用 ξ = R2 − |x|2.

证明. 令 d =
1

3
dist(Ω′, ∂Ω),Ω′′ = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) > 2d} .

断言 ξ(x) =

∫
Ω

ηε(x− y)χΩ′′(y)dy 满足要求, 其中 0 < ε < d,χΩ′′ 为特征函数.

下验证满足要求：

• ξ ∈ C∞
0 (Ω), x ∈ Ω′

•
∣∣∣∣x− y

ε

∣∣∣∣ ⩽ 1 =⇒ y ∈ Ω′′ =⇒ χ(y) = 1 =⇒ ξ(x) ≡ 1

• ξ ≡ 1, x ∈ Ω′

• x ∈ Ω̃c,
|x− y|
ε

< 1,y ∈ (Ω′′)c, χΩ′′(y) = 0

• 0 ⩽ ξ ⩽ 1

• ∂ξ

∂xi
(x) = ε−n

∫
Ω

∂η

∂xi

(
x− y

ε

)
χΩ′′(y)dy

η(x) = η(|x|)

r =
|x− y|
ε

,
∂η

∂xi

(
x− y

ε

)
=
∂η

∂r

∂r

∂xi
=

1

ε

(x− y)i
|x− y|

∂η

∂r

= ε−nε−1

∫
Ω

(x− y)i
|x− y|

∂η

∂r
χΩ′′(y)dy∣∣∣∣∂ξ(x)∂xi

∣∣∣∣ = ε−1

∫
Ω

∣∣∣∣ε−n ∂η∂r χΩ′′(y)
(x− y)i
|x− y|

dy
∣∣∣∣ ⩽ ε−n−1

∫
Ω

∣∣∣∣∂η∂r
(
x− y

ε

)∣∣∣∣dy
z =

y − x

ε
,dy = εndz

= ε−1

∫
Ω

∣∣∣∣∂η∂z (z)
∣∣∣∣dz ⩽ cn

1

d∣∣∣∣∂αξ(x)∂xα

∣∣∣∣ ⩽ cn,|α|
dα
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2.9 截断函数的应用

2.9.1 不存在非常值 L2 调和函数

3 月 14 日 42 分 34 秒
∆u = 0 在 L2 中不存在非常数解.

证明. 取截断函数 ξ(x) =

 1 x ∈ BR
2
(0)

0 x ∈ BR(0)
c
, 有估计 |∇ξ|2 + |∇2ξ| ⩽ cn

R2
.

方程两边同乘 ξ2u, 得
0 =

∫
BR

ξ2u∆udx =

∫
BR

(ξ2uui)i − (ξ2u)iuidx
散度定理
====== −

∫
BR

(ξ2u)iuidx

=⇒
∫
BR

ξ2|∇u|2dx ⩽ 2

∫
BR

|ξuiξiu|dx ⩽ 1

2

∫
BR

ξ2|∇u|2dx+ 2

∫
BR

u2|∇ξ|2dx

=⇒
∫
BR

ξ2|∇u|2dx ⩽ 4

∫
B

u2|∇ξ|2dx ⩽ 4cn
R2

∫
BR

u2dx
u∈L2

⩽ C0

R2

令 R→ ∞,|∇u| ≡ 0

2.9.2 ∆u+ uα = 0

3 月 14 日 49 分 30 秒
∆u+ uα = 0, u ⩾ 0, 1 < α <

n+ 2

n− 2
=⇒ u ≡ 0.

我们只做 1 < α <
n

n− 2
的情形.

方程两边同时乘 ξp, 其中 ξ 同应用 1,p 为待定系数.∫
BR

ξpuαdx = −
∫
BR

ξp∆udx 分部积分两次
========= −

∫
BR

u∆ξpdx

∆ξp = p(p− 1)ξp−2|∇ξ|2 + pξp−1∆ξ

⩽ cp
R2

∫
BR

ξp−2udx

56 分 55 秒
由 Holder 不等式,

∫
BR

ξpuαdx ⩽ cp
R2

∫
BR

ξp−2udx

ab ⩽ ε
ap

p
+
bq

q
ε−

p
q

p = α, q =
α

α− 1
ξp−2u

R2
=
ξ

p
αu

a

ξp−2− p
α

R2

⩽ 1

2

∫
BR

ξpuαdx+ Cn,|α|

(∫
BR

ξ(p−2− p
α )α−1

α

R2

)
p =

2α

α− 1
+ 1

⩽ 1

2

∫
BR

ξpuαdx+ cn,αdx+ cn,αR
− 2α

α−1

∫
BR

ξp−
2α

α−1 dx

作业 2.9.1. ∆u+ u
n

n−2 = 0Rn, u ⩾ 0 =⇒ u ≡ 0

证明. 第五次习题课第三题
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2.9.3 Poisson 方程经典解的能量估计

3 月 14 日 1 小时 11 分 40 秒
设 Ω ⊂ Rn 为有界区域,f ∈ C(Ω), 考虑方程

(∗) −∆u = f, x ∈ Ω.

命题 2.9.2. 设 Ω′ ⊂⊂ Ω. 那么存在常数 C, 对任意 u ∈ C2(Ω) 是方程 (∗) 的解, 成立

‖∇u‖2L2(Ω′) ⩽ C
(
‖u‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(Ω)

)
.

证明. 设 ξ 为 Ω′ ⊂⊂ Ω 的截断函数.

• 方程两边同乘 ξ2u, 得到 −
∫
Ω

ξ2u∆udx =

∫
Ω

ξ2ufdx.

• 对左侧分部积分, 得到想要的项
∫
Ω

ξ2|∇u|2dx：

−
∫
Ω

ξ2u∆udx = −
∫
Ω

ξ2uuiidx
散度定理
======

∫
Ω

(ξ2u)iuidx = 2

∫
Ω

ξξiuuidx+

∫
Ω

ξ2|∇u|2dx.

若是 Poisson 方程弱解的能量估计, 便是直接从分部积分后的式子∫
Ω

uividx =

∫
Ω

fvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

出发, 取测试函数 v = ξ2u, 得到相同的式子.

• 将想要的项放到左边, 其余的项的甩到右边, 并用右侧替换左侧, 得到∫
Ω

ξ2|∇u|2dx =

∫
Ω

ξ2ufdx− 2

∫
Ω

ξξiuuidx.

• 逐项估计：

1. 第一项 ⩽
∫
Ω

|ξ2uf |dx ⩽ 1

2

∫
Ω

ξ2u2 + ξ2f2dx ⩽ 1

2

∫
Ω

u2 + f2dx =
1

2
‖u‖2L2(Ω) +

1

2
‖f‖2L2(Ω).

2. 第二项 ⩽ 2

∫
Ω

|ξξiuui|dx ⩽
∫
Ω

εξ2|∇u|2dx+
1

ε
|∇ξ|2u2dx

•
∫
Ω

ξ2|∇u|2dx ⩽
∫
Ω

εξ2|∇u|2dx+

(
1

2
+

‖∇ξ‖2L∞(Ω)

ε

)
‖u‖2L2(Ω) +

1

2
‖f‖2L2(Ω).

取 ε =
1

2
, 得

∫
Ω′

|∇u|2dx ⩽
∫
Ω

ξ2|∇u|2dx ⩽ C
(
‖u‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(Ω)

)
.

作业 2.9.3. 将上述结论推广到方程 −∆u+ biui + cu = f , 其中 bi, c, f ∈ C(Ω).

证明.
∫
Ω

ξ2|∇u|2dx =

∫
Ω

ξ2ufdx− 2

∫
Ω

ξξiuuidx−
∫
Ω

ξ2biuuidx−
∫
Ω

ξ2cu2dx
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2.9.4 Poisson 方程经典解的高阶内估计

命题 2.9.4. 设 Ω′ ⊂⊂ Ω. 那么存在常数 C, 对任意 u ∈ C2(Ω) 是方程 (∗) 的解, 成立

‖∇u‖2L2(Ω′) ⩽ C
(
‖u‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(Ω)

)
.

证明. 设 Ω′ ⊂⊂ Ω′′ ⊂⊂ Ω,ξ 是 Ω′ ⊂⊂ Ω′′ 的截断函数.

注记. 为什么要在中间插一层 Ω′′？这里先剧透一下,到后面估计的时候会出现 ‖∇u‖2L2 这种项,上一
小节告诉我们,对于任意 Ω′′ ⊂⊂ Ω,‖∇u‖2L2(Ω′′) 可以被 ‖u‖2L2(Ω)+‖f‖2L2(Ω) 控制住；但对于 ‖∇u‖2L2(Ω)

就没有这样的控制了, 为此我们要在中间插一层 Ω′′.

• 方程两边同乘 ξ2u11, 得到 −
∫
Ω′′
ξ2u11∆udx =

∫
Ω′′
ξ2u11fdx.

• 对左侧分部积分两次, 得到想要的项
∫
Ω′′
ξ2|∇u1|2dx

第一次：−
∫
Ω′′
ξ2u11uiidx =

∫
Ω′′

(ξ2u11)iuidx = 2

∫
Ω′′
ξξiu11uidx+

∫
Ω′′
ξ2u11iuidx

第二次：

∫
Ω′′
ξ2uiu11idx = −

∫
Ω′′

(ξ2ui)1u1idx = −2

∫
Ω′′
ξξ1uiu1idx−

∫
Ω′′
ξ2|∇u1|2dx

• 将想要的项放到左边, 其余的项的甩到右边, 并用右侧替换左侧, 得到∫
Ω′′
ξ2|∇u1|2dx = −

∫
Ω′′
fξ2u11dx− 2

∫
Ω′′
ξξ1uiu1idx+ 2

∫
Ω′′
ξξiuiu11dx

若两次分部积分的顺序不同, 会得到∫
Ω′′
ξ2|∇u1|2dx = −

∫
Ω′′
fξ2u11dx− 2

∫
Ω′′
ξξiu1u1idx+ 2

∫
Ω′′
ξξ1u1uiidx

• 对右边的项进行逐个估计：

1. 第一项 ⩽ 1

4

∫
Ω′′
ξ2u211dx+

∫
Ω′′
ξ2f2dx

2. 第二项 ⩽ 1

4

∫
Ω′′
ξ2|∇u1|2dx+ 4

∫
Ω′′

|∇u|2ξ21dx ⩽ 1

4

∫
Ω′′
ξ2|∇u1|2dx+ 4

∫
Ω′′

|∇u|2|∇ξ|2dx

3. 第三项 ⩽ 1

4

∫
Ω′′
ξ2u211dx+ 4

∫
Ω′′

|∇u|2|∇ξ|2dx

注记. 1 和 3 貌似用不到 ε 调.

=⇒
∫
Ω

ξ2|∇u1|2dx ⩽ c(

∫
Ω′′

|∇u|2dx+

∫
Ω

f2dx) ⩽ c(

∫
|u|2dx+

∫
|f |2dx)
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2.10 Poisson 方程经典解的梯度内部有界估计

3 月 17 日 6 分 35 秒
设 Ω ⊂ Rn 为有界区域,u ∈ C3(Ω) ∩ C(Ω),∆u = f, f ∈ C1(Ω), ‖u‖L∞(Ω) ⩽M .
问：给定 Ω′ ⊂⊂ Ω,u 在 Ω′ 上的振动幅度的大小能不能得到控制？

结论：‖∇u‖L∞(Ω′) ⩽ c, 其中 c ∼ (Ω′,Ω, ‖f‖C0(Ω),M).

注记. 回首过去（1.3.3 节）

• 以前的 ξ = R2 − |x|2, 我们只会处理 Ω′ 为球的情形.

• 有调和函数情形的经验, 所以知道辅助函数 ϕ 该怎么找.

证明. 设 Ω ⊂ {0 < x1 < d}. 令 ϕ = ξ2|∇u|2 + αu2 + eβx1 .
如果能选取合适的 α = α0 和 β = β0 使得 ∆ϕ ⩾ 0, 则 ϕ 在 ∂Ω 达到最大值, 那么

sup
Ω′

|∇u|2
ξ≡1,x∈Ω′

⩽ sup
Ω′

ϕ ⩽ sup
Ω
ϕ

∆φ⩾0
===== sup

∂Ω
ϕ
ξ≡0,x∈∂Ω

⩽ α0M
2 + eβ0d.

ϕi = (ξ2)i|∇u|2 + ξ2(|∇u|2)i + 2αuui + βeβx1δi1.

∆ϕ = ϕii = ∆(ξ2)|∇u|2 + 2(ξ2)i(|∇u|2)i + ξ2∆(|∇u|2) + 2α|∇u|2 + 2αu∆u+ β2eβx1 .

• ∆(ξ2)|∇u|2 = (2ξ∆ξ + 2|∇ξ|2)|∇u|2

• 2(ξ2)i(|∇u|2)i = 8ξξiujuji ⩾ −2ξ2|∇2u|2 − 8|∇ξ|2|∇u|2

• ξ2∆(|∇u|2) = 2ξ2|∇2u|2 + 2ξ2∇u · ∇f ⩾ 2ξ2|∇2u|2 − |∇u|2 − |∇f |2

• 2α|∇u|2 = 2α|∇u|2

• 2αu∆u = 2αuf ⩾ −2αM‖f‖C0(Ω)

• β2eβx1 ⩾ β2

∆ϕ ⩾ (2ξ∆ξ + 2|∇ξ|2 − 8|∇ξ|2 − 1 + 2α)|∇u|2 − |∇f |2 − 2αM‖f‖C0(Ω) + β2

取定 α = α0 充分大使得 2ξ∆ξ + 2|∇ξ|2 − 8|∇ξ|2 − 1 + 2α ⩾ 0.
再取定 β = β0 充分大使得 β2 − 2α0M‖f‖C0(Ω) − |∇f |2 ⩾ 1.

注记. 展望未来：∆u = f 会做, 一般的线性椭圆方程也会做.
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2.11 Robin 边值问题的有界估计

2.11.1 Laplace 方程

3 月 17 日 35 分 25 秒

设 Ω ⊂ Rn 为有界区域, 考虑 Robin 边值的 Laplace 方程

∆u = 0 x ∈ Ω

∂u

∂n
= −u+ ϕ(x) x ∈ ∂Ω

.

我们希望给出解的有界估计.
因为 ∆u = 0, 所以 u 在某点 x0 ∈ ∂Ω 达到最大值, 从而 ∂u

∂n
(x0) ⩾ 0.

由 ∂Ω 上满足的方程知 −u(x0) + ϕ(x0) ⩾ 0 =⇒ u(x0) ⩽ ϕ(x0) ⩽ sup
∂Ω

ϕ.

因为 ∆u = 0, 所以 u 在某点 x1 ∈ ∂Ω 达到最小值, 从而 ∂u

∂n
(x0) ⩽ 0.

由 ∂Ω 上满足的方程知 −u(x1) + ϕ(x1) ⩽ 0 =⇒ u(x1) ⩾ ϕ(x1) ⩾ inf
∂Ω
ϕ.

综上所述 inf
∂Ω
ϕ ⩽ u ⩽ sup

∂Ω
ϕ.

2.11.2 Baby 版本的 Poisson 方程

3 月 17 日 40 分 50 秒

设 Ω ⊂ Rn 为有界区域, 考虑 Robin 边值的 Poisson 方程

∆u = 1 x ∈ Ω

∂u

∂n
= −u+ ϕ(x) x ∈ ∂Ω

.

因为 ∆u ≡ 1 > 0, 由相同论证可知 sup
Ω

u ⩽ sup
∂Ω

ϕ.

下面来处理 u 的下界估计.
令 Φ = u− α|x|2.
∆Φ = ∆u− 2nα0

取 α0 =
|f |C0(Ω)

2n
∆Φ ⩽ 0

Φ 的最小值在 x0 ∈ ∂Ω 达到,

0 ⩾ ∂Φ

∂n
(x0) = −u(x1) + ϕ(x1)− 2α0

〈
x1,

1

n

〉
Φ(x1) ⩾ minu− α0 max |x|2

minu ⩾ minΦ+ α0 max
Ω

|x|2 = Φ(x1) + α0 max |x|2

= u(x1)− α0|x1|2 + α0 min |x|2 ⩾ ϕ(x1)− 2α0 〈x1, ~n〉 − α0|x1|2 + α0 min |x|2 ⩾ infϕ− c0(Ω)

作业 1：命题 2.16 ∆u = f

∂u

∂n
= −u+ ϕ(x)
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2.12 Neumann 边值问题的整体梯度估计

3 月 17 日 55 分 28 秒 ∆u = f(x)

∂u

∂n
= ϕ(x)

若 |u|L∞(Ω)M0

如 ∂Ω ∈ C2,∃d0 > 0such that

d(x) = dist(x, ∂Ω)

在 Ωd0

|∇d|2 = 1

|∇2d| ⩽ C

w := u− ϕd

wn
∣∣
∂Ω

= un + (ϕnd+ ϕdn)

= un − ϕ ≡ 0

Φ = log |∇w|2 + h(u) + α0d

0 ⩽ ∂Φ

∂n
(x0)

如 Φ 在 ∂Ω 上达到最大值

h(u) = − log(1 +Mn − u)

• Φ 在 x0 ∈ ∂Ω 达到极大

0 ⩽ ∂Φ

∂n
(x1) =

|∇w|2n
|∇w|2

+ lnun + α0dn

|∇w|2n = (w2
n + |∇w|2)n = |∇w|2n

|∇w| = cjiwiwj , c
ij = δij − didj

= (δij−didj )wiwj = |∇w|2 − (∇w · ∇d)2

|∇′w|2n = cijwiwj + 2cijwiwj

un = ϕ 两边求切向导

cij(un − ϕ)i = 0 =⇒ cijuni = cijϕi

|cij,n| ⩽ c0

|∇′w|2n
∣∣
∂Ω

⩽ c0|∇w|2 + c1|∇w|

• 对相应 Φ(x) 在 x1 ∈ Ωd0 达到极大

Φi =
|∇u|2i
|∇w|2

+ h′ui + α0di

|∇w|2i
|∇w|2

= −(h′ui + α0di)

∆Φ =
∆|∇w|2

|∇w|2
− |∇|∇w|2|2

|∇w|4
+ h′′|∇u|2 + h′∆u+ α0∆d

∆|∇u|2 = 2(wjwji)i = 2
∑

w2
ij + 2

∑
wj(∆w)j
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2
∑
w2
ij

|∇w|2
+

2
∑
wj(∆w)j
|∇w|2

(
∑

aibi)
2 ⩽ |a|2|b|2

|
∑
j

wjwji|2 ⩽ |∇w|2|∇2w|2

3 月 17 日 1 小时 41 分 40 秒
回顾：

应用

3 月 21 日 4 分 18 秒
应用：Dirichlet 问题、Neumann 问题经典解的存在性
但这个学期我们不关心经典解的存在性

Neumann 问题, 内部与近边
Dirichlet 问题, 整体约化到边界与边界
展望一下未来, 同样要问广义解的梯度估计.

• 内估计

• 整体约化到边界
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2.13 单位分解

2.13.1 紧集上的单位分解

3 月 17 日 1 小时 55 分 11 秒
应用：证明散度定理、用光滑函数逼近 Sobolev 空间中的函数（处理 ∂Ω ∈ C1 的情形）.

定理 2.13.1. 设 {Ωi}Ni=1 为紧集 K ⊂ Rn 的开覆盖, 则存在开集 Ω ⊃ K 和一组函数 {ξi}Ni=1 满足

(1)ξi ∈ C∞
0 (Ωi); (2)0 ⩽ ξi ⩽ 1; (3)

N∑
i=1

ξi(x) = 1,∀x ∈ Ω.

证明. 3 月 17 日 1 小时 59 分 10 秒——3 月 17 日第二段 9 分 28 秒.

散度定理

2.13.2 开集上的单位分解

3 月 17 日第二段 13 分 34 秒——16 分 8 秒,18 分 23 秒——19 分 36 秒
应用：用光滑函数逼近 Sobolev 空间中的函数（处理 ∂Ω /∈ C1 的情形）.
3 月 17 日第二段 16 分 9 秒——18 分 5 秒：定理陈述.
3 月 17 日第二段 19 分 37 秒——25 分 7 秒和 3 月 21 日 12 分 26 秒——20 分 12 秒：证明

定理 2.13.2.

证明. Ω:
+∞⋃
i=1

Ωi,Ωi ⊂⊂ Ω, B1 = Ω1\
+∞⋃
i=2

Ωi ⊂⊂ Ω1

O1 =

{
x ∈ Ω1 | dist(x,B1) <

d

2

}
d = dist(B1, ∂Ω1)

B1 ⊂⊂ O1 ⊂⊂ Ω1

O1 ∪
+∞⋃
i=2

Ωi 仍为 Ω 的开覆盖

B2 = Ω2\O1 ∪
+∞⋃
i=3

Ωi, 闭,B2 ⊂⊂ Ω2, 取 O2 =

{
x ∈ Ω2 | dist(x,Br) <

d2
2

}
d2 = dist(B2, ∂Ω2)

B2 ⊂⊂ O2 ⊂⊂ Ω2
2⋃
i=1

∪
+∞⋃
i=3

Ωi 仍为 Ω 的开覆盖

0 ⩽ ξi ⩽ 1, ξi ∈ C∞
0 (Ωi)

ϕi =
ξi∑+∞
i=1 ξi

=⇒
+∞∑
i=1

ϕi ≡ 1

由 Ω 的任一紧集只与有限多个 Ωi 相交.
ξi ≡ 1, Oi

0 ⩽ ξi ⩽ 1,Ωi



Chapter 3

Sobolev 空间

3.1 Hölder 空间

3 月 21 日 23 分 56 秒

定义 3.1.1. 如果 |u|α,U = sup
x ̸=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

< +∞, 则称 u ∈ C0,α(U).

作业 1：验证 f(x) = |x|α ∈ C0,α(−1,+1).
为什么要学习 Hölder 空间：

• 在研究经典解时,Hölder 空间是最有用的函数空间.

– Ck(U)不好.对于 Dirichlet边值的 Possion方程,即使 f ∈ C(U),也不能保证 u ∈ C2(U).
有一个所谓 Dini 连续的条件, 能够保证 u ∈ C2(U), 但它用起来不方便.

– Ck,α(U) 好.f ∈ C0,α(U) =⇒ u ∈ C2,α(U).

• Sobolev 空间通过 Hölder 空间与经典解联系起来：Sobolev 嵌入定理.

42
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3.2 弱导数

定义 3.2.1. 设 u, v ∈ L1
loc(U). 称 v 为 u 的 α 阶弱导数, 如果对任意的 ϕ ∈ C∞

0 (U) 成立∫
U

uDαϕ dx = (−1)|α|
∫
U

vϕ dx.

当 u ∈ C∞(U),α = (0, · · · , 1, · · · , 0),∫
U

uϕidx =

∫
U

(uϕ)i − uiϕdx = −
∫
U

uiϕdx.

所以弱导数为普通意义下导数的推广.

弱导数的唯一性

命题 3.2.2. 设 u, v1, v2 ∈ L1
loc(U), 如果 v1, v2 都为 u 的 α 阶弱导数, 那么 v1

a.e.
==== v2.

证明. 令 v = v1 − v2, 那么对于任意 ϕ ∈ C∞
0 (U), 成立

∫
U

vϕdx = 0.

取 ϕ(x) = ηε(x), vε(x) = (ηε ∗ v)(x) L1
loc−→ v.

弱导数的存在性

3 月 21 日 56 分 59 秒

例 3.2.3. 计算 f(x) = |x|, x ∈ (−1, 1) 的弱导数.

例 3.2.4. f(x) =

 x 0 < x ⩽ 1

1 1 < x < 2
存在弱导数, 但 g(x) =

 x 0 < x ⩽ 1

2 1 < x < 2
不存在弱导数.

证明. 见 Evans.

注记. 间断点导致弱导数不存在.

注记. 这很奇怪,g(x) 在实分析的意义下应该是存在导数的, 这样看来弱导数不完全是导数的推广.

例 3.2.5. 设 u(x) = |x|α, x ∈ B1(0). 找 α 的范围使得 u 的一阶弱导数存在.

解.
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3.3 Sobolev 空间

定义 3.3.1. 设 1 ⩽ p ⩽ ∞. 设 U ⊂ Rn 为开集, u ∈ L1
loc(U). 称 u ∈ W k,p(U), 如果 u 的直到第 k

阶弱导数都存在, 且对任意 α 满足 |α| ⩽ k, 有 Dαu ∈ Lp(U). 容易验证 W k,p(U) 构成线性空间.

• 当 1 ⩽ p < +∞ 时, ‖u‖p
Wk,p(U)

:=
∑
|α|⩽k

∫
U

|Dαu|pdx.

• 当 p = +∞ 时, ‖u‖Wk,p(U) :=
∑
|α|⩽k

esssupU |Dαu|.

命题 3.3.2. W k,p(U) 在上述范数下成为赋范线性空间.

定理 3.3.3. W k,p(U) 是 Banach 空间.

作业 3.3.4. Evans 书 306 页的 2,3.

命题 3.3.5. 可分性与自反性

命题 3.3.6.

命题 3.3.7. Rn 上的 W k,p 应该也是 U 上的 W k,p

命题 3.3.8. W k,p 中收敛应该蕴含 Dαu 在 Lp 中收敛.

定义 3.3.9. 记 W k,p
0 (U) 为 C∞

c (U) 在 W k,p(U) 中的闭包.

命题 3.3.10. 当 p = 2 时，定义

〈u, v〉 =
∑
|α|⩽k

∫
U

Dαu ·Dαvdx.

容易验证 〈·, ·〉 是 W k,2(U) 上的内积，并且诱导的范数正是上文定义的范数.
因为 W k,2(U) 是 Hilbert 空间，因此常记作 Hk(U).
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3.4 逼近

3.4.1 光滑函数的整体逼近

3 月 24 日 10 分 11 秒

定理 3.4.1. 设 U ⊂ Rn 是有界开集,u ∈ W k,p(U), 其中 1 ⩽ p < ∞. 那么存在函数 um ∈ C∞(U) ∩
W k,p(U) 满足 um

Wk,p(U)−−−−−→ u.

证明.

1. 记 Ui =

{
x ∈ U | 1

i+ 3
< dist(x, ∂U) <

1

i+ 1

}
,Wi =

{
x ∈ U | 1

i+ 4
< dist(x, ∂U) <

1

i

}
.

选取开集 U0 ⊂⊂ U 使得 {Ui}∞i=0 成为 U 的开覆盖.或许可取 U0 =

{
x ∈ U | dist(x, ∂U) >

1

3

}
.

由定理2.13.2, 存在从属于 {Ui}∞i=0 的单位分解 {ξi}∞i=0, 即 {ξi}∞i=0 满足

• 0 ⩽ ξi ⩽ 1

• ξi ∈ C∞
0 (Ui)

•
∞∑
i=0

ξi(x) = 1,∀ x ∈ U

任取函数 u ∈W k,p(U), 由命题3.3.6, 我们有 ξiu ∈W k,p(U),supp ξiu ⊂ Ui.

2. 固定 δ > 0. 选取

3.

3 月 24 日 29 分 16 秒

作业 3.4.2. ∆u+ biui + cu = f
∂u

∂n
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3.4.2 光滑到边函数的整体逼近

3 月 24 日 1 小时 14 分 5 秒
平面几何 ∂U ∈ C1 或 Lip
边界最差形状也没有 cusp
优点

引理 3.4.3.

定理 3.4.4. 设 U ⊂ Rn 有界区域,∂U ∈ C1. 设 u ∈ W k,p(U), 其中 1 ⩽ p < ∞, 那么存在
um ∈ C∞(U) 满足 um

Wk,p(U)−→ u.

证明. 存在 {xi}Ni=1 ⊂ ∂U 及 ri > 0

∂U ⊂
N⋃
i=1

B(xi, γi), 有限覆盖, 因为 ∂U 紧

Vi = U ∩B(xi,
ri
2
),∃V0 ⊂⊂ U such that U ⊂⊂

N⋃
i=0

Vi

对此覆盖, 有单位分解,{ξi}Ui=1 上帝的 ξNi=0ξi(U) = 1

u→
N∑
i=0

(ξiu) :=
N∑
i=0

ui, ui = ξiu ∈W k,p(Vi)

U0 = ξ0 · u+W k,p(U0) →ε 小,u0,ε = ηε ∗ u0
且 ‖u0,ε − u0‖ ε→0+−→ 0

2ε < dist(V0, ∂U)

困难之处 ui = ξi · u ∈W k,p(Vi)

Vi = U ∩B(xi,
ri
2
)

∀x ∈ Vi, ε > 0 小,xε := x+ λεen,λ 只与 ∂U 有关一致常数

使得 B(xε, ε) ⊂ U ∩B(xi, Vi), 令 V ε
i = {xε, x ∈ Vi}

V ε
i ⊂⊂ ∪ ∩B(xi, ri)

对 ui, uiε(x) := ui(xε), x ∈ V

卷积 ηε ∗ uiε(x)
‖ηε ∗ uiε(x)− ui‖Wk,p(Vi) = ‖ηε ∗ uiε − uiε − ui‖
⩽ ‖ηε ∗ uiε‖Wk,p(Vi) + ‖uiε − ui‖Wk,p(Vi)

Step3

u =
N∑
i=0

ξiu =
N∑
i=0

ui

‖
N∑
i=0

(ri − ui)‖



CHAPTER 3. SOBOLEV 空间 47

3.4.3 反例

3 月 24 日 38 分 25 秒
心里想证明：如果 ∀ U ⊂ Rn, 其中 U 有界, 不可能都有到 Rn 的延拓.
再回过头来说明延拓要对 U 加条件

逼近也要加条件

存在有界 U ⊂ Rn, 使得 W 1,p(U) 不能延拓到 W 1,p(Rn)
如果 u ∈W 1,p(Rn), 则 Sobolev 嵌入定理 u ∈ Lq(Rn),1 < q <

2n

n− 2
目标：找到区域 u ∈W 1,2(U) 但 u /∈ Lp(R2)

U =
{
x > 0.− x1/θ<y<x

1/θ
}

, 其中 θ 待定

u(x, y) = xαϕ(x, y), 其中 ϕ 是截断函数.
suppϕ ⊂ B1(0) ⊂ Rn,ϕ ≡ 1,B1/ψ(0), 0 ⩽⩽ 1

u(x, y) = xαϕ(x, y), u ∈ C2,

∫ 1

0

x2αx
1
θ dx < +∞

Du ∈ L2, Dxu ∈ L2 ⇐⇒
∫ 1

0

x2(α−1)x
1
θ dx < +∞

2(α− 1) +
1

θ
> −1

2α+
1

θ
> 1

u ∈ Lp(R2),

∫ 1

0

xαpx
1
θ dx < +∞

αp+
1

θ
> −1

α < 0

0 > 2α > 1− 1

θ
0 < θ < 1

任意 1 < p < +∞ 成立, 矛盾
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3.5 限制和延拓

引理 3.5.1. 设 X 是赋范线性空间,A 是 X 的稠密子空间,Y 是完备赋范线性空间. 设 T : A→ Y 是

线性映射, 并且存在 C 使得

(∗) sup
x∈A\{0}

‖Tx‖Y
‖x‖X

⩽ C.

那么存在唯一的有界线性映射 T̃ , 满足

(1) T̃
∣∣
A
= T .

(2) ‖T‖ ⩽ C.

本节的限制定理3.5.2和延拓定理3.5.3本质上就是如上引理及对其条件的满足.
我们先来讲讲较为简单的限制定理：我们经常对方程加 Dirichlet边值条件,在经典的意义下,即

u ∈ C(U) 时,u
∣∣
∂U
是有意义的；现在问在 u ∈W 1,p(U) 的情形下该如何理解 u

∣∣
∂U

= ϕ？限制定理给

了这个问题一个回答. 在 ∂U ∈ C1 时,C∞(U) 在 W 1,p(U) 中稠密, 后者就是引理3.5.1中的 X, 前者
是 A, 这里 Y 取为 Lp(∂U),T 是经典意义下的限制. 在验证了条件 (∗) 之后（通过紧集上单位分解
＋拉平）,T̃ u 就是我们想要的 u

∣∣
∂U

.
再来说说延拓定理：对于定义在 U 上的 Lp 函数, 我们常通过零延拓来将其变为整个 Rn 上的

Lp 函数；但这个办法对于 W 1,p 函数失效, 因为我们已经在弱导数一节中看到, 本质（无法通过修改
零测集上的值来挽救）的不连续性会导致弱导数不存在. 为此我们得找一个合理的延拓方式, 延拓定
理就算是为了达到这个目的. 对应到引理3.5.1, 延拓定理的 X,A 与限制定理是相同的, 它的复杂之
处在于, 我们没有一个天然的 T , 也就是说对于 C∞(U) 中的函数, 我们并没有一个典范的将其延拓
到 Rn 上的方式, 为此我们必须先给出这样的一个方式（同样是通过紧集上单位分解＋拉平）并验证
条件 (∗). 值得注意的是, 因为 T 不是典范的, 从而延拓方式其实不是唯一的.

定理 3.5.2. 设 U ⊂ Rn 为有界区域,∂U ∈ C1. 存在线性算子 T : W 1,p(U) → Lp(∂U) 满足

(1) Tu = u
∣∣
∂U
如果 u ∈W 1,p(U) ∩ C(U).

(2) T 是有界线性算子, 即存在不依赖于 u 的常数 c 使得 ‖Tu‖Lp(∂U) ⩽ c‖u‖W 1,p(U).

证明. 由上面的讨论, 我们只需证明, 存在常数 C, 使得对任意的 u ∈ C∞(U),∫
∂U

|u|pdσ ⩽ C‖u‖W 1,p(U).

u ∈ C1(U),
B(0, r) ∩ {xn = 0} ⊂⊂ ∂U

B+(0, r) ⊂ U .∫
B(0,r)∩{xn}

|u|pdx′

ξ ∈ C∞
0 (B(0, r)), ξ ≡ 1, B(0,

r

2
)

⩽
∫
B(0,r)∩{xn=0}

ξα|u|pdx 其中 α 待定

散度定理 = −
∫
B(0,r)

(ξα|u|p)xn dx
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U

dive ~Xdx =

∫
∂u

|u|pxn
=
(
|u|2
) p

2

xn
= p|u|2

1 ⩽ c

∫
U

|u|pdx

2 ⩽ p|u|p−1|∇u| ⩽ cp|u|p + |∇u|p ⩽ c

∫
U

|u|pdx

⩽ c

∫
U

(|u|p + |∇u|p)dx

第二步紧集覆盖

定理 3.5.3. 设 U ⊂ Rn 为有界区域,∂U ∈ C1. 给定一个开集 V 使得 U ⊂⊂ V , 那么存在线性算子
E : W 1,p(U) →W 1,p(Rn) 满足

(1) 在 U 中 Eu
a.e.
==== u；

(2) suppEu ⊂⊂ V；

(3) E 是有界线性算子, 即存在不依赖于 u 的常数 c 使得 ‖Eu‖W 1,p(Rn) ⩽ c‖u‖W 1,p(U).

证明.

1. 因为 ∂U 是 C1 的, 所以对任意 x ∈ ∂U , 存在邻域 W 和 C1 映射 Φ: W → B(0, r), 满足

• Φ 是 C1 微分同胚, 且 det JΦ ≡ 1.

• Φ(W ∩ U) = B+(0, r)

可要求 W ⊂⊂ Ṽ ⊂⊂ V , 否则取 r̃ 充分小使得 W̃ := Φ−1(B(0, r̃)) ⊂⊂ Ṽ , 统统替换之.

2. 因为 ∂U 是紧集, 所以存在 {(xi,Wi,Φi)}Ni=1 如上, 并且 ∂U ⊂ ∪Ni=1Wi.

3. 任取 u ∈ C1(U), 记 ui = u
∣∣
Wi∩U

, 1 ⩽ i ⩽ N . 定义 u′i : B+(0, ri) → R, y 7→ ui(Φ
−1
i (y)).

定义

ū′i =

 u′i(y) y ∈ B+(0, ri)

−3u′i(y
1, · · · , yn−1,−yn) + 4u′i(y

1, · · · , yn−1,−y
n

2
) y ∈ B−(0, ri)

.

容易验证

• ū′i ∈ C1(B(0, ri))

• 存在常数 ci, 使得对任意 u ∈ C1(U),‖ū′i‖W 1,p(B(0,ri)) ⩽ ci‖u′i‖W 1,p(B+(0,ri)).

4. 定义 ūi = ū′i(Φ(x)), 容易验证, 存在常数 c̃i, 使得对任意 u ∈ C1(U),

‖ūi‖W 1,p(Wi) ⩽ c̃i‖u‖W 1,p(U).

5. 取 W0 ⊂⊂ U 使得 U ⊂ ∪Ni=0Wi, 记 u0 = u
∣∣
W0

.

取 U ⊂ ∪Ni=0Wi 的一个单位分解 {ξi}Ni=0, 记 ū =
N∑
i=0

ξiūi, 则 ū 满足

• ū(x) = u(x),∀ x ∈ U
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• supp ū ⊂ Ṽ

并且存在常数 c, 使得对任意 u ∈ C1(U),‖ū‖W 1,p(Rn) ⩽ c‖u‖W 1,p(U).

这样我们就对于 u ∈ C1(U) 定义好了 Eu := ū.

6. 因为 ∂U ∈ C1, 由定理3.4.4, 对任意 u ∈W 1,p(U), 存在 um ∈ C∞(U) 使得 um
W 1,p(U)−→ u.

因为 {um} 是 Cauchy 列,‖Eu‖W 1,p(Rn) ⩽ c‖u‖W 1,p(U), 所以 {Eum} 也是 Cauchy 列.

定义 ū = lim
m→∞

Eum. 易知 ū 不依赖于 {um} 的选取. 定义 Eu = ū.

• ‖ū− u‖W 1,p(U) = lim
m→∞

‖Eum − um‖W 1,p(U) = lim
m→∞

0 = 0 =⇒ 在 U 中 ū
a.e.
==== u.

• suppEum ⊂ Ṽ =⇒ supp ū ⊂ Ṽ ⊂ V .

• ‖Eum‖W 1,p(Rn) ⩽ c‖um‖W 1,p(U) =⇒ ‖ū‖W 1,p(Rn) ⩽ c‖u‖W 1,p(U).

作业 3.5.4. 验算一般 n 维

ũ(x) =


u(x′, xn), xn ⩾ 0
m+1∑
j=1

cju(x
′,−xn

j
), xn < 0

其中
m1∑
j=1

cj(−
1

j
)k = 0, k = 0, 1, · · · ,m
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3.6 Sobolev 不等式

3 月 31 日 1 小时 33 分 21 秒

定理 3.6.1. 设 1 ⩽ p < n. 存在常数 C 使得

‖u‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖∇u‖Lp(Rn)

对任意 u ∈ C1
0 (Rn) 成立, 其中 p∗ =

np

n− p
.

证明.

1. 先证明 p = 1 的情形, 即 (∫
Rn

|u| n
n−1

)n−1
n

⩽ C

∫
Rn

|∇u|dx.

2.

定理 3.6.2. 设 U ⊂ Rn 为有界区域,∂U ∈ C1. 设 1 ⩽ p < n, 那么存在常数 C, 成立

‖u‖Lp∗ (U) ⩽ C‖u‖W 1,p(U), ∀ u ∈W 1,p(U).

证明.

1. 因为 ∂U ∈ C1, 由定理3.5.3, 存在延拓 ū ∈W 1,p(Rn).

2. 因为 ū 具有紧支集, 由定理??, 存在 um ∈ C∞
0 (Rn) 满足 um

W 1,p(Rn)−→ ū.

3. 由定理3.6.1,‖um − ul‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖Dum −Dul‖Lp(Rn).

因为 um
W 1,p(Rn)−→ ū, 所以 {Dum} 为 Lp(Rn) 中 Cauchy 列.

从而 {um} 为 Lp
∗
(Rn) 中 Cauchy 列, 记 um

Lp∗ (Rn)−→ ũ. 易知 ū
a.e.
==== ũ, x ∈ Rn.

4. 由定理3.6.1,‖um‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖Dum‖Lp(Rn).

令 m→ ∞ 得 ‖ū‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖Dū‖Lp(Rn) ⩽ C‖ū‖W 1,p(Rn) ⩽ C‖u‖W 1,p(U).

注记. 由定理3.5.3,我们知道 ‖ū‖W 1,p(Rn) ⩽ C‖u‖W 1,p(U).但我们不知道 ‖Dū‖Lp(Rn)与 ‖Du‖Lp(Rn)

的关系. 所以必须来一步平凡的 ‖Dū‖Lp(Rn) ⩽ ‖ū‖W 1,p(Rn), 所以命题右边必须是 ‖u‖W 1,p(U).

5. ‖u‖Lp∗ (U) ⩽ ‖ū‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖u‖W 1,p(U).

定理 3.6.3 (Poincaré). 设 U ⊂ Rn 为有界区域. 设 1 ⩽ p < n, 那么存在常数 C, 成立

‖u‖Lp∗ (U) ⩽ C‖Du‖Lp(U), ∀ u ∈W 1,p
0 (U).

注记. u ∈ W 1,p
0 (U) 的优越之处在于不必延拓便直接有光滑函数逼近. 当然为了用定理3.6.1, 光滑函

数还是要延拓成 Rn 上的函数, 但因为它们是紧支撑的, 所以直接零延拓即可.
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证明.

1. 因为 u ∈W 1,p
0 (U), 按定义存在 um ∈ C∞

0 (U) 满足 um
W 1,p(U)−→ u.

2. 将 um 零延拓, 仍记作 um, 此时 um ∈ C∞
0 (Rn).

3. 由定理3.6.1,‖um − ul‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖Dum −Dul‖Lp(Rn) = C‖Dum −Dul‖Lp(U).

因为 um
W 1,p(U)−→ u, 所以 {Dum} 为 Lp(U) 中 Cauchy 列.

从而 {um} 为 Lp
∗
(Rn) 中 Cauchy 列, 记 um

Lp∗ (Rn)−→ ũ. 易知 u
a.e.
==== ũ, x ∈ U .

4. 由定理3.6.1,‖um‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖Dum‖Lp(Rn) = C‖Dum‖Lp(U).

令 m→ ∞ 得 ‖ũ‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖Du‖Lp(U).

5. ‖u‖Lp∗ (U) ⩽ ‖ũ‖Lp∗ (Rn) ⩽ C‖Du‖Lp(U).
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3.7 Morrey 不等式

引理 3.7.1 (微积分基本定理). 存在常数 C, 使得对于任意 u ∈ C1(Rn), 成立

−
∫
B(x,r)

|u(y)− u(x)|dy ⩽ C

∫
B(x,r)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy.

证明. 固定某点 ω ∈ ∂B(0, 1). 那么对于 0 < s < r, 我们有

|u(x+ sω)− u(x)| =
∣∣∣∣∫ s

0

d
dtu(x+ tω)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ s

0

∇u(x+ tω) · ωdt
∣∣∣∣ ⩽ ∫ s

0

|∇u(x+ tω)|dt.

对 ω 积分得

∫
∂B(0,1)

|u(x+ sω)− u(x)|dσ(1) ⩽
∫
∂B(0,1)

∫ s

0

|∇u(x+ tω)|dtdσ(1)

RHS =

∫ 1

0

∫
∂B(0,1)

|∇u(x+ tω)|dσ(1)dt =
∫ s

0

∫
∂B(x,t)

|∇u(y)|
tn−1

dσ(t)dt =
∫
B(x,s)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy

LHS =
1

sn−1

∫
∂B(x,s)

|u(z)− u(x)|d(s) ⩽ RHS ⩽
∫
B(x,r)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy.

移项并对 s 积分有

∫
B(x,r)

|u(y)− u(x)|dy ⩽ rn

n

∫
B(x,r)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy.

定理 3.7.2. 设 1 < p <∞, α = 1− n

p
. 存在常数 C, 使得对于任意 u ∈ C1(Rn), 成立

‖u‖C0,α(Rn) ⩽ C‖u‖W 1,p(Rn).

证明.

1. |u(x)| ⩽ −
∫
B(x,1)

|u(y)− u(x)|dy +−
∫
B(x,1)

|u(y)|dy

• 第二项 ⩽ C‖u‖Lp(Rn)

• 第一项⩽ Cn

∫
B(x,1)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy
Hölder
⩽ Cn

(∫
B(x,1)

|∇u(y)|pdy
)1/p(∫

B(x,1)

1

|x− y|(n−1) p
p−1

dy
) p−1

p

– 前一项 ⩽ ‖∇u‖Lp(Rn)

– 后一项=

(∫ r

0

ρ(1−n)
p

p−1 ρn−1dρ
) p−1

p
∣∣∣∣
r=1

=

(∫ r

0

ρ
1−n
p−1 dρ

) p−1
p
∣∣∣∣
r=1

=

(
p− 1

p− n
ρ

p−n
p−1

∣∣∣∣1
0

) p−1
p

|u(x)| ⩽ c(‖u‖Lp(B(x,1)) + ‖Du‖Lp(B(x,1))) ⩽ C‖u‖W 1,p(Rn)

2. 任取 x, y ∈ Rn, 记 r = |x− y|,W = B(x, r) ∩B(y, r)

|u(x)− u(y)| ⩽ −
∫
W

|u(z)− u(x)|dz +−
∫
W

|u(y)− u(z)|dz

−
∫
W

|u(z)− u(x)|dz ⩽ V ol(B(x, r))

V ol(W )
−
∫
B(x,r)

|u(z)− u(x)|dz ⩽ Cr
p−n
p ‖∇u‖Lp(Rn)

定义 3.7.3. 我们称 u∗ 是给定函数 u 的一个 version 如果 u∗
a.e.
==== u.

定理 3.7.4. 设 U ⊂ Rn 是有界开集,∂U ∈ C1. 设 n < p <∞, 那么存在常数 C, 成立

‖u∗‖C0,α(U) ⩽ C‖u‖W 1,p(U).

其中 u∗ 是 u 的一个 version,α = 1− n

p
.
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证明.

1. 因为 ∂U ∈ C1, 由定理3.5.3, 存在延拓 ū ∈W 1,p(Rn).

2. 因为 ū 具有紧支集, 由定理??, 存在 um ∈ C∞
0 (Rn) 满足 um

W 1,p(Rn)−→ ū.

3. 由定理3.7.2,‖um − ul‖C0,α(Rn) ⩽ C‖um − ul‖W 1,p(Rn).

因为 um
W 1,p(Rn)−→ ū, 所以 {um} 为 W 1,p(Rn) 中 Cauchy 列.

从而 {um} 为 C0,α(Rn) 中 Cauchy 列, 记 um
C0,α(Rn)−→ u∗. 易知 ū

a.e.
==== u∗, x ∈ U .

4. 由定理3.7.2,‖um‖C0,α(Rn) ⩽ C‖um‖W 1,p(Rn).

令 m→ ∞ 得 ‖u∗‖C0,α(Rn) ⩽ C‖ū‖W 1,p(Rn) ⩽ C‖u‖W 1,p(U).

5. ‖u∗‖C0,α(U) ⩽ ‖u∗‖C0,α(Rn) ⩽ C‖u‖W
1,p(U).
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3.8 边值为零的 Poisson 方程弱解的存在唯一性

设 U ⊂ Rn 为有界区域,f ∈ L2(U), 考虑方程

(∗)

−∆u = f x ∈ U

u = 0 x ∈ ∂U
.

定义 3.8.1. 称 u ∈W 1,2
0 (U) 为 (∗) 的弱解, 如果对任意的 ϕ ∈W 1,2

0 (U), 成立∫
U

∇u · ∇ϕdx =

∫
U

fϕdx.

定理 3.8.2. (∗) 的弱解存在唯一.

存在性证明一.

(0) 考虑以 (∗) 为 Euler-Lagrange 方程的泛函 J : W 1,2
0 (U) → R, J(u) =

1

2

∫
U

|∇u|2dx+

∫
U

fudx.

(1) 证明 J 是下有界的.∣∣∣∣∫
U

fudx
∣∣∣∣ Hölder

⩽ ‖f‖L2(U)‖u‖L2(U)

Poincaré
⩽ c‖f‖L2(U)‖∇u‖L2(U)

均值

⩽ 1

4
‖∇u‖2L2(U) + c′‖f‖2L2(U)

J(u) ⩾ 1

2
‖∇u‖2L2(U) −

(
1

4
‖∇u‖2L2(U) + c′‖f‖2L2(U)

)
⩾ 1

4
‖∇u‖2L2(U) − c′‖f‖2L2(U) > −∞

(2) 由确界原理, 存在下确界 J0. 由定义知, 对任意 k ∈ N,∃ uk ∈ W 1,2
0 (U) 使得 J0 ⩽ J(uk) ⩽

J0 +
1

k
. 称 {uk} 为极小化序列, 下证其为 W 1,2

0 (U) 中 Cauchy 列.

由 Poincaré 不等式, 只需证 {Duk} 为 L2(U) 中 Cauchy 列.∫
U

|Duk −Dul|2dx =

∫
U

2|Duk|2 + 2|Dul|2 − |D (uk + ul) |2dx∫
U

|Duk|2dx = 2J(uk)− 2

∫
U

fukdx∫
U

|Duk −Dul|2dx = 4J(uk) + 4J(ul)−4

∫
U

f(uk + ul)dx− 2J(uk + ul) + 2

∫
U

f(uk + ul)dx∫
U

|Duk −Dul|2dx = 4J(uk) + 4J(ul)−8J

(
uk + ul

2

)
⩽ 4(J0 +

1

k
) + 4(J0 +

1

l
)− 8J0 → 0.

(3) 记 uk
W 1,2

0 (U)
−→ u, 那么 lim

k→∞
J(uk) = J(u) = J0. u 即为弱解.

作业 3.8.3.

−∆u+ c(x)u = f ∈ L2(u)

u
∣∣
∂u

= 0
, c(x) ⩾ 0, c(x) ∈ L2(U),∃!u ∈W 1,2

0 (U)−∆u+ biui + c(x)u = f

u
∣∣
∂U

= 0
这个方程一般做不出, 才学 Lax-Milgram 定理, 思考题
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存在性另证二. 同样得到极小化序列 {uk}, 但不必证明其为 Cauchy 列, 只证明其为有界列.
1

2

∫
U

|Duk|2dx = J(uk)−
∫
U

fukdx ⩽ J0 + 1 +
1

4
‖∇u‖2L2(U) + c′‖f‖2L2(U)∫

U

|Duk|2dx ⩽ 4(J0 + 1 + c′‖f‖2L2(U)) < +∞

由 Poincaré 不等式,{uk} 为 W 1,2
0 (U) 中有界列.

由张恭庆定理 2.5.28, 存在子列（仍记作 {uk}）弱收敛于 u ∈W 1,2
0 (U).

由周民强定理 6.27,
∫
U

|Du|2dx ⩽ lim inf
k→∞

∫
U

|Duk|2dx.

由弱收敛的定义, lim
k→∞

∫
U

fukdx =

∫
U

fudx.

J0 ⩽ J(u) ⩽ lim
k→∞

inf J(uk) ⩽ J0. u 即为弱解.

存在性证明三.

唯一性证明. 如果有两个解 u, v ∈W 1,2
0 (U), 令 w = u− v, 得到

−∆w = 0

w
∣∣
φ
= 0∫

U

∇w∇ϕdx = 0,∀ϕ ∈W 1,2
0 (U)

ϕ = w,

∫
U

|∇w|2dx = 0

再有 P307,11 即得证.

作业 3.8.4. P307,11
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3.9 紧嵌入定理

定理 3.9.1. 设 U ⊂ Rn 是有界开集, ∂U ∈ C1. 设 1 ⩽ p < n, 1 ⩽ q < p∗, 那么

W 1,p(U) ⊂⊂ Lq(U).

证明. 即证若 {um}∞m=1 为 W 1,p(U) 中的有界列, 那么存在 Lq(U) 中的收敛子列
{
umj

}∞
j=1

.

(0) 找 {umi
}. 对角线法

对任意 δ =
1

i
, i ∈ N

‖umi
− umj

‖Lp(U) = ‖umi
− uεmi

+ uεmi
− uεmj

+ uεmj
− umj

‖Lp

⩽ ‖umi
− uεmi

‖Lp(U)

• 1+2:N-L+Holder+Sobolev

• 3:Arzela-Ascoli 定理

(1) 收敛速度的一致控制. 收敛是肯定会收敛的，之所以能知道以一致的速度收敛，是因为我们还
额外知道 {um} ⊂W 1,p(U) 并且其范数有一个一致的上界.

首先由插值不等式，

‖uεm − um‖Lq(V ) ⩽ ‖uεm − um‖θL1(V )‖uεm − um‖1−θLp∗ (V )
.

由 Sobolev 不等式和对 W 1,p 范数的一致上界，有

‖uεm − um‖Lq(V ) ⩽ C‖uεm − um‖θL1(V ).

从而问题转化到对 L1 范数的估计.

��...

(2) 对任意固定的 ε > 0,{uεm} 为一致有界, 等度连续.

• 一致有界.
|uεm(x)| ⩽

∫
B(x,ε)

ηε(x−y)|um(y)|dy = ε−n
∫
B(x,ε)

η

(
x− y

ε

)
|um(y)|dy| ⩽ ε−n‖η‖L∞(Rn)‖um‖L1(V )

• 等度连续
|Dxi

uεm(x)| = ε−n−1|
∫
B(x,ε)

∂η

∂xi

(
x− y

ε

)
um(y)dy| ⩽ c0ε

−n−1‖um‖W 1,p(U)

为什么要延拓？因为要用卷积逼近.
为什么要用卷积逼近而不直接用光滑函数逼近？因为要对逼近的速度有一致的控制.
为什么要对逼近的速度有一致的控制？因为我们是在选定一个 ε 后，再在 {uεm} 中挑收敛子列.
为什么用卷积逼近就得延拓？因为如果不延拓, 对 u ∈ Lp(U), 我们只能做到 uε

Lp
loc(U)

−−−−−→ u.
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3.10 Poincaré-Wirtinger 不等式

4 月 11 日 1 小时 30 分 21 秒
∂U ∈ C1, U ⊂ Rn,u ∈W 1,p(U), 则(∫

U

|u− uU |pdx
)1/p

⩽ c0‖Du‖Lp(U)

反证法：若不成立,vk :=
uk − uU

‖uk − uU‖Lp(U)

有 uk ∈W 1,p 使得

∫
U

|u− uU |1/pdx ⩾ k‖Dup
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3.11 Pohozaev 恒等式

命题 3.11.1. 设 U ⊂ Rn 为星形区域, 设 u 满足方程−∆u = u
n+2
n−2 + λu x ∈ U

u = 0 x ∈ ∂U
.

当 λ ⩽ 0, n ⩾ 3 时,u ≡ 0.

证明. 设 f(t) = t
n+2
n−2 + λt, F (t) =

∫ t

0

f(s)ds = 1

2∗
t2

∗
+
λ

2
t2

• 方程两边同乘 u, 得到 −
∫
U

u∆u dx =

∫
U

uf(u)dx

LHS = −
∫
U

uuiidx = −
∫
U

(uui)i − |∇u|2dx 散度定理
======

∫
U

|∇u|2dx

• 方程两边同乘 x · ∇u, 得到 −
∫
U

x · ∇u∆udx =

∫
U

x · ∇uf(u)dx.

RHS =

∫
U

xiDiF (u)dx =

∫
U

(xiF (u))i − nF (u)dx 散度定理
====== −

∫
U

nF (u)dx

LHS = −
∫
U

uixiull dx = −
∫
U

(uxiull)i − nu∆u− uxiuill dx 散度定理
======

∫
U

nu∆u+ uxiuill dx

= −
∫
U

nuf(u)dx+
∫
U

(uxiuil)l−ulxiuil−u∆u dx 散度定理
====== −

∫
U

(n−1)uf(u)+
1

2
xi(|∇u|2)i dx

= (1− n)

∫
U

uf(u)dx− 1

2

∫
∂U

|∇u|2(x · ν)dσ +
n

2

∫
U

|∇u|2dx

=
(
1− n

2

)∫
U

uf(u)dx− 1

2

∫
∂U

|∇u|2(x · ν)dσ

(
1− n

2

)∫
U

uf(u)dx+ n

∫
U

F (u)dx =
1

2

∫
∂U

|∇u|2(x · ν)dσ(
1− n

2

)∫
U

u
(
u

n+2
n−2 + λu

)
dx+ n

∫
U

(
n− 2

2n
u

2n
n−2 +

λ

2
u2
)

dx =
1

2

∫
∂U

|∇u|2 < x · v > dσ

LHS =

(
1− n

2
+ n · n− 2

2n

)∫
U

u
2n

n−2 dx+
(
1− n

2
+
n

2

)∫
U

λu2dx = λ

∫
U

u2dx

λ

∫
U

u2dx =
1

2

∫
∂U

|∇u|2 < x, ν > dσ

作业 3.11.2. 平均曲率

证明. 第十次习题课最后
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3.12 差商

定义 3.12.1. 设 u : U → R 局部可积,V ⊂⊂ U .

(1) ∆h
i u(x) :=

u(x+ hei)− u(x)

h
, 其中 x ∈ V ,h ∈ R,0 < |h| < dist(V, ∂U).

(2) ∆hu := (∆h
1u, · · · ,∆h

nu).

引理 3.12.2.

(1)

∫
U

u∆h
i ϕdx = −

∫
U

∆−h
i uϕdx

(2) 4 月 14 日 1 小时 51 分 17 秒

证明.
∫
V

u(x)
ϕ(x+ hei)− ϕ(x)

h
dx =

∫
V

u(x)
ϕ(x+ hei)

h
dx−

∫
V

u(x)
ϕ(x)

h
dx

y = x+ hei∫
V

u(y− hei)
ϕ(y)

h
dy−

∫
V

u(x)
ϕ(x)

h
dx = −

∫
V

u(x− hei)− u(x)

−h
ϕ(x)dx = −

∫
V

∇−h
i uϕdx

当 u 可导时, lim
h→0

∆h
i u = ui. 现探究差商与弱导数之间的关系.

命题 3.12.3.

(1) 设 1 ⩽ p <∞,u ∈W 1,p(U). 那么对任意 V ⊂⊂ U , 存在常数 C, 成立

‖∆hu‖Lp(V ) ⩽ C‖Du‖Lp(U), ∀ 0 < |h| < 1

2
dist(V, ∂U).

(2) 设 1 < p <∞,u ∈ Lp(V ). 若存在常数 C 使得

‖∆hu‖Lp(V ) ⩽ C, ∀ 0 < |h| < 1

2
dist(V, ∂U),

那么 u ∈W 1,p(V ), 并且
‖Du‖Lp(V ) ⩽ C.

证明.

(1) 由定理3.4.1, 存在 um ∈ C∞(U) ∩W 1,p(U) 使得 um → u 在 W 1,p(U) 中.

因此我们只须对 u ∈ C∞(U) ∩W 1,p(U) 做.

由 N-L 公式,u(x+ hei)− u(x) = u(x+ thei)

∣∣∣∣t=1

t=0

= h

∫ 1

0

∂u(x+ thei)

∂xi
dt, |h| < dist(V, ∂U).

两边同除 h, 得到 (∗) : |∆h
i u(x)| ⩽

∫ 1

0

|Diu(x+ thei)|dt ⩽
∫ 1

0

|Du(x+ thei)|dt

‖∆hu‖pLp(V )

∆
=

∫
V

(
n∑
i=1

|∆h
i u(x)|2

) p
2

dx
A.1.1

⩽ C

∫
V

n∑
i=1

|∆h
i u(x)|pdx

(∗)
⩽ C

n∑
i=1

∫
V

(∫ 1

0

|Du(x+ thei)|dt
)p

dx
Hölder
⩽ C

n∑
i=1

∫
V

∫ 1

0

|Du(x+ thei)|pdtdx

Fubini
===== C

n∑
i=1

∫ 1

0

∫
V

|Du(x+ thei)|pdxdt ⩽ C‖Du‖pLp(U)
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(2) 由周民强定理 6.28,∆h
i u 在 Lp(V ) 中有弱收敛子列 ∆hα

i u→ ũi.

由周民强定理 6.27,‖ũi‖Lp(V ) ⩽ lim inf
α→+∞

‖∆hα

i ‖Lp(V ) ⩽ c0.

按定义验证 ũi 是 u 的弱导数：任取 ϕ ∈ C∞
0 (V ),∫

V

uϕidx = lim
h→0

∫
V

u∆h
i ϕdx = − lim

h→0

∫
V

∆−h
i uϕdx = −

∫
V

ũiϕdx.
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3.13 Poisson 方程弱解的内部正则性

4 月 14 日 1 小时 34 分 38 秒
设 U ⊂ Rn 为有界区域,f ∈ L2(U), 考虑方程

(∗)

−∆u = f x ∈ U

u = 0 x ∈ ∂U

由边值为零的 Poisson 方程弱解的存在唯一性知, 存在唯一的弱解 u ∈W 1,2
0 (U).

定理 3.13.1. u ∈W 2,2
loc (U).

要证 ∇h
i (Dju) ∈ L2(V ),∀V ⊂⊂ U

=⇒ Diju ∈ L2
loc(U), i.e.u ∈W 2,2

loc (U)

方程两边同乘 ξ2uii∫
U

−ξ2uii∆udx =

∫
fξ2uiidx

右 =

∫
f∆−h

i (ξ2∆h
i u)dx

=⇒
∫
U

ξ2|∆h
iDu|2dx = −

∫
f∆−h

i (ξ2∆h
i u)dx− 2

∫
ξDξ∆h

i u∆
h
iDudx

⩽ 1

4

∫
U

ξ2|∇ihDu|2dx+ 4

∫
U

|∇ξ|2|∆h
i u|2dx

⩽



Chapter 4

椭圆方程 II

4.1 H−1(U)

注记. (0) 回忆 H1
0 (U) 是 H1(U) 的闭子空间，因此继承了 H1(U) 的内积

(u, v)H1(U) =

∫
U

uv +
n∑
i=1

uividx, ∀ u, v ∈ H1
0 (U).

但 H1
0 (U) 也是 L2(U) 的闭子空间，也可以继承 L2(U) 的内积

(u, v)L2(U) =

∫
U

uvdx, ∀ u, v ∈ H1
0 (U).

容易看出，恒同映射不是二者之间的同构映射.

将 H1
0 (U) 在 H1(U) 诱导的内积下的对偶空间记作 H−1(U)，将 H1

0 (U) 在 L2(U) 诱导的内积

下的对偶空间记作 L−1(U).（L−1(U) 是本笔记中的临时记号.）

(1) 给定 v ∈ H1
0 (U)，可决定 H1

0 (U) 上的两个线性函数

ϕv(u) = (u, v)H1(U) , ψv(u) = (u, v)L2(U) .

由 Riesz 表示引理，ϕv ∈ H−1(U), ψv ∈ L−1(U). 有趣的是，由于 ‖u‖L2(U) ⩽ ‖u‖H1(U)，所以

ψv ∈ H−1(U)，即 L−1(U) ⊂ H−1(U). 但一般来说，H−1(U) ⊈ L−1(U). 为了看到这一点，我

们只需要找到一串 um，‖um‖L2(U) ≡ 1，但 ‖umi ‖L2(U) ⩾ m. 我相信这样的 um 是存在的.

(2) 一般地，设 X 是 Hilbert 空间，X1 是其闭子空间（心中想着 X = L2(U), X1 = H1
0 (U)）.

由 Riesz 表示引理，X1
∼= X∗

1 , v 7→ fv := (·, v). 但对于 v ∈ X，我们同样可以定义 fv，fv 同样

落在 X∗
1 . 此时这个映射 X → X∗

1 就不是单射了，fv = fṽ，其中 ṽ 是直和分解 X = X1 ⊕X2

中 v 的第一分量.

(3) 让我感到比较诡异的现象是，给定 v ∈ L2(U)，存在 w ∈ H1(U)，使得对任意 u ∈ H1(U)，∫
U

uvdx =

∫
U

uw + uiwidx.

w 的存在性是知道的，但似乎很难由 v 显式表达出来. 如果能的话我会舒服一点.

诡异的本质是 H1(U) 上有一个内积在 L2(U) 上没有定义？

63
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(4) 至于为什么要采取这种诡异的观点，或许看看弱解的定义就搞懂了，特别是，我们是如何将 Lu

视作线性泛函的，也就是 B(u, v) 是如何定义的.

命题 4.1.1. ‖f‖2H−1(U) =

∫
U

(
|u|2 + |Du|2

)
dx

证明. 我想可能用下 Hahn-Banach 定理很快就出来了.
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4.2 散度型椭圆方程弱解的定义

设 U ⊂ Rn 为有界区域. 给定 u ∈ H1
0 (U)，定义

Lu = − (aijui)j + biui + cu.

其中 aij , bi, c 都是 U 上的函数，我们暂时不管要往上面加什么条件.
ui 当然是指 u 的弱导数；但 u 没有两阶弱导数，不管 aij 条件加得多好，Lu 都不是 U 上函数.
但是，我们可以将 Lu 视作 H1

0 (U) 上的线性泛函，形式上

〈Lu, v〉 =
∫
U

− (aijui)j v + biuiv + cuv dx =

∫
U

aijuivj + biv + cuv dx =: B(u, v).

定义 4.2.1. 设 f ∈ H−1(U)，称 u ∈ H1
0 (U) 是方程

Lu = f

的弱解，如果两侧作为 H−1(U) 中的元素相等.
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4.3 Lax-Milgram 定理

定理 4.3.1 (Lax-Milgram). 设 H 为 Hibert 空间, B : H ×H → R 为双线性映射, 满足

(1) 存在常数 α > 0 使得 |B(u, v)| ⩽ α‖u‖‖v‖,∀ u, v ∈ H

(2) 存在常数 β > 0 使得 β‖u‖2 ⩽ B(u, u),∀ u ∈ H

若 f ∈ H∗, 则存在唯一 u ∈ H 使得 B(u, v) = 〈f, v〉 := f(v).

例 4.3.2.

• −∆u = f,B(u, v) =

∫
U

∇u · ∇vdx,H = H1
0 (U)

• −∆u+ cu = f,B(u, v) =

∫
U

[∇u∇v + cuv]dx,W 1,2
0 (U)

– c ⩾ 0,(2) 满足

– Riesz 表示定理能够用.‖u‖H :=

∫
U

[
|∇u|2 + cu2

]
dx, c ⩾ 0

对于一般的 L, 条件 (2) 难满足, 但我们有如下的

定理 4.3.3 (能量估计). 存在常数 α, β > 0, γ ⩾ 0 使得,

(1) |B(u, v)| ⩽ α‖u‖H0
1 (U)‖v‖H0

1 (U),∀ u, v ∈ H1
0 (U)

(2) β‖u‖2H1
0 (U) ⩽ B(u, u) + γ‖u‖2L2(U),∀ u ∈ H1

0 (U)

证明. (1) 由 Hölder 不等式显然.

(2) B(u, u) =

∫
U

aijuiujdx+

∫
U

biuiudx+

∫
U

cu2dx

• 第一项 ⩾ λ

∫
U

|∇u|2dx

•
∣∣第二项∣∣ ⩽ C

∫
U

|∇u||u|dx ⩽ λ

2

∫
U

|∇u|2dx+ C

∫
U

|u|2dx

第二项 ⩾ −λ
2

∫
U

|∇u|2dx− C

∫
U

|u|2dx

• 第三项 ⩾ −C
∫
U

|u|2dx

B(u, u) ⩾ λ

2

∫
U

|∇u|2dx− C

∫
U

|u|2dx =⇒ B(u, u) + γ‖u‖2L2 ⩾ λ

2
‖u‖2H1

0 (U), 其中 γ = C +
λ

2
.

注记. Lµu = Lu+ µuµ ⩾ γ, 则 Bµ(u, v) = B(u, v) + µ(u, v)L2(U) 满足 Lax-Milgram 定理的条件.
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4.4 Fredholm 理论

关于 Fredholm 理论，请参阅http://home.ustc.edu.cn/~tysun/Functional_Analysis.pdf.
在我们的问题中,H = L2(U),K =?,K∗ =?

现在来找 K. 令 µ = γ, 在上面的“已知”处.
Lγu = L u+ γu

令 K = (Lγ)
−1

问 K 是否是 L2(U) 到 L2(U) 的紧算子.
K 线性

u = Kf = (Lγ)
−1f

给定 c1f1 + c2f2, 问解是否是 c1u1 + c2u2, 这是由存在唯一行保证的。
我想逆映射的良定性也是由存在唯一性保证的.
K : L2(U) → L2(U) 紧.
u = Kf,L2(U) → L2(U)

Lγu = L u+ γu = f

令测试函数 v = u ∈ H1
0 (U)

B(u, u) + γ‖u‖2L2 = (f, u)L2(U) ⩽ ‖f‖L2‖u‖L2 ⩽ c0‖f‖L2‖u‖H1
0 (U)

B(u, v) + γ(u, v)L2 = (f, v)L2

=⇒ ‖u‖H1
0 (U) ⩽ c1‖f‖L2

有界

紧性 u : H1
0 (U) → L2(U) 紧,K : L2(U) → H1

0 (U) ↪→ L2(U)

有界线性算子复合紧算子是紧算子.
K∗ : H → H

L → L ∗,L ∗
γ u := L ∗u+ γu,K∗ := (Lγ)

−1 : L2(U) → L2(U) 紧线性

L ∗,bi ∈ C1(U), B(u, v) =

∫
U

[aij(x)uivj + biuiv + cuv]dx = B∗(v, u),∀u, v ∈ H1
0 (U)

biuiv = (bivu)i − biviu− bi∫ [
aijuivj − biviu+ (c−

∑
bi,i)vu

]
dx =: B(v, u)

对应的 L ∗v = −
∑

(aij(x)vi)j − bivi + (c−
n∑
i=1

bi,i)v

存在唯一性, 因此 B(u, u) = B∗(u, u)L+ γ∗v := L u+ γv = f ∈ L2(U)

v
∣∣
∂U

= 0
γ 与以前同, 存在唯一解 v ∈ H1

0 (U)

β‖v‖2H1
0 (U) ⩽ B∗

γ(v, v) = B∗(v, v) + γ‖v‖2L2

K∗f := (L∗
γ)

−1(f)

(kf, v)L2(g) = (f,K∗g)L2(U)

例题

 x′′(t) + λx(t) = 0, t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1) = 0

x(t) = c1 sin(
√
λt) + c2 cos(

√
λt)

x(0) = 0 =⇒ c2 = 0

x(1) = 0 =⇒
√
λ = kπ, k ∈ N+

λk = (kπ)2

http://home.ustc.edu.cn/~tysun/Functional_Analysis.pdf
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方程有非零解的充分必要条件是 λk = (kπ)2

如 λ 6= λk, 只有零解. x′′(t) + λkx(t) = f(t), [0, 1]

x(0) = x(1) = 0

问 f(t) 满足何种条件方程存在唯一解（模去零空间后） x′′(t) + λx(t) = f

x(0) = x(1) = 0
任意 f 存在唯一解.

λ1 = π2, x(t) = sin(πt), x′′(t) + π2x(t) = f(t), x(0) = x(1) = 0

如果能解, 方程两边同乘 sinπ(t),

左 =
∫ 1

0

sin(πt)x′′(t)dt+ π2

∫ 1

0

sin(πt)x(t)dt
γ = 1 + λ

Lγu = −u′′ − λu+ γuLγu = f

u(0) = u(1) = 0
存在唯一解 u ∈ H1

0 (0, 1)

L∗v = −v′′ − λv, (L∗
γ)

−1 = K∗

H,K,K∗,Fredholm 二择一成立
Lγu = −u′′ − λu+ γu

Lγu = f + γu 两边作用 L−1
γ

u = (Lγ)
−1(f) + γ(L γ)−1u

h = (Lγ)
−1(f) ∈ L2(0, 1)

u = Ku+ h,K := γ(Lγ)−1

N(I −K) 有限维

u−Ku = 0 ⇐⇒

−u′′ − λu = −

u(0) = u(1) = 0

回到偏微分方程

由 Fredholm 二择一, 翻译出来,

(3) N(I −K) 有限维

u−Ku = 0 ⇐⇒

Lu = 0

u
∣∣
∂U

= 0
, 解空间有限维

K : L2 → H1
0 (U) ↪→ L2(U)

(4) 如果 N(I −K) = 0, 即

L u = 0

u
∣∣
∂U

− 0
只有零解.

L u = f

u
∣∣
∂U

= 0
存在唯一解 u ∈ L2

(5) dimN(I −K) = dimN(I −K∗), 引进 K,K∗,H

L u = 0, u
∣∣
∂U

= 0

L ∗v = 0
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解空间维数相等

(2) R(I −K) 闭 ⇐= K 紧

(1) (N(I −K∗))| = R(I −K)

u−Ku = h ∈ R(I −K)

v ∈ N(I −K∗), i.e.v −K∗v = 0L ∗v = 0

v
∣∣
∂U

= 0

(h, v)L2 = ((Lγ)
−1(f), v)L2
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4.5 应用L u = λu+ f inU, f ∈ L2(U)

u
∣∣
∂U

= 0

存在至多可数集 Σ ⊂ R 使得边值问题存在唯一弱解当且仅当 λ /∈ Σ

如果 Σ 无限, 则 λ)k → +∞



CHAPTER 4. 椭圆方程 II 71

4.6 散度型椭圆方程弱解的内部 H2 正则性

回忆Poisson 方程弱解的内部正则性

准备工作

4 月 25 日 20 分 32 秒

证明. 4 月 25 日 35 分 11 秒
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4.7 Cacciopolli 不等式和 Widman 填洞技巧

4 月 28 日 31 分 13 秒——1 小时 1 分 34 秒
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4.8 边界正则性

4 月 28 日 1 小时 2 分 3 秒
4 月 28 日第 2 段 28 分 25 秒

作业 4.8.1.

证明. ϕ̃ = |x|n−1x · ∇u,∆ϕ̃ ≡ 0 mod (∇ϕ̃)
ϕ̃ = (|x|2)a/2x · ∇u, ϕ̃i = |x|ai x · ∇u+ |x|a(x · ∇u)i
∆ϕ = ∆|x|a(x · ∇u) + 2|x|ai (x · ∇u) + |x|a∆(x · ∇u) = 0

(|x|2)
a
2

i =
a

2
(|x|2) a

2−1|x|2i = a(|x|2) a
2−1

∆|x|a = na|x|a−2 + a · (a
2
− 1)(|x|2) a

2−22x2i

= [na+ a(a− 2)]|x|a−2

1 = a(n+ a− 2)|x|a−2x · ∇u
ϕ̃i ≡ 0 =⇒ a|x|a−2xi = −|x|a(x · ∇u)i =⇒ |x|2(x,∇u)i = −axi
2 = 2a|x|a−2xi 〈x,∇u〉i = 2a|x|a−4xi|x|2 〈x,∇u〉i = −2a2|x|a−2 〈x,∇u〉

∆ϕ̃ = a|x|a−2 〈x,∇u〉 [n+ a− 2− 2a] = a(n− 2− a)
ϕ̃

|x|2
取 a = n− 2

作业 4.8.2.

证明. 5 月 5 日 45 分 25 秒——1 小时 14 分 18 秒
因为所有计算固定在某一点

∆ϕ ⩽ c1|∇ϕ|+ c2ϕ 在 Bε(x0) 中,ϕ(x1) = 0 =⇒ ϕ ≡ 0

若存在 x0 ∈ U 使得 ϕ(x0) = 0, 目标 ϕ ≡ 0 在某个邻域 Bε(x0)

那么 E = {x ∈ U | ϕ(x) = 0} 即开又闭.
在 x1 做计算, 取坐标使得 |∇u| = u1 > 0

ϕ(x1) = u22u
2
1 =⇒ u22 =

ϕ

u21
ϕi = −2u1iu2u12 − 2u1u2iu12 + u11iu

2
2 + 2u11u2u2i + u22iu

2
1 + 2u22u1u1i 在 x1 处

ϕi = −2u1u2iu12 + u22iu
2
1 + 2u22u1u1i

ϕ1 = −2u1u
2
12 + u221u

2
1 + 2u1u11u22

ϕ2 = −2u1u22u12 + u222u
2
1 + 2u1u12u22 = u222u

2
1

作业 4.8.3.
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4.9 复杂的例子

5 月 5 日第十一周周四
作业 1：
近边估计

∫
U∩B(0,r)

|∇u|2dx ⩽ c0
(
‖u‖2L2(U) + ‖f‖2L2(U)

)
ξ2u 代入即可.
内估计

∫
W

|∇u|2dx ⩽ c0
(
‖u‖2L2(U) + ‖f‖2L2(U)

)
336 页 51 式

4.9.1 9.5.1
∆u = 0

u
∣∣
∂U0

= 0

u
∣∣
∂U1

= 0

U0, U1 凸的有界区域

ϕ = x · ∇u,∆ϕ ≡ 0

ϕ
∣∣
∂U

< 0⇐=Hopf 引理＋ U 星形

4.9.2 title

5 月 5 日 24 分 11 秒
U0, U1 有界凸区域 =⇒ u 的等高线为凸曲线（将用两个办法来证明）

方法一

已知 |∇u| 6= 0 在 U 中（之前用了两个办法证明）

那么我怎么去证等高线是凸曲线呢？我们找到了这样一个辅助函数（回忆作业1.1.2）
ϕ =

u11u
2
2 + u22u

2
1 − 2u1u2u12

|∇ϕ|4
,∆ϕ = 0, ϕ

∣∣
∂U

=
k

|∇u|
> 0

u(x1, x2) =
1− |x|2

2
在 B1(0) ⊂ R2 中

规定：ν =
∇u
|∇u|

为计算曲率的方向.

k =
2u1u2u12 − u11u

2
2 − u22u

2
1

|∇u|3

u =
1− |x|2

2
, k =

1

|x|

方法二

5 月 5 日 40 分 5 秒
怎么用强极大值原理来证明 u 的等高线是凸的.
5 月 5 日 1 小时 14 分 29 秒

作业 4.9.1. 内容...
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5 月 5 日 1 小时 24 分 10 秒现在来证明等高线为凸

证明. 5 月 5 日 1 小时 27 分 43 秒

(1) Ũ0, Ũ1 为圆盘, 等高线为圆盘

调和函数解唯一, 用径向函数直接把解找出啦

(2) 一般情形

B0 ⊃ U0, B1 ⊂ U1

U t
0 = (1− t)B0 + tU0

U t
1 = (1− t)B1 + tU1

U t = U t
0\U t

1

若 0 < t0 < 1 为 ut 的等高线曲率第一次出现零点.

由引理等高线曲率恒为零.

4.9.3 title

1 小时 52 分 21 秒

注记. 原始论文

v = −
√
u 严格凸

v∆v = −(1 + |∇v|2)

v
∣∣
∂U

= 0

v < 0

在 U ⊂ R2 中凸, 证明 v 严格凸

vi = −1

2
u−

1
2ui

|∇u|2 = |∇u|2

4u

引理 4.9.2. ϕ = v11v22 − v212 则 ϕ ≡ 0 或 ϕ > 0, 一致估计.

https://sci-hub.hkvisa.net/10.1215/S0012-7094-85-05221-4
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4.10 上下解方法

5 月 9 日第十二周周一
内容提要

• 弱解的极值原理及应用

为什么要讲这个

– 估计 =⇒ 存在性

– 理论完整性

目标：

∆u = sinu+ f(x) x ∈ U

u = 0 x ∈ ∂U
存在唯一解

应用：

−∆u = 1− |u| x ∈ U

u = 0 x ∈ ∂U
存在解

以前会做

−(aijui)j + biui + c(x)u = f(x) x ∈ U

u = 0 x ∈ ∂U

这两个方程,sinu,|u| 都用不来.

还可以看看

−∆u = u(a− u)

u = 0
,u > 0,u有界（通常可以去掉）,存在唯一解当且仅当 a > λ1,

其中 λ1 = inf
∫
U
|∇u|2dx∫
U
u2dx .

这节课的目的就是这三个非线性的例题会做

• – 线性：

∆u = f

u = 0

– 拟线性：

∗


n∑
i=1

Di

(
ui√

1 + |∇u|2

)
= f(x)

u = ϕ

aij(x) = δij +
uiuj

1 + |∇u|2
引进 v =

√
1 + |∇u|2

方程变为 aij(∇u)uij = v3f(x)

梯度出现在 aij 里, 叫做拟线性

∗
n∑
i=1

(|∇u|p−2ui)i = f(x)

|∇u|p−4
[
|∇u|2δij + (p− 2)uiuj

]
uij = f

回忆 Sobolev 不等式∫
|u|

np
n−p ⩽ cn,p

∫
|∇u|pdx

的极值函数

∆pu+ up
∗−1 = 0
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∗ 调和映照方程组（林芳华）∆u = |∇u|2u

∗ Yang-Mills 方程组（田刚）

– 半线性（今天研究的都是半线性）
∆u = f(x, u).

∗ p = 2, 临界指标 ∆u+ u
n+2
n−2 , 太难, 要用极小曲面来做

∗ 不是临界指标（今天的都是）的都好办

回忆

• 经典解, 上调和函数,∆u ⩽ 0

引进上解（有边值）,

∆u ⩽ 0

u ⩾ ϕ
称它为

∆v = 0

v = ϕ
的上解, 指 u ⩾ v

• 弱解时, 上（下）解如何定义

– ∆u ⩽ 0 换成

∫
∇ϕ∇udx ⩾ 0,∀ϕ ⩾ 0, ϕ ∈ H1

0 (U)

– u ⩾ ϕ, 迹意义下

定义 4.10.1. 称 ū ∈ H1(U) 为方程

−∆u = f(u)

u = 0
的弱上解, 如果

∫
U

DūDvdx ⩾
∫
U

f(ū)vdx, ∀v ∈ H1
0 (U), v ⩾ 0

弱下解,u, 指 u ∈ H1(U) 且∫
U

DuDvdx ⩽
∫
U

f(u)vdx∀v ∈ H1
0 (U), v ⩾ 0

定理 4.10.2. 若方程 (1) 存在弱上解 ū 和弱下解 u, 且 u ⩽ 0, ū ⩾ 0∂U, u ⩽ ū 则方程 (1) 存在弱解

u 且 u ⩽ u ⩽ ū

工具：

• 弱解的极值原理

• 控制收敛

• 能量估计（弱收敛子列, 子列极限就是弱解）

弱解的极值原理−∆u ⩾ 0

u ⩾ 0∫
∇u∇udx ⩾ 0
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∀v ⩾ 0, v ∈ H1
0 (U)

要证 u ⩾ 0

308 页 18 题告诉我们,∇u− =

 0 u ⩾ 0

−Du u < 0

0 ⩽
∫
U

∇u−∇udx

所以 u < 0 的集合零测.

证明. |f ′(t)| ⩽ λ =⇒ f(t) + λt 单调递增

(1) 弱解的极值原理 =⇒ u = u0 ⩽ u1 ⩽ · · · ⩽ uk ⩽ uk+1 ⩽ · · · ⩽ ū, 即存在 {uk} 单调递增∫
∇v∇udx ⩽

∫
U

f(u)vdx, ∀v ⩾ 0, v ∈ H1
0 (U)

找 u1：−∆u1 + λu1 = f(u0) + λu0, u1
∣∣
∂U

= 0

由线性方程理论存在唯一解 u1 ∈ H1
0 (U)

（上下解办法）

下证 u0 ⩽ u1

弱解定义：

∫
DvDu1 + λu1vdx =

∫
U

f(u0)v + λu0vdx

相减得,
∫
U

∇u∇(u0 − u1)dx ⩽
∫
U

λv(u1 − u0)dx

令 v = (u0 − u1)
+∫

U+

[|∇(u0 − u1)|2 + λ(u0 − u1)
2]dx ⩽ 0

u0 ⩽ u1

类似 −∆uk+1 + λuk+1 = f(uk) + λuk, 已知 uk

同理（这里要用到 f(t) + λt 单调递增）可知 uk ⩽ uk+1.−∆uk + λuk = f(uk−1) + λuk−1

uk∫
U

[∇uk∇v + λukv]dx =

∫
U

(f(uk−1) + λuk−1) vdx, v ⩾ 0, v ∈ H1
0 (U)∫

U

[∇uk+1∇v + λuk+1v]dx =

∫
U

[f(uk) + λuk] vdx∫
U

[∇(uk − uk+1)∇v + λ(uk − uk+1)v]dx =

∫
U

[f(uk−1 + λuk−1)− (f(uk) + λuk)] vdx

现要证 uk ⩽ ū =⇒ uk+1 ⩽ ū∫
U

∇ū∇vdx ⩾
∫
U

f(ū)vdx, ∀v ⩾∈ H1
0 (U)∫

U

[∇(uk+1−ū)∇v + λuk+1v]dx ⩽
∫
U

[f(uk) + λuk − f(ū)] vdx

(2) u, ū ∈ H1(U),
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4.11 特征值与特征函数

5 月 12 日第十二周周四内容提要

• 特征值、特征函数

– 自然：[0, 1] 上的 Fourier 级数展开：sinnπx, cosnπx
问题：[0, 1] → 有界区域, 是否有完备正交系？
如果有, 任一函数都可以做 Fourier 展开.
办法：有界区域上配上一个对称椭圆算子.（zgq 定理 4.4.7Hilbert-Schmidt 定理）

– 抛物方程：ut = ∆u

双曲方程：utt = ∆u

回忆正交系用处：近似计算

定理 4.11.1.

注记. SL 定理, 有条件, 给定边值条件保证算子对称.
Hilbert-Schmidt 定理是 Sturm-Liouville 型定理的推广.

Lu = −
∑

(aij(x)ui)jLu = f

u = 0

令 u = Sf = L−1f

S : L2(U) → L2(U), 断言 S 是紧对称算子.

对称

(Sf, g)L2 = (f, Sg)

证明.

1. 由定理 4.4.7知,对任一 u ∈ L2(U),‖u‖2L2(U) = 1,存在 dk,使得 u =
∞∑
k=1

dkwk,这里 wk ∈ L2(U)

为 S 对应的完备正交系

dk = (u,wk), 1 = ‖u‖2L2(U) =
∞∑
k=1

d2k

Lwk = λkwk, 所以 wk ∈ H1
0 (U)

在 H1
0 中引进等价范数,‖u‖2H1

0 (U)

∫
U

aij(x)uiujdx

断言 wk 为 H1
0 中的完备正交系.
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4.12 弱解的 L∞ 估计（Moser 迭代）

回忆：

• 经典意义下

最大值原理,

∆u = f x ∈ U

u = ϕ x ∈ ∂U
,Φ =

F (|x|2 − d2)

2n
,G =

|x|2

2n
± |ϕ|C0

aijuij

• 弱解意义下

注记. 1957-62,Degiorgi,nash,moser

−(aijui)j = f, u ∈W 1,2
0 (U)

办法：分部积分

找测试函数

经验：ξ2u 做近边与内部的梯度估计, 即能量估计, 相当于同乘 u

∆−h
k (ξ2∆h

ku),D2u 的 L2 内估计, 相当于同乘 ukk

方程求导后,−∆ui = fi,Du 的 L∞ 估计

−(aijui)j = 0,u ∈W 1,2
0 (U) 为其弱解,aij ∈ L∞, λ|ξ|2 ⩽ aijξiξj ⩽ Λ|ξ|2

目的：sup

为什么要讲 L∞ 估计

命题 4.12.1. Φ(s) ∈ C0,1
loc (R), 凸函数

(1) 若 u 为

证明. 令 Φ ∈ C2
loc(R),Φ′(s) ⩾ 0,Φ′′(s) ⩾ 0,v = Φ(u),∀ϕ ∈ C∞

0 (U),ϕ ⩾ 0

0 ⩾
∫
aijDivDiϕdx =

∫
aijΦ

′(u)uiϕij

∫
aij(Φ

′(u)ϕ)jui − Φ′′(u)aijuiujϕdx

作业 4.12.2. 证明上述命题

分析：−(aijui)j = 0
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4.13 Stampacchia 迭代

结论：
{

��...
n ⩾ 2,U ⊂ Rn 有界区域, 简单 0 ⩽ a(x) ⩽ Λ

f0 ∈ Lq,
1

q
=

1

p
+

1

n
, fi ∈ Lp(U),p > n > 2, 则 u+ ⩽ C (‖f0‖q,U + ‖f‖p,U )

作业 4.13.1. 内容...

推论 4.13.2. 如 u 为方程 −
∑
ij

(aij(x)ui)j + a(x)u = f0 +
∑ ∂f

∂xi
, u ∈ H1

0 (U)

则 u ∈ L∞(U) 且 ‖u‖L∞ ⩽ C (‖f0‖q + ‖f‖p) |U |
1
n− 1

p

引理 4.13.3. Φ: [0,+∞] → R+ 非增函数,

Φ(h) ⩽
(

c

h− k

)α
Φ(k)β, h > k

如 β > 1, 则 Φ(d) = 0, d = CΦ(0)
β−1
α 2

β
β−1

证明. 内容...

Φ(h) = | {x ∈ U | u(x) > h} |

Φ(h) ⩽ C

[
‖f0‖q + ‖f‖p

h− k

]p′∗
Φ(k)p

′∗( 2
p′ −1)

只须证

‖Fk(u)‖p′∗ ⩽ c0 (‖f0‖q + ‖f‖p)Φ
1
p′ −1



Chapter 5

抛物与双曲方程

前情回顾与内容提要

• Moser 迭代（ch5 第 17 题,u ∈ H1
0 (U)F ′(t) 有界,F (u) ∈ H1

0 (U)）

ξ2(u+)p−1

• Stampacchia 迭代,De Giorgi 迭代

前者只需要用 Sobolev 不等式 +Holder 不等式 + 弱解定义,ϕ = (u− k)+

后者要用到等周不等式 +Sobolev+Holder（但等周不等式与 Sobolev 等价）

• 抛物方程

Lu = −
∑

(aijui)j + biui + cu

ut + Lu = f

u|t=0 = g

弱解定义

能量估计

存在性定理, 函数项级数收敛到解.

定义 5.0.1.


ut + Lu = f

u
∣∣
t=0

= g

u
∣∣
∂U

= 0

Lu = −
∑

(aijui)j + biui + cu

aij , bi, c ∈ L∞(UT ), UT = U × (0, T )

f ∈ L2(UT ), g ∈ L2(U)

U ⊂ Rn 有界区域
aij = aji, aijξiξj ⩾ θ|ξ|2

B(u, v, t) =

∫
U

aijuivj+biuiv+cuvdx, ∀ u, v ∈ H1
0 (U), 0 ⩽ t ⩽ T 称 u ∈ L2((0, T );H1

0 (U)), u′ ∈

L2(0, , T ;H−1(U)) 为方程 (1) 的弱解, 如果

(1)
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L2(0, T ;H1
0 (U)), 对于几乎处处的 t ∈ [0, T ],u(0, t) ∈ H1

0 (U),
∫ T

0

‖u‖2H1
0 (U)dt < +∞

u′ ∈ L2(0, T,H−1(U)),H−1(U) 为 H1
0 (U) 上有界线性泛函

要证明存在唯一性

第一步, 近似解存在
第二步, 近似解收敛到弱解
第三步, 弱解唯一性
近似解,wk(x) ∈ L2(U) 为相对于 −∆ 的完备正交系也为 H1

0 (U)

令 um(x, t) =
m∑
k=1

dkm(t)wk(x), d
k
m(0) = (g, wk), (u

′
m, wk) +B(um, wk; t)



Chapter 6

习题课

6.1 第一次习题课 2.27 Variational principle

参考：Evans 2.2.6 Energy method∆u = f in Ω

u = g on ∂Ω

I[u] =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 − fu

)
dx

A =
{
u ∈ C2(Ω) ∩0 (Ω) | u = gon∂Ω

}
任意 ϕ ∈ C∞

0 (Ω), d
dt
∣∣
t=0
I[u+ tϕ] =

∫
Ω

(−∆u− f)ϕdx = 0 =⇒ −∆u = f .

引理 6.1.1. u ∈ C0(Ω), 任意 ϕ ∈ C∞
0 (Ω),∫
Ω

uϕdx = 0 =⇒ u ≡ 0inΩ

证明. Elementary analysis.

Dirichlet problem

−∆u = f in Ω

u = g on∂Ω

Neumann problem

−∆u = f in Ω

∂u

∂ν
= g on ∂Ω
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Robin problem

−∆u = f in Ω

∂u

∂ν
+ α(x)u = g on ∂Ω

注记. Neumann 问题的解加一个常数仍是解, 因此我们常另加∫
Ω

udx = 0

使得解唯一.

1.Find appropriate admissible function space A and functional I[·] for the Neumann and Robin
problem.

证明. •
I[u] =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 − uf

)
dx

AD =
{
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) | u = g

}
⇐= If u is critical point of I[·], then −∆u = f

=⇒ If u is a solution to Dirichlet problem,

∀v ∈ AD, I[u] ⩽ I[v]? ∫
Ω

〈∇u,∇(u− v)〉 =
∫
Ω

−(u− v)∆u

−∆u=f
======

∫
Ωfu

−
∫
Ωfv∫

Ω

〈∇u,∇(u− v)〉 =
∫
Ω

|∇u|2 −
∫
Ω

〈∇u,∇v〉

⩾
∫
Ω

1

2
|∇u|2 −

∫
1

2
|∇v|2

=⇒ I[u] ⩽ I[v]

•
AN =

{
u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)

}
0 =

d
dt
∣∣
t=0
J(u+ tϕ),∀ϕ ∈W 1,2

0 (U)

d
dt

[
1

2

∫
U

|D(uk) + tDϕ|2dx+

∫
U

f(u+ tϕ)dx
] ∣∣

t=0

=

∫
∇u∇ϕdx+

∫
U

fϕdx

2.Find the Euler-Lagrange equation for the following variation problem:A =
{
c ∈ C2(Ω) | u = 0 on ∂B2(0)

}
,Ω =

B2(0)\B1(0) ⊂ Rn,

I[u] =

∫
Ω

(|∇u|2 + 2u)dx+

∫
∂B1(0)

u2dA.

证明.
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3.

(1) Suppose:u : U → R is a minimizer of the area funcional

I[u] =

∫
U

√
1 + |∇u|2,A =

{
u ∈ C2(U) ∩ C(U) |

∫
U

u = 1, u = g on ∂U

}
, U ⊂ R2.

Prove that Graph u is a surface of constant mean curvature.

(2) Suppose that u is a solution of div
(

∇u√
1 + |∇u|2

)
= 0 in U ⊂ R2,then for any surface

Σ ⊂ U × R, ∂Σ = ∂Graphu, then

Area(Graphu) ⩽ Area(Σ).

证明. ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

d
dt
∣∣
t=0
I[u+ tϕ] =

d
dt
∣∣
t=0

∫
Ω

√
1 + |∇u+ t∇ϕ|2

=

∫
Ω

〈∇u,∇ϕ〉√
1 + |∇u|2

=

∫
Ω

〈
∇u√

1 + |∇u|2
,∇ϕ

〉

= −
∫
Ω

ϕdiv
(

∇u√
1 + |∇u|2

)
(1) ∀λ ∈ R,

E[u] =

∫
Ω

(
√
1 + |∇u|2 + λu)dx = I[u] + λ

d
dt
∣∣
t=0
E[u+ tϕ] =

∫
−div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)

(2) N1 =
(−ux,−uy, 1)√

1 + |∇u|2∫
M

divN1 =

∫
Graphu

〈N1, N1〉 −
∫
Σ

〈N1, N2〉

divR3

(
(−ux,−uy, 1)√

1 + |∇u|2

)
= div

(
− ∇u√

1 + |∇u|2

)
= 0

4. Suppose (M, g) to be a Riemannian manifold,g = gijdxi ⊗ dxj in local coordinates. Calculate
the:

(1) geodesic equation(the Euler-Lagrange equation of the variational problem:I[γ] = 1

2

∫ b

a

(gij ◦

γ)ẋi(t)ẋj(t)dt.)
A = {γ : [a, b] →M to be a smooth curve} .

In local coordinate (U,ϕ, V ),ϕ(γ(t)) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t)).
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(2) Suppose (N,h) to be another Riemannian manifold, calculate the harmonic map equation(the

Euler-Lagrange equation of the variational problem:I[f ] = 1

2

∫
M

gij
∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
hαβ◦f

√
det[gij ]dx1∧

· · · ∧ dxn)

A = {f :M → N to be a smooth map} .

(3) What is the relationship between the geodesic equation and the harmonic map equation?

证明. (1) l(γ) =

∫ b

a

|γ̇| ⇐⇒ E(γ) =
1

2

∫ b

a

〈γ̇, γ̇〉 = 1

2

∫ b

a

ẋi(t)ẋj(t)gijdt

可以利用单位分解把问题化归到一个邻域中

0 =
d
dε
∣∣
ε=0
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6.2 第二次习题课

6.2.1 Harnack 不等式
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6.3 第四次习题课

6.3.1 作业 1

6.3.2 作业 2

6.3.3 作业 3

6.3.4 Hadamard 三圆定理

6.3.5 Pohozaev 恒等式

参考 evans553 页到 554 页

6.3.6 活动标架法

6.3.7 补充习题



Chapter 7

一些总结

7.1 (−∆)−1

4 月 7 日 7 分 33 秒——33 分 23 秒
回忆：有界数列有收敛子列

连续函数空间中一致有界 + 等度连续 =⇒ 有收敛子列
泛函分析：紧性 G : L2(U) → L2(U) 有界线性算子, 如何得到 G 为紧算子？

Riesz-Shauder 理论
Hilbert-Schmidt：得到完备正交系
Fredholm 二择一：Banach 空间版本（zgq 第四章第一节）和 Hilber 空间版本（Evans 附录）
具体例子：L = (−∆)−1 : L2(U) → L2(U)

没有内积分部积分用不来 −∆u = f ∈ L2(U)

u
∣∣
∂U

= 0

L = (−∆)−1 : f → u, L2(U) → L2(U)

L 有界线性算子

u ∈W 1,2
0 (U)

‖u‖L2(U) ⩽ cn,U‖Du‖L2(U) 上节 Poincare 不等式（蕴含 L 有界且紧）

u 为方程之解是指任意 ϕ ∈W 1,2
0 (U) 有

∫
U

∇u∇ϕdx =

∫
U

fϕdx

取 ϕ = u, 那么
∫
U

|∇u|2dx =

∫
fudx ⩽ ‖f‖L2‖u‖L2 ⩽ c‖f‖L2‖∇u‖L2

‖Du‖2L2(U) ⩽
1

2
‖∇u‖2L2(U) + c0‖f‖2L2(U)

‖Du‖L2(U) ⩽ c0‖f‖L2(U)

‖u‖W 1,2(U) ⩽ c0‖f‖L2(U)

u := (−∆)−1f

(−∆u)−1 : f → u, L2(U) →W 1,2
0 (U)

我们要证明,W 1,2
0 ↪→ L2(U) 紧嵌入

从而 (−∆)−1 : L2(U) → L2(U) 是紧算子.
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上节课讲了 W 1,p
0 情形下的 Poincare 不等式, 现在做到 W 1,p(U)

差商：求导运算的积分版本∆u = f ∈ L2(U)

u
∣∣
∂U

= 0

上节课知道存在唯一 u ∈W 1,2
0 , 学了差商立刻知道 u ∈W 2,2

loc (U
′)



附录 A

不等式

A.1 初等不等式

命题 A.1.1.

命题 A.1.2 (Young).
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A.2 Hölder 不等式



附录 B

实分析
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