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1 概论

代数拓扑（同调论）广泛分布于数学的各个分支，

• 数论/代数，如：离散群

• 几何/拓扑，如：示性类，K-理论

• 分析/方程，如：Hodge 理论

代数拓扑起点：Euler 的两个结果

1. 哥尼斯堡七桥问题和一笔画问题

2. 多面体的 Euler 公式

1.1 哥尼斯堡七桥问题

问：有没有一种散步方法，从某处出发，经过所有的桥恰好一次后回到原点？

数学研究步骤：具体问题 −→ 抽象（合适的数学语言表达）−→ 解决（找到合适的数学工具）

−→ 推广（公理化）−→ · · ·

Euler：抽象出图的概念. 图

顶点 陆地，岛

棱 桥

连通图：任何两个顶点之间有一条由若干条棱构成的路径连结
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假定每个棱有两个不同的顶点（即没有 self loops）

记图为 Γ，

顶点集V (Γ) v(Γ) = |V (Γ)|

棱集E(Γ) e(Γ) = |E(Γ)|

定义 1.1. Γ 的一个 Euler 回路是指从某个点出发，沿着 Γ 的棱的一个路径，经过每条棱恰好一次，

并且最终回到出发点.

哥尼斯堡七桥问题 ⇐⇒ 图 Γ 有没有 Euler 回路.
观察：

• 若 Γ 有 Euler 回路，则在任意顶点 v ∈ V (Γ) 处，

进入v的棱数 =离开v的棱数.

• Euler 回路跑遍所有的棱，特别地，跑遍 v 处的所有棱

定义 1.2. val(v) = v 的所有棱个数.

定理 1.3. 若 Γ 有 Euler 回路 ⇐⇒ 任意 v ∈ V (Γ), val(V ) 是偶数.

证明.

=⇒

val(v) = v的所有棱个数

=进入v的棱个数+离开v的棱个数

= 2×进入v的棱个数

⇐= 见图论书.

Euler 一笔画问题

定义 1.4. Γ 的 Euler 道路是指沿 Γ 的一个路径，走过所有的棱（此时未必回到出发点）.

• Case 1 起点 = 终点，此时回到 Euler 回路问题

• Case 2 起点 6= 终点

– Case2.1 终点为偶顶点：仅有一个奇顶点

– Case2.2 终点为奇顶点：恰有两个奇顶点

定理 1.5. Γ 有 Euler 道路 ⇐⇒Γ 至多有两个奇顶点.

证明. 见图论书.
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重新回顾

如下图给棱 e 一个定向

在此定向下，我们定义 ∂e = v1 − v0.
如果 Γ 有 Euler 回路，按 Euler 回路诱导 E(Γ) 中的棱的定向，则有

∂

 ∑
e∈E(Γ)

e

 = 0.

定义 1.6.

• C1(Γ) =

 ∑
e∈E(Γ)

aee | ae ∈ R, for e ∈ E(Γ)

，即由 E(Γ) 张成的 R-线性空间.

• C0(Γ) =

 ∑
v∈V (Γ)

bvv | bv ∈ R, for v ∈ V (Γ)

，即由 V (Γ) 张成的 R-线性空间.

• 记 dimC1(Γ) = e(Γ),dimC0(Γ) = v(Γ).

事实上，若

(1) Γ 没有 self loop

(2) Γ 是定向图（即每条棱都指定了定向）

即可定义

∂ : C1(Γ) −→ C0(Γ).

定义 1.7.

• H1(Γ) = ker ∂ = {c ∈ C1(Γ) | ∂c = 0}

• H0(Γ) = coker ∂ = C0(Γ)/ im ∂

• 记 h1 := dimH1(Γ), h0 := dimH0(Γ)

命题 1.8. h1(Γ) 和 h0(Γ) 不依赖于 Γ 的定向.

推论 1.9. 若 h1(Γ) = 0，则 Γ 一定无 Euler 回路.

问题：如何计算 h1(Γ) 与 h0(Γ)？
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命题 1.10. 若 Γ 连通，则 h0(Γ) = 1，并且

h0(Γ)− h1(Γ) = v(Γ)− e(Γ).

证明. 定义

C1(Γ)
∂−→ C0(Γ)

φ−→ R∑
v∈V (Γ)

bvv 7−→
∑

v∈V (Γ)

bv

• ϕ 线性.

• ϕ 满射. 任取 w ∈ V (Γ)，有 ϕ(λw) = λ.

• im ∂ ⊂ kerϕ. 只需对 e ∈ E(Γ) 验证，显然有 ϕ∂(e) = 0.

• kerϕ ⊂ im ∂. 设
∑
v

bvv ∈ kerϕ，即
∑
v

bv = 0. 任意取定 w ∈ V (Γ)，则有

bw = −
∑
v ̸=w

bv∑
v

bvv = bww +
∑
v ̸=w

bvv =
∑
v ̸=w

bv(v − w)

因为 Γ 连通，所以 v − w = ∂cv，其中 cv ∈ C1(Γ).（cv 不一定简单到是一条边.）

• 结合上述两条有 kerϕ = im ∂，从而

H0(Γ) = C0(Γ)/ im ∂ = C0(Γ)/ kerϕ ' imϕ = R =⇒ h0(Γ) = 1.

下证命题中的另一等式

dim ker ∂ − dim coker ∂ = index ∂

=(dimC1(Γ)− dim im ∂)− (dimC0(Γ)− dim im ∂)

=dimC1(Γ)− dimC0(Γ).

注记.
index ∂︸ ︷︷ ︸
分析

= h1(Γ)− h0(Γ)︸ ︷︷ ︸
拓扑

= e(Γ)− v(Γ)︸ ︷︷ ︸
几何

.

注记. e(Γ) = 7, v(Γ) = 4. 则 h1(Γ) = h0(Γ) + e(Γ)− v(Γ) = 4.
直观上，h1(Γ) 给出 Γ 的“洞个数”.
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1.2 多面体的 Euler 公式

设 p 是一个凸多面体（此处不给出严格定义）. 记
v(p) 顶点数

e(p) 棱数

f(p) 面数

则

v(p)− e(p) + f(p) = 2.

Cauchy 的证明.

(1) 任取 P 的一个底面，将底面拉得足够大，得到一平面图 Γ

将 p 和 Γ 进行比较， 
v(p) = v(Γ)

e(p) = e(Γ)

f(p) = #
{
R2\Γ的连通分支

}
按习惯，定义 Γ 的面 =“有界”的面，则 f(p) = f(Γ) + 1. 等价于要证明

v(Γ)− e(Γ) + f(Γ) = 1.

(2) 在 Γ 的同属于一个面的两个未直接相连的顶点间增加一条连线，得到 Γ̃

将 Γ̃ 和 Γ 进行比较 
v(Γ̃) = v(Γ)

e(Γ̃) = e(Γ) + 1

f(Γ̃) = f(Γ) + 1

因此

v(Γ̃)− e(Γ̃) + f(Γ̃) = v(Γ)− e(Γ) + f(Γ).

现设 Γ 的每个面都已经通过连线剖分成三角形，得到的新图仍记作 Γ.
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(3) 从最外边去掉一条边，新图记作 Γ̃.

将 Γ̃ 和 Γ 进行比较 
v(Γ̃) = v(Γ)

e(Γ̃) = e(Γ)− 1

f(Γ̃) = f(Γ)− 1

仍有

v(Γ̃)− e(Γ̃) + f(Γ̃) = v(Γ)− e(Γ) + f(Γ).

(4) 在消边的时候还可能遇到如下情况

将 Γ̃ 和 Γ 进行比较 
v(Γ̃) = v(Γ)− 1

e(Γ̃) = e(Γ)− 1

f(Γ̃) = f(Γ)

仍有

v(Γ̃)− e(Γ̃) + f(Γ̃) = v(Γ)− e(Γ) + f(Γ).

(5) 有限步之后，只剩一条线段，

v − e+ f = 2− 1 + 0 = 1.
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重新叙述

设 R2 中的闭凸集 A 由有限个三角形沿边粘贴得到.
记 Γ(A) 为对应的平面图，V (Γ), E(Γ), F (Γ) 分别为顶点集、棱集和有界面集.
对每个面逆时针定向，对每条棱任意定向.
分别记 C2(Γ), C1(Γ), C0(Γ) 为由 F (Γ), E(Γ), V (Γ) 张成的 R-线性空间.
定义算子

C2(Γ)
∂2−→ C1(Γ)

∂1−→ C0(Γ),

其中 ∂1 如前. ∂2f = f 的棱的 ±1 系数组合. 当 f 诱导的定向与棱给定的定向一致时取 1，相反取

−1. 说白了，∂2f 就是把 f 的棱按 f 诱导的定向加起来.

引理 1.11. ∂1∂2 = 0

证明. 不妨设棱 f 诱导的定向与给定定向一致，若不然，也不影响 ∂2f 的实际结果.
∂1∂2f = ∂1(e1 + e2 + e3) = v1 − v0 + v2 − v1 + v0 − v2 = 0.

定义 1.12.

• H2(Γ) = ker ∂2

• H1(Γ) = ker ∂1/ im ∂2

• H0(Γ) = coker ∂1 = C0(Γ)/ im ∂1

命题 1.13. H0(Γ) ' R.

定理 1.14. dimH0(Γ)− dimH1(Γ) + dimH2(Γ) = dimC0(Γ)− dimC1(Γ) + dimC2(Γ).

证明.

dimC2(Γ)− dimC1(Γ) + dimC0(Γ)

=dim ker ∂2 − dim ker ∂2 + dimC2(Γ)− dimC1(Γ) + dimC0(Γ)

=dimH2(Γ) + dim im ∂2 − dimC1(Γ) + dimC0(Γ)

=dimH2(Γ) + dim im ∂2 − dim ker ∂1 + dim ker ∂1 − dimC1(Γ) + dimC0(Γ)

=dimH2(Γ)− dimH1(Γ)− dim im ∂1 + dimC0(Γ)

=dimH2(Γ)− dimH1(Γ) + dimH0(Γ).

定理 1.15. H2(Γ) = {0}.

证明. 设
∑

f aff ∈ ker ∂2. 考虑相邻的两个面 f1, f2，他们中间夹着一条棱 e. 经由 ∂2 作用能提供 e

的只有 f1 和 f2. 注意 f1 和 f2 诱导 e 的定向是相反的，因此为了保证经由 ∂2 作用后 e 前系数为

零，必须有 af1 = af2 . 由连通性知 af ≡ a. 但注意∑
f ∂f =

∑
边界棱 6= 0.

因此 a
∑
f

∂f = 0 =⇒ a = 0 =⇒ ker ∂2 = {0} .
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push to boundary 技巧

假设 v 为内点，记 f1, · · · , fk 为以 v 为顶点的所有面，记 e1, · · · , ek 为以 v 为端点的所有面.
对每个面逆时针定向，取 ei 定向为 fi 诱导定向，如下图所示

注意到有

e2 = e3 + ∂f2 +边界棱

因此，对于
∑

biei，其中的 e2 项总可以被 e3 项在相差边界棱和 im ∂2 中元素的意义下替换. 同理
e3 可以被 e1 替换. 因此

b1e1 + b2e2 + b3e3 = b̃1e1 + ∂(sth) +边界棱

即

特别地，假设我们还有 ∂1(
∑

biei) = 0，那么

∂1(b̃1e1) + ∂1∂2(sth)︸ ︷︷ ︸
自动为零

+ ∂1(边界棱)︸ ︷︷ ︸
只贡献边界顶点

= 0 =⇒ b̃1 = 0.

即

b1e1 + b2e2 + b3e3 = ∂(sth) +边界棱.
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单纯同调

1 单纯复形和单纯同调群

定义 1.1 (单形). 设 x0, · · · , xn ∈ RN . 若 x1 − x0, · · · , xn − x0 线性无关，则称{
x0 +

n∑
i=1

ti(xi − x0) | 0 ⩽ ti ⩽ 1,
n∑
i=1

ti = 1

}

为以 x0, · · · , xn 为顶点的 n-单形.

注记. x1 − x0, · · · , xn − x0 线性无关 ⇐⇒ x0 − xi, · · · , xi−1 − xi, xi+1 − xi, · · · , xn − xi 线性无关.

证明.
n∑
j=0

λ)j(xj − x0) +
n∑
j=0

λj(x0 − xi) = 0

n∑
j=0

λj

注记 (重心坐标).

x0 +
n∑
i=1

ti(xi − x0) =

(
1−

n∑
i=1

ti

)
x0 +

n∑
i=1

tixi

n∑
i=0

sixi

(s0, · · · , sn) 称为重心坐标.

定义 1.2. 称由 {x0, · · · , xn} 的非空子集决定的单形为由 {x0, · · · , xn} 决定的单形的面.

定向 n-单形与 ∂ 算子

指定了顶点的排列顺序 [x0, · · · , xn] 的单形称为定向 n-单形. 认为相差偶置换的两个排列决定
相同的定向. n-单形有且只有两种定向.

∂n[x0, · · · , xn] :=
n∑
i=0

(−1)i[x0, · · · , x̂i, · · · , xn]

验证良定性

引理 1.3. ∂n−1∂n = 0

11
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证明.

∂n−1∂n[x0, · · · , xn]

=∂n−1

n∑
i=0

(−1)i[x0, · · · , x̂i, · · · , xn]

=
n∑
i=0

(−1)i
∑

0⩽j<i
(−1)j [x0, · · · , x̂j , · · · , x̂i, · · · , xn]

有限单纯复形

定义 1.4. 设 K =
{
RN中的一些单形

}
，若 K 满足

(0) #K <∞.

(1) σ ∈ K =⇒ σ 的每个面 τ ∈ K.

(2) σ1, σ2 ∈ K，若 σ1 ∩ σ2 6= ∅，则它是 σ1 及 σ2 的面.

则称 K 为 RN 中的有限单纯复形. 设

|K| =
⋃
σ∈K

σ ⊂ RN ,

赋予 |K| 子空间拓扑. 称 |K| 为 K 的底空间，称 K 为 |K| 的一个三角剖分.

单纯同调

设 K 是一个有限单纯复形.

定义 1.5. Cp(K) :=


∑
σ∈K

dimσ=p

aσ[σ] | aσ ∈ R


称 Cp(K) 中的元素为 p 链

Cp(K)
∂p−→ Cp−1(K)

0
∂n+1−→ Cn(K)

∂n
under

Hp(K) = ker ∂p/ im ∂p+1

bp(K) = dimHp(K)
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2 Euler-Poincaré 定理与强 Morse 不等式

定理 2.1 (Euler-Poincaré). 设 K 为 n 维有限单纯复形，则

n∑
p=0

(−1)p dimCp(K) =
n∑
p=0

(−1)pbp(K).

证明一. 有如下短正合列

0 −→ im ∂p+1 −→ ker ∂p −→ Hp −→ 0 =⇒ bp(K) = dim ker ∂p − dim im ∂p+1

0 −→ im ∂p −→ Cp−1 −→ coker ∂p −→ 0 =⇒ dim im ∂p = dimCp−1 − dim coker ∂p

证明二. 有如下短正合列

0 −→ im ∂p+1 −→ ker ∂p −→ Hp −→ 0 =⇒ bp(K) = dim ker ∂p − dim im ∂p+1

0 −→ ker ∂p −→ Cp −→ im ∂p −→ 0 =⇒ dimCp = dim ker ∂p + dim im ∂p

容易看出定理正确，因为

• 对于每个 p，bp(K) 和 dimCp 中有相同符号的 dim ker ∂p，而求和中二者前面的符号也相同.

• 考虑 0 ⩽ p ⩽ n− 1.

– bp(K) 中，出现了负的 dim im ∂p+1

– dimCp+1 中，出现了正的 dim im ∂p+1

– 而在求和中，bp(K) 与 dimCp+1 的符号刚好不同，正好抵消.

• 最后剩下一个 dim im ∂0 无人抵消，但它本身是零.

定理 2.2.

证明. R(t) = (1 + t)−1(c(t)− p(t)) =
∞∑
s=0

(−t)s

以后会证明，三角剖分算出来的欧拉示形数不依赖于三角剖分.
陈：欧拉示性数

强 Morse 不等式
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3 例子

球面

取正四面体 K

这是一个二维单纯复形. 我们来计算它的各阶实系数单纯同调群.

• H0(K). 由连通性，H0(K) ' R.

• H1(K) = ker ∂1/ im ∂2. 设

∂(aiei) = 0 =⇒ (−a1 + a3 − a6)v1 + (a1 − a2 − a4)v2 + (a2 − a3 − a5)v3 + (a4 + a5 + a6)v4 = 0

其中有 6 个未知数，6 是棱的条数；有 4 个方程，4 是顶点的个数. 但其中只有 3 个独立方程.

解得 
a4 = a1 − a2

a5 = a2 − a3

a6 = a3 − a1

.

所以

a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4 + a5e5 + a6e6

=a1(e1 + e4 − e6) + a2(e2 − e4 + e5) + a3(e3 − e5 + e6)

=a1∂f1 + a2∂f2 + a3∂f3 ∈ im ∂2 =⇒ H1(K) = 0.

其中

注意到面的定向都使得右手大拇指指向外.

• H2(K) = ker ∂2.

对任意一条棱，它属于两个面，容易验证这两个面在棱的诱导定向相反. 因此

∂(aifi) = 0 =⇒ ai ≡ 1 =⇒ dim ker ∂2 = 1 =⇒ H2(K) ' R.
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环面

环面的三角剖分不容易直接给出，我们先考虑环面的多边形表示

再在此基础上给出三角剖分

• 由连通性，H0(K) ' R.

• H1(K) = ker ∂1/ im ∂2. 先利用 push to boundary 技巧对上图进行简化，
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任取
∑

cee，则可知存在 f ∈ C2(K) 和 ai ∈ R，使得∑
cee = ∂2f +

∑
aiei.

若
∑

cee ∈ ker ∂1，则

0 = ∂1
∑

cee = ∂1∂2f + ∂1
∑

aiei =⇒
∑

ai∂1ei = 0.

即

(a1 − a2)v1 + (a2 − a3)v2 + (a4 − a5)v3 + (a5 − a6)v4 + (−a1 + a3 − a4 + a6)v0 = 0.

解得

a1 = a2 = a3, a4 = a5 = a6.

整理一下我们上面得到的结果便是，对于任意的 E ∈ ker ∂1，存在 F ∈ C2(K) 及 α, β ∈ R，使得

E = ∂2F + α(e1 + e2 + e3) + β(e4 + e5 + e6).
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RP2

考虑 RP2 的多边形表示

及其三角剖分

• 由连通性，H0(K) ' R.

• H1(K) = ker ∂1/ im ∂2. 由 push to boundary 技巧，对任意的 E ∈ ker ∂1，存在 F ∈ C2(K) 使

E = ∂2F +
∑

aiei.

两边用 ∂1 作用得 ai ≡ a. 所以 E = ∂2F + a
∑

ei.

注意到 ∂2
∑

f = −2
∑

ei. 所以 E = ∂2

(
F − a

2

∑
f
)

. 即 H1(K) = {0}.

• H2(K) = ker ∂2. 设
∑

aff ∈ ker ∂2，则 af ≡ a. 但 ∂2
∑

f = −2
∑

ei 6= 0.

所以 a = 0，即 H2(K) = {0}.
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Klein 瓶
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总结

• 计算 H2(K,R)

– 设
∑

aff ∈ ker ∂2，由连通性的论证知 af ≡ a.

– 转化到 ∂2
∑

f 的计算. 若为零，则 H2(K,R) ' R；若不为零，则 H2(K,R) = {0}.

– 为零的例子：球面，环面.

– 不为零的例子：RP2.

• 计算 H1(K,R)

– 由 push to boundary 技巧，对任意的 E ∈ C1(K)，存在 F ∈ C2(K) 使得

E = ∂2F +
∑

aiei.

– 当 E ∈ ker ∂1 时，也有
∑

aiei ∈ ker ∂1，从而我们得到一些系数 ai 的关系式.

∗ 球面时，a4 = a1 − a2, a5 = a2 − a3, a6 = a3 − a1.
∗ 环面时，a1 = a2 = a3, a4 = a5 = a6.
∗ RP2 时，ai ≡ a.

– 剩下多少个自由的系数，我们就有多少个闭链的生成元.

∗ 球面时，aiei = a1(e1 + e4 − e6) + a2(e2 − e4 + e5) + a3(e3 − e5 + e6)

∗ 环面时，aiei = α(e1 + e2 + e3) + β(e4 + e5 + e6)

∗ RP2 时，aiei = a
∑

ei

– 在这些生成元中，有些其实也是边缘链

∗ 球面时，∂f1 = e1 + e4 − e6, ∂f2 = e2 − e4 + e5, ∂f3 = e3 − e5 + e6

∗ RP2 时，−1

2
∂
∑

f =
∑

ei.

在这些情形中，H1(K,R) = {0}.

• 刨除掉边缘链，剩下的便是同调群中的元素. 我们要做的便是看清同调群的代数结构，构造从
1 维闭链群到代数结构的同态，最后证明 ker 是边缘链.

– 环面时，e1 + e2 + e3 和 e4 + e5 + e6 都不是边缘. 因此猜出 H1(K,R) ' R⊕ R.
下面我们想定义 ϕ : ker ∂1 → R⊕ R, E 7→ (α, β).
为此我们需验证对于每个 E 只有一组 (α, β).
只需验证 E = 0 时 α = β = 0.
设 ∂F + α(e1 + e2 + e3) + β(e4 + e5 + e6) = 0.
设 F =

∑
aff . 由连通性知 af ≡ f，则 ∂F = a∂

∑
f = 0.

因此 α(e1 + e2 + e3) + β(e4 + e5 + e6) = 0 =⇒ α = β = 0.
从而 ϕ 良定，易见 ϕ 为满射. 易见 kerϕ = im ∂2.
所以 R⊕ R ' ker ∂1/ kerϕ = ker ∂1/ im ∂2 = H1(K,R).
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Z-系数同调

考虑
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4 锥的同调群

9 月 21 日讲义
K = RN 中单纯复形
RN ⊂ RN+1, (x1, · · · , xN ) 7→ (x1, · · · , xN , 0)
v0 = (0, · · · , 0, 1) ∈ RN+1

将 v0 与 K 中的点连线

上述集合构成 RN+1 中的单纯复形

称为 K 上锥复形，记作 K̂

命题 4.1. Hn(K̂;Z) =

Z, i = 0

0, n > 0

注记. 有限生成阿贝尔群，实系数相当于 tensor 上 R 后把挠部分杀掉.

证明. Cn(K̂,Z)
T−→ Cn+1(K̂,Z)

[x0, · · · , xn] 7−→

 [v0, x0, · · · , xn] v0 6= xi

0

验证 ∂T + T∂ = Id
如果 v0 6= xi∀i

(∂T + T∂)[x0, · · · , xn] = ∂[v0, x0, · · · , xn] + T
n∑
i=0

(−1)i[x0, · · · , x̂i, · · · , xn]

= [x0, · · · , xn] +
n∑
i=1

(−1)i+1[v0, x0, · · · , x̂i, · · · , xn]

+
n∑
i=0

(−1)i[v0, x0, · · · , x̂i, · · · , xn]

= [x0, · · · , xn]
如果 x0 = v0

∂T [x0, · · · , xn] = 0

T∂[v0, x1, · · · , xn] = [v0, x1, · · · , xn]
上述计算需要 n > 0

Sn = ∂∆n+1

∆n+1 看成 ∆n 上的锥

Cp(∂∆n+1) =

Cp(∆n+1) 0 ⩽ p ⩽ n

0 p > n

0 ⩽ p ⩽ n− 1,Hp(S
n;Z) = Hp(∆n+1,Z) = Hp(∆̂n,Z) =

Z, p = 0

0, 0 < p ⩽ n− 1

Hn(∂∆n+1) = ker(∂n) =

手术

n = a+ b+ 1

Mn
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挖掉 Da+1 × ∂Db+1 ↪→Mn

沿着边界 ∂Da+1 × ∂Db+1 = Sa × Sb 站上 ∂Da+1 ×Db+1

给定单纯复形 K1,K2

子单纯复形 L1, L2

设 L1, L2 分别同构于 L

K1 ∪L K2

Cn(K1 ∪L K2)
∂n−→ Cn−1(K1 ∪L K2)

{Ck}0⩽k⩽n 有限维向量空间（群，环，模）∂
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5 相对单纯同调群与 Mayer-Vietoris 序列

9 月 21 日讲义第 12 页

定义 5.1. 设 K 是单纯复形，L ⊂ K 是子单纯复形，称

Cn(K,L) := Cn(K)/Cn(L)

为单纯复形偶 (K,L) 的相对 n-链群.

引理 5.2. 设 f : V1 → V2 满足 f(W1) ⊂W2，则如下图表交换

V1 V2

V1/W1 V2/W2

f

π π

f̃

.

定义 5.3. 将链复形

· · · −→ Cn+1(K,L)
∂−→ Cn(K,L)

∂′

−→ Cn−1(K,L) −→ · · ·

的同调群记作 Hn(K,L)，称为单纯复形偶 (K,L) 的第 n-阶相对同调群.

回到原始问题，设 L 为一单纯复形，可以嵌入到两个单纯复形 K1,K2 中作为子单纯复形，研

究 H∗(K1 ∪L K2) 的计算问题.
本质上我们使用的是如下命题

命题 5.4. 设 W1,W2 是向量空间，V =W1 ∩W2，则有短正合列

0 −→ V −→W1 ⊕W2 −→W1 +W2 −→ 0

(w1, w2) 7−→ w1 + w2

w 7−→(w,−w)

命题 5.5.
Cn(K1 ∪L K2) = Cn(K1) + Cn(K2), Cn(K1) ∩ Cn(K2) = Cn(L).

向量空间粘接

设 W1,W2 为两个向量空间，V =W1 ∩W2，则 W1 +W2 满足如下的万有性质

V W1

W2 W1 +W2

E

拓扑空间粘接
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6 单纯映射

在本节中，我们希望定义单纯映射的概念，进而得到单纯复形范畴；我们应该期待，由单纯复

形之间的单纯映射可以诱导链复形之间的链映射，得到单纯复形范畴到链复形范畴的函子.

• 单纯映射的定义

• 确实构成单纯复形范畴（复合还是单纯映射）

• 单纯同构. 范畴论中的老生常谈

• 单纯映射诱导的链映射（定义 + 验证它确实为链映射）

• 函子性

• 单纯复形偶范畴

设 K,L 是单纯复形，K(0), L(0) 分别是 K,L 的 0-维骨架.

引理 6.1. 称 f : K → L 为单纯映射，如果 f (0) : K(0) → L(0) 满足对任意 {v0, · · · , vp} 为 K 中某

个 p-单形的全部顶点，有
{
f (0)(v0), · · · , f (0)(vp)

}
为 L 中某单形的顶点. 此时 f (0) 决定了 K 中任

一单形到 L 中某个单形的映射

f(s0v0 + · · ·+ spvp) = s0f(v0) + · · ·+ spf(vp)

称 f 为单纯映射.

引理 6.2. 设 f : K → L 及 g : L→M 为单纯映射，则 g ◦ f : K →M 也为单纯映射.

定义 6.3. 若 f : K → L 及 g : L→ K 为单纯映射满足

g ◦ f = IdK , f ◦ g = IdL

则称 f 为从 K 到 L 的单纯同构.

定义 6.4. f# : C∗(K) → C∗(L), [v0, · · · , vp] 7→ [f(v0), · · · , f(vp)].

引理 6.5. f# 为链映射，即 f# ◦ ∂K = ∂L ◦ f#.
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7 单纯同伦

9 月 28 日改版讲义第 22 页
一般来说，一个给定的同调群间的同态能由不同的单纯映射诱导. 这个事实引导我们开始思考

如下问题：在什么条件下两个单纯映射诱导相同的同调群间的同态?
给定单纯映射 f, g : K → L，我们希望找到条件使得对任意 z ∈ Zp(K) 有 f#(z) 与 g# 是同调

的. 换句话说，我们希望找到在什么条件下存在一个映射 D 对每个 K 中的 p-维闭链 z 指定 L 中的

一个 q + 1-维链 Dz 使得

∂Dz = g#(z)− f#(z).

∆n × I 上的单纯复形结构

同伦不变性

定义 7.1. 设 f0, f1 : K → L 为两个单纯映射，若有一单纯映射 F : K × I → L 使得

F ◦ i0 = f0, F ◦ i1 = f1

其中 i0 : K → K × I, i1 : K → K × I 是自然的包含映射，将每个 K 中单形 ∆ 分别映到 ∆×{0} 和
∆× {1}. 称 f0 与 f1 单纯同伦，记作 f0

F∼ f1. 类似地，可以定义单纯同伦等价的概念.

我们已经证明，存在 P : Cn(K) → Cn+1(K × I) 使得对于 K 中的任一单形 σ 有

i1#(σ)− i0#(σ) = (∂P + P∂)σ.

将 F# 作用到上式两侧，得到

F# ◦ i1#(σ)− F# ◦ i0#(σ) = (F#∂
KP + F#P∂

K)σ = ∂LF#Pσ + F#P∂
Kσ

定理 7.2. 设 f0, f1 : K → L 是单纯同伦的单纯映射，则 (f0)#, (f1)# 是链同伦的.
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8 单纯同调的 Eilenberg-Steenrod 公理

(a) ∀ n ⩾ 0, (K,L) → Hn(K,L)

(b) f : (K1, L1) → (K2, L2) 单纯映射

(c) 任意 (K,L)，存在 ∂∗ : Hn(K,L) → Hn−1(L)

满足公理

(1) i : (K,L) → (K,L) 恒同，

(2) (K1, L1)
f−→ (K2, L2)

f2−→ (K3, L3)

(3) f : (K1, L1) → (K2, L2)

Hn(K1, L1) Hn−1(L1)

Hn(K2, L2) Hn−1(L2)

(4) −→ Hn(L)
i∗

Hn(K)

(5) 同伦.fi : (K1, L1) → (K2, L2) 单纯同伦，那么 (f0)∗ = (f1)∗

(6) 切除.(K,L) 是单纯复形偶，U ⊂ |K|，U ⊂ |L|，假定 |K| − U = |K1|, |L| − U = |L1|

证明.

(7) 维数公理.

Hn(∆0) =

G, n = 0

0, 其他

证明.

(8) 紧支集公理. 任意 c ∈ Hn(K,L)，存在有限复形对
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9 代数范畴的同调论

10 月 12 日讲义第 5 页
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奇异同调

1 奇异同调群

10 月 12 日第 10 页

• 奇异 n-单形的定义

• 奇异 n-链群

• ∂ 算子

• 奇异同调群

• 连续映射诱导奇异链复形之间的链映射，函子性质

28
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2 相对奇异同调群

10 月 12 日讲义第 14 页

• 链复形的短正合列诱导同调群的长正合列
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3 奇异同调的 Eilenberg-Steenrod 公理

3.1 同伦公理

10 月 12 日讲义第 15 页

定理 3.1. 设 f0, f1 : X → Y 是同伦的连续映射，则 (f0)#, (f1)# 是链同伦的.
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3.2 维数公理

10 月 12 日讲义第 17 页
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4 收缩

10 月 12 日讲义第 19 页
设 X 是拓扑空间，T : ∆n → X 连续映射

Sn(X) =
{∑

aTT |
}

奇异 n-链群

定义 4.1. A ⊂ X 称为 X 的收缩，

嵌入映射有左逆，



CHAPTER 2. 奇异同调 33

5 重心重分

设 K 是单纯复形

重心重分 ∆1 = [b0, · · · , bs]
其中 bi 为 σi 的重心，其中 σ0 < σ1 < · · · < σs 一串面

sd(σ) = Sd(∂σ) ∗ b

其中 bσ 是 σ 的重心

∗ 的意思是把该点加进去
[v0, v1] ∗ b := [v0, v1, b]

如上归纳定义

Sd : C(k) −→ C(K ′)

希望定义出来的 Sd 是链映射，即 ∂ Sd = Sd ∂
还希望满足承载条件，即如果 L ⊂ K 是子单纯复形

如果 c ∈ C(L)，那么 (Sd)(c) ⊂ C(L′)

我们从 C0(K) 开始考虑，规定

Sd : C0(K) −→ C0(K
′) = Id

若 i < k(k ⩾ 1) 时 Sd : Ci(K) −→ Ci(K
′) 已经定义好，且是链映射，且满足承载条件

那么 σ = [v0, · · · , vk]
∂σ ∈ Ck−1(σ)

Sd(∂σ) ∈ Ck−1((∂σ)
′)

Sd(σ) = (−1)k Sd ∗bσ

∂ Sd(σ) = Sd(∂σ) + (−1)k(∂ Sd(∂σ))

Sd(σ) ∈ Ck(σ
′)

希望定义 π 是单纯映射

π : K ′ → K, b 7→
b 必是 K 中某个单形 σ 的重心

π(b) 为 σ 的某个顶点

π# Sd : C(K) → C(K)

证明它链同伦于 Id
还有 Sdπ# 链同伦于 Id
π# Sd− Id = ∂H +H∂

H : Ck(K) −→ Ck+1(K)

其中 H : Ck(K) −→ Ck+1(K) 满足承载条件，L ⊂ K, c ∈ C(K),H(c) ∈ C(L)

睡觉

定义 Sd : Li(Y ) −→ Li(Y )



CHAPTER 2. 奇异同调 34

H : Li(Y ) −→ Li(Y )

走神
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10 月 15 日讲义第 10 页

定理 5.1. 若 {Xi ⊂ X} 满足 {IntXi}i 构成 X 的开覆盖，那么∑
i

Sp(Xi) ⊂ Sp(X)

诱导出同调同构
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6 单纯同调与奇异同调同构

10 月 19 日讲义第 5 页
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7 切除定理

10 月 19 日讲义第 6 页

定理 7.1. 设 A ⊂ X. 如果 U ⊂ X 满足 U ⊂ IntA，那么包含映射

j : (X − U,A− U) −→ (X,A)

诱导奇异同调群的同构.

证明. 记 A = {X − U,A}. 由 U ⊂ IntA 知 A 的元素的内部覆盖 X.

定理 7.2. X1, X2 ⊂ X，{X1, X2} 为 Mayer-Vietoris 偶，当且仅当

i : (X1, X1 ∩X2) −→ (X1 ∪X2, X2)

诱导相对同调群的同构

i∗ : H∗(X1, X1 ∩X2) −→ H∗(X1 ∪X2, X2)
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8 局部同调

10 月 19 日讲义第 8 页
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9 一般系数的同调群

定义 9.1. 设 R 是一个交换幺环，X 是一个拓扑空间，令 Sn(X,R) 为所有 n 维奇异单形生成的自

由 R 模，称为 X 的 n 维 R 系数奇异链群.



CHAPTER 2. 奇异同调 40

10 Tor 与 Ext

定义 10.1. 设 R 是一个交换幺环，A 是 R-模. A 的一个 R-模分解是一个 R-模长正合序列

· · · −→ Cn+1
∂n+1−→ Cn

∂n−→ Cn−1 −→ · · · −→ C1
∂1−→ C0

ε−→ A −→ 0.

如果每个 Cn 都是自由 R-模，则称之为 A 的一个自由 R-模分解.

例 10.2. Z 作为 Z-模的自由分解

· · · −→ 0
∂1−→ Z Id−→ Z −→ 0.

例 10.3. Z/mZ 作为 Z-模的自由分解

· · · −→ 0
∂2−→ Z ×m−→ Z π−→ Z/mZ −→ 0.

命题 10.4. A 的一个 R-模分解对应一个链复形

C : · · · −→ Cn+1
∂n+1−→ Cn

∂n−→ Cn−1 −→ · · · −→ C1
∂1−→ C0 −→ 0.

它的同调群是

Hn(C) =

 0, n ⩾ 1

A, n = 0.

定理 10.5. 任何 R-模 A 的自由 R-模分解一定存在.

证明. 取 C0 为集合 A 自由生成的 R-模 F (A), 取 ε 为集合间的映射 Id : A → A 扩充而成的 R-模
同态 ε : C0 → A. 取 C1 为集合 ker ε 自由生成的 R-模, 以此类推.

例 10.6. 设 R 是 PID, 则 R-模 A 有自由分解

· · · −→ 0 −→ ker ε ι−→ C0 = F (A)
ε−→ A −→ 0.

这是因为 PID 上的自由模的子模也是自由的.

例 10.7. Z/2Z 作为 Z/4Z-模的自由分解

· · · −→ Z/4Z ×2−→ Z/4Z ×2−→ Z/4Z ε−→ Z/2Z −→ 0.

例 10.8. R 上有自然的 R[x1, · · · , xn] 模结构

f(x1, · · · , xn) · r = (a0 +
∑

ai1···inx
i1 · · ·xinn ) · r := a0r.

当 R 是 PID 时，给出 R 一个的自由 R[x1, · · · , xn]-模分解.

定理 10.9 (自由零调模型). 设 C = {Cn, ∂n}n⩾0 是一个自由的链复形，A 是 C 的增广. 设 C ′ 是

A′ 的一个 R-模分解. 对于任何线性映射 ϕ−1 : A → A′, 存在链映射 ϕ = {ϕn : Cn → C ′
n}n⩾0 使得

ε ◦ ϕ0 = ϕ−1 ◦ ε. 且任何两个这样的链映射 ϕ,ϕ′ 是链同伦的.
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证明.
· · · C2 C1 C0 A 0

· · · C ′
2 C ′

1 C ′
0 A′ 0

ε

φ−1

ε

取 C0 的一组基 {c0i}, 因为 ε : C ′
0 → A′ 是满射，所以存在 c′0i 使得 ε(c′0i) = ϕ−1 ◦ ε(c0i).

c0i ε(c0i)

c′0i ϕ−1 ◦ ε(c0i)

因为线性映射由它在自由模的基上的取值决定，这样我们就定义出了 ϕ0. 以此类推可定义 ϕ.
下面我们设有两个链映射 ϕ 和 ψ，我们来找它们之间的链同伦.

C0

C ′
1 C ′

0 A

φψ

因为 ε ◦ (ϕ− ψ) = ψ−1 ◦ ε− ψ−1 ◦ ε = 0, 所以可在 C ′
1 中找到 ϕ− ψ(c0i) 的一个原像，将之定义为

H0(c0i). 以此类推定义 H.

命题 10.10. R-模 A 的任何两个自由分解 C,C ′ 都是链同伦等价的.

证明.
C0 A

C ′
0 A

C0 A

φ Id

ψ Id

C0 A

C0 A

Id Id

设 A,B 是 R-模. 取 A 的一个自由 R-模分解 C, 构造链复形 C ⊗B.

命题 10.11. Hn(C ⊗B) 只与 A,B 有关，而与 A 的自由分解无关.

定义 10.12. 称 Hn(C ⊗B) 为 A 与 B 的第 n 个挠群，记作 TorRn (A,B).

例 10.13. 计算 TorZn(Z/2Z,Z/2Z).

解. 找 Z/2Z 的一个自由 Z-模分解

· · · −→ 0
∂2−→ Z ×2−→ Z π−→ Z/2Z −→ 0.

则 C ⊗ Z/2Z 为
· · · −→ 0 −→ Z⊗ Z/2Z 2⊗1−→ Z⊗ Z/2Z −→ 0

所以

TorZn(Z/2Z,Z/2Z) =

 0, n ⩾ 2

Z/2Z, n = 0, 1.
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例 10.14. 计算 TorZ/2Zn (Z/2Z,Z/2Z).

解. 找 Z/2Z 的一个自由 Z/2Z-模分解

· · · −→ 0 −→ Z/2Z Id−→ Z/2Z −→ 0.

则 C ⊗Z/2Z Z/2Z 为
· · · −→ 0 −→ Z/2Z⊗Z/2Z Z/2Z −→ 0.

所以

TorZ/2Zn (Z/2Z,Z/2Z) =

 0, n ⩾ 1

Z/2Z n = 0.

例 10.15. 计算 TorZ/4Zn (Z/2Z,Z/2Z).

解. 找 Z/2Z 的一个自由 Z/4Z-模分解

· · · −→ Z/4Z ×2−→ Z/4Z ×2−→ Z/4Z ε−→ Z/2Z −→ 0.

则 C ⊗Z/4Z Z/2Z 为

· · · −→ Z/4Z⊗Z/4Z Z/2Z 2⊗1−→ Z/4Z⊗Z/4Z Z/2Z 2⊗1−→ Z/4Z⊗Z/4Z Z/2Z −→ 0.

所以

TorZ/4Zn (Z/2Z,Z/2Z) = Z/2Z.
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胞腔同调

1 胞腔复形

10 月 19 日讲义第 12 页

例 1.1.
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2 胞腔分解的例子

10 月 22 日讲义第 4 页
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3 胞腔同调群计算的例子

10 月 22 日讲义第 8 页
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4 球面的映射度
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5 透镜空间

网课讲义合集第 13 页



CHAPTER 3. 胞腔同调 48

6 万有系数定理

网课讲义合集第 26 页



CHAPTER 3. 胞腔同调 49

7 奇异上同调中的卡积与上积
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8 乘积空间的奇异同调
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9 Kunneth 公式
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2 Section2.1

11.Show that if A is a retract of X then the map Hn(A) → Hn(X) induced by the inclusion A ⊂ X

is injective.

证明.

14.Determine whether there exists a short exact sequence

0 −→ Z4 −→ Z8 ⊕ Z2 −→ Z4 −→ 0.

More gtenerally, determine which abelian groups A fit into a short exact sequence

0 −→ Zpm −→ A −→ Zpn −→ 0

with p prime. What about the case of short exact sequences

0 −→ Z −→ A −→ Zn −→ 0.

证明.
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2 可裂的短正合列

定义 2.1. 设 0 −→ A
i−→ B

π−→ C −→ 0 为一短正合列. 如果存在子对象 D ⊂ B，使得

i(A)⊕D = B

则称此序列分裂.

命题 2.2. 给定短正合列 0 −→ A
i−→ B

π−→ C −→ 0，则下列陈述等价

(1) 短正合列可裂

(2) 存在同态 j : B −→ A 使得 j ◦ i = IdA

(3) 存在同态 p : C −→ B 使得 π ◦ p = IdC

更进一步地，在上述条件下，B ' A⊕ C，D ' C.
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3 长正合列引理

定理 3.1. 设
0 −→ (C1, ∂1)

f−→ (C2, ∂2)
g−→ (C3, ∂3) −→ 0

为链复形的短正合列，则有同调群的长正合列

· · · −→ Hn+1(C
1)

f∗−→ Hn+1(C
2)

g∗−→ Hn+1(C
3)

∂∗−→ Hn(C
1)

f∗−→ Hn(C
2) −→ · · ·

证明.

(1) 定义 ∂∗

β α

γ ∂β 0

∂γ 0

g

• 对于 [α] ∈ Hn+1(C
3)，选取代表元 α ∈ C3

n+1

• 因为 g 是满射，所以存在 β ∈ C2
n+1 使得 gn+1β = α

• 因为 ∂3
n+1α = 0，所以 gn∂

2
n+1β = 0，即 ∂2

n+1β ∈ ker gn

• 因为 im fn = ker gn，所以存在 γ ∈ C1
n 使得 fnγ = ∂2

n+1g. 因为 fn 是单射，所以 γ 唯一.

• γ 是闭的，因为 fn−1∂
1
nγ = ∂2

nfnγ = ∂2
n∂

2
n+1g = 0，所以 ∂1

nγ ∈ ker fn−1，但 fn−1 是单射

• 将 ∂∗[α] 定义为 [γ].

• 下验证良定性

–
δ β 0

∂δ ∂β

假设有 β′ 使得 gn+1β = gn+1β
′ = α，那么 β − β′ ∈ ker gn+1 = im fn+1

设 β − β′ = fn+1δ，其中 δ ∈ C1
n+1. 存在 γ̃ 使得 fnγ̃ = ∂2

n+1fn+1δ.
由 γ̃ 的唯一性知 γ̃ = ∂1

n+1δ. 所以 β 的选取并不影响最终的 [γ].
–

ξ η

β = ∂ξ α = ∂η

0

取 ᾱ 使得 α− ᾱ = ∂3
n+1η，其中 η ∈ C3

n+2.
因为 gn+2 是满射，所以存在 ξ ∈ C2

n+2 使得 gn+2ξ = η.
gn+1∂

2
n+2ξ = α− ᾱ，但 ∂2

n+1∂
2
n+2ξ = 0，所以并不影响最终的 [γ].
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(2) Hn+1(C
3) 处的正合性. 即要证明 im g∗,n+1 = ker ∂∗,n+1.

• im g∗,n+1 ⊂ ker ∂∗,n+1. 取 [β] ∈ Hn+1(C
2)，要证 ∂∗[g(β)] = 0.

β α = g(β)

0 0

• ker ∂∗ ⊂ im g∗. 即要证 β 是闭链.

β α

0 ∂β = 0

(3) Hn(C
1) 处的正合性，既要证明 im ∂∗ = ker f∗

• im ∂∗ ⊂ ker f∗. 这是因为 f∗[γ] = [∂β] = 0.

β α

γ ∂β

g

• ker f∗ ⊂ im ∂∗.
β α

γ f∗(γ) = ∂β

g

(4) Hn+1(C) 处的正合性，即 im f∗ = ker g∗.

• im f∗ ⊂ ker g∗ 是显然的.

• ker g∗ ⊂ im f∗. 设 g∗[β] = 0，也就是 g(β) 是边缘

ξ η

β α := g(β)

+

ξ η

∂ξ g(β)

=⇒ γ −→ ∂ξ − β −→ 0
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